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Résune :

L'objectif de cettectude est de minimiser, par rotation sinidale, le coefficient de tiaée moyen d’un cylindre
circulaire en egime laminaire. Une prdmlure d’optimisation couplant métk réduit par POD et rathodea
région de confiance (TRPOD) est uiilées Cette approche condaitune €duction du coefficient de firgee de 30%
pour un cdit de calcul limié.

Abstract :

The objective of this study is the mean drag minimizatioreunatary control of the cylinder wake in the laminar
regime. The optimization problem is solved by a procedua tiouples POD reduced order models and trust
region method (TRPOD). Finally, 30% of relative mean draduetion is found for reduced numerical costs.

Mots-clefs: Contrdle optimal ; réduction de mockle ; POD ; méthodea région de confiance ;
sillage ; cylindre ciculaire ; trainée.

1 Introduction

1.1 De l'intérét de la réduction de mockles en contble d’eécoulement

Les caits de calcul (CPU, gmoire) lesa la esolution des probimes d’optimisation sont
tellement importants que cette approche devient inégsguix applications du cobte actif en
boucle fernge, pour lesquelles le cobteur a besoin deé&terminer son action en tempset.
Dans cette communication, nous proposons&geudre le prolime d’optimisation assaeiau
contdle d’écoulement par une &hode de coniile optimal dans laquelle l&quations ddtat
ne sont plus consti&es par legquations de Navier-Stokes mais par un glededuit de dyna-
mique de lécoulement con@lé construit par PODRroper Orthogonal DecompositipnCette
technique, introduité I'origine en Turbulence [1] afin d’extraire les Structu@shérentes,
permet dévaluer une base, optimale au sens éedtrgie, qui peudtre utili€e par la suite pour
construire par projection de Galerkin sur Egguations du mouvement un n@dd €duit de dy-
namique de Bcoulement conié [2]. En cepit de I'optimalie energetique de la base POD,
il pardt cependant difficile de construire une fois pour toute, ebutl du processus d’optimi-
sation, une base POD capable d@erire 'ensemble degcoulements susceptiblestte ren-
contés par le sygime au cours du processus d’optimisation (voir discussiemeenen [3]). Une
réactualisation de la base POD au cours du processus d’sptioni semble donc incontour-
nable, la difficulé consistan& determiner le momenttoune nouvelle&solution degquations
de Navier-Stokes eséxessaire powrvaluer une nouvelle base POD. Par la suite, nous utilise-
rons un algorithme @omné TRPOD pouiTrust Region PODM4] qui couple néthode d’opti-
misationa region de confiance et mekks Eduits POD (voir section 2).
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1.2 Configuration de I'etude

Dans cetteetude, nous cherchomscontbler le sillage instationnaire existant en aval d’'un
cylindre circulaire (figure 1) pour un nombre de Reynoltls = 200 (Re = % avecU,,
vitessea l'infini amont du cylindre,D son diangtre etv, la viscosié cirematique du fluide).
L’ écoulement est congie comme incompressible et le fluide est su@pasqueux et Newto-
nien.

FIG. 1 — Repésentation s@matique de notre  FIG. 2 —Ecoulement non coriité (y = 0).
configuration découlement coniié mocle.

La dynamique d’'urécoulement de sillage eregime laminaire est cara@ise par son
nombre de Strouhalt défini commeSt = {]—D ou f est la fequence caragtistique du compor-
tement @riodique de Ecoulement (Fig. 2).°OLe coritie de 'ecoulement est exeg@ar rotation
instationnaire du cylindre autour de sangratrice. Soifl’r la vitesse tangentielle du cylindre,
le parangtre de confile du probéme esty(t) = Vr(t)/U. Poury = 0, I'@coulement sera dit
non contblé. Dans la suite, nous recherchons la loi de édaty sous forme harmoniquiee.
telle que :

v(t) = Asin (2w Styt)

ou I'amplitude A et le nombre de Strouhal dergageSt, correspondent aux deux dégr
de libergé du contéle.

2 Optimisation par méthodesa région de confiance et moeles eduits POD

Dans cette section, seul le principe de lathode sera expésPour tous lesé&tails et en
particulier les preuves de convergence, le lecteur estdarise &ferera [4, 3].

L'objectif est de esoudre le proime d’'optimisation :

min J(¢ys(c), c) 1)

CcR"

ou J : R™ x R* — R est la fonction objectif et ¢, ¢(c) et c repesentent respecti-
vement les variables @tat obtenues paésolution nurérique de€quations du syéme et les
variables de condle. L'indice V.S signifie que legquations cgtat qui relient les variables de
contdle c aux variables dtat sont legquations de Navier-Stokes. Il est possible, paolution
d’'un syséme dynamique d’ordreeduit, de reconstruire ces variables par utilisation dloase
POD. En notant ., , ces variables, le probine (1) peuétre remplae par une suite de sous-
problemes de la forme

min J(¢pop(c), €. (2

CcRn
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Or, le mockle reduit de dynamique construit par POD ne Bsante la dynamique d&toule-
ment contdlé que sur uneégion limitte de I'espace des paratres de confie diterégion de
confiancePosonsg\,, le rayon de la&gion de confiance e}, les paramtres de conéile obtenus
pour un ieré k. Pourévaluer la fonction7 (¢ ys(ck), ck), il est recessaire deéerminer les
variablesg ¢ (c;). Ces variables sont obtenues pasalution degquations de Navier-Stokes.
Lors de cette@&solution, il est possible d’extraire desatisations (snapshots) détoulement
contidlé, et ainsi de grérer une base POPP;}7_, . . Cette base est utik® pour construire
un mockle d’ordre faible. Linégration temporelle de ce melg d’ordre faible permet de re-
construire les champg »,(ci), et donc dévaluer la fonction7 (¢ pop(ck), cx). On cEfinit
ensuite la fonction

mi(Crs1) = mi(er + sk) = T(bpop(ck + si), ek + si) 3)
comme fonction moéle de la fonction objectif

flexr) = flex + s1) = T(dns(er + 81), ek + 8i), (4)

a l'intérieur de laegion de confiancisy|| < Ag.
On est alors amér resoudre le proleime

;n]iRn my(c, + s) sous les contraintes||s|| < Ag. (5)
e n

Il faut ensuiteévaluer la performance des nouveaux partees de confile ¢, = ¢, + si
obtenus paréasolution du proldme (5). On compare alors l@croissancegelle de la fonction
objectif,ared, = f(cx+sx) — f(ck), @ la Beroissance gdite par la fonction magle,pred;, =
my(cr+sk)—my(cr). Sila decroissance de la fonction objectif est@ggoonne, en comparaison
de celle obtenue par la fonction nild, le pasc,,1 = ¢, + s, est acce et le rayon de
confiance est augmera I'itéré suivant. Si la @croissance est jég@ moyenne, le pas est ac@pt
et le rayon de confiance est maintenu. Enfin, sidardissance est jég mauvaise, le pas est
refuse et le rayon de confiance est dimiuAfin d’évaluer la valeur de la fonction objectif
au pointey1, f(cr + si), il est recessaire de&erminer une nouvelle solution du nedd de
précision,¢ y ¢(ck + si). Un autre jeu degalisations, qui correspond au nouveau detey . ;,
est disponible. Ce jeu sert alaxconstruire un nouveau mele eduit, qui est refasentatif de
la dynamique modiée par application des paratres de conféile ¢, 1.

3 Application a la réduction de trainée d’un cylindre ciculaire

3.1 Definitions des fonctions objectif et moeéle

Afin de simplifier les notations futures, on introduibfperateur de trénéeCp, comme :

Cp:RP—TR

1 Ju 1 Ju (6)
U — Z/FC (pnm S ﬁa_y"@) dl' = Cp(t),

ou U = (u, v, p)T est le champ vectoriel correspondant aux variables deseites de
pression etUp, le coefficient de trzée instationnaire. Les variableset p présentes dans la
relation (6) peuvenétre obtenues soit paesolution du moéle de Navier-Stokes, soit par re-
constructiora I'aide d’'un moele d’ordre eduit bag sur la POD. En effet, dans ceétude, une
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base PODP, repiesentative des champs de vitegst v, ainsi que du champ de pressipaéte
determiree [3]. Par ailleurs, afin d’agtiorer la robustesse du melé ©duit de dynamique, la
base propre POD&lermiree pour un paragtre de confile ¢ donre, aéte augmerée en ajou-
tant V,,., modes de noiquilibre, suivant en cela la predure @crite dans [5]. Les champs de
vitesse et de pression peuvent alors 8ecinposer sur la base propre POD comme :

N Ngal+N7Leq
Uz, t) =~(e, ) U Z Bi(x) + > alt) @), @)
i=0 i=Nya+1

— ——— -
modes POD Galerkin modes de noréquilibre

ou U, est une solution particére deséquations de Navier-Stoke€t@rmiree de telle
mankere que les fonctions propres soient hogrogs sur le bord du domaine.

Le syseme dynamique POD d’'ordréduit, de dimensiotV,,; + N,., + 1, est alors de la
forme [3] :

d a qal+Nneq Jal+Nneq Nqa,l+NnEq
il S TEUES DR DR YOI
d gal+Nneq (8a)
D (G4 DD Fyat) ] vle )+ G e ),
avec les conditions initiales suivantes :
ai(0) = (U(z, 0) — (¢, 0) U (x), ®i(x)). (8b)
En notantgyg(c) = (uns, vns, pns)’ et ¢pop(crop) = (upon, vrop, Prop)’, 1a

fonction objectif est

f(e) = T (s(e) / Co(ds(e
et la fonction objectif moele, introduite et justiie dans [3], est

gal+Nneq

my(c) = (¢P0D / Z t)N; dt,

Pour ésoudre le sous-pralshe d’optimisation (5), le plus simple consistaésoudre le
syseme optimal construid I'aide du moeéle ©duit de dynamique POD. Ce sgsie optimal
est constité des systmes eequations suivantes [3] :

— syséme détat(8)

— syséme adjoint

Ngal+N7Leq Ngal+N'ILeq

j=0 k=0

1y,
T Z?
(9a)
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muni des conditions terminales suivantes :

&(T) = 0. (9b)
— conditions d’optimalié
T Ngal+Nneq
Vel = / > Li| Veydt, (10)
0 i=0
avec
dg Ngal+Nneq
Ez’ = —EDZ + Sz 51 + ]2_; Ej(lj + 2’7(0, t)gz

Ce syséme peuttre Esolua I'aide d’'une néthode iérative ccrite dans [3].

3.2 Reésultats nuneriques et observations

Finalement, les paragtres de coniile obtenus son#t = 4,25 et St; = 0,738 [3]. Ces
paranetres sont étermirés en une dizaine détations (10 @solutions du mogle de Navier-
Stokes). Cesésultats sont semblablasceux pedits par exprimentation nurerique. Les pa-
rametres de confile, obtenus par &thodesa region de confiance, convergent vers les pa-
rametres de conéile optimaux, et ce, quels que soient les partaes de conéile initiaux uti-
lises. Ceci prouve la performance et la robustesse decthade d’optimisation &krite ici.

La figure 3 repésente levolution temporelle du coefficient de Tin@e, pour urécoulement
non contblé et pour Iecoulement fore par les paragtres de conéile optimaux. Cesésultats
sont compags avec les coefficients obtenus powcbulement de base stationnaire instable.
Cet écoulement deéference grere le coefficient de tiaée le plus faible pour la configura-
tion étudiée [6]. Le coefficient de tiaée moyen passe d’'une valeegalea 1,39 dans le cas
non contdblé a une valeuggalea 0, 99 lorsque les paragires de conéile optimaux sont ap-
pliqués. Une eduction relative d80% est obtenue. La valeur du coefficient deinée pour
I’écoulement conblé s’approche de celle obtenue powdbulement de base stationnaire in-
stable C'p = 0,94). Par ailleurs, la dynamique de la vorti&iaégalement un comportement
similaire (voir Fig. 4).

4 Conclusions

Une pro@dure d’optimisation couplant@&hodesa région de confiance et mekks Eduits
bags sur la POD &€ mise en ceuvre afin de minimiser le coefficient dené@a moyen du
cylindre. Les paraitres de conéile optimaux obtenus dans cetttude sontd = 4,25 et
Sty = 0, 738. Laréduction relative du coefficient de inée moyen estgalea30%. Par ailleurs,
I'utilisation de methodesa region de confiance prouve mathatiquement la convergence des
paranetres de conéile obtenus sur le mede eduit vers les paraatres de conéile optimaux du
syseme Navier-Stokes. En outre, cettétimode permet deeduire consiérablement les dds
de calcul. Ainsi, le systme optimal obtenu en utilisant un néd POD en lieu et place du
mockle de Navier-Stokes comme Syste détat, permet de stockén0 fois moins de valeurs
numériques et estasolu environt fois plus rapidement.
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(a) Ecoulement conélée ~(t) = Asin(2xStst),

Q Lk
o A=4,25etSt; =0,738.
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1
O'90 ‘ 25 160 ;
unités de temps (b) Ecoulement de base stationnaire instable.

FiG. 3 - Evolution temporelle des coefficients FIG. 4 — Iso-contours de vorti@&t
de trdnée.
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