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Résune :

Cette communication psente une syrise des travauxéalises par notre groupe sur le coidtie de I'ecoulement
de sillage laminaire en aval d’'un cylindre circulaire. L'dztif est de @montrer, gu'il est possible, moyennant
certaines pecautions qui serontétrites, de esoudre un prol@me de confile d’écoulement par une prédure
couplant contble optimal ou sous-optimal et un nigd réduit de dynamique construit par POD. Cette approche
conduita une €duction relative du coefficient de triee moyen de I'ordre de 2530% pour des dits de calcul
limités.

Abstract :

This communication presents a synthesis of the work donergyraup on the control of the circular cylinder wake
in the laminar regime. The objective is to demonstrate théth some care which will be described, a flow control
problem can be solved by a procedure that couples an optimslilmoptimal control approach and POD reduced
order models. This approach leads to a relative mean dragetdn of about 25 to 30 % for reduced numerical
costs.
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1 Introduction

1.1 De l'interét de la réduction de mockles en contble d’ecoulement

Ces derrgres angées, les industriels du domaineranautique et automobile ont appoun
regain d’inerét au contble actif decoulements &t I'optimisation de formesé&odynamiques.
Formellement, ces probines se raementa minimiser une fonction objectif’ (coefficient de
trainée, concentration de polluant, bramis,...) en fonction de paranetresc = (¢y, co, - - -, cn)T
€ R" (vitesse de soufflage/aspiration, flux de chaleur, patees de formes,...) sous certaines
contraintes équations de Navier-Stokes, contraintéegetriques,...). Grossrement, les dif-
férentes rathodes deasolution existantes peuveiite clasges en deux cagories, lesnéthodes
de type descentgui necessitent au minimum une approximation du gradient denletifan ob-
jectif, et lesméthodes stochastique®nt le principe consista étudier I'évolution d’une po-
pulation d’individus au cours deégerations successives (algorithmengtique, néthode du
simplexe, ...). Quelle que soit I'approche envisagles cats de calcul (CPU, gmoire) lésa
ces nethodes deasolution sont tellement importants qu’elles devienneadapkes aux appli-
cations du confile actif en boucle ferge, pour lesquelles le cobteur a besoin de&terminer
son action en temp®el. Une alternative consistéerésoudre ces probines en dcrivant la dy-
namique des gimonenes non plus par des nids pécis, mais cteux en esolution, mais
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par des moédles approobs dits eduits. En mdcanique des fluides, lagthode actuellement
la plus utilisee est la POD otProper Orthogonal DecompositiorCette néthode, introduite
en Turbulence par Lumley [1] afin d’extraire les Structures@entes gFsentes au sein d’'un
écoulement turbulent, permetéyaluer une base, optimale au sens éedrgie, qui peuétre
utilisée par la suite pour construire par projection de Galerkiteseéquations du mouvement
un mockle eduit de dynamique dedtoulement conddé [2]. Finalement, ce made ©duit rem-
place lessquations de Navier-Stokes com@guation détat lors de la@&solution du proldme
d’optimisation par une &thode de conile optimal [3].

Cette communication psente une synéise des travaweéali€s par notreequipe sur une
configuration modle découlement écollé constitée par le sillage laminaire deeEoulement
en aval d’'un cylindre de section circulaire (section 1.2pbjet est de @montrer qu'il est
possible, moyennant certaine€pautions qui seront justfes intuitivement (section 2) puis
déecrites (sections 3 et 4), desoudre un probkine de confile d’écoulement par une approche
liant contBle optimal et eduction de moeles par POD. Nos travaux ayant fait I'objet d’ex-
poss ktailles au cours des défentes @unions d’avancement du GDR, nous avons choisi ici
de limiter la pésentation aux principes de€thodes de corfite mises en ceuvre ainsi qu’aux
résultats les plus pertinents. De menal systmatique, le lecteur sera prile se&férera d’autres
publications pour toutes lesgwisions, en particulier algorithmiques.

1.2 Configuration de I'etude

L'objectif géréral de Ietude est de cortiter le sillage instationnaire existant en aval d'un
cylindre circulaire (figure 1). l8coulement est congde comme incompressible et le fluide est
suppos visqueux et Newtonien.
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FiG. 1 — Repésentation s@matique de notre Fig. 2 — Evolution du coefficient de fisee

configuration decoulement conlé moctle.  moyen en fonction du nombre de Reynolds.
Comparaison entre dcoulement naturel et
I’ écoulement de base stationnaire instable.

La dynamique d’urecoulement de sillage egime laminaire est caragisee [4] par son
nombre de Reynold&e, défini commeRe = % ou U, est la vitess& l'infini amont du
cylindre, D son diangtre etv, la viscosié cirematique du fluide, et par son nombre de Strouhal
St défini commeSt = fD ou f est la féquence caragtisitique du comportemengépodique
de I'écoulement (Fig. 2) Le coritle de I'écoulement est exercpar rotation instationnaire



du cylindre autour de saégératrice. Soienf? le rayon du cylindre, ef le taux de rotation
instanta® de celui-ci, on construit un para&tne de confile adimensionnel/(¢) comme le
rapport de la vitesse tangentielle du cylindliesur la vitesse I'infini amont :

_ Ve(t) _ RO
T U Ux

Poury = 0, I'écoulement sera dit non codlke. Soient4, 'amplitude, etSt;, le nombre de
Strouhal ddorcage caracéristiques de Bcriture sous forme harmonique de la loi de coletr

v

v(t)

v(t) = Asin (2w Stst),

nous cherchona determiner les paraétresc = (A, St;)” qui minimisent le coefficient
de trdneée moyen de Ecoulementj.e., a faire tendre Ecoulement vers la solution de base
stationnaire instable (figure 2).

2 Reésolution d'un probleme d’optimisation par modeles ©duits

2.1 Principe de la POD

Dans cetteétude, nous avons fait le choix d'utiliser pour bageuite d’approximation
de I'ecoulement, une bas&t@rmiree par POD, en raison de son optin@lite convergence
énergetique. Plus gFcigment, nous avons retenu un des avatars de la PODeétloae des
Snapshots dont le principe est le suivant. PartanVdealisations de Ecoulemengévaliees

a des instants d#rents{vq,--- ,vn}, On cetermine les valeurs et vecteurs propies i =
1,---, N de la matrice de coetations des dor@es, puis, on construit une nouvelle base ortho-
normée par

N
Ui: E wf-'vj
J=1

ou wff est laj®m® composante dif™e vecteur propraw;. Par construction, les vecteurs propres
Veop = {Uy,--- ,UN} sont ran@s dans I'ordre @croissant en fonction de I'amplitude de la
valeur propre assaee. Sila @croissance des valeurs propres est suffisamment rapide pal
peut choisir un sous-espa¥/, --- ,U,} de Vppop cOmme espack,., sur lequel éaliser la
projection de la dynamique deetoulement. Pour que la base soit effectivemedtiite, il faut
quen < N.

2.2 Discussion grérale

Les gains attendus par les approches gaiuction de mogle reposent sur I'hypodise
gu’une Eduction est priori possible. Or, d’'un point de vue de laétbrie de l'information,
la POD s’interpete comme une &thode qui supprime I'information redondante contenuesdan
'ensemble deséalisations de la base de d@ms utili€e pour construire la baséduite. En
d’autres termes, une base POD est incapable dé&septer une information qui &tait pas
contenue initialement dans la base de dmwutili€e pour la éterminer.

Une condition, Bcessaire (mais pas suffisante), d’utilisation de @esleduits construits
par POD en confile d’écoulements repose donc sur langration d’'une "bonne” base de
donrees. I@alement, on aimerait construire une base de @esmui contienne toute I'infor-
mation recessaira la esolution ulérieure d’un prol#me d’optimisation par mede ©duit. A
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déefaut, on souhaiterait que cette base de éesrcontienne autant d'information que possible.
Mais le probéme n’est pas simple. Pour s’en convaincre, carsias un proldme d’optimisa-
tion quelconque p@sdans I'espace des paratres (figure 3(a)). En supposant connu le chemin
qui menea I'optimum avec le mogéle pgécis, la construction de la base de dees POD serait
facile a réaliser, il suffirait pour cela de congicer des &alisations de I'espace des pagtmes
situées "suffisamment proches” du chemin vers I'optimum (figyt®)3 Chacun deétats suc-
cessifs du processus d’optimisation pouvant adbms cecrits par la baseeduite, il existerait des
garanties importantes pour que le retalfeduit construit sul/..4 soit utilisable pour éterminer
'optimum. La difficulte pratique est que ce chemin n’est naturellement pas coams. &itre
information sur le sygtmea optimiser (et en particulier sur la valeur des paraes optimaux
que I'on recherche), il y a de forte probal@ligu’en prenant "au hasard” lesalisations de la
base de dor&es, celles-ci ne soient d’aucune udiliour Esoudre le processus d’optimisation
(figures 3(c) et 3(d)).

(a) Configuration grérale. (b) Echantillonnage igal.

(c) Echantillonnage inadagpt (d) Echantillonnage inadapt
FIG. 3 — Repésentation s@matique d’'un proime d’optimi- FIG. 4 — Repésentation
sation dans I'espace des paktnes de confile. —— chemin sctématique de I'optimisa-

d’optimisation, conditions initial&] et terminalel du processustion par nethode adaptative
d’optimisation,e réalisation utili€e pour la base de doaes. et region de confiance.

Dans ces conditions, comment pedier pour choisir "au mieux” lesalisationsa utiliser
pour construire la basé@duite ? A I'heure actuelle, il n’existe pour ainsi dire pasnkethode
sysématique, rationnelle et efficace po@rgrer ceséalisations. Une facon de piaer consiste
a exciter lecoulement de magiead-hocafin de construire degalisations qui possient la dy-
namique la plus "riche” possible. Cettecthode est mise en ceuvre avec un certainesata
section 3 et condu@ une solution sous-optimale. L'incagwient est que la construction de la
base de dorges ne repose sur aucune basmtigue grieuse. Une autre @hode consista
utiliser une nethode adaptative par laquelle on construit pgsas la solution optimale dans
I'espace des paragtres de coniie (figure 4). Ainsi, les contraintes sur l@tdrmination des
réalisations ne sont plus aussi fortes queospdemment car chaque bassluite ne doit plus
repsenter qu’une zone linge de I'espace des paratres. L'inconenient est qu'’il faut alors
determiner le momenttola base &duite n’est plus en mesure de repenter correctement le
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mockle pécis. Pour prendre en compte cette diffieulhous utiliserona la section 4 un al-
gorithme é&nomné TRPOD poufTrust Region POD5] qui couple néthode d’optimisatior
region de confiance et metks Eduits POD. La solution sera alors optimale.

3 Contrdle sous-optimal
La méthode d’optimisation mise en ceuvre pour le cdletsous-optimal est regsenée de

mankere sckmatique sur la figure 5. Cette approche a fait I'objet de l|digaton [6] dans
lagquelle le lecteur pourra trouver de nombreux canpnts.

Initialisations YO = 7e(t) Yo (1)
V() = 7(t) Résolution du syétme optimal d’ordreaduit
v
- - N Résolution et stabilisation A (1) Minimisation de.7
Résolution du sygtme du syseme détat di L "
de Navier-Stokes o) Y gradient conjugé & Armija)
A :
e s ; ; a,, Y™(t) v,Jm™
ion d'une |~ (1) — { | Resoluti : A . -
bgg:?ggtlorggﬁ;ee 7O = %e(t) 3 Eezﬂﬁzggﬁr?ﬁﬂf Résolution du sygime an, Y (1), €, Evaluation de la
9 : i P adjoint condition d’optimalié

boucle fernge sur le moéle eduit

FIG. 5 — Repésentation s@matique de I'ap- FIG. 6 — Repésentation s@matique de la
proche par conéile sous-optimal. résolution du systme optimal.

Puisque la base POD n’est p&actualie au cours de la&solution du processus d’opti-
misation, le @veloppement d’un made POD péecis et robuste permettant en outre éerite
I'ensemble des dynamiques integtiaires susceptiblesétte rencontes devient capital. Pour
cette raison, des fonctions de base P®Ddites grerali€es ontete évalleesa partir d’'une
base de doréres obtenues ags avoir impoé au cylindre une excitation temporelje ad-hoc
déecrite matematiquement par I'expression :

Ve(t) = A1 sin(27nSt t) x sin(2nStyt — Agsin(2wStst))
Ol Ay = 4, Ay = 18, St; = 1/120, Sto = 1/3 etSt; = 1/60.

Par ailleurs, le confile instationnairétant appligé aux fronteres du cylindre, il est pferable [2]
de cecomposer le champ de vitesse sous la forme :

u(x,t) = up(x) + v(t) uc(x) + u(x, t)
Npop 1)

= Up(x) + (1) uc(x) + Z ar(t)®r(x)

ou u,,(x) est le champ de vitesse moyen caécphr moyenne d’ensemble sur 8sop
réalisations de la base de dé@as POD etowu.(x) est un champ de vitessénfiant des condi-
tions aux limites homagnes sur le cylindre.

En outre, apes projection de Galerkin demjuations de Navier-Stokes sur 185, (<
Npop) premiers modes POD, un mélé eduit de dynamique repsentatif de la dynamique



contidlée de |[ecoulement est obtenu :

da(t) Ngal gal Ngal
C;t :Ai + ZB’J CL] + chwk CL] ak
j=1 7=1 k=1
p Nyat (2)
i 2
+D; dt+ &—i—;.ﬁjaj(t) v+ Giy

ou les coefficientsA;, B;;, Cijk, Di, &, Fij et G; ne tependent que d@, u,,, u. et du

nombre de ReynoldRe.
En pratique, lesquations (2) sont iegiees en temps par uneéthode de Runge-Kutta

d’ordre 4 a partir des conditions initiales

al<0) = (U’(w? 0)? (I)Z<$))7 L= 17 o 7Ngal (3)
ce qui donne des coefficients temporels) de pédiction.
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Fic. 7 — Comparaison deévolution tempo_ Fic. 8 — Iso-vorticibés pour [ecoulement

relle des coefficients de friée dans le cas contole (v = i) @t = 150. Les
non contdlé (traits pleins) et dans le casio lignes discontinues correspondent aux valeurs

le contble sous-optimal est appligu(poin- hegatives.
till &s).

Finalement, le champ de vitesstant seul re@sené dans la dcomposition (1), il nous a
ete impossible de choisir pour fonctionnelle(tda tranée &rodynamique du cylindre. Par
congquent, nous avons mininéissous contrainte du syshe détat (2) I'instationnaré du
sillagei.e. sonénergie regesenée matematiquement par :

T (@i, 7()) = g/T/ (=, t)\|§det+§/T72t it
o [ Brasd [



Apres des dveloppements analytiques, ce peyhke de minimisation contraint condaitn
systéme optimal constitl par dequations tetat, desequations adjointes et des conditions
d’optimalite, syséme que I'on &sout de magire ierative comme il est indiqusur la figure 6.

Apres convergence du processiavatif, une loi de confile sous-optimaley,,; est ob-
tenue. Cette loi €crit approximativement sous forme harmonique adee- 2,2 et Sty =
0,53. Lorsque cette loi de coriile est introduite dans lejuations de Navier-Stokes, plus de
25% de eduction relative de tfaée est obtenue (figure 7). En comparaison avec la topolo-
gie de lI'ecoulement non corileé (figure 2) I'alee de Von-Karman est fortement dimirae et
I’eécoulement tena@ se symratriser (figure 8). Enfin, si cegsultats sont parfaitement com-
parables avec d'autrestudes utilisant pouéequation détat leséquations de Navier-Stokes,
I'int érét de notre approche est que noditsode calcul (CPU et amoire) sont agligeables
devant les leurs, respectivement d’un facteur 100 et d’areta 600.

4 Controle optimal par méthodesa région de confiance
La méthode d’optimisation mise en ceuvre pour le coletoptimal est ref@senée de mardre
schematique sur la figure 9. Par la suite, seul le principe dethadesa région de confiance

utilisant des fonctions mades bases sur la POD seragsengé. Pour tous lesétails et en par-
ticulier les preuves de convergence, le lecteur estqeise &férera [5, 7].

Initialisation : ¢y, résolution du moéle de Navier-Stokesfy. k = 0.
AO

"""" 7 Construction du mogle POD k=k+1

Initialisation
o = 0 fin

i : ] boucle sur le moéle de NaV|er-Stoke§ et de la fonction objectijﬁ
Résolution du sysime :

de Navier-Stokes kD) ; :
A1 > A
Apyr = Ay
‘ § Résolution du sygime Bier < A
Construction d'une e Resolution du sygéime | optimal eduit @ . .
base éduite POD optimal d'ordre gduit sous les contraintes,, k=k+1 k k+1 k+1
. mauvai moyen bon
Cry1 €1\ Thi
FIG. 9 — Repesentation s@matique de la [ Resolution dumogle Evaluation de la performace
z ) P : . . . de Navier-Stokes Jri1 (Tirr = T/ (e — )
méethode d’optimisation aveccactualisation | e construction base POD w1 = )/ (Tierr = T

de la base POD.

Fic. 10 — Sclematisation de la gthodea
region de confiance.

4.1 Principe ¢geréral

L'objectif est de ésoudre le proeime d’optimisation :

min J(¢ys(c), c) ()

CcR"

avecJ : R™ x R" — R etadl ¢yg(c) € R™ repiesente les variables &at obtenues
par solution nurdrigue desquations du systne. Lindice NS signifie que lefquations
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d’état qui relient les variables de cobir ¢ aux variables dtat sont legequations de Navier-
Stokes. Parésolution d’'un sygme dynamique d’ordreeduit, il est possible de reconstruire
ces variables par utilisation d’'une base POD. En noiafy,, ces variables, le probine (5)
peutétre remplaé par une suite de sous-prebies de la forme

min J(¢pop(c), ). (6)

CcR™

Or, comme il aéte discué a la section 2.2, le made ©duit de dynamique construit par
POD ne repesente la dynamique deetoulement conflé que sur uneégion limitee de 'es-
pace des paragtres de confile diterégion de confiancd?osons),, le rayon de la&gion de
confiance, et;, les paramtres de conéile obtenus pour unété k. Pourévaluer la fonction
J(Pys(er), cr), il est recessaire desderminer les variableg ¢ (¢ ). Ces variables sont obte-
nues parésolution degquations de Navier-Stokes. Lors de cettsotution, il est possible d’ex-
traire des ealisations (snapshots) dédoulement condlé, et ainsi de grérer une base POD
{®:}1_, .~ Cette base est utif® pour construire un metk d’ordre faible. L'inégration
temporelle de ce made d’ordre faible permet de reconstruire les chawps,(ci), et donc
d’évaluer la fonction7 (¢ pop(ck), cx). On cefinit ensuite la fonction

mi(Cri1) = mi(ck, + sg) = j(ﬁbpop(ck + s1), ¢ + Sk) (7)
comme fonction mogle de la fonction objectif

fleri1) = fler + s1) = T(dys(er + si), e + sk), (8)

a l'intérieur de laggion de confiancgs|| < Ay.
On est alors améa resoudre le prokeime

gn%Rn myi(cr + s) sous les contraintes||s|| < Ay. 9)
e n

Il faut ensuiteévaluer la performance des nouveaux paraes de conéile ¢, = ¢ + sk
obtenus paré@solution du proldme (9). On compare ainsi l&cdroissanceéelle de la fonction
objectif,ared, = f(cx+sk) — f(ck), @ la Bcroissance gdite par la fonction magle,pred;, =
my(cx+sk)—my(cx). Sila decroissance de la fonction objectif est@agonne, en comparaison
de celle obtenue par la fonction nild, le pasc,.,1 = ¢, + s, est acce et le rayon de
confiance est augmea I'itéré suivant. Si la dcroissance est jég@ moyenne, le pas est aca@pt
et le rayon de confiance est maintenu. Enfin, sidardissance est jég mauvaise, le pas est
refue et le rayon de confiance est dim@muAfin d’évaluer la valeur de la fonction objectif
au pointeg1, f(cr + si), il est recessaire deéerminer une nouvelle solution du n&dd de
précision,¢ y ¢(ck + si). Un autre jeu degalisations, qui correspond au houveau diletey . ;,
est disponible. Ce jeu sert aloasconstruire un nouveau mel@ ©duit, qui est ref@sentatif
de la dynamique mod#ée par application des paraimes de condie ¢, ;. L'ensemble de la
procedure esta@sung sur la figure 10.

4.2 Application a la réduction de trainée d’un cylindre ciculaire

Contrairemené ce qui avaiete reali€ a la section 3, 0 lI'instationnarié du sillageétait la
fonctionnelle objectia minimiser, ici nous avons congi@ pour fonctionnelle dat la tranee
aérodynamique du cylindre. Afin de simplifier les notationsifas, on introduit doncdpérateur
de trdnéeCp comme :



CDIR3—>R

18u 1(9u (20)

ouU = (u, v, p)T estle champ vectoriel correspondant aux variables deseitesde pres-
sion etCp, le coefficient de trmée instationnaire. Dans cette approche, puisqu’il esessaire
de pouvoir reconstruire les variablegtp a I'aide d’'un moele d’ordre éduit bag sur la POD,
nous avongtendu [7] la base PO; a la pressionp. Par ailleurs, afin d’agliorer la robustesse
du mockle ©duit de dynamique, la base propre PCidedlmiree pour un paragtire de confile
c donre, aéte augmer#e en ajoutany,., modes de nomequilibre, suivant en cela la predure

déecrite dans [8]. Les champs de vitesse et de pression peaieestse @composer sur la base
propre POD comme :

N Ngal+N7Leq
Uz, t) =(c, t) Z Qi(x) + Z a;(t) ®i(zx), (11)
=0 i:Ngal+1

— ——— g
modes POD Galerkin modes de noré.quilibre

ou U, gereralise la fonction de coriife u,. introduite a la section 3. Compte tenu du
déeveloppement (11), le syshe dynamique POD d’ordréduit devient :

d CL Ngai+Nneq Ngai+Nneq Ngai+Nneq
i Z Bzg GJ Z Z C”k aj ak( )
d,y gal+Nneq (12)
TR S Z Fijai(t) | v(e, t) + G (e, 1)
En notantgyg(c) = (uns, vns, Pns)" €t épopleron) = (upon, vrop, Pron)’, 1a

fonction objectif est

€)= T(buste) = 7 [ Colduste)

et la fonction objectif moéle, introduite et justiée dans [7], est

gal+Nneq

mi(e) = T (@ropl(e / Z t)N; dt,

Pour ésoudre le sous-pralshe d’optimisation (9), le plus simple consisteésoudre le
syseme optimal construé I'aide du moéle eduit de dynamique POD&fini par (12).

4.3 Reésultats nuneriques et observations

Afin d’évaluer la robustesse de cettétirode, diferents paragtres de conéle initiaux,
co = (A; St), ontété utilises. La figure 11 ref@sente pour, = (1,0; 0,2), lesévolutions
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des valeurs de la fonction objectif au cours du processygtidicsation. La figure 12 montre
la convergence du processus dans I'espace des passde confile. Quels que soient les
paranetres de condle initiaux utiliss, les paragtres de confile obtenus nugriquement
(A =4,25etSt; = 0, 738) convergent vers les paratnes de conéile optimaux, ce qui prouve
la performance et la robustesse de latihede. La @duction relative du coefficient de inge
moyen estgalea 30% (figure 13). En outre, que ce soit pour la valeur du coefficilentranée
de I'ecoulement confié ou la dynamique de la vortiéiffigure 14), lecoulement condié par
la loi optimale se comporte comme&€oulement de base stationnaire instable.

L'int érét de I'utilisation de rethodes region de confiance est I'existence de preuves éiath
matiques de la convergence des partaes de confile obtenus sur le made eduit vers les
parangtres de confile optimaux du sysime Navier-Stokes. En outre, cettétimode permet de
reduire considrablement les dds de calcul. Ainsi, le stockageémoire est&duit d’'un facteur
600 et le temps de calcul d’'un factedr permettant ainsi de s’iatesse& des configurations
complexes, tant du point de vue de kogetrie que de la dynamique.

BT
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iterations

FiG. 11 — Evolution de la fonction objectif en FIG. 12 — Evolution des parastres de
fonction du nombre d’'&rations. Conditions contdle dans le plari4, St). Conditions ini-
initiales:A = 1,0 etSt =0, 2. tiales:A=1,0etSt =0, 2.

5 Conclusion

Nous avons mong, sur une configuration mebtk d'ecoulement dcolle, qu'il était pos-
sible, moyennant certainesgmautions qui orite decrites, de@soudre un probime de confile
d’écoulement par une approche liant coldroptimal et eduction de moeles par POD. Sans
nul doute, ce type d’approche est une des technologéssyeli permettra, dans un futur proche,
de s’in€resser au coriite actif en boucle ferge découlements complexes.
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