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Contrdle optimal par réduction de mockle POD et nethodea région de
confiance du sillage laminaire d’'un cylindre circulaire
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Résune — L'objectif de cette étude est de minimiser, par rotatiarusbidale, le coefficient

de trainée moyen d’un cylindre circulaire en régime lzaime. Une procédure d’optimisation
couplant modele réduit par POD et méthode a région déamce (TRPOD) est utilisée. Cette
approche conduit a une réduction du coefficient de é&te 30% pour un cot de calcul limité.

Mots clés : Controle optimal / réduction de modeéle / POD / méthodegion de confiance /
sillage / cylindre circulaire / trainée

Abstract — Optimal control of the circular cylinder wake in t he laminar regime by POD
Reduced-Order Models and trust-region method.The objective of this study is the mean
drag minimization under rotary control of the cylinder wakehe laminar regime. The optimi-
zation problem is solved by a procedure that couples POD ¢&eti@rder Models (POD ROM)
and trust-region method (TRPOD). Finally, 30% of relativean drag reduction is found for
reduced numerical costs.

Key words: Optimal control / reduced-order model / POD / trust-regiogtimod / wake flow
/ circular cylinder / drag

Nomenclature

Q Domaine spatial d’étude
e, Vecteur de norme unité orienté dans le sens de I'écoulearaont
e, Vecteur de norme unité perpendiculaire,a
(e, e,) forment une base orthonormale directe
x = (z, y)T Vecteur position d’'un point quelconque Qe
I, Frontiere du cylindre
n = (n,, ny)T Normale extérieure dE,. (vecteur de norme unité)
Re Nombre de Reynolds
Us Vitesse a l'infini amont em.s*
D Diametre du cylindre em
v Viscosité cinématique em?.s~*
Vr(t) Vitesse tangentielle sut, enm.s™!
(%) Loi de contrdle (sans dimension)
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Amplitude de la loi de controle

Nombre de Strouhal de la loi de contrble

Composante du vecteur vitesse satgr{sans dimension)
Composante du vecteur vitesse sedgrfsans dimension)
Pression (sans dimension)

Variable d’état

Champ moyen

Mode de contrdle

Vecteur propre POD d’ordre

Variable d’état determinée par le modele Navier-Ssoke
Variable d’état determinée par le modele réduit POD
Nombre de modes POD

Nombre de modes Galerkin

Nombre de modes de non-équilibre

Coefficient de trainée

Coefficient de portance

Opérateur de trainée

Temps sur lequel est calculé le coefficient de trainéeamoy
Contrdle a I'itérék de I'algorithme TRPOD

Rayon de la région de confiance

Fonction objectif réelle

Fonction objectif modele

i}-[mvcvlv'“ngal]

Estimation de la variable d'ét&f .

Les modes utilisés sont indiqués dans le cro¢het.
Bi;, Cijk, D;, &, Fi;, G; Coefficients du modele réduit POD

a;(t) Solution d’ordre; du systéeme d’état

&(t) Solution d’ordre; du systeme adjoint

1 Introduction

1.1 De l'intérét de la reduction de mockles en contble d’écoulement

Ces dernieres années, les industriels du domaine aérgna et automobile ont apporté un
regain d’intérét au contrble actif d’ecoulements €batimisation de formes aérodynamiques.
Formellement, ces problemes se ramenent a minimisefamation objectif. 7 (coefficient de
trainée, concentration de polluant, bruit émis,.. fpgetion den parametres = (c¢1,co, - -+, ¢y)
€ R" (vitesse de soufflage/aspiration, flux de chaleur, panaséle formes,...) sous certaines
contraintes (équations de Navier-Stokes, contrairees@triques,...). Grossierement, les diffé-
rentes méthodes de résolution existantes peuventlaggées en deux catégories,fi@thodes
de type descentgui nécessitent au minimum une approximation du gradientadfonction
objectif, et leanéthodes stochastiquéesnt le principe consiste a étudier I'évolution d’'une po
pulation d’individus au cours de générations succesdakgorithme génétique par exemple).
Quelle que soit la méthode envisagée, les colts de d#swd ces méthodes de résolution sont
tellementimportants qu’elles deviennent inadaptéesaplications du contrdle actif en boucle
fermée, pour lesquelles le contrdleur a besoin de d@emson action en temps réel.

Dans cet article, nous proposons de résoudre le probl&pgrdisation associé au contrdle
d’écoulement par une méthode de contrdle optimal damselée les équations d’état ne sont
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plus constituées par les équations de Navier-Stokes paaisn modele réduit de dynamique
de I'écoulement contrdlé construit par POBr¢per Orthogonal DecompositipnCette tech-
nique, introduite a l'origine en Turbulence (1) afin d’'aite les Structures Cohérentes, per-
met d’évaluer une base, optimale au sens de I'énergiepeuti étre utilisée par la suite pour
construire par projection de Galerkin sur les équationsiduvement un modele réduit de dy-
namique de I'écoulement contrdlé (2). En dépit de holité énergétique de la base POD,
il parait cependant difficile de construire une fois powrtég en début du processus d’optimi-
sation, une base POD capable de décrire 'ensemble dedeguents susceptibles d’étre ren-
contrés par le systeme au cours du processus d’optimisatoir discussion menée en (3)).
Une réactualisation de la base POD au cours du processpsndigation semble donc in-
contournable, la difficulté consistant a déterminer lenrment ou une nouvelle résolution des
équations de Navier-Stokes est nécessaire pour evatigeautre base POD. Par la suite, nous
utiliserons un algorithme denommé TRPOD pduust-Region POO4) qui couple méthode
d’optimisation a région de confiance et modeles rédR@® (voir section 2).

1.2 Configuration de I'etude

Dans cette étude, nous cherchons a controler le sillagjationnaire existant en aval d’'un
cylindre circulaire (figure 1) pour un nombre de Reynokis = 200 (Re = @ avecU,,
vitesse a I'infini amont du cylindrel) son diameétre et, la viscosité cinématique du fluide).
L’écoulement est considéré comme incompressible etilgelest supposé visqueux et Newto-
nien.

€

FIG. 1 — Représentation schématique de notre configuraticodlement controlé modele.

La dynamique d’'un écoulement de sillage en régime lamgnest caractérisée par son
nombre de Strouhait défini commeSt = {sz ou f est la frequence caractéristique du com-
portement périodique de I'ecoulement (Fig. 7(a)). Letoale de I'écoulement est exercé par
rotation instationnaire du cylindre autour de sa gémieeatSoitV; la vitesse tangentielle du
cylindre, le parametre de contrdle du problemeyést = Vi (t) /U, . Poury = 0, 'écoulement
sera dit non contrdlé. Dans la suite, nous recherchons [@el contréley sous forme harmo-
niquei.e.telle que :

v(t) = Asin (2w Styt)

ou 'amplitude A et le nombre de Strouhal dergageSt, correspondent aux deux degrés
de liberté du contrdle.



Mécanique & Industries Journées AUM La Rochelle 2006

1.3 Deéfinition de la fonction objectif

Afin de simplifier les notations futures, on introduibfperateur de trénéeC, comme :

Cp:RP—R

1 Ou 1 Ou

ouU = (u, v, p)T est le champ vectoriel correspondant aux variables deseites de
pression et’p, le coefficient de trainée instationnaire. L'objectifld#gude est la minimisation
du coefficient de trainée moyen de I'écoulement calsuleun horizon de temp$ égal a
guelques périodes de décrochement tourbillonnaire; soi

I I
Coyr=7 [ Cotyar=1 [ o) &
0 0
2 Optimisation par méthodesa région de confiance et moeles duits POD

Dans cette section, seul le principe de la méthode seraséxpmur tous les détails et en
particulier les preuves de convergence, le lecteur estdaise réféerer a (4; 3).

L'objectif est de résoudre le probleme d’optimisation :

min J (ys(c), c) (2)

CeR™

ouJ : R™ x R" — R est la fonction objectif et oq y ¢(c) et c représentent respecti-
vement les variables d’état obtenues par résolutionarigmé des équations du systeme et les
variables de contrdle. L'indic&/’ S signifie que les équations d’état qui relient les varialile
contrdlec aux variables d’état sont les equations de Navier-Stdkest possible, par résolution
d’un systeme dynamique d’ordre réduit, de reconstrigsev@ariables par utilisation d’'une base
POD. En notant »,, ces variables, le probleme (2) peut étre remplacé pasuite de sous-
problemes de la forme

min J(¢pop(c), €).

CeR™

Or, le modele réduit de dynamique construit par POD neasaprte la dynamique de I'écoule-
ment contrdlé que sur une région limitée de I'espacepdeametres de contrdle ditégion de
confiancePosons\*) le rayon de la région de confiancecét les parameétres de contrdle obte-
nus pour un itéré de I'algorithme TRPOD. Pour évaluer la fonctigh(¢ ys(c®)), ¢®), il est
nécessaire de déterminer les varialgles(c®)). Ces variables sont obtenues par résolution des
équations de Navier-Stokes. Lors de cette résolutiagstipossible d’extraire des réalisations
(snapshots) de I'ecoulement controle, et ainsi deegémine base POI{lbi}Ei)lePOD. Cette
base est utilisée pour construire un modele d’ordredaibintégration temporelle de ce modele
d’'ordre faible permet de reconstruire les changps,,(c*)), et donc d'évaluer la fonction
T (Cpop(c™), e(k)). On définit ensuite la fonction

m(k’)(c(kﬂ)) — m(k)(c(kr) + S(k)) — j(CPOD(C(k) + s(’f))) c® S(k))

W
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comme fonction modele de la fonction objectif

FD) = F(e) 4 510) = T (Gs(e + 50), e 4 5,

a l'intérieur de la région de confiange®|| < A®.
On est alors amené a résoudre le probleme

min m®(c®™ + s) sous les contraintes|s|| < A®). (3)
e n

Initialisation : ¢(?), résolution du modéle de Navier-Stoke&?). k = 0.

A(n)

Construction du modéle POD k=k+1
et de la fonction objectif7 *)

AkHD S AR
Alb+) — A
Y A+ - AR
Résolution du systeme
optimal réduit - &
sous les contraintes*) E=kal ¢
mauvais bon
k) et |7+
Y
Résolution du modele ) Evaluation de la performance

de Navier-Stokes
et construction base POD

Y

(T — T (T — FW)

FIG. 2 — Schématisation de la méthode a région de confiance.

|l faut ensuite évaluer la performance des nouveaux peiras tle controle* 1) = ¢*) +
s*) obtenus par résolution du probleéme (3). On compare atdetroissance réelle de la
fonction objectif,ared® = f(c® 4 s*)) — f(c®), & la décroissance prédite par la fonction
modele pred® = m® (c®) 4+ s*)) — mF)(c®), Sila décroissance de la fonction objectif est
jugée bonne, en comparaison de celle obtenue par la forcimolele, le pag*+) = ¢*) 4 s*)
est accepté et le rayon de confiance est augmenté & Istévant. Si la décroissance est jugée
moyenne, le pas est accepté et le rayon de confiance estemairiEnfin, si la décroissance
est jugée mauvaise, le pas est refusé et le rayon de comfesmtaliminué. Afin d’évaluer la
valeur de la fonction objectif au poiet“+?), f(c*) 4 s(*)), il est nécessaire de déterminer une
nouvelle solution du modele de précisi@),s(c®) + s*)). Un autre jeu de réalisations, qui
correspond au nouveau contr@lét?) | est disponible. Ce jeu sert alors & construire un nouveau
modele réduit, qui est représentatif de la dynamiqueifiéedpar application des parametres de
contrdlec* 1), L'ensemble de la procédure est resumé sur la figure 2.
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3 Application a la réduction de trainée d’un cylindre circulaire

3.1 Estimation robuste par mockle réduit POD du coefficient de trdnée
3.1.1 Extension de la POLA la pression et néthode de la fonction de contdle

Pour mettre en ceuvre 'algorithme TRPOD, présenté adtse2, la variabldJ apparais-
sant dans la relation (1) doit pouvoir étre évaluée sait n@solution du modele de Navier-
Stokes, soit par reconstruction a I'aide d’un modeéle dferréduit basé sur la POD. Pour
que cela soit possible, nous avons étendu la base POD &dai@n (3) et détermingp, =
(¢, ¢, P }Yror  par ailleurs, afin d'introduire de maniére explicite lade commande
dans Ie modele réduit POD, nous avons utilisé la métlditdede lafonction de contle intro-
duite dangauthor?) (5). Ainsi, toute réalisatioly peut &tre approximée par le développement

suivant :

- [mvcvlv"' 7Ngal}

Uz, t)~ =U,(x)+7(c, t) )+ Zaz ¢o,(x),

ou N, est le nombre de modes Galerkin et by, représente I'eécoulement moyen. Enfin,
le mode de confile U, est évalué comme une solution particuliere des équsitite Navier-
Stokes, déterminée de telle maniére que les fonctiomsres soient homogenes sur le bord du
domaine.

3.1.2 Modes de noreéquilibre

Afin d’améliorer la robustesse du modele réduit de dymamj la base POD déterminée
pour un parametre de controéedonné, a été modifiee en y ajoutaN}., modes de non-
équilibre, suivant en cela la procédure décrite dans (65 modes POD de non-équilibre
sont ajoutés a la base POD existante afin d’obtenir d’awdieections d’évolution que celles
présentes initialement dans la base. Afin de conserveghtoprmalité des fonctions de base
POD, une procédure de Gram-Schmidt est utilisée.

Les champdJ peuvent alors étre approximés sur la base propre PODegaréssion :

- [0707"' 7Ngal+Nneq} N Ngal+N”6q
=0 i:Ngal‘i'l

S -
modes POD Galerkin modes de non-équilibre

Le systeme dynamique POD d’ordre réduit, de dimensign + N,., + 1, est alors de la
forme (3) :

d a 9al+Nn5q gal+Nneq gal+Nneq
Z Z Byj a;(t Z Z Cijr a;(t)ax(t)
d gal+Nneq (5a)
+Di E +{&+ Z Fija;(t) | v(e, t) +Gin’(e, 1),
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avec les conditions initiales suivantes :

a;(0) = (U(z, 0) = (¢, 0) Uc(x), ¢;(x)). (5b)

On peut noter que le mode de contréle étant pre-déterming, il n’est pas affecté par des
changements de dynamique au cours d’'une procédure déleorRar ailleurs, le mode cor-
respondant a I'écoulement moy€h,, = aq ¢, n'est habituellement pas résolu par le systeme
dynamique POD car il est constant en temps. Cependantulides modes de non-équilibre
sont introduits, ce dernier peut étre pris en compte dasgd&me dynamique car il peut avoir
un régime transitoire, traduit par des échanges d'éaergec les modes de non-équilibre.

Lafigure 3 représente de maniere schématique I'utitisat’'un mode de non-équilibre pour
modéliser la transition d’'une dynamique quelconque @dtéers une autre dynamique notée
I1. Les écoulements moyen (modgs) et les fluctuations associés aux dynamiglies/ I sont
généralement differents. Il faut donc rajouter un vectde translation pouvant faire évoluer
I’écoulement d’'une dynamique a l'autre, au moins en mageCe vecteur de translation cor-
respond &' = ¢! — ¢{. Sila dynamique correspondant a I'éfagst connue, il est tout

neq

., Espace physique controlé

Espace de contrble

FIG. 3 — Représentation schématique d’une transition derdiquee par utilisation d’'un mode
moyen de non-équilibre. Pour des raisons de clarté, desphysique est réduit a trois direc-
tions : une direction pour I'écoulement moyen et deux dio&xs pour les champs fluctuants.

a fait possible que la dynamique correspondant a I'Etatoit inconnue, notamment dans des
procédures d’optimisation utilisant des modeles d’'eri@ible. Il parait donc nécessaire de ra-
jouter des modes de translation traduisant d’autres @recide I'espace physique controlé,
initialement non prises en compte dans les modes GalefkinnVient alors d’entourer la dy-
namiquel par plusieurs dynamiqueg, /11, IV etc... généralisant des directions non prises en
compte dans le systeme POD initial (sans modes de tramg)atia figure 4 illustre, en lignes
de courant, I'allure de certains modes Galerkin et modesdeaquilibre pouvant étre utilisés
dans la décomposition (4).
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(d) Ecoulement contrdle I()
moyen.

——B—

() Ecoulement naturel I(I) (h) 1er mode POD déI1. (i) 2nd mode POD dé 1.
moyen.

ﬁ

/R \
ﬁ -

; o
————— =
] /
o

—_—

e ——

(i) Ecoulement de base stationnaire (k) Mode de contrdle. () Mode shiftdel Il versIV.
instable/ V.

(m) Mode shift del versI|. (n) Mode shift del versIII. (o) Mode shift del versIV.

FIG. 4 — Représentation des modes Galela); (b) et (c), du mode de contrble,. (k), et de
modes de non-équilibi@n), (n), (o) pouvant &tre utilisés dans la decomposition dynamidie (
Tous les modes sont représentés par des lignes de caukant 200.

3.1.3 Fonction moeale et validation

En notant¢ v s(¢) = (uns, vns, pns)t et¢pop(e) = (upop, vrop, prop)?, la fonction
objectif est

€)= Teuste) = 7 | Coleusle)ar
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et la fonction objectif modele, introduite dans (3), est

gal +Nneq

m®(e) = F(Cpople / (DN, dt,
oUN; = Cp(¢b,).

Il est maintenant nécessaire de vérifier si la fonctioreciiff modele est assez robuste pour
représenter des comportements correspondants a desidyres differentes de celle utilisee
pour construire le modele d’ordre faible. La loi de cotdr) = Asin(27.5tt) correspondant
aux parametresl = 2 et Sty = 0,5 est utilisée dans la décomposition (4) pour construire le
systeme dynamique réduit (5). Ce systéeme dynamiquenssite integré avec des parametres
de contrdle se situant dans le domaime= {1,5 < A <2,5; 0,4 < St; <0,6}. Les valeurs
de la fonction objectif modelg, qui correspondent a ces parametres de contrdle peenétie
déduites. La figure 5 représente les évolutions de latiomobjectif réelle7 et de la fonction
objectif modele7 lorsque les parametres de contrble varientl3u©n constate une tres bonne
concordance entre fonctions objectif et modele, validamgi I'utilisation de la fonction modele
J en lieu et place de la fonction objectif.

1.3104
1.2911
1.2719
1.2527
1.2334
1.2142
1.1949
1.1757
1.1564
1.1372
1.1180
1.0987
1.0795
1.0602
1.0410

1.2687
1.2540
1.2393
1.2246
1.2099
1.1952
1.1805
1.1658
1.1511
1.1364
1.1218
1.1071
1.0924
1.0777
1.0630

(a) Fonction objectif reelley (b) Fonction objectif modelg

FIG. 5 — Représentation des iso-valeurs des fonctions objéetle et modele.

3.2 Formulation contrdle optimal

Pour résoudre le sous-probleme d’optimisation (3), les@imple consiste a résoudre le
systeme optimal construit a I'aide du modele réduit giraimique POD. Ce systeme optimal
est constitué des systemes et équations suivantes (3) :

— syséme détat(5)

— syséme adjoint
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d€ (t) Ngal+Nneq Ngal+Nneq 1
o;t = - Z Bji + (e, 1) Fji + Z (Cir + Cji) ar(t) | §(t) — TN“
j7=0 k=0

muni des conditions terminales suivantes :

— conditions d’optimalié

al +Nneq

7 [Ng
VcL = / Z LZ Vc’}/dt,
0 i

avec
dé‘ Ngal+Nneq
L;= _%Di +& | &+ j;o Fija; + 27(e, 1)

Ce systeme peut étre résolu a I'aide d’'une méthodatite décrite dans (3). Lors de cette
résolution, une contrainte supplémentaire, imposeéepayon de la région de confiance, doit
toutefois étre prise en compte. Dans cette étude, lestitirss de descente sont construites a
I'aide d’'une méthode de gradient conjugué de type FletBezves. La recherche linéaire est
effectuée par une méthode d’Armijo a rebroussement taquelle la longueur du pas initial,
le long de chaque direction de descente, vérifie la conr@mposée par la région de confiance.

3.3 Reésultats nuneriques et observations

En utilisant la procédure TRPOD décrite precédemmamiiétermine apres convergence
de l'algorithme que les parametres de controle sontxegad = 4,25 et St; = 0,738. Ces
valeurs sont obtenues en une dizaine d’itérations (ldluéens du modele de Navier-Stokes).
Ces résultats sont semblables a ceux prédits par emeeration numérique. Les parametres
de contrdle, obtenus par méthodes a région de confimoceergent vers les parametres de
contrdle optimaux, et ce, quels que soient les parameétesontrdle initiaux utilisés. Ceci
prouve la performance et la robustesse de la méthode digatiion décrite dans cet article.

Les figures 6(a) et 6(b) représentent respectivementiliéon temporelle des coefficients
de trainée et de portance, pour un écoulement non derdtgpour I'eécoulement forcé en uti-
lisant les valeurs des parametres de contrdle optimaterihinées par TRPOD. Ces résultats
sont comparés avec le coefficient de trainée obtenu pEroulement de base stationnaire in-
stable. Cet ecoulement de référence génere a pricadéficient de trainée le plus faible pour
la configuration étudiée (7). Le coefficient de trainéayan passe d’'une valeur égald &9
dans le cas non contrblé & une valeur égale ® lorsque les parameétres de contrdle opti-
maux sont appliqués. Une réduction relative30&; est obtenue. La valeur du coefficient de
trainée pour I'écoulement contrdlé s’approche dedkewr du coefficient de trainée obtenue
pour I'écoulement de base stationnaire instablg & 0,94). Par ailleurs, la dynamique de la
vorticité pour I'écoulement contrdlé s’éloigne dedgnamique de I'écoulement non controlé
pour s’approcher de la dynamique de I'écoulement de baseshaire instable (voir Fig. 7).

10
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Eloulement de base
At) = Yo (1)
0

- écoulement de base
A/(t) = f}/opt(t) i
rrrrrrrrrrrr Yy = 0

1.4

P A S S

13

Cb

11

I NI IR R IRI M P FERTIR R R N N ST SN SR N IS S
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

t t
(a) Coefficient de trainée. (b) Coefficient de portance.

FIG. 6 — Comparaison de I'évolution temporelle des coeffigaa#rodynamiques dans le cas
non contrdlé, dans le cas ou le contrdle optimal estigppl et pour 'écoulement de base
stationnaire instable.

4 Conclusions

Une procédure d’optimisation couplant méthodes aorégle confiance et modeles réduits
basés sur la POD a été mise en ceuvre afin de minimiser l&cteef de trainée moyen du
cylindre. Les parametres de contrdle optimaux obtenus datte étude somt = 4,25 et
Sty = 0, 738. Laréduction relative du coefficient de trainée moyeregale &80%. Par ailleurs,
I'utilisation de méthodes a région de confiance prouvéhérmatiquement la convergence des
parametres de contrble obtenus sur le modele rédw@iesiparametres de contrble optimaux du
systeme Navier-Stokes. En outre, cette méthode permetdiire considérablement les colts
de calcul. Ainsi, le systeme optimal obtenu en utilisantnoodéle POD en lieu et place du
modele de Navier-Stokes comme systéme d’état, permg&tibdker1 600 fois moins de valeurs
numeriques et est résolu envirdfois plus rapidement.
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(c) Ecoulement de base stationnaire instable.
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