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Exercice 1.

Formuler en langage courant la proposition suivante :

∀a ∈ R,∀b ∈ R, (a < b⇒ ∃c ∈ Q, a < c < b)

Exprimer sa négation à l’aide de quantificateurs, puis en langage courant.

En langage courant, la formule proposée signifie :

”Il y a toujours un nombre rationnel entre deux réels distincts.”

Sa négation s’écrit :

∃a ∈ R, ∃b ∈ R, ((a < b) ∧ (∀c ∈ Q, (c ≤ a) ∨ (c ≥ b))

ce qui peut se formuler en langage courant

”Il existe des réels distincts a et b tels qu’aucun nombre rationnel ne soit contenu strictement entre
a et b.”

Exercice 2.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n on a :

n∑
i=1

(−1)ii =
(−1)n(2n + 1)− 1

4

• Initialisation : pour n = 1

1∑
i=1

(−1)ii = −1 =
(−1)(2× 1 + 1)− 1

4

• Hérédité : supposons la propriété établie au rang n. On a alors

n+1∑
i=1

(−1)ii =
n∑

i=1

(−1)ii + (−1)n+1(n + 1)

=
(−1)n(2n + 1)− 1

4
+ (−1)n+1(n + 1) grâce à l’hypothèse de récurrence

=
(−1)n(2n + 1)− 1 + 4(−1)n+1(n + 1)

4

=
(−1)n+1(4n + 4− (2n + 1))− 1

4

=
(−1)n+1 (2(n + 1) + 1)− 1

4

d’où la conclusion.



Exercice 3.

On définit sur R la relation binaire R par

xRy ⇐⇒ x2 − y2 = x− y.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer les classes d’équivalence de 0, 1 et 1
2 .

1. • R est réflexive : pour tout x ∈ R on a x2 − x2 = 0 = x− x, donc xRx.
• R est symétrique : pour tout (x, y) ∈ R2 on a

xRy ⇐⇒ x2 − y2 = x− y ⇐⇒ y2 − x2 = y − x⇐⇒ yRx.

• R est transitive : pour tout (x, y, z) ∈ R3, si l’on a simultanément xRy et yRz, alors

x2 − z2 = (x2 − y2) + (y2 − z2) = (x− y) + (y − z) = x− z

donc xRz.

2. La classe de 0 est l’ensemble des réels x tels que x2− 0 = x− 0, c’est-à-dire tels que x2 = x, ce
qui équivaut à x = 0 ou 1. Donc ClR(0) = {0, 1} = ClR(1).

De même, la classe de 1
2

est l’ensemble des réels x tels que x2 − 1
4

= x− 1
2
, c’est-à-dire tels que

(x− 1
2
)2 = 0, d’où ClR(1

2
) =

{
1
2

}
.

Exercice 4.

1. On souhaite déterminer tous les couples (a, b) d’entiers naturels solutions du système

(S) :

{
PGCD(a, b) = 15

a + b = 180

(a) Déterminer tous les couples (x, y) d’entiers naturels premiers entre eux tels que x + y = 12
(on rappelle que deux entiers x et y sont premiers entre eux si PGCD(x, y) = 1).

(b) Montrer que (a, b) est solution du système (S) si et seulement si il existe des entiers naturels
a′ et b′ premiers entre eux tels que a = 15a′, b = 15b′ et a′ + b′ = 12.

(c) Déduire de ce qui précède la liste de tous les couples (a, b) d’entiers naturels dont le PGCD
vaut 15 et la somme 180.

2. Soit
f : N× N∗ −→ N∗ × N∗

(x, y) 7−→ (PGCD(x, y), x + y)

L’application f est-elle injective ? Surjective ? Justifiez.

1. (a) Les couples (x, y) d’entiers naturels premiers entre eux tels que x + y = 12 sont : (1, 11),
(11, 1), (5, 7) et (7, 5).

(b) Clairement, PGCD(a, b) = 15 si et seulement si il existe des entiers naturels a′ et b′

premiers entre eux tels que a = 15a′, b = 15b′. La condition sur la somme de a et b devient
alors 15(a′ + b′) = 180, soit a′ + b′ = 12.

(c) En combinant les résultats de deux questions précedentes on obtient donc que les couples
(a, b) d’entiers naturels dont le PGCD vaut 15 et la somme 180 sont

(15, 165), (165, 15), (75, 105) et (105, 75).



2. L’application f n’est pas injective, car (par exemple), f(15, 165) = f(75, 105) = (15, 180).
Elle n’est pas non plus surjective, car on remarque que le PGCD de deux entiers divise leurs
somme ; un couple (a, b) tel que a ne divise pas b ne peut donc pas avoir d’antécédent par f
(par exemple, (2, 3) n’a pas d’antécédent par f).

Exercice 5.

Soit E un ensemble fini non vide, et a0 un élément fixé de E. On note P(E) l’ensemble des parties de E
et on considère l’application

f : P(E) −→ P(E)

A 7−→

{
A ∪ {a0} si a0 6∈ A

A \ {a0} si a0 ∈ A

.

1. Montrez que si CardA est pair alors Card f(A) est impair, et que si CardA est impair alors
Card f(A) est pair.

2. Montrer que ∀A ∈ P(E), f ◦ f(A) = A.

3. En déduire que f est bijective.

4. Déduire de ce qui précède une démonstration de l’affirmation : « Un ensemble fini et non vide
possède autant de parties de cardinal pair que de parties de cardinal impair ».

1. On a Card f(A) = Card(A) + 1 si a0 6∈ A et Card f(A) = Card(A) − 1 si a0 ∈ A, d’où la
conclusion.

2. Si a0 6∈ A, alors f(A) = A ∪ {a0} et f(f(A)) = (A ∪ {a0}) \ {a0} = A. De même, si a0 ∈ A,
f(A) = A \ {a0} et f(f(A)) = (A \ {a0}) ∪ {a0} = A.

3. Si f(A) = f(B) alors A = f(f(A)) = f(f(B)) = B donc f est injective. Par ailleurs, si C est
une partie quelconque de E, alors f(C) est un antécédent de C par f , puisque f(f(C)) = C.
Donc f est surjective.

4. D’après ce qui précède, f induit une bijection de l’ensemble des parties de cardinal pair sur
l’ensemble des parties de cardinal impair, d’où la conclusion.


