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Les cing exercices sont indépendants.

Exercice 1. Formuler en langage courant la proposition suivante :
Va e RYbER, (a<b=3dceQ,a<c<b)

Exprimer sa négation a ’aide de quantificateurs, puis en langage courant.

Exercice 2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n on a :
& o (=D)"@2n+1) -1
Z(_l)zz _ ( ) ( )
: 4
=1
Exercice 3. On définit sur R la relation binaire R par

TRy <= 2> —y* =z — .
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer les classes d’équivalence de 0,1 et %

Exercice 4.
1. On souhaite déterminer tous les couples (a,b) d’entiers naturels solutions du systeme

PGCD(a,b) = 15
(S) : { B
a+b= 180

(a) Déterminer tous les couples (z,y) d’entiers naturels premiers entre eux tels que z+y = 12
(on rappelle que deux entiers = et y sont premiers entre euzr si PGCD(z,y) = 1).

(b) Montrer que (a,b) est solution du systeme (S) si et seulement si il existe des entiers
naturels a’ et b’ premiers entre eux tels que a = 15a’, b = 150 et o/ + V' = 12.

(c) Déduire de ce qui précede la liste de tous les couples (a, b) d’entiers naturels dont le PGCD
vaut 15 et la somme 180.

2. Soit
f i NxN — N*xN*
(z,y) = (PGCD(z,y),z +y)

L’application f est-elle injective ? Surjective ? Justifiez.
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Exercice 5.  Soit £ un ensemble fini non vide, et ag un élément fixé de E. On note P(F) I'ensemble
des parties de F et on considere 1’application

f :PE) — PE)
AU{ag} siag ¢ A
A\{ap} siag e A

1. Montrez que si Card A est pair alors Card f(A) est impair, et que si Card A est impair alors
Card f(A) est pair.

2. Montrer que VA € P(E), fo f(A) = A.
3. En déduire que f est bijective.

4. Déduire de ce qui précede une démonstration de 'affirmation : « Un ensemble fini et non vide
posséde autant de parties de cardinal pair que de parties de cardinal impair ».



