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L’épreuve est composée de cinq exercices indépendants.

Exercice 1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 0 on a

k=n∑
k=1

k

2k
= 2− n + 2

2n
.

Exercice 2. On considère la relation binaire ≈ sur R, définie par :

x ≈ y si et seulement si x− y ∈ Z.

1. A-t-on 2
3
≈ 4

3
?

2. A-t-on 2
3
≈ −4

3
?

3. Montrer que la relation ≈ est une relation d’équivalence.

4. Quelle est la classe d’équivalence de 0 pour la relation ≈ ?

Exercice 3.

1. Écrire le développement (formule du binôme) de (x + y)3 et (x + y)5.

2. Soient x et y deux entiers relatifs. En utilisant la question précédente, montrer que

(x + y)5 ≡ x5 + y5 mod 5.

Exercice 4. On note N l’ensemble des entiers naturels, Z l’ensemble des entiers relatifs

et Q l’ensemble des nombres rationnels, c’est-à-dire les nombres de la forme
a

b
avec a ∈ Z et b ∈ Z\{0}.

1. L’application f : N → Q définie par f(n) =
1

n + 1
est-elle injective ? Surjective ? Justifiez vos

réponses.

2. Soit ϕ : Z× N→ Q définie par ϕ(m,n) =
m

n + 1
.

(a) Décrire l’image réciproque de {1} par ϕ. S’agit-il d’un ensemble fini ?

(b) L’application ϕ est-elle injective ? Surjective ?
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Exercice 5. Répondre par VRAI ou FAUX (sans commentaire) à chacune des questions suivantes
(notation : +1 par réponse correcte et -1 par réponse incorrecte ; la note de l’exercice sera la somme
des points obtenus si elle est positive, et 0 sinon) :

1. La proposition (¬(P ⇒ P ))⇒ P est une tautologie.

2. La proposition
∃x ∈ N ∀y ∈ N (x > y)⇒ (x + y < 5)

est vraie.

3. Pour tous ensembles A et B, on a A \ (A \B) = A ∩B.

4. Sur l’ensemble des parties finies de N, la relation

A� B si CardA ≤ CardB

est une relation d’ordre.


