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Devoir surveillé n°2

Eléments de correction

Exercice 1. Pour tout entier naturel non nul n, on note S, le groupe des permutations de ’ensemble
{1,...,n}.
Dans S4, on considere 'ensemble H des permutations y qui fixent 4, c’est-a-dire

H={yeS4|y4)=4}.

1. Montrer que H est un sous-groupe de Sy.
H est non vide (il contient Id) et si y et o appartiennent a H on a

oy M) =a(y'4) =0(4) =4

donc oy~! appartient a H (on a utilisé le fait que y e H & y(4) =4 & 4 =y~ 1(4)).
2. Construire un isomorphisme de groupes entre H et Sj.
Siye H, alors y({1,2,3}) ={1,2,3}. Lapplication qui a y associe sa restriction a 'ensemble {1,2,3}
fournit alors 'isomorphisme souhaité.
3. Déterminer l'ordre de H et son indice dans Sy4.
Comme H est isomorphe a Sg3, son ordre est égal a celui de S3, so’it 3!=6. L'indice de H dans S4

4!
est alors égal au quotient des ordres de S4 et de H, c’est-a-dire 3" 4,

4. Le sous-groupe H est-il distingué dans S4 ? (justifiez votre réponse)
H n’est pas distingué dans S4. En effet, le 3-cycle y = (123) appartient a H, mais si on le conjugue
avec la transposition 7 = (14) on obtient

Tyt 1l =(14)(123)(14) = (423) ¢ H.

5. Montrer que deux éléments a et § de S4 appartiennent a la méme classe a gauche modulo H si
et seulement si a(4) = f(4). En déduire un systéme de représentants des classes a gauche de Sy
modulo H.

Pour que a et § appartiennent a la méme classe a gauche modulo H, il faut et il suffit que B la
appartienne a H, c’est-a-dire que - 'a(4) = 4, ou bien encore, en composant & gauche par f8, que
a(4) = B(4). Un systeme de représentants des quatre classes a gauche de S4 modulo H est alors
fourni, par exemple, par

Id, (14), (24), et (34)

puisque ces quatre permutations appliquent 4 sur ses quatre images possibles, a savoir respec-
tivement 4, 1, 2 et 3.

Exercice 2. On considere, dans le groupe GL9o(R) des matrices 2 x 2 réelles et inversibles, les
sous-ensembles

H:{(a b),aeR,beR,ceRetac;ﬁO} et K:{(l b),beR}.
0 ¢ 0 1

Noter que K est inclus dans H.



1. Montrer que H et K sont des sous-groupes de GLa(R).

La matrice I = ((1) (1)) appartient a H et K, qui sont donc non vides. Si M = (;’f ’g) € GLo(R), son

inverse M ! est donné par la formule

M= i By (—6Y _aﬁ)'

o a b , [a" b o .
Ainsi, si A = 0 ¢ et A' = 0 ¢ sont des éléments de H, le produit

a b b
a ac
c/

1 (c -b\(a b
ot A —
a4 _aC(O a)(o C')

c
appartient également a H.

b

1 /
0 1) et B' = ( 0 [1) sont des éléments de K, le produit

1 -b\(1 b 1 -0
-1n/ _ —

B B_(O 1)(0 1)_(0 1 )
appartient également a K.

Donc H et K sont bien des sous-groupes de GLo(R).
2. Montrer que K est distingué dans H. Est-il distingué dans GL2(R) ?

SiB:(1

De méme, si B = (

01
immédiat montre que

) est un élément de K et A = (g 5 ) est un élément quelconque de H alors un calcul

Y

1 b

A1BA = a
0 1

est bien un élément de K. Donc K < H.

11
Mais K n’est pas distingué dans GL2(R) : par exemple, si on considere I'élément T = ( 0 1) de

1
K, et qu'on le conjugue par ’élément J = ((1) 0) de GLo(R), on obtient
10
-1 _
J Td = (1 1) ¢K.

Exercice 3. Pour tout entier naturel non nul n, on note s, la surjection canonique de Z sur Z/nZ,
qui a un entier k associe sa classe modulo n.

1. Montrer que I'application
f: ZxZ—7ZxZ
(k,0)— 2k + 0,3k + 1)

est un isomorphisme de groupes.



L'application f est clairement un morphisme de groupes :

fUR, 0O+ )= Ffk+E ¢+7)
=2k +E)+(l+0),3k+E)+(0+10")
=2k +0,3k+0)+ 2k + 0,3k + 1)
=f(k,0)+fE 0.

Elle est bijective, et 'on peut méme expliciter son inverse en résolvant I’équation f(k,¢) = (m,n):

2k+0=m
3k+¢=n

k=n-m
=
{=3m-2n
Cette équation ayant manifestement, pour tout couple (m,n) € Z x Z, une solution unique dans
Z x Z,Vapplication f est bien une bijection.

f(k,€)=(m,n)©{

2. On note s 'application
S: ZxZ—7/47 x7/67

(k,0) — (s4(k),s¢(£))
(a) Justifier que s est un morphisme de groupes.
Comme s4 et sg sont tous les deux des morphismes, on a, pour tous couples (%,¢) et (&, ¢"),

s((,O)+ (R, 0N))=s(k+Fk 0+
=(s4(k+Fk),s6(¢ +0")
= (sa(k) +s4(k'),s6(£) + s6(L")
=s(k,0)+s(k', 0"

(b) Montrer que ¢ =sof est un morphisme surjectif.

¢ est un morphisme, comme composé de morphismes. Qui plus est, f est surjectif (ques-
tion 1), et il est clair que s I'est également, a cause de la surjectivité de s4 et sg. Donc
Papplication ¢ =so f est surjective, comme composée de surjections.

3. Déterminer le noyau de ¢ [on pourra commencer par calculer ¢(2,0) et ¢(0,12)].
Remarquons tout d’abord que

@k, 0)=(s4(2k + 0),s6(3k + 0)).
Par conséquent, un élément (k,¢) de Z x Z appartient au noyau de ¢ si et seulement si

2k+¢=0 mod4
3k+¢=0 mod®6.

C’est clairement le cas pour les couples (2,0) et (0,12), donc ker ¢ 227 x12Z. Montrons I'inclusion
inverse, c’est-a-dire kerp <27 x127. Si 2k +¢ =0 mod4 et 34+ ¢ =0 mod 6, alors il existe des
entiers u et v tels que

{2k +0=4u

3k +¢=6v



auquel cas
k=@Bk+0)-2k+/¢)=6v-4uec2”Z

et
(=32k+0)—2Bk+¢)=12u—-12ve 127,

d’ou la conclusion.

. En déduire un isomorphisme de groupes entre Z/27 x 7/127 et 7/47 x 7/67Z.

Le morphisme ¢ étant surjectif, on peut invoquer le théoréeme de factorisation des morphismes
pour conclure a I'existence d'un isomorphisme de (Z x Z)/ker ¢ sur Z/4Z x Z/6Z. Or ker @ = 27 x
127, donc (Z x Z) ' ker @ =(Z x 2)/(2Z x 127) qui est lui-méme isomorphe a Z/27 x 7Z/12Z, comme
on s’en convainc aisément en appliquant le théoreme de factorisation au morphisme surjectif

Zx7— 7127 x72/127
(k,0)— (s2(k),s12(0))

dont le noyau est clairement égal a 27 x 127.



