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Introduction

Les travaux présentés dans ce document de synthèse relèvent de la “Géométrie
des Nombres”. Cette branche de la théorie des nombres initiée par Minkowski à la fin
du XIXème siècle a été très active durant toute la première moitié du XXième siècle.
Une notion classique, antérieure à la Géométrie des Nombres de Minkowski et dont
il sera question, en filigrane, dans tout ce qui suit, est la notion de “constante d’Her-
mite”. L’application qu’en fit Minkowski aux classes d’idéaux des corps de nombres
est sans doute l’exemple le plus populaire d’utilisation des méthodes de la géomé-
trie des nombres en arithmétique. Néanmoins, l’étude de la constante d’Hermite (et de
constantes analogues dont il sera question plus loin) présente un intérêt en dehors même
de toute application à la théorie des nombres. Ainsi, dans sa présentation géométrique
classique, la constante d’Hermite en dimensionn correspond à la densité maximale
d’un empilement de sphères régulier dans cette dimension. A cette question sont liés,
plus ou moins directement, de nombreux problèmes de théorie de l’information, en par-
ticulier ceux relevant de la théorie des codes correcteurs d’erreurs. Plus généralement,
il existe une très grande variété de mathématiques reliées d’une façon ou d’une autre à
cette question d’apparence anodine : théorie des groupes, formes modulaires, courbes
elliptiques etc ; (voir, par exemple, l’excellent survey de N. Elkies dans les Notices de
l’AMS [20], ou le livre de référence [17] de Conway et Sloane).

J’ai souhaité privilégier dans la présentation qui suit, une certaine cohérence théma-
tique de mes travaux, autour de l’extension de la théorie de Voronoï. Pour cette raison,
je n’ai pas adopté une démarche strictement chronologique.

J’ai regroupé dans une première partie ceux de mes travaux qui concernent la théo-
rie de Voronoï.

Dans une seconde partie, j’expose les résultats obtenus en collaboration avec C.
Bachoc, E. Bannai et G. Nebe, et qui relèvent davantage de la “combinatoire algébri-
que”.

La troisième et dernière partie traite de travaux antérieurs, effectués juste après ma
thèse, portant sur les propriétés du produit tensoriel de réseaux.

Par ailleurs, j’ai souhaité mettre l’accent sur les relations entre mes travaux et ceux
d’autres chercheurs, et sur les diverses collaborations entreprises ces dernières années
avec C. Bachoc (Bordeaux), G. Nebe (Ulm, Allemagne), E. Bannai (Fukuoaka, Japon),
R. Baeza, M.I Icaza et M. O’Ryan (Talca, Chili) et T. Watanabe (Osaka, Japon).
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Chapitre 1

Invariants d’Hermite
généralisés.

Une part importante des travaux présentés dans ce premier chapitre ainsi que dans
le suivant, concerne la constante d’Hermite et ses généralisations. Nous allons rappe-
ler brièvement dans un premier paragraphe quelques notions classiques sur l’invariant
d’Hermite d’une forme quadratique définie positive, ou d’un réseau.

1.1 L’invariant d’Hermite.

Rappelons pour commencer la définition de cet invariant classique : on noteSn(R)
l’espace des matrices réelles symétriques de taillen, identifié à l’espace des formes
quadratiques enn variables, à l’intérieur duquel on distingue le cônePn = Sn(R)>0,
correspondant aux formes quadratiques définies positives. Un élémentA dePn définit
une fonction surRn : X 7→ A[X] = XAX ′ 1, valeur enX de la forme quadratique
correspondant àA. L’ensemble des valeurs prises par une forme quadratique définie
positive surZn, ou plus généralement sur un sous-ensemble discret deRn, admet un
minimum, atteint en un nombre fini de points. On définit donc

m(A) = min
X∈Zn\{0}

A[X], (1.1)

que l’on homogénéise en

γ(A) =
m(A)

(detA)
1
n

invariant d’Hermite deA. (1.2)

L’ensemble (fini) de vecteursminimauxdeA (ceux sur lesquels est atteint le minimum)
est notéS(A).

La constante d’Hermite en dimensionn est définie comme

γn := sup
A∈Pn

γ(A). (1.3)

1dans la suite, on noteM ′ la transposée d’une matriceM
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6 CHAPITRE 1. INVARIANTS D’HERMITE GÉNÉRALISÉS.

La valeur exacte deγn n’est connue que jusqu’à la dimension8. Au-delà, il y a des
conjectures très vraisemblables dans certaines dimensions particulières, mais qui ne
sont probablement pas démontrables avec les méthodes appliquées jusqu’en dimension
8.

Attardons-nous un instant sur la signification géométrique de l’invariant (resp.de
la constante) d’Hermite. Toute matriceA de Pn peut se décomposer sous la forme
A = PP ′, où P ∈ GLn(R) est essentiellement unique moduloOn(R). On associe
alors àA le réseauL = ZnP dansRn (on fait opérer GLn(R) à gauche surZn), ou
plus exactement la classe d’isométrie de ce réseau (P n’est défini que moduloOn(R)).
Le nombreγ(A) précédemment défini est donc un invariant de la classe d’isométrie du
réseauL, que l’on peut définir directement comme :

γ(L) =
minl∈L\{0} ||l||2

detL1/n
(1.4)

On constate alors que la quantitéγ(L)n/2 est proportionnelle à la densité de l’empile-
ment de sphères associé àL.

Le calcul deγn est donc équivalent à la détermination de la densité maximale d’un
empilement de sphère régulier2. Une idée naturelle pour élucider cette question, est
d’étudier les maxima locaux de la fonctionA 7→ γ(A). En 1873, Korkine et Zolotareff
ont, les premiers, exploité cette idée ([31],[32]), et ont introduit le terme de formes

2Par empilement de sphères régulier on entend empilement de sphères disjointes de même rayon centrées
aux points d’un réseau.



1.1. L’INVARIANT D’HERMITE. 7

extrêmespour désigner ces maxima locaux. C’est Voronoï qui donnera, trente ans après
leurs travaux ([41]), une caractérisation complète des formes extrêmes,via les notions
de forme parfaite et eutactique, dont nous rappelons maintenant la définition.

Definition 1.1.1 (i) Une formeA est parfaitesi les matricesX ′X, X ∈ S(A),
engendrentSn(R).

(ii) Une formeA esteutactiquesi la matriceA−1 appartient à l’enveloppe convexe
des matricesX ′X, X ∈ S(A).

Une autre façon de formuler la perfection est de dire qu’une forme quadratique définie
positiveA est parfaite si elle est complètement déterminée par l’ensemble des équations
A[X] = m(A), X ∈ S(A). En d’autres termes, siB[X] = m(A) pour toutX ∈ S(A),
alorsB = A. Le théorème fondamental de Voronoï s’énonce alors ainsi

Théorème 1.1.1 (Voronoï 1908)Une formeA estextrêmesi et seulement si elle est
à la fois parfaite et eutactique.

Une conséquence remarquable est que la constanteγn est atteinte sur une forme ration-
nelle, et queγn

n ∈ Q.
La théorie de Voronoï offre en fait beaucoup plus que cela : dans l’ article [41]

où figure le théorème ci-dessus, est également développé un algorithme qui conduit à
une décomposition cellulaireGLn(Z)-invariante de l’espacePn, et dont les cellules de
dimension0 correspondent exactement aux formes parfaites. Ceci permet en principe
de déterminer systématiquement les formes parfaites dans une dimension donnée, et
de calculer par conséquent la constante d’Hermite de cette dimension. En pratique, la
complexité de l’algorithme le rend inaccessible aux moyens de calculs actuels dès la
dimension8. Signalons cependant, que l’utilisation de ce complexe cellulaire fourni par
l’algorithme de Voronoï, permet en principe de calculer l’homologie deGLn(Z) et la
K-théorie deZ. Les travaux les plus récents dans ce domaine sont dus à Elbaz-Vincent,
Gangl et Soulé ([21]).

Dans le cas des formes en deux variables, une autre interprétation géométrique
fournit une image pour les notions de perfection et d’eutaxie. Il y a en effet dans ce cas
une bijection naturelle entre le demi-plan de PoincaréH := {z ∈ C : =(z) > 0} et le
côneP2 modulo homothétie :

SL2(Z)\H ←→ R>0\P2/SL2(Z)

z = x + iy ←→
(

1 x
x x2 + y2

)
Pourz = x + iy ∈ H, la quantité1

y mesure la distance à l’infini Ainsi, du côté droit
du schéma ci-dessus, une forme avec un invariant d’Hermite élevé correspond à un
point deH de partie imaginaire petite, c’est à dire de distance à l’infini élevée. Ceci est
illustré par la figure ci-dessous :

Le fait que le pointρ = e
2iπ
3 soit à l’intersection des cercles|z| = 1 et |z − 1| = 1

est relié à la perfection de la forme correspondante. De même, la propriété qu’a le
point i de réaliser un minimum local sur le cerle|z| = 1 pour la distance à l’infini, peut
s’interpréter en termes d’eutaxie de la forme correspondante.
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Dans les années récentes, différentes variantes de la constante d’Hermite ont été
étudiées, parmi lesquelles la constante de Bergé-Martinet ([6]), la constante desG-
réseaux ([7], [8]), la constante de Rankin ([13]), la constante de Humbert dont il sera
question au paragraphe suivant ([26], [16]). Dans tous ces cas, un analogue du théo-
rème de Voronoï a été établi. Les résultats les plus généraux quant aux extensions du
théorème de Voronoï sont dus à Bavard ([5]).

1.2 Invariant d’Hermite-Humbert.

Il y a eu plusieurs tentatives pour développer une “géométrie des nombres dans
un contexte relatif”,i.e. où le corps des rationnels serait remplacé par un corps de
nombres arbitraire (voir par exemple [38]). Dans les années 40, P. Humbert écrit deux
longs articles sur la “théorie de la réduction des formes quadratiques sur un corps de
nombres” ([24],[25]). Ces travaux, quelque peu méconnus, ont été exhumés en 1997
par Maria Ines Icaza ([26])3. En fait, les objets considérés dans cette théorie de la
réduction ne sont pas exactement des formes quadratiques, mais plutôt ce que nous

3Signalons également l’article [43] d’Hermann Weyl qui reprend, de manière un peu plus synthétique,
les résultats de Humbert.
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appellerons dans la suite des “formes de Humbert”, selon la terminologie introduite
par Icaza. Ces dernières sont définies comme suit : tout d’abord, on considère un corps
de nombresk, avec[k : Q] = d. On note{v1, . . . , vr} l’ensemble desplaces réelles,
correspondant aux plongements réels dek, et{vr+1, . . . , vr+s} l’ensemble desplaces
complexes, correspondant aux couples de plongements complexes 2 à 2 conjugués de
k, de sorte qued = r + 2s. Comme dans le cas classique détaillé dans le premier
paragraphe, on doit définir un espace de formesSn,k ainsi qu’un cônePn,k d’éléménts
positifs. On procède de la façon suivante :

Sn,k := Sn(R)r ×Hn(C)s

∪
Pn,k := Sn(R)r

>0 ×Hn(C)s
>0.

Definition 1.2.1 Une forme de Humbert de rangn sur k est un(r + s)-upletA =
(A1, . . . , Ar, Ar+1, . . . , Ar+s) dansPn,k.

La valeur d’une forme de HumbertA en un vecteuru de kn est définie comme
suit : àu ∈ kn on associe ses conjuguésu(1), . . . , u(r+s) et on pose

A[u] :=
r+s∏
i=1

Ai[u(i)]di avecdi =

{
1 si vi réel

2 si vi complexe

=
r∏

i=1

Ai[u(i)]
r+s∏

i=r+1

Ai[u(i)]2.

Cette définition de la valeur d’une forme en un vecteur diffère de celle adoptée par la
plupart des auteurs ayant abordé ces questions([38], [30],[34], [1]) : dans les références
que nous venons de citer, en effet, on définit la valeur d’un(r + s)-uplet de formes
A = (A1, . . . , Ar, Ar+1, . . . , Ar+s) dansPn,k enu ∈ kn comme

A(u) =
r+s∑
i=1

diAi[u(i)].

Ce point de vue “additif” a plusieurs avantages sur le point de vue “multiplicatif” que
nous proposons, notamment celui de permettre un extension presque sans changement
de la théorie de Voronoï exposée au paragraphe précédent, algorithme compris. Il pré-
sente néanmoins un certain nombre d’inconvénients. Tout d’abord, comme on le verra
au paragraphe suivant, si l’on veut inclure cette théorie dans le cadre général défini
par Watanabe, c’est le point de vue multiplicatif qui s’impose. Par ailleurs, un cer-
tains nombres de propriétés “naturelles” sont mises en défaut si l’on fait le choix de la
définition additive. En voici deux exemples :

• Invariance par multiplication par une unité: l’analogue naturel de la propriété
A[−u] = A[u] dans le cas classique, estA[ξu] = A[u], ξ ∈ O×k , ce qui est
vérifié avec la définition multiplicative, mais pas avec le définition additive.
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• Homogénéité: si k est totalement réel, avec[k : Q] = r, l’exemple type de forme
de Humbert est fourni par lesr-uplets de la forme(A(1), . . . , A(r)), où lesA(i)

sont les conjugués d’une matrice symétrique totalement définie positiveA à co-
efficients dansk. Dans ce cas, il est naturel de vouloir “identifier”A et tous
ses multiples de la formeαA, avecα ∈ k totalement positif. Pour cela, il
est nécessaire qu’il y ait une relation simple entre les valeurs prises parA et
αA en un même vecteuru, ce qui est le cas avec la définition “multiplicative”
(αA[u] = NK/Q(α)A[u]), mais pas avec la définition “additive”.

SoitOk l’anneau des entiers dek. À partir de maintenant nous supposerons, pour
simplifier l’exposition, que le nombre de classeshk dek est1, i.e.queOk est principal
(le cas général est traité en annexe).

Definition 1.2.2 Le minimum d’une forme de HumbertA ∈ Pn,k est defini par

m(A) = min{A[u] : u ∈ On
k \ {0}}.

L’invariant d’Hermite-Humbert deA est

γ(A) =
m(A)

(detA)1/n
,

oùdetA =
∏

i detAdi
i =

∏r
i=1 detAi

∏r+s
i=r+1(detAi)2

Remarque (i) Si k = Q, alorsPn,k = Pn, et l’invariant d’Hermite-Humbert coïn-
cide avec l’invariant d’Hermite classique.

(ii) Quand hk > 1, on doit considérer simultanémenthk invariants d’Hermite-
Humbert distincts pour une forme de HumbertA donnée, indéxés par les classes
d’idéaux{[a1], · · · , [ahk

]}, et définis en remplaçantOn
k par les réseauxai ⊕

On−1
k , i = 1, · · · , hk dans la définition ci-dessus, voir l’annexe 1.6.

Les vecteurs deOn
k réalisant le minimumm(A) sont ditsminimaux. Noter, qu’ils

sonta priori en nombre infini, puisque siu est minimal, alorsξu est minimal pour tout
ξ appartenant au groupe des unitésO×k deOk. Cependant, modulo multiplication par
les unités, on obtient un ensemble fini.On pose

S(A) := {u ∈ On
k minimal pourA}/O×k

Dans [26]), Icaza établit le théorème suivant :

Théorème 1.2.1 (Icaza, 1997)γn,k := supA∈Pn,k
{γ(A)} <∞et est atteint.

En s’inspirant de la terminologie de Korkine et Zolotareff, nous appelleronsextrêmes
les formes de Humbert réalisant un maximum local de l’invariantγ. Ces formes ex-
trêmes peuvent être caractérisées par un théorème de type Voronoï. Cela nécessite
quelques définitions supplémentaires.

À un vecteuru ∈ On
k , on associe ler + s-uplet

u′uA :=

(
d1

u(1)
′
u(1)

A1[u(1)]
, . . . , dr+s

u(r+s)
′
u(r+s)

Ar+s[u(r+s)]

)
∈ Sn,k.
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Definition 1.2.3 Une forme de HumbertA = (A1, . . . , Ar+s) est parfaite si

dimR
∑

u∈S(A)

Ru′uA = r
n(n + 1)

2
+ sn2 − (r + s− 1).

Definition 1.2.4 Une forme de HumbertA = (A1, . . . , Ar+s) est eutactique si sa

forme adjointeA−1 = (A−1
1 , . . . , A−1

r+s) appartient à l’intérieur de l’enveloppe convexe
des(r + s)-tuplesu′uA, u ∈ S(A). En d’autres termes,A est eutactique si il existe
ρu > 0, u ∈ S(A) tels que :

A−1
i =

∑
u∈S(A)

ρudi
u(i)

′
u(i)

Ai[u(i)]
pour i = 1, . . . , r + s.

Bien sûr,quandk = Q,ces définitions coïncident avec les notions classiques de per-
fection et d’eutaxie mentionnées au paragraphe précédent. Dans [16], on obtient une
caractérisation des formes de Humbert extrêmes :

Théorème 1.2.2 ([16])Une forme de HumbertA est extrême si et seulement si elle est
à la fois eutactique et parfaite.

Bien que l’énoncé de ce théorème soit en tous points similaire au théorème de Voronoï,
sa démonstration est sensiblement plus compliquée.Un outil général pour obtenir ce
genre de résultats est la condition (C) de Bavard (voir [5]).

Comme conséquence, on obtient également les propriétés suivantes :

Théorème 1.2.3 ([16]) (i) (Algebricité) Toute forme de Humbert parfaiteA de di-
mensionn est équivalente, modulohomothétie,à une forme de HumbertB définie
sur une extension finie dek.

(ii) (Finitude) L’ensemble des formes de Humbert parfaites de dimensionn sur un
corps de nombresk donné, modulo homothétie et GLn(Ok)-équivalence, est fini.

Malheureusement, il n’y a pas d’algorithme de Voronoï général pour déterminer toutes
les formes parfaites dans une dimension donnée. Néanmoins, en dimension 2, nous
avons pu calculer quelques constantes d’Hermite-Humbert sur des corps quadratiques
réels de petit discriminant. Il s’agit d’un travail commun [4] avec M.I. Icaza, R. Baeza
et M. O’Ryan de l’Université de Talca (Chili).

Théorème 1.2.4 ([4])La valeur deγ2,k pour les corps quadratiques réelsk = Q(
√

d),
d = 2, 3, 5 est donnée dans le tableau suivant :

d 2 3 5
γ2,Q(

√
d)

4
2
√

6−3
4 4/

√
5

La démonstration repose de façon cruciale sur le théorème (1.2.2), ainsi que sur la
théorie de la réduction des formes de Humbert.

Ces résultats en dimension 2 peuvent être interprétés en termes de surfaces mo-
dulaires de Hilbert (voir [4] pour les details). En effet, sik est un corps de nombres
totalement réel avec[k : Q] = r, il y a une action naturelle de SL2(Ok) surHr, induite
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par le plongement diagonal de SL2(Ok) dans SL2(R)r et l’action standard de SL2(R)
surH. Le quotient SL2(Ok)\Hr est, par définition, une surface modulaire de Hilbert.
Comme dans le premier paragraphe, on obtient une bijection

SL2(Ok)\Hr ←→ Rr
>0\P2,k/SL2(Ok)

Si l’on suppose à nouveau, pour simplifier, quehk = 1, alors l’invariant de Hermite-
Humbert d’une formeA ∈ P2,k peut être interprété comme la distance à l’infini du
point correspondant de SL2(Ok)\Hr :

“distance à∞” ←→ “γ(A)”
“maximum local” ←→ “forme de Humbert extrême”

Le problème de trouver les points d’une surface modulaire de Hilbert de distance à
l’infini maximale a été étudié par H. Cohn dans les années 60 (voir [11]). Pour les
corps quadratiques réelsQ(

√
d), d = 2, 3, 5, il formule quelques conjectures qui, une

fois traduites dans le language approprié, apparaissent comme conséquences de notre
théorème.

Remarque Sihk > 1, alors il y ahk “pointes”, en bijection avec les classes d’idéaux
deOk, et hk invariants de Humbert, correspondant à la distance à ces différentes
pointes.

1.3 Une application à l’approximation diophantienne.

On a rappelé, au premier paragraphe de ce chapitre, l’interprétation classique de
la constante d’Hermite en termes de densité d’empilements de sphères. Une telle in-
terprétation, pour ce qui concerne la constante d’Hermite-Humbert sur un corps de
nombres arbitraire est moins évidente. Néanmoins, cette constante apparait assez natu-
rellement dans diverses questions. Nous en développons brièvement un exemple dans
ce paragraphe, qui a trait au “lemme de Siegel” en approximation diophantienne. Dans
sa formulation usuelle, ce lemme affirme l’existence d’une solution non nulle de petite
hauteur pour tout système dem équations linéaires homogènes enn variables,n > m.
Dans un article très récent [40], J.D. Vaaler établit la version “optimale” suivante du
lemme de Siegel sur un corps de nombres :

Théorème 1.3.1Soit k un corps de nombres,n > m deux entiers naturels etM ∈
Mm,n(k) de rangm. Alors il existe0 6= ξ ∈ kn such thatMξ = 0 et

H(ξ) ≤ γn−m(k)1/2H(M)1/(n−m), (1.5)

oùγn−m(k) désigne la constante d’Hermite-Humbert dek en dimensionn−m (pour
la définition précise de la hauteurH, voir [40]).

Le résultat ci-dessus est optimal, en ce sens que Vaaler démontre que l’on ne peut pas
remplacerγn−m(k)1/2 dans ([40]) par une constante plus petite4.

4Ceci s’applique en particulier pourk = Q, et c’est alors la constante d’Hermite classique qui apparait.
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1.4 Constantes d’Hermite généralisées (d’après T. Wa-
tanabe).

Dans ses travaux récents, T. Watanabe (Osaka) a proposé une vaste généralisation
de la géométrie des nombres “classique” dans un cadre adélique (voir [42],[33]).

Le cadre général est le suivant : on considère un corps de nombresk, et un groupe
algébrique connexe réductifG défini surk. SoitV = Vf ∪V∞ l’ensemble des places
de k, et A l’anneau des adèles dek . On fixe ensuite une représentationρ : G −→
GL(V ) fortementk-rationnelle et absolument irréductible, dans unk-espace vectoriel
V (voir [42],[33] pour les détails). SoitD le sous-espace de plus haut poids (“highest
weight space”) deρ, et P son stabilisateur (c’est un sous-groupe parabolique.Alors
X = G/P est une variété projective lisse, plongée dansP(V ) via ρ. Sur chaque locali-
sationVv = V ⊗k kv, v ∈ V, on fixe une norme|| · ||v. On doit ensuite choisir un sous-
groupe compact maximalK dansG(A), assujetti à certaines conditions techniques.
Pourx ∈ GL(V (A))V (k), on pose||x||A :=

∏
v∈V ||xv||v. L’une des conditions à

satisfaire pourK est que||.||A soit K-invariante. Finalement,||.||A est normalisée par
la condition||x0||A = 1 pourx ∈ D(k) \ {0} (ce qui peut être obtenu moyennant un
choix convenable des normes locales|| · ||v).

Pour toutg ∈ G(A)1 := {g ∈ G(A) : ∀χ ∈ Xk(G) |χ(g)|A = 1}, définissons

Hg(x) := ||ρ(gγ)x0||1/[k:Q]
A , oùx = ρ(γ)x0. Alors,

Théorème 1.4.1 ([42])

K \G(A)1/G(k) −→ R+

g 7→ min
x∈X(k)

Hg(x)

est une fonction continue bornée. La constante d’Hermite généralisée associée à(ρ, ||.||A)
est

µ(ρ, ||.||A) := max
g∈G(A)1

min
x∈X(k)

Hg(x)2.

EXEMPLES : G = GLn

(i) k = Q,

(a) si ρ est la représentation naturelle dansQn, alors µ(ρ, ||.||A) = γn, la
constante d’Hermite classique.

(b) si ρd est la représentation naturelle dans
∧d Qn, alorsµ(ρ, ||.||A) = γn,d

constante de Rankin (voir [37],[13]).

(ii) k = corps de nombres,

(a) siρ est la représentation naturelle danskn, alorsµ(ρ, ||.||A) = γn,k constante
d’Hermite-Humbert .

(b) si ρd est la représentation naturelle dans
∧d

kn, alorsµ(ρ, ||.||A) = γn,d

constante de Rankin-Thunder (voir [39]).

Il est naturel de se demander s’il existe une théorie de Voronoï générale pour ca-
ractériser les maxima locaux deµ(ρ, ||.||A). Nous conjecturons, avec T. Watanabe, que
cela devrait être le cas au moins pour les groupes classiques. Nous traitons, dans un
travail en cours (voir [18]), le cas du groupe linéaire sur un corps de quaternions.
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1.5 Perspectives.

En dehors de la “conjecture” mentionnée ci-dessus, de nombreuses pistes de travail
sont ouvertes. Ainsi, l’adaptation de l’algorithme de Voronoï sur un corps quadratique
imaginaire, ou bien un corps de quaternions surQ, ne pose pas de problèmes théo-
riques, ce qui ouvre la voie à de nombreuses exploitations numériques. Au-delà, les
applications connues de l’algorithme de Voronoï au calcul de l’homologie deGLn(Z)
et à laK-théorie deZ devraient, de la même façon produire des résultats au niveau de
la K-théorie de l’anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaire.

Par ailleurs, nous poursuivons avec M.I. Icaza et M. O’Ryan l’étude (plus difficile)
des formes de Humbert sur un corps quadratique réel. Signalons également le travail
récent de M. Pohst et M. Wagner [35], qui reprennent les méthodes que nous avons
introduites dans [4] pour traiter de nouveaux exemples.

Enfin, nous comptons entreprendre l’étude des constantes d’Hermite généralisés
pour d’autres groupes que le groupe linéaire, en particulier pour le groupe symplec-
tique.

1.6 Annexe.

Au paragraphe 1.2, nous avons donné une définition simplifiée de l’invariant d’Hermite-
Humbert (il s’agit de la définition introduite par Icaza dans [26], reprise par la suite
dans [16] et [4]). A posteriori, il apparait que cette définition n’est pas la plus natu-
relle quand le nombre de classes du corps de nombres considéré est supérieur à1, car
elle ne coïncide pas avec la définition adélique de Watanabe. Nous donnons donc dans
cette annexe une définition plus complète, qui prend en compte le cas d’un nombre de
classes supérieur à1.

Comme précédemment,k est un corps de nombres,Ok son anneau d’entiers,Clk
son groupe des classes d’idéaux, de cardinalhk. Pour des raisons techniques, notam-
ment la formule 1.11 ci-desous, on fixe dans chaque classe d’idéaux un représentantai

entier, de norme minimale parmi les idéaux entiers de même classe, en convenant par
exemple quea1 = Ok.

Soit L ⊂ kn unOk-réseau,i.e. L un sous-module projectif de type fini dekn tel
quekL = kn. Il est bien connu qu’un tel réseau est isomorphe à une somme directe
I1 ⊕ · · · ⊕ In d’idéaux fractionnaires, et que la classe du produitI1 · · · In dansClk est
un invariant complet de la classe d’isomorphisme deL, dite “classe de Steinitz deL,
est notéeSt(L). La principale différence entre le cashk = 1 et le cashk > 1 est que
dans le second cas, on doit évaluer une forme de Humbert donnéeA non seulement
sur lesOk-réseaux libres (ceux dont la classe de Steinitz est triviale), mais sur tous les
Ok-réseaux dekn. Cela conduit à définirhk invariants distincts , correspondants aux
différentes classes.

Soient doncA une forme de Humbert etL ⊂ kn unOk-réseau, de classe de Steinitz
St(L) = [ai], autrement ditL = I1e1 ⊕ · · · ⊕ Inen, et [I1 · · · In] = [ai]. À x =∑

xiei ∈ L, on associe l’idéal entierax = x1I
−1
1 + · · · + xnI−1

n . On définit le
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minimumdeA relativement àL comme

mL(A) = min
x∈L\{0}

A[x]
N(ax)2

, (1.6)

sondéterminantrelativement àL comme

detLA = N(I1 · · · In)2 detA, (1.7)

et son invariant d’Hermite-Humbert relativement àL

γL(A) =
mL(A)

(detLA)
1
n

. (1.8)

La constanted’Hermite-Humbert relativement àL est alors définie par :

γL = sup
A∈Pn,k

γL(A). (1.9)

Clairement,γL = γL′ siSt(L) = St(L′). Il est donc suffisant de considérer les réseaux
Li := ai ⊕ On−1

k , 1 ≤ i ≤ h et les constantes d’Hermite-Humbert associéesγi :=
γLi

.
Finalement, on pose

γn,k := max
1≤i≤h

γi. (1.10)

Quandhk = 1, on retrouve bien entendu la définition donnée au paragraphe 1.2. Pour
déterminerγn,k, on calcule séparément chacun desγi = supA∈Pn,k

γLi
(A). Pour une

forme donnéeA, on ami(A) := mLi
(A) = min1≤j≤hmi,j(A), où

mi,j(A) = min
x∈Li\{0}
[ax]=[aj ]

A[x]
N(ax)2

= min
x∈Li\{0}

ax=aj

A[x]
N(aj)2

(1.11)

Les résultats de [16] peuvent s’étendre sans difficulté, à condition de traiter sépa-
rément chacune des constantesγi. On peut définir ainsi des notions deγi-extremalité,
γi-perfection etγi-eutaxie, et obtenir l’analogue du théorème 1.2.2, en remplaçant dans
tous les énoncés l’ensembleS(A) des vecteurs minimaux deA par l’ensembleSi(A)
des vecteurs minimaux deA relativement àLi, c’est-à-dire :

Si(A) := {u ∈ Li \ {0} |
A[x]

N(ax)2
= mi(A)}/O×k



16 CHAPITRE 1. INVARIANTS D’HERMITE GÉNÉRALISÉS.



Chapitre 2

Combinatoire algébrique et
designs.

Les travaux présentés dans cette seconde partie relèvent de la combinatoire algé-
brique. Ils ont donné lieu à deux articles, l’un en collaboration avec C. Bachoc (Bor-
deaux) et G. Nebe (Ulm, Allemagne), et le second en collaboration avec C. Bachoc et
E. Bannai (Fukuoka, Japon). On y traite de notions généralisées de “design sphérique”
et de “code sphérique”. Nous commençons, dans le paragraphe suivant, par un bref
rappel sur ces deux notions, avant d’aborder nos propres résultats.

2.1 Designs et codes sphériques

Une référence classique pour ces questions est l’article fondateur de Delsarte, Goe-
thals et Seidel ([19]). On noteSn−1 la sphère unité dansRn, munie de sa mesure
O(n)-invariante canoniquedx, normalisée en sorte que

∫
Sn−1 dx = 1.

Definition 2.1.1 Un sous ensemble finiX deSn−1 est unt-design,t étant un entier
positif, si pour tout polynôme homogènef de degré au plust on a∫

Sn−1
f(x)dx =

1
|X|

∑
x∈X

f(x) (2.1)

On voit aisément l’intérêt de cette notion pour des applications à l’intégration numé-
rique : unt-design fournit en effet une méthode de quadrature d’ordret pour le calcul
approché d’intégrales sur la sphère. En vue de ce type d’applications, il est naturel de
rechercher de telst-design de cardinal aussi petit que possible. Une question cruciale
est donc de trouver une borne inférieure pour la taille d’unt-design.

Definition 2.1.2 Un sous ensemble finiX deSn−1 est unA-code, si les produits sca-
laires de vecteurs 2 à 2 distincts deX appartiennent à un ensemble fixéA ⊂ [−1, 1].

17
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À l’inverse du problème précédent, il est naturel ici de chercher une borne supérieure
pour la taille d’unA-code : quandA = [−1, 1/2], trouver une telle borne est équivalent
au problème du “kissing number” (pourn = 3, il s’agit du classique “problème des 13
sphères”).

Une variante de la notion deA-code est celle des-code :

Definition 2.1.3 Un sous ensemble finiX de Sn−1 est uns-code,s étant un entier
positif, si les produits scalaires de vecteurs 2 à 2 distincts deX prennent au pluss
valeurs

|{x · y, x 6= y ∈ X}| ≤ s (2.2)

Delsarte, Goethals et Seidel ont introduit une méthode générale, utilisant l’analyse har-
monique sur le groupe orthogonal, pour étudier simultanément la question d’une borne
inférieure pour la taille d’unt-design, et d’une borne supérieure pour la taille d’un
s-code, mettant en évidence une sorte de dualité entre les deux problèmes.

Designs et réseaux.
La théorie des réseaux euclidiens fournit de nombreux exemples de designs : siL

est un réseau deRn, i.e. un sous-groupe discret deRn de rang maximal,S(L) l’en-
semble de ses vecteurs minimaux (i.e. l’ensemble fini des vecteurs non nuls deL de
longueur minimale), on peut voirS(L), convenablement renormalisé, comme un sous
ensemble finiSn−1. Dans de nombreux cas, on obtient ainsi unt-design, pour des va-
leurs det variables. Qui plus est, et c’est là l’une des motivations principales pour notre
travail sur les designs généralisées, le fait que l’ensemble des vecteurs minimaux d’un
réseau possède cette propriété de design a une incidence sur l’invariant d’Hermite du
réseau, grâce au remarquable théorème suivant, dû à B. Venkov :

Théorème 2.1.1 ([41])Si S(L) est un 4-design, alorsL réalise un maximum local
pour l’invariant d’Hermiteγ(L) = min L

(det L)1/n .

Une généralisation de ce résultat est exposée au paragraphe suivant.

2.2 Designs et codes dans les grassmanniennes.

Les problèmes d”’empilements” dans les grassmanniennesGm,n et des questions
combinatoires connexes ont été soulevées récemment dans une série d’articles (voir
[12], [10]). Ce sont ces articles qui ont motivés nos propres travaux, que nous résumons
dans les paragraphes qui suivent.

2.3 Grassmannniennes.

La grassmannienneGm,n (resp. la grassmanienne orientéeG◦m,n) est l’ensemble
des sous-espaces (resp.des sous-espaces orientés) de dimensionm de Rn. Ce sont
des espaces homogènes isomorphes, respectivement, àO(n)/O(m) × O(n − m) et
O(n)/SO(m)×O(n−m), de sorte queG◦m,n est un revêtement 2 feuillets deGm,n.
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G◦m,n

(2:1)

��

' O(n)/SO(m)×O(n−m)

Gm,n ' O(n)/O(m)×O(n−m)

EXEMPLE : m = 1
G◦1,n

(2:1)

��

= Sn−1

G1,n = Pn−1

Une première difficulté est de caractériser les positions relatives de deux sous-
espaces de dimensionm deRn, ou, en termes plus sophistiqués, de caractériser l’orbite
sousO(n) d’un couple(p, q) ∈ Gm,n

2. Dans le casm = 1, la position relative de deux
droites issues de l’origine dansRn est simplement déterminée par leur angle. En gé-
néral, on définit unm-uplet d’angles principauxde la façon suivante : on fixe un point
basep0, par exemplep0 := le sous-espace engendré par lesm premiers vecteurs de la
base canonique deRn. Chaque couple(p, q) ∈ Gm,n

2 peut alors être écrit sous la forme
(p, q) = (g.p0, h.p0) pour des élémentsg eth convenables dansO(n). On décompose
la matriceg−1h en blocs

g−1h =
(

A B
C D

)
avecA ∈ Mm(R), et on note1 ≥ y1 ≥ y2 ≥ · · · ≥ ym ≥ 0 les valeurs propres
dela matrice symétrique réelleAAt. Finalement, on poseti :=

√
yi = cos θi ∈ [0, 1].

C’est un résultat classique qu’alors, l’orbite sousO(n)de(p, q) est caractérisée par le
m-uplet(t1, · · · , tm).

O(n).(p, q)↔ (t1, · · · , tm). (2.3)

Pour ce qui concerne les orbites sousO(n) d’un ouple(p̃, q̃) ∈ G◦m,n
2, on a besoin

d’un invariant suppléméntaire, à savoirε := det A
| det A| :

O(n).(p̃, q̃)↔ (ε, t1, · · · , tm). (2.4)

2.4 Un peu d’analyse harmonique. Fonctions zonales.

L’espace des fonctions de carré intégrable surGm,n, respG◦m,n, se décompose
comme somme directe deO(n)-modules irréductiblesHµ

m,n, indéxés par les partitions
µ = µ1 ≥ · · · ≥ µm d’un entierk en au plusm parts non nulles, de la façon suivante
(voir.[23] p. 546 ou [3]) : on dit qu’une partitionµ = µ1 ≥ · · · ≥ µm ≥ 0 d’un entier
k estadmissiblesi

µi ≡ µj mod 2 pour tout(i, j), (2.5)
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et queµ estpaire (resp.impaire), si ses composantes sont paires (resp. impaires). L’en-
tier k =

∑
µi, aussi noté|µ|, est ledegrédeµ. On a alors :

L2(G◦m,n) =
⊕

µ admissibleH
µ
m,n

L2(Gm,n)
?�

OO

=
⊕

µadmissible
et paire

Hµ
m,n

EXEMPLE : m = 1, µ = k, Hk
1,n = Harmk[X1, · · · , Xn], l’espace des polynômes

harmoniques de degrék.

Il est à noter queHµ
m,n ne dépend que den et µ, c’est-à-dire que sim ≤ m′ et µ

est une partition en au plusm parts non nulles, alorsHµ
m,n ' Hµ

m′,n.

À chaque composante irréductibleHµ
m,n est associée une fonctionzonalePµ défi-

nie surG◦m,n × G◦m,n et caractérisée par :

(i) Pµ(p, .) ∈ Hµ
m,n pour toutp ∈ G◦m,n, Pµ(., q) ∈ Hµ

m,n pour toutq ∈ G◦m,n

(ii) Pµ(σp, σq) = Pµ(p, q) pour toutσ ∈ O(n), (p, q) ∈ G◦m,n
2.

Si µ est paire, on a

Pµ(p, q) = pµ(y1(p, q), · · · , ym(p, q)),

où pµ(Y1, · · · , Ym) est un polynôme symétrique de degré|µ|2 , tandis que siµ est im-
paire

Pµ(p, q) = (εt1 · · · tm)pµ(y1, · · · , ym),

oùpµ(Y1, · · · , Ym) est un polynôme symétrique de degré|µ|−m
2 .

À partir de maintenant, on normalise les fonctions zonales de sorte que :

Pµ(p, p) = 1.

On a alors les propriétés suivantes :

(i) 〈Pµ(p, .), Pλ(q, .)〉 = δλ,µ

dµ
Pµ(p, q),

oùdµ = dim Hµ
m,n.

(ii) PλPµ =
∑

τ cλ,µ(τ)Pτ , aveccλ,µ(τ) ≥ 0.

2.5 Designs.

Pour tout entierk ≥ 1, on définit

H+
k :=

⊕
|µ|≤k
µpaire

Hµ
m,n ⊂ L2(Gm,n) ⊂ L2(G◦m,n)

etH−
k :=

⊕
|µ|≤k
µimpaire

Hµ
m,n ⊂ L2(Gm,n)⊥ ⊂ L2(G◦m,n).

Venons-en à la définition des designs généralisés :
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Definition 2.5.1 ([3]) Un sous-ensembleD ⊂ Gm,n est un2k-design si

∀ϕ ∈ H+
2k ,

∫
Gm,n

ϕ(p)dp =
1
|D|

∑
p∈D

ϕ(p)

Il est à noter que, puisque la définition est donnée en termes de grassmanniennessnon
orientées, ce que l’on obtient pourm = 1 n’est pas exactement la définition d’un
design sphérique donnée au paragraphe précédent, mais, de façon plus restrictive, la
notion de designantipodal(voir [19]).

Il y a plusieurs critères pour déterminer si un sous ensemble donné d’une grass-
mannienne est un design. Le premier met en jeu les fonctions zonalesPµ.

Proposition 2.5.1 ([3]) Les propriétés suivantes, pour un sous-ensemble finiD ⊂ Gm,n,
sont équivalentes :

(i) D est un2k-design.

(ii) ∀µ avec2 ≤ |µ| ≤ 2k,
∑

p∈D Pµ(p, ·) = 0.

(iii) ∀µ avec2 ≤ |µ| ≤ 2k,
∑

(p,q)∈D2 Pµ(p, q) = 0.

Pour pouvoir appliquer effectivement ce critère, on doit savoir calculer explicitement
les polynômesPµ. Cela est fait dans [27]. Pourm = 1, lesPµ ne sont autres que les
polynômes de Gegenbauer classiques [19].

On dispose également de critères d’une toute autre nature, relevant de la théorie des
groupes. Le groupe orthogonalO(n) agit sur l’espaceSMn des matrices symétriques
n × n selon la formuleg.S = (gt)−1Sg−1, ce qui induit une représentation deO(n)
dansHomk(SMn), espace des polynômes homogènes de degrék en la variableS =
(Si,j) ∈ SMn

g.P (S) := P (g−1.S) = P (gtSg). (2.6)

On a alors le théorème suivant :

Théorème 2.5.1 ([3])Soit G un sous-groupe fini deO(n). Alors, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) ∀m ≤ n
2 , ∀p ∈ Gm,n, G · p est un2k-design.

(ii) Homk(SMn)G = Homk(SMn)O(n).

Ce théorème s’applique en particulier quandG = AutL est le groupe des auto-
morphismes d’un réseauL. Par exemple, siL = D4, E6 ou E7, le théorème (2.5.1)
s’applique aveck = 2, si L = E8, il s’applique aveck = 3, et siL = Λ24 (réseau de
Leech), aveck = 5 (voir [3]).

2.6 Invariants de Rankin.

À côté du classique invariant d’Hermiteγ (= γ1 dans ce qui suit), Rankin [37] a
défini une collection d’invariantsγm, de la façon suivante : soitL un réseau dansRn,
muni du produit scalaire usuel, notéx · y, et1 ≤ m ≤ dim L un entier. On définit

δm(L) = inf
p∈L(m)

det p, (2.7)
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oùL(m) désigne l’ensemble des sous-réseaux de dimensionm deL, et

γm(L) = δm(L)/(detL)
m
n (2.8)

Pourm = 1, γ1(L) est l’invariant d’Hermite deL. De manière générale, la fonctionγm

est bornée sur l’ensemble des réseaux de dimensionn ([37]), et sa borne supérieure,
qui se trouve être un maximum, est notéeγm,n. Les réseaux réalisant un maximum
local pourγm sont ditsm-extrêmes (voir [13] pour une caractérisation de ces réseaux
m-extrêmes en termes dem-perfection etm-eutaxie).

On définit l’ensemble (fini) desm-sections minimales deL comme

Sm(L) = {p ∈ L(m) | det p = δm(L)}. (2.9)

L’applicationp 7→ Rp (le sous-espace engendré parp) induit une injection deSm(L)
dansGm,n (parce queRp/p est sans torsion, de par la minimalité dep). Ainsi, on
peut voirSm(L) comme un sous-ensemble deGm,n. On a alors le théorème suivant,
analogue au théorème de Venkov mentionné plus haut :

Théorème 2.6.1 ([3])SiSm(L) est un4-design, alorsL estm-extrême.

La preuve repose sur la caractérisation évoquée ci-dessus des réseauxm-extrêmes en
termes dem-perfection etm-eutaxie. Ce théorème, joint au théorème 2.5.1, permet de
vérifier que certains réseaux “classiques” sont extrêmes relativement àtous les inva-
riants de Rankin :

Proposition 2.6.1 SiL = D4, E6, E7, E8 ouΛ24, alorsL estm-extrême pour toutm,
1 ≤ m ≤ dim L

2 .

Ce qui fait tout l’intérêt de cette proposition est que ce genre de résultat serait hors de
portée sans les théorèmes 2.5.1 et 2.6.1.

2.7 Codes dans les variétés grassmanniennes. Bornes.

Definition 2.7.1 ([2]) Soitf(Y1, · · · , Ym) polynôme symétrique, normalisé par la condi-
tion

f(1, · · · , 1) = 1.

Un sous-ensembleD ⊂ Gm,n est unf -code si pour tout(p, q) dansD2, p 6= q on a

f(y1(p, q), · · · , ym(p, q)) = 0.

REMARQUE. Pourm = 1, on retrouve bien sûr la définition usuelle d’uns-code sur la
sphère mentionnée précédemment.

Soit d+
k = dim H+

k et d−k = dim H−
k . Ces dimensions peuvent être calculées

facilement à partir des dimensionsdµ
n des composantes irréductiblesHµ

m,n, que l’on
trouve par exemple dans [22], chapitre 24. Elles interviennent dans les deux théorèmes
suivants, qui donnent des bornes pour la taille d’un design et d’un code dansGm,n.



2.7. CODES DANS LES VARIÉTÉS GRASSMANNIENNES. BORNES. 23

Théorème 2.7.1 ([2])SoitD ⊂ Gm,n un2k-design. Alors

|D| ≥ max(d+
k , d−k ).

De plus, si cette borne est atteinte, alorsD est unf -code relativement à

f =
1

d+
k

∑
|µ|≤k
µ paire

dµpµ ou
y1 · · · ym

d−k

∑
|µ|≤k
µ impaire

dµpµ

(d+
k > d−k ) (d−k > d+

k )

Definition 2.7.2 ([2]) Un f -code est de type 1 siY1 · · ·Ym divisef , de type 0 sinon.

Théorème 2.7.2 ([2])Toutf -codeD ⊂ Gm,n satisfait

|D| ≤ d+
k ,

oùk = 2deg f . Si de plusf est de type 1, alorsD ⊂ Gm,n vérifie

|D| ≤ d−k ,

oùk = 2deg f −m.
Qui plus est, si cette borne est atteinte, alors

f =
1

d+
k

∑
|µ|≤k
µ paire

dµpµ (type 0),

resp.

f =
y1 · · · ym

d−k

∑
|µ|≤k
µ impaire

dµpµ (type 1)

etD est un2k-design.

Les designs, resp. les codes, réalisant la borne du théorème 2.7.1, resp. 2.7.2, quand
ils existent, sont appeléstight-designs (“designs serrés”).

EXEMPLE. Dans [10], §5, une famille infinieDp d’empilements dansG p−1
2 ,p est

définie, oùp est un nombre premier soit égal à3 soit congru à−1 modulo8. Chacun
de ces empilement est constitué dep(p+1)

2 = d[0,··· ,0] + d[2,0,··· ,0] = d+
2 sous-espaces

ayant deux à deux mêmedistance chordaled2 = (p+1)2

4(p+2) . Commed2 =
∑

sin2 θi =
p−1
2 −

∑
yi, Dp est unf -code, avecf = 4(p+2)(

∑
Yi)−(p2−5)

p2−5 , et le théorème 2.7.2
s’applique, de sorte que :

Proposition 2.7.1 ([2]) Pour tout nombre premier soit égal à3 soit congru à−1 mo-
dulo8,Dp est un tight4-design dansG p−1

2 ,p.



24 CHAPITRE 2. COMBINATOIRE ALGÉBRIQUE ET DESIGNS.

2.8 Perspectives.

La recherche d’autres exemples de “tight”-designs est une question largement ou-
verte. Néanmoins, les bornes mentionnées au paragraphe précédent sont vraisembla-
blement très loin d’être optimales en général, ce qui limite les possibilités d’existence
de tels exemples. Un prolongement naturel de nos travaux serait donc de s’efforcer
d’affiner ces bornes, quand cela est possible.

Une autre suite à donner à ces travaux, serait de dégager une notion deperfec-
tion fortedans d’autres situations, par exemple, relativement aux invariants d’Hermite
généralisés de Watanabe, et d’obtenir des résultats du type de 2.1.1, 2.6.1.



Chapitre 3

Produit tensoriel et puissances
extérieures de réseaux.

Nous présentons brièvement dans cette dernière partie les résultats contenus dans
[14] et [15]. On s’est efforcé, dans ces deux articles, d’étudier, un tant soit peu systé-
matiquement, la question des vecteurs minimaux d’un produit tensoriel de réseaux et
du carré extérieur d’un réseau.

3.1 Produit tensoriel.

Les propriétés des réseaux euclidiens relativement au produit tensoriel ont été étu-
diées dans une série d’articles de Kitaoka (voir notamment [29] ainsi que le chapitre 7
de [28]). Une question assez naturelle étudiée, entre autres, par Kitaoka, est la détermi-
nation des vecteurs minimaux du produit tensorielL ⊗M de deux réseaux euclidiens
L et M . Il démontre par exemple que jusqu’en dimension43, ces vecteurs minimaux
sontscindés, comme on peut s’y attendre, c’est-à-dire de la formel⊗m où l etm sont
des vecteurs minimaux deL etM respectivement.

Dans [15], on étudie l’analogue de ce problème pour le produit tensoriel de réseaux
hermitienssur l’anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaire, ou sur un ordre
maximal d’un corps de quaternions. La principale motivation pour ce travail est l’étude
des réseauxmodulaires, selon la définition de Quebbemann ([Q]), c’est-à-dire les ré-
seaux pairs semblables à leur dual. C. Bachoc et G. Nebe ont montré ([9]) comment le
produit tensoriel sur l’anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaire peut-être
utilisé pour passer d’unniveaude modularité à un autre (par définition, leniveaud’un
réseau modulaireL est le carré du rapport de similitude appliquantL∗ sur L). Elles
utilisent cette idée pour construire un réseau unimodulaireextrêmal1 en dimension80
à partir d’un réseau7-modulaire extrêmal en dimension20. On voit donc l’intérêt qu’il

1L’aspect le plus important de la théorie de Quebbemann est le fait que la série theta de ces réseaux
modulaires est soumise à des contraintes très fortes, qui, font que leur minimum ne peut pas dépasser une
certaine borne, explicite. Quand cette borne est atteinte, on dit que le réseau estextrêmal(à ne pas confondre
avec la notion de réseau extrême mentionnée précédemment).
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peut y avoir à connaîtrea priori le comportement des vecteurs minimaux sous l’effet du
produit tensoriel : il est en effet hors de question, du moins avec les moyens de calcul
actuels, de déterminer numériquement la norme minimale d’un réseau en dimension
80 ! L’un des buts de l’article [15] est de donner une preuve sensiblement plus simple
du résultat de Bachoc et Nebe.

3.2 Puissances extérieures.

Dans [14], ont étudie les vecteurs minimaux du carré extérieur d’un réseau. La
motivation première pour l’étude de cette question est liée à l’étude, évoquée au cha-
pitre précedent, des invariants de Rankin dans [13]. Les puissances extérieures

∧m
E

d’un espace euclidienE de dimensionn héritent d’une structure euclidienne cano-
nique induite par le produit scalaire originalE, qui est définie pour les vecteursscindés
, c’est-à-dire, les vecteurs de la formex1 ∧ · · · ∧ xm) par :

(x1 ∧ · · · ∧ xm) · (y1 ∧ · · · ∧ ym) := det(xi · yj)1≤i,j≤m .

Ainsi, la norme(c’est-à-dire le carré de la longueur) d’un vecteur scindéx1 ∧ · · · ∧xm

relativement à ce produit scalaire coïncide avec le déterminant du sous-réseau engendré
parx1, · · · , xm. Par conséquent, une question naturelle, est de se demander si la norme
minimale usuelle de

∧m
L, vu comme réseau dans

∧m
E, est atteinte sur les vecteurs

scindés, ou, de façon équivalente, siδm(L) = N(
∧m

L).
On donne dans[14] une réponse partielle à cette question, dans le cas ducarré

extérieur(m = 2), à l’aide d’arguments similaires à ceux de Kitaoka pour le cas du
produit tensoriel. En particulier, on montre qu’en petite dimension, la réponse à la
question initiale est toujours positive. Mais on donne également des contre-exemples
explicites en dimension 24 et 48, et on montre qu’asymptotiquement, la réponse est en
général négative (pour toutm).
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