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Introduction

Interpolation libre ou interpolation liée?

En 1916, G. Pick [26] et ensuite en 1919, R. Nevanlinna [19], étudiaient le probleme visant
a caractériser les suites {A1,...,\,} CD={z € C:|z] <1} et {wy,...,w,} C C telles qu’il
existe une fonction f holomorphe dans D qui interpole les valeurs wy, aux points A, ¢’est-a-dire
f(Ax) = wg, k =1,...,n, sous la condition supplémentaire || f||g~ = sup,p|f(2)] < 1. Ce
probleme est maintenant connu sous le nom d’interpolation de Nevanlinna-Pick et une solution
pour ce probleme était donnée par R. Nevanlinna et G. Pick.

Nous pouvons classer cette question parmi les études ayant pour but de trouver une fonction ap-
partenant a un sous-ensemble M de 'espace des fonctions holomorphes sur un domaine ouvert
Q du plan complexe C (ou CV), qui interpole une suite de valeurs {w; };c; appartenant & un en-
semble | C €, dans les points A = {\; };e; C 2. Nous allons appeler ce type d’interpolation in-
terpolation classique. Ces problemes d’interpolation deviennent de plus en plus délicats lorsque
I’on élargit ’ensemble [ et lorsque 1’on restreint I’ensemble M.

Dans le cas de I'interpolation de Nevanlinna-Pick, la difficulté principale résulte de la restriction
de I'ensemble M.

Les questions qui se posent dans les problemes d’interpolation sont les suivantes :

1) Quels sont les ensembles A tels que 'interpolation est possible (dans un sens que
nous allons préciser plus tard)?

Si nous choisissons par exemple Q =D, A = {1/(n+1)},>1 et w, = (—1)", n > 1, nous n’allons
certainement pas trouver une fonction holomorphe qui oscille entre —1 et +1 au voisinage de
7€r0.

2) Quelles sont les suites M —interpolables, c¢’est-a-dire quelles sont les suites {w; };e; C
[ telles qu’il existe f € M avec f(N\) =w;, i €17

Nous allons utiliser les notations f|, = {f(\;)}ier et X[, = {f|, : f € X}. Ainsi la question
2) revient alors a donner une description de X|,.

Il n’est pas évident de séparer ces deux questions ; la solution du probleme de Nevanlinna-Pick,
par exemple, montre que les liens entre les points {\; }ics et les données {w; };c; peuvent étre
tres étroits. Par rapport aux problemes que nous allons traiter ici, on peut appeler ce type
d’interpolation interpolation “liée”.
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Qu’est-ce alors qu'une interpolation libre?

Notre ensemble M sera des lors un espace de Banach de fonctions holomorphes X, que nous
allons considérer comme le sous-espace des fonctions analytiques d'un espace de Banach de
fonctions mesurables X sur 2.

Nous prenons 'exemple | = [* = {(an)n>1 C C : sup,>q |a,| < oo} et Xy = H*® = {f €
Hol (D) : || f|lg~ < oo}, ce qui nous ramene en plein milieu de I’histoire. En effet, en 1958, L.
Carleson [5] donnait une caractérisation des suites A € D permettant ce que I'on appelle main-
tenant une interpolation libre classique dans H, c’est-a-dire, si f € H interpole les valeurs
{wy, }n>1 dans les points {\,},>1 C D, alors pour toute suite {v,},>1 vérifiant |v,| < |w,],
n > 1, il existe une fonction g € H*> qui interpole {v,},>1 dans {\,},>1. Effectivement, il a
donné une condition nécessaire et suffisante pour que I'on ait H*°|, = [*°. Nous appellerons
une suite A permettant une interpolation libre classique dans H* une suite de Carleson et nous
écrirons A € (C).

Evidemment, la réponse a la question de savoir si ce résultat permettait une généralisation
au cas H? = {f € Hol (D) : |[f|I%» = supge,<q 1/27 [_|f(re®)|P dt < oo} ne tardait pas a
étre donnée. En 1961, H. S. Shapiro et A. L. Shields [28] ont généralisé le résultat a H? en
interpolant les problemes duaux H> et H' (ici interpolation entre les espaces de Banach). Ils
ont révélé la méme condition que L. Carleson dans le cas H* comme condition nécessaire et
suffisante pour avoir interpolation libre classique dans HP?, interpolation qui est réalisée main-
tenant dans un espace de suites pondéré i*(1 — [X2]) = {a € €V : 3,51 (1 — [A2])]a, [P < oo}.
De nos jours, 'apparition du poids n’est d’ailleurs plus surprenante étant donné que, dans le
cas intuitif de I'espace de Hilbert H?, nous avons ||kx|lg> = (1 — [A2[)~Y/2, ou k, est le noyau
reproduisant de H? (c’est-a-dire < f,kyx >= f(\), f € H?). Nous verrons plus tard le role
important de ce noyau dans l'interpolation classique.

Dans les années suivantes, beaucoup d’auteurs ont abordé le probleme d’interpolation clas-
sique dans d’autres espaces X de fonctions holomorphes sur un domaine 2 C CV, comme par
exemple 'algebre A~ les espaces A™", les espaces de Bergman, les espaces de Lipschitz, etc.
Ce domaine n’est toujours pas épuisé. Méme des espaces connus depuis longtemps — comme
par exemple les espaces de Bergman — résistent toujours aux tentatives des spécialistes visant
a donner une condition nécessaire et suffisante pour avoir interpolation libre classique.

Vers 1978, dans les travaux de V. I. Vasyunin et N. K. Nikolski, une nouvelle définition
d’interpolation a vu le jour. Une définition qui a aussi inspiré une nouvelle approche complete-
ment différente du probléeme, une approche par la théorie des opérateurs.

Cette nouvelle approche est motivée dans le cas de ’espace de Hilbert par le développement en
série de Fourier (cf. [20]). En effet, si H est un espace de Hilbert séparable, il possede une base
orthonormale {¢,},>1, et on peut donc identifier H a l'espace [ via f — (< f, on >)n>1,
H? — |2, ol < -,- > est le produit scalaire de H, et nous obtenons ainsi une interpolation des
coefficients de Fourier.

Nous pouvons appliquer un raisonnement similaire si nous avons un systeme biorthogonal
({@ntn>1, {Uktr>1), Cest-a-dire < @, ¢ >= 0pg, n,k > 1, complet dans H (raisonnement
qui reste d’ailleurs aussi valable dans un systeme dual (X, X*)). Nous posons ici 0, = 1 si
n =k et d,, = 0 sinon (symbole de Kronecker). Pour obtenir interpolation classique, il suffit
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maintenant d’avoir une famille {¢,, },,>1 qui vérifie < f, v, >= f(\,), n > 1. Ceci est possible si
'espace H possede un noyau reproduisant k. Si{ky, }»>1 est une base inconditionnelle telle que
({tx i1, {kn, Jn>1) est un systéme biorthogonal, alors f — (< f, kx, >)ns1, H2 — P(||ta]]?)
est une bijection, et interpolation par rapport au systeme biorthogonal devient interpolation
(libre) classique. En choisissant d’autres systemes biorthogonaux ({¢k}r>1,{¢n}n>1), nous

obtenons d’autres types d’interpolation, comme par exemple avec ¢; = '/ 8Xlk), [ > 1, dans
H?, nous pouvons interpoler les dérivées [—iémes de f. Ceci nous ameéne & I'interpolation de
type Hermite, c¢’est-a-dire que 'on impose des valeurs non seulement a la fonction, mais aussi
a ses dérivées.

Si on cherche un cadre général pour ce type d’interpolation, on remarque que la différence
entre la fonction f et son développement de Taylor T = Y04 1/k!Lf®(A) (2 — A\)* est un zéro
de multiplicité I, ce que I'on peut donc écrire sous la forme f — T € b, H?, ol by est le facteur
de Blaschke by(z) = (A — 2)/(1 — \z).

Et maintenant, avec cette formulation abstraite, pourquoi ne pas remplacer b} par une fonction
quelconque?

Et pourquoi ne pas remplacer 1" par une fonction H? quelconque?

Ainsi, on a obtenu une nouvelle définition d’interpolation généralisée : on dira que la fonction
interpole la suite (f,,),>1 par rapport a la suite de fonctions (9,,),>1, si on a

Pour des raisons techniques, on choisit souvent pour 9,,, n > 1, des fonctions intérieures, c’est-
a~dire ¥, € H® et |¥,] = 1 p.p. T (si X; est défini sur D). Cette définition était utilisée
pour la premiere fois dans [21] (voir aussi [29]). Pour ce type d’interpolation il y a maintenant
plusieurs facons de définir la liberté. Dans cette these, je vais étudier les problemes qui sont liés
a l'interpolation libre généralisée, en particulier, comme dans le cas de I'interpolation classique
(liée ou libre), les deux questions suivantes :

1) Quelles sont les suites de fonctions intérieures (1,),>1 telles que l'interpolation
libre généralisée est possible (dans un sens que nous allons préciser plus tard)?

Et

2) Quelles sont les suites X, —interpolables par rapport a (¢,)n>1, ¢’est-a-dire
quelles sont les suites (f,)n>1 C X telles qu'il existe f € X, avec f — f, € U, X4,
n>17

Dans [29], V. L. Vasyunin a donné une caractérisation complete des suites (9,),>; permet-
tant une interpolation libre généralisée des données scalaires f, = a, € C, n > 1, avec
sup,,>; |a,| < oo, ce qui entraine, en notre langage, l'interpolation libre au sens faible dans
H*>, ce qui veut dire que si la suite ( fn)n>1 est H®-interpolable, alors toute suite (fi,fn)n>1
avec (fin)n>1 € [ est aussi H>-interpolable. Ce résultat fut ensuite étendu par N. K. Nikolski
[21] aux données (f,,)n>1 C H™ avec sup,~; || full g~ < o0.

Pourquoi V. I. Vasyunin et N. K. Nikolski se sont-ils intéressés & ce type d’interpolation? Et
quel est le role de [*°? Afin de voir ceci, nous rappelons que, d’apres le théoreme de Lorch-
Grinblyum, la famille (X,,),>1 de sous-espaces de X est une base inconditionnelle dans X si et
seulement si [*° est I'espace des multiplicateurs dans X, (pour les définitions, voir paragraphe
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1.2). Ainsi, si f = X5 fa avec f, € X, n > 1, alors pour (j,),>1 € [*°, il existe g € X
avec g = >.,>1 fnfn. Pour arriver a I'interpolation libre généralisée, il nous faut donc une base
inconditionnelle (X, ),>1 qui vérifie de plus (3> fx) — fn € ¥, X;. Nous verrons qu'une telle
base est étroitement liée & la base (K3 )p>1 = (X1 N1, X_),>1 (ot X_ est la partie antianaly-
tique de X).

En fait, la caractérisation des suites permettant une interpolation libre généralisée au sens faible
de V. I. Vasyunin n’est rien d’autre qu'une condition nécessaire et suffisante pour que (Kﬁj)nzl
soit une base inconditionnelle dans KGLQ, 0 = [1,>1 V5. Son résultat et sa généralisation de N.
K. Nikolski permettent maintenant de caractériser les suites d’interpolation libre généralisée
dans H? et H*, ce qui répond & la premiére question dans ces espaces.

Dans le premier chapitre de ma these, je vais adapter leur raisonnement au cas des espaces
HP 1 < p < oco. Dans un cadre général, les liens entre l'interpolation libre au sens faible et
les bases inconditionnelles seront établies dans le corollaire 1.3.5, un résultat qui est basé sur
I’étude des treillis des sous-espaces invariants de P,z dans X .

Le raisonnement de N. K. Nikolski pour caractériser les bases inconditionnelles dans le cas H?
sera généralisé a HP. En effet, ceci nécessite une généralisation du théoreme du relevement du
commutant que nous allons réaliser, avec la méme méthode utilisée dans [22], a I'aide d’'une
généralisation du théoreme de Nehari.

La caractérisation des suites d’interpolation libre généralisée au sens faible dans H*> de V. I.
Vasyunin fera le lien entre les bases inconditionnelles dans K}", 1 < p < oo, et I'interpolation
libre généralisée au sens faible dans HP.

Ainsi nous obtenons dans le théoreme 1.4.1, d’une facon analogue au cas de 'interpolation clas-
sique, la méme condition nécessaire et suffisante pour l'interpolation libre généralisée au sens
faible dans H? comme dans H*°. Dans la suite, nous allons appeler cette condition la condition
de Carleson généralisée et nous la noterons (CG) (on la rencontre parfois aussi sous le nom
de condition de Carleson-Vasyunin (CV) pour rappeler la contribution de V. I. Vasyunin a la
découverte de cette condition).

Une fois cette condition établie, nous allons donner dans le deuxiéme chapitre une caractérisation
de I'espace des données RX, pour X, = HP, ou R est I'opérateur de restriction généralisé

R X+ — ™ (X+/79nX+>
fro— (f+ 09X )zt

Nous remarquons que, grace & || fu||x, /9, x; < || fallx, et la définition de I*(X /9, X), I'opérateur
R est toujours continu. En effet, pour un espace de suites [, nous écrirons en général

(fn)nzl S Z(X-i-/ﬁnX-i-) — (||fn||X+/’l9nX+> el

Dans le cas Xy = H?, 1 < p < 00, nous allons démontrer, que R est bien défini et surjectif sur
P (H?/9,,HP) si et seulement si (9,),>1 vérifie la condition de Carleson généralisée (corollaire
2.2.2). Ce résultat fut conjecturé sans preuve par N. K. Nikolski et S. V. Khrushchév en 1986
[23].

Le troisiéme chapitre sera consacré a la caractérisation de l'espace des traces HP|,. Ici nous
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allons rejoindre les travaux de V. I. Vasyunin, qui, en effet, a donné en 1984, en utilisant la
caractérisation de 'espace des données pour H>, la caractérisation de l'espace H*|, lorsque
A est une réunion finie de suites de Carleson. De la méme fagon nous allons exploiter la car-
actérisation de ’espace des données RH?, 1 < p < 00, obtenue aux deuxieme chapitre. On
verra que I’on peut identifier I'espace des traces H?|, al'espace I?(HP /¥, H?) si (¥,,)n>1 € (CG),
¥, étant des produits de Blaschke convenables. En particulier, si A est une réunion finie de
suites de Carleson, il existe une suite (B,),>1 de produits de Blaschke qui vérifie (CG) et
sup,,»; dimH? /B, HP < oo et telle que les zéros de [],,>; B, coincident avec A. Dans cette situ-
ation on peut caractériser uniformément la norme || - || g»/p, s en fonction des données locales,
c’est-a-dire {f(A)}reo, (avec o, I'ensemble des zéros de B,,), ce qui fournira la caractérisation
explicite des traces H?|, dans le théoreme 3.3.1 et le corollaire 3.3.3.

Nous remarquons qu’une autre caractérisation des traces H?|, fut indépendamment trouvé par
J. Bruna, A. Nicolau et K. Oyma [4].

Nous allons appliquer la caractérisation de HP?|, dans le cas particulier p = oo a I’étude de
I'algebre H>*/BH®>, si B est un produit de Blaschke dont les zéros forment une réunion finie
de suites de Carleson. En particulier, nous obtenons une caractérisation des éléments inversibles
dans cette algebre.

L’étude des problemes d’interpolation dans H? sera complétée dans le quatrieme chapitre par
une discussion de I'opérateur d’interpolation. Le résultat sur les éléments inversibles de ’algebre
H®>/BH® nous permettra, a I'aide d’un résultat de S. A. Vinogradov, de construire explicite-
ment un opérateur linéaire et continu d’interpolation.

Nous allons montrer que 'existence de cet opérateur dans H> n’est possible que si A est une
réunion finie de suites de Carleson.

Dans le cinquiéme chapitre, nous allons modifier la construction de 'opérateur d’interpolation,
étudié au quatrieme chapitre, pour obtenir une description des traces de l'espace H® = {f €
Hol (D) : |f(2)| < cjw(|z])} (sous certaines condition sur le poids w).

Le siziéme chapitre sera consacré a 'étude des espaces de traces X|, pour d’autres espaces
X de fonctions holomorphes sur les réunions finies de suites de Carleson. En particulier nous

obtenons une caractérisation des traces de 'espace de Bergman.

Certaines démonstrations techniques de quelques-uns des résultats auxiliaires sont reportées
dans une annexe pour le confort de la lecture.

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :
1) Si 1 < p < oo, alors ¢ sera I'exposant conjugué

2) le produit scalaire est donné par

< fg>= % /_7; fle")g(e) dt.
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Nous allons marquer la fin de preuve d’'un lemme par O et celle d’'un théoreme ou corollaire
par m.



Chapter 1

La condition de Carleson généralisée

Dans ce paragraphe nous allons donner les définitions de l'interpolation libre au sens faible
(cf. [21]) et démontrer que la condition de Carleson généralisée est nécessaire et suffisante
pour ce type d’interpolation. Dans ce but, nous reprenons les idées qui étaient développées
pour le cas p = 2 dans [20], [21] et [29]. La démarche consiste tout d’abord a étudier les liens
entre l'interpolation libre et les bases inconditionnelles. Ensuite nous allons caractériser ces
bases inconditionnelles a 'aide des projections spectrales correspondantes. Le théoreme du
relevement du commutant nous donne une formulation explicite et une estimation de la norme
de ces projections. Cette estimation des normes avec la définition de I'interpolation libre nous
permettra de ramener l'interpolation libre (des fonctions) dans H? & 'interpolation libre (des
idempotents de [*°) dans H*. V. I. Vasyunin [29] a donné une condition nécessaire et suffisante
— la condition de Carleson généralisée — dans ce cas et donc, d’apres ce qui précede, aussi
pour l'interpolation libre dans HP.

1.1 Interpolation libre généralisée

Soit Hol(D) I'ensemble des fonctions holomorphes sur le disque D = {z € C: |z| < 1}, H*® =
{f € Hol(D) : || fll o = sup.ep [ f(2)] < o0} et

Xi C Nev={f € HolD): f=fi/faavec f1, fo € H*},

tel que H* X, C X;. Dans tout ce qui suit, (¥,),>1 est une suite de fonctions intérieures
(c'est-a-dire ¥, € H* et |0,| = 1 p.p. T) et nous supposons que 6 = [[,>; ¥, converge dans H>.

Définition 1.1.1 On dit qu’une fonction f € X, interpole une suite (fn)n>1 C X4 par rapport
d (ﬁn)nzh Si

f—fn€v, Xy, pourtoutn > 1.

Dans ce cas on dit aussi que la suite (f,)n>1 est interpolable par rapport & (Vn)n>1-

Dans la suite, nous dirons seulement que (f,,),>1 est interpolable, si la suite (¢},),>1 est connue
d’apres le contexte.
Nous définissons la liberté faible de I'interpolation de la facon suivante.

9
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Définition 1.1.2 On dit que (V,,)n>1 est d’interpolation libre (généralisée) au sens faible, si la
suite (fn fn)n>1 est interpolable pour p € 1°° et une suite (f,)n>1 interpolable.

Remarques
1.) Soit A = {A\,}n>1 € D. Nous posons ¥, = b, = ‘i—:'% (facteur de Blaschke) et
fn(z) = a, pour (a,)n>1 € [°°. D’apres le résultat de L. Carleson 7[L5], (by,, )n>1 est d’interpola-
tion libre au sens faible si et seulement si A vérifie la condition de Carleson, c¢’est-a-dire

inf II 16.(N)| =46 > 0.

HFEX

Si une suite A vérifie cette condition, nous écrivons A € (C'), et nous appelons A une suite de
Carleson. On utilise aussi le terme suite d’interpolation pour H*. La constante ¢ sera appelée
constante de Carleson.
2.) Dans le deuxieme chapitre, nous allons donner un autre type d’interpolation approprié aux
espaces de type [ (X, /9, X,).

1.2 Bases inconditionnelles

Soit Y = (Y,,)n>1 une suite de sous-espaces de 'espace de Banach Y. On la suppose complete
dans Y et faiblement topologiquement libre, c’est-a-dire Y,, N Lin (Y : k # n) = {0} pour tout
n > 1. Soit &, la projection spectrale associée a Y,, qui est bien définie sur ’enveloppe linéaire
Lin (Y, : k > 1) par I'équation £,(3>1 i) = Yn. Alors

Ely. = I
Enly, = 0 k#n.

Les projections &, sont continues si et seulement si la suite ) est topologiquement libre, c’est-
a~dire si et seulement si dist(y/||yl|, span (Y : k # n)) > 6, > 0 pour tout y € Y,, y # 0,
et n > 1 (nous désignons en général par span (Y, : n > 1) enveloppe linéaire fermée de la
famille (Y},),>1). Si ceci est le cas, la paire (), )’), ou V' = (£Y*),>1, &) étant les projections
adjointes, s’appelle biorthogonale. Soit aussi &, = }_,,c, &, pour un ensemble fini ¢ C N. Nous
avons le résultat suivant (cf. [20]), qui généralise le théoreme de Lorch-Grinblyum (cf. [22]
pour les références).

Théoréme 1.2.1 Soient Y, Y’ deux familles biorthogonales de sous-espaces, complétes dans
Y, respectivement Y*. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Y est une base inconditionnelle,

2) sup,ex 1€, < oo,

8) M(Y) D{Ly: Lyuly, = pd,pp €17} (1),

Ieci M(Y) ={T € B(Y) : TY,, C Y,, pour n > 1} est 'ensemble des multiplicateurs de la
famille (Y,,)n>1, B(Y') est I'ensemble des endomorphismes continus de Y et /C est I’ensemble des
sous-ensembles finis de N.
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Remarque

1) Si Y est une base inconditionnelle dans un espace réflexif Y, alors )’ I'est aussi dans Y™* (cf.
par exemple [27]).

2) Pour les définitions des bases inconditionnelles (ou décompositions de Schauder incondition-
nelles) voir aussi [17].

Nous donnons une caractérisation plus proche de notre probleme d’interpolation :

Lemme 1.2.2 Soient Y = (Y,,)n>1 une base dans l’espace de Banach'Y et &, les projections
spectrales associées. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Y est une base inconditionnelle.

2) Pour tout x € Y et p € 1, il existe un unique élémenty € Y tel que

Ey = un€nx, pour tout n > 1. (1.1)

Preuve

D’apres le théoreme 1.2.1, Y est une base inconditionnelle si et seulement si pour tout pu € [*°
I'opérateur L, est borné. Le lemme sera alors démontré si cette condition est équivalente a 2).
Supposons donc que l'on ait 2) et définissons 'opérateur 7, : Y — Y, qui a z € Y associe
I’élément y selon 2). Cet opérateur est alors bien défini et linéaire. La continuité de 7}, est une
conséquence du théoreme du graphe fermé. Il reste donc a démontrer que Tu‘yn = upl, ou I,
est l'identité sur Y;,. Prenons alors x € Y,, C Y et posons y = T,,x. Par définition, I’élément y
vérifie Ey = up&rx, k > 1 et en particulier, pour k # n, &y = 0. Grace a la complétude de ),
I’élément y appartient donc a Y,,, et ainsi y = £,y = pn,En® = pinx.

Réciproquement, si ) est une base inconditionnelle, alors, d’apres le théoreme 1.2.1, T}, est
borné quel que soit 1 € [*°. Remarquons que &, et T, commutent : &,T,x = T,E,x ; en effet,
ceci se démontre directement sur I’ensemble dense Lin (Y, : n > 1) dans Y. Nous posons alors
y =T,z pour x € Y et nous obtenons &,y = &, T, = T,E,x = €. O

C’est ce lemme qui nous permettra d’établir les liens entre les bases inconditionnelles et
I'interpolation.

1.3 Lien entre l’'interpolation et les bases incondition-
nelles

Dans tout ce paragraphe nous comprenons la dualité par rapport au produit scalaire < -, - >
défini dans I'introduction. Pour approcher le probleme abstrait dans un espace X, nous aurons

besoin d'un certain nombre de propriétés :

1) Nous supposons que I'on peut identifier 'espace X et son dual X* & des sous-espaces vecto-
riels de L'(T) et que la dualité entre X et X* s’exprime dans la dualité < -, - >.

2) L’espace X est un espace idéal, c’est-a-dire que pour g € L'(T) et f € X, nous avons

lgl <|fl pp.T implique ge X et |gllx <|flx.
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Soit Y = X, X*.

3) Les polynémes trigonométriques P sont denses dans Y.
Et

4) La projection de Riesz
P+ : 7) — Y

N N
Z anz" — Z 2"
n=—N n=0

est continue.

Nous définissons P_ = [ — P, , et nous posons
Y. =PY, Y =PY.
Soit A + B =Y la somme directe de deux sous-espaces A, B C Y. Alors en général, si P est

une projection continue dans l'espace Y, nous avons la décomposition Y = PY + (I - P)Y =

PY + ker P , d’ou l'identification naturelle et I’encadrement important de la norme quotient :

PY ~ Y/kerP,

1
WHPUHY < lullyyperp < 1Pully (1.2)
Nous remarquons que l'on a (Py|y)* = Pi|y. a laide de la dualité < -, >, et (imP) =

(ker P*),. Ainsi, grace & ker P, = (X )%, on peut identifier (X )* = X*/(X )+ ~ (X*)4, ce
qui justifie I'écriture X7}, que nous allons utiliser dans la suite.

Grace aux conditions 1)-4), nous obtenons immédiatement les propriétés suivantes :

5) La multiplication par une fonction 1) essentiellement bornée est une opération continue
(de norme inférieure ou égale a ||| g~) car X est idéal.

6) Pour une fonction intérieure 6, les espaces Y, Y, et Y_ sont fermés.
7) La projection Py = 0P_0 : Y, — Y, est bien définie et continue.

Nous définissons K} = BY,, et nous obtenons
Lemme 1.3.1 SiY wvérifie les hypotheses 1)-4) et si 6 est une fonction intérieure, alors
K] =Y, Noy_.

Preuve
Prenons f € K} = BY,, alors il existe g € Y, telle que f = 0P_f0g € 0Y_. De plus
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f=0P 0g=0(I—P,)0g=g—0P,0g €Y, dou l'inclusion “C”.

Pour I'inclusion inverse, nous vérifions que P, est I'identité sur Y, NOY_. En effet, si g € Y. N

0Y_, alors g € Y, et g = Oh avec h € Y_. Ainsi Pyg = OP_00h =0P_h=0h =g c Y, NOY_.
(I

Nous dirons qu’une fonction intérieure #; divise une autre fonction intérieure 6s, et nous écrirons
01162, s’ existe une fonction intérieure 0 telle que 610 = 65 (on peut trouver cette définition
dans [22]).

Nous allons énoncer quelques propriétés des espaces Kgn dans le

Lemme 1.3.2 Soient Y un espace vérifiant les conditions 1)-4) et 6,0;, 1 > 1, des fonctions
intérieures. Alors

a) Tous les sous-espaces invariants de P,z sont de la forme K avec une fonction intérieure
6.

b) Ky N Ky, = {0} si et seulement si pged (61,02) = 1. En effet nous avons plus généralement
Ky N Ky, = K avec 0 = pged (6, 05).

¢) span (Kj :i>1) = K} avec 6 = ppem (0; : i > 1).

d) Si (0,)n>1 est d’interpolation libre au sens faible, alors pged (9,,0%) =1, n # k.

Remarque
Les propriétés a)-c) étaient démontrées dans [22] pour le cas Y = X = X* = L? et la propriété
d) dans [29] pour X = H*. Nous allons reprendre ces preuves dans le cas général.

Preuve

Le théoreme sur les sous-espaces invariants des espaces idéaux de Banach (cf. [22]) affirme que,
sous les conditions 1)-4), les sous-espaces invariants de 'opérateur de multiplication par la vari-
able indépendante f(z) — zf(z) dans X* sont de la forme #.X7 avec une fonction intérieure
0. Comme la dualité (X, X*) est donnée par le produit scalaire < -,- >, nous obtenons que
justement les sous-espaces de la forme (X7 )+ = X, NOX_ sont les sous-espaces invariants de
I'adjoint Pz

Les propriétés b) et ¢) en sont une conséquence immédiate, par exemple si 0; et 0y sont des
fonctions intérieures, alors K, gi et K g; sont invariants par rapport a P, zZ, et ainsi aussi leur inter-
section K N Ky, . Celle-ci s’écrit alors K~ avec une fonction intérieure 6. Puisque K} C Ky,
Kj,, nous avons 0|6,,0,. Et donc 0|¢' = pged (6:,605). Or ceci entraine Kj C Kj. Et nous
concluons K C Kj = K} NKy C K) NKj, = Kj (ce raisonnement était fait dans [22] dans
le cas X, = H?).

Etudions donc la propriété d). Supposons qu’il existe n, k € N, n # k, avec pged (¥, Vy) # 1 et
posons ¥ = pged (U, Yy). Comme 1 € X, d’apres les propriétés 3) et 4), la suite (1),,>1 est inter-
polable. Grace a U'interpolation libre au sens faible, la suite (0, ),>1 est également interpolable
et il existe donc une fonction f € X, telle que f —1€ 9, X, CUvX et f—0€ 9. Xy CUX,.
Ceci entraine 1 € ¥.X,. Par conséquent, il existe g € X, telle que 1 = g, ce qui entraine
¥ =g. Or g € X, est analytique et donc 9 aussi, ce qui n’est possible que si ¥ = 1. Ceci est
en contradiction avec notre hypothese. O

Soit maintenant 6 = [],>; ¥, ol ¥, sont premieres entre elles (pgcd (U, 0;) = 1, n # k),
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et posons
X, =K.

D’apres 'assertion ¢) du lemme 1.3.2, la famille (X,,),>; est complete dans K;°. Pour traduire
(1.1) en interpolation libre au sens faible, il faut trouver une base J = (Y,)n>1, dont les
projections spectrales vérifient ker &, C 9, X. En effet il s’avérera que la base duale (X]),>1 =
(EX(KF)*)n>1 a cette propriété. Afin de vérifier ceci, il faut calculer (KzX)*. Par définition on
avait KX = PpX, = PP, X = PX si on pose P = PP,. Nous remarquons qu’en tant que
produit de deux projections définies sur Y = X, X*, P est aussi définie sur X* et vérifie de
plus (P|X)* = P|X* Puisque KX C X et X* s’identifie & I'aide du produit scalaire < -, - > &
un sous-espace vectoriel de L'(T), on a

(KX)" =X/ (KY)" = X*/(PX)" = X*[ker P|y. =~ PX" = K} (1.3)

La derniere équivalence est une conséquence de 1.2.
On peut maintenant démontrer la

Proposition 1.3.3 Soit X un espace réflexif et supposons que X soit topologiquement libre.
Dans KX nous avons :

ker&: = 9U,X;NOX* CY,X7,
Imé& = ¢,X:N6X",

o 9, = 0/9,.

Preuve

her &) = (EKY) = (P Xy) = ker Py, [iox =0, X5 060X,
Imé&; = (ker&,)" = (span (K, +k #n))* = (Kj )" = (Py, X4)" = ker Py, | jox-
= O, XINoX".

Comme & est une projection continue, son image est fermée, ce qui démontre la proposition.
[ |

Remarque

Comme les X = 9, X% NOX* sont des sous-espaces invariants de Ppz dans K, nous pouvons
appliquer le méme raisonnement qu’on utilise pour démontrer la propriété c¢) du lemme 1.3.2
(pour X,,) aussi pour X/, ce qui justifie la complétude de X’ = (X!),>1 dans Ky .

La proposition que nous venons de démontrer nécessite la continuité des projections spectrales.
Le résultat suivant nous montre que ceci est une conséquence de l'interpolation libre au sens
faible.

Lemme 1.3.4 Soit X un espace réflexif. Si (9,),>1 est d’interpolation libre au sens faible

dans X7, alors X = (X, )n>1 est topologiquement libre.
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Preuve

Nous avons déja observé (cf. lemme 1.3.2 (d)), que I'interpolation libre au sens faible entraine
pged (9,,9%) = 1, n # k. Le systeme X est donc faiblement topologiquement libre (d’apres
lemme 1.3.2 (b)). Il suffit donc de démontrer la continuité des projections spectrales. Dans ce
but, nous remarquons d’abord que f € X7 interpole la suite (Py, f),>1 C X7 et quil existe ainsi
d’apres I'interpolation libre au sens faible une fonction g € X7 telle que g — p, Py, f € 9, X7
pour p € [*°, et puisque ker Py, = ¥, X}, on a aussi g — punf € U, X7, n> 1.

Pour Pyg nous avons toujours g — i, f € U,X5, n > 1, et Pyg est en effet I'unique fonction
qui résout le probléme d’interpolation dans K; . Ainsi, pour u € [*°, Popérateur

M, : K" — K&

f — g,

qui & f € K associe la fonction g € K telle que g — p,f € 9, X%, n > 1, est bien défini.
On se persuade facilement de sa linéarité et la continuité est une conséquence du théoreme du
graphe fermé. Choisissons p = (d,x)k>1 et étudions M,. On vérifie que g = M, f = 0 pour
fev, X NOX* et M, f = fpour f €9, X3 NOX*. M, est donc en effet égal a £, d’ou la
continuité de & et donc celle de &,. O

On applique maintenant (1.1) a la base duale et les égalités £y = p,&x se traduisent grace a
la proposition précédente en interpolation libre au sens faible.

Corollaire 1.3.5 Soit X un espace réflexif vérifiant les conditions 1)-4) et 0 une fonction
intérieure. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) (X)n>1 est une base inconditionnelle dans Kj*,

2) (Vn)n>1 est une suite d’interpolation libre au sens faible dans X7 .

Preuve

Nous avons déja remarqué que dans un espace réflexif, (X,,),>1 est une base inconditionnelle si
et seulement si (X ),>1 lest.

Soient alors f, f, € X7 telles que f — f, € ¥, X} et p € [°°. Quitte a considérer Py f, Pyf, —
qui vérifient aussi Ppf — Ppf, € ¥,X% — , nous pouvons supposer que f, f,, € Kz et nous
avons donc &' f = E*f,. D’apres le lemme 1.2.2 (cf. aussi théoreme 1.2.1), il existe g € K;*
telle que &g = 1, &, fn, ce qui implique que pour tout n > 1 on a g — p, f, € ker & C U, X7,
Pour la reciproque, nous observons d’abord que d’apres la remarque faite apres la proposition
1.3.3, X7 est complete, et d’apres le lemme 1.3.4 que X et X’ sont topologiquement libres.
Afin de démontrer que X’ est une base inconditionnelle, & 'aide du lemme 1.2.2, il suffit donc
de vérifier que pour pu € [® et f € K;, il existe g € KX telle que u,EXf = EXg, n > 1.
Soit alors f € K;<'. Si on pose f, = E'f, alors f — f, € v, X3 . L’interpolation libre au
sens faible entraine pour toute suite u € [ l'existence dune fonction g € KX telle que
g— pnfn € 9, X, Puisque g et f, appartiennent & K, on a g — p, f, € 9, X1 NOX* = ker &
et donc €9 = 1, & fro = un& f. D’ou le corollaire. [ |
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1.4 La condition de Carleson généralisée dans le cas X =
P

Soit X = LP(T) et HP(D) l'espace de Hardy, c’est-a-dire f € HP(D) si et seulement si f € Hol (D)
et

1 .
|1l = lim o [ [f(re®)dt < oo.

I est connu que Pon peut identifier H?(D) & H?(T) = {f € L?(T) : f(n) = 0,n < 0}. Nous
écrirons donc simplement HP et remarquons aussi que H? = P, LP(T), si 1 < p < oco. Nous
posons Kj = K}* = HP NOH? (= PyHP pour 1 < p < o0) et nous allons caractériser les suites
d’interpolation libre au sens faible dans H? pour 1 < p < oo.

Soit toujours (vy,)n>1 une suite de fonctions intérieures et § = [],>;¥,. Dans [29], V. L
Vasyunin a introduit la condition suivante : s’il existe une constante 6 > 0 telle que

0(2)] > 0 inf [0,(2)], 2 €D, (1.4)

nous dirons que (V,,),>1 vérifie la condition de Carleson généralisée (ou condition de Carleson-
Vasyunin) et nous écrirons (9,,),>1 € (CG). Nous utilisons aussi la formulation suivante de la
condition (CG) :

(n)n>1 € (CG) < inf 1nf ([92(2)] + ] 19k(= (1.5)

>
n>1z kstn

Nous appellerons ¢ la constante de Carleson généralisée. La condition (CG) généralise la
condition de Carleson. En effet, si on prend ¥, = by,, A = {\,},>1, on obtient (cf. par
exemple [20])

(’lgn)n21 € (CG) — A e (C)
Avec cette notation nous pouvons maintenant énoncer le

Théoréme 1.4.1 Soit (V,),~, une suite de fonctions intérieures et 1 < p < oo. Les assertions
suivantes sont alors équivalentes

1) (Un)nz1 € (CG),

2) Il existe ¢ < oo telle que pour p € I°° ou pi = uy., i existe f, € H® avec f, — p, € 9, H®
et lIfull <.

3) (U),>, est d’interpolation libre au sens faible pour H?,

4) Sip < oo (Kj )1 est une base inconditionnelle.

5) (K3 )n>1 est une base inconditionnelle pour 1 < r < oo.

Remarques

Pour p = 2, 'équivalence entre 1),2) et 4) est contenue dans la section 3.4 de [29] et entre
les quatre premieres conditions dans [21]. Remarquons aussi que la condition (CG) implique
toujours l'interpolation libre au sens faible (méme dans un sens plus fort) dans un espace X,
qui vérifie H*X C X (ce qui était remarqué dans [22], p. 233). En effet, si f, f, € X sont
telles que f — f, € ¥,X pour tout n > 1, et si p € I*°, alors gf — pnfn € 9,X pour n > 1,
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ol g € H*® est la fonction qui vérifie g — u,, € 9, H* (n > 1). Cette fonction g existe d’apres
[29]. Finalement nous remarquons que I'implication 1) = 4) pour 1 < p < oo était démontrée
dans [20] pour le cas particulier ¥, = by avec sup,s; kn, < 00 et que I'équivalence entre 1) et
3) dans le cas ¥, = by, p € [ avec u? = p,, sous la seule hypothese (by"),>1 € (CG), est
démontrée dans [34].

Dans la preuve de ce théoreme, nous aurons besoin du théoréeme du relevement du commu-
tant que nous allons généraliser du cas hilbertien H? au cas HP. Dans ce but, nous reprenons
la démonstration de [22] basée sur le théoréme de Nehari.

Soit My = PGZ|K3 la compression du shift & Kj et {My} = {A: K] — K{ : MyA = AMy} le
commutant de M.

Théoréme 1.4.2 (Relevement du commutant) Soient 6 une fonction intérieure, 1 < q <
oo et Kj = HINOHL, My = sz|Kg. Si A (continu) commute avec My, alors il existe une
fonction oo € H™ telle que

A= Pupnlyg (= 90 (M0))

t ol <A1 < ol
Preuve
De facon analogue a la preuve qui était donnée dans [22], nous démontrons que A € {My}' si
et seulement si A, = AP, est un opérateur de Hankel. Nous appliquons une généralisation
du théoreme de Nehari pour caractériser les opérateurs de Hankel et nous en déduisons une
estimation de la norme de A.
Soit donc # une fonction intérieure et A : K — K| un opérateur continu qui commute avec
My = P9Z|Kg' Posons A, = AP, sur HY.
D’apres 'hypothese nous avons My A = AMjy, ce qui est donc équivalent a PyzA| K3 = APyz| K3
Comme Fyz|,,;, = 0, nous pouvons prolonger cette égalité a H? : FPyzAPy = APyz. En
multipliant par @ on obtient P_02AP; = 0 AP;z. Grace & la définition de A, et puisque 0 et z
commutent, nous obtenons ’équation de Hankel pour A, :

P zA, = A,z.

(Ce raisonnement a été effectué dans [22] pour le cas H? ; nous remarquons qu'il est absolument
indépendant de p).

Ainsi nous obtenons un opérateur A, : H? — H? continu par hypothese, qui vérifie I'équation
de Hankel. L’étude du commutant de My est donc ramenée a ’étude d’un opérateur de Hankel.
Dans [13], il était déja remarqué que le théoreme de Nehari reste valable dans H?, 1 < p < co.
En effet, la preuve qui était proposée dans [22] pour le cas ¢ = 2, s’adapte parfaitement au cas
1 < ¢ < 0. Nous nous contentons ici de donner 1’énoncé de ce résultat.

Théoréme 1.4.3 (Nehari) Soit 1 < ¢ < oo et I' : HI — H? un opérateur qui vérifie
I’équation de Hankel

P 2I'=Tx%.
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Alors T' est continu si et seulement si [’on trouve 1 € L™ telle que pour toute fonction f € HY,
on a

I'f="Poyf.
De plus, on peut choisir i telle que
L]l = dist (4, H).

Par hypothese, A, : H? — H? est continu ce qui implique maintenant ’existence d’une
fonction ¢ € L* telle que A,f = 0AP;f = P_4{f pour f € HY. Comme A, s’annule sur
OHY, on a plus particulierement 1 € H™, c’est-a-dire il existe une fonction ¢ € H> telle que
1 = 0. Ceci donne A, = APy = P = P_(fy), d’'ott

AP@ = GP_(g(p) = PQQO
Et par conséquent, pour f € K{, Af = APyf = Pypf, ce qui démontre
Al s = Popl -

Il reste la discussion de la norme de A. Grace au théoreme de Nehari (dans sa forme généralisée),
on avait pour ¥ :

JAL| = dist (, H®) = dist (Bip, H) = dist (2,0H) = ] s~ osr=.

Puisque 6H* est fermé dans H®, il existe ¢y € ¢ + 0H™> qui réalise la distance minimale
ol e = ||@||Hoe joree. Or @ — @y € OH> C 0H? = ker Py, donc A|Kg = P990|Kg = P0900|Kg
avec ol e = [|Ax||.

Nous en déduisons la norme de A. Soit f € K, alors

IAf o = 10APs flle = | Acfllie < AN f 1o,

d'ou [|A]] < [[Ad]| = [leoll o
Pour f € H? on obtient

1A f o = [10APs flle = AP fle < Al Poflleze < NAIIPoll 1 f L1,

d’ott ||@o|lm= = [|A«|| < ||A|| | Po]] < ||A||l || P-]|. Nous obtenons finalement

1
illvollae < {IA[ < lwollse

[

[
Preuve du théoréme 1.4.1
L’équivalence entre 1) et 2) est une conséquence de la section 3.4 de [29] (cette équivalence
est en fait indépendante de p) et, d’apres la remarque, comme H*°H? C HP, la condition 1)
implique la condition 3).
Nous allons distinguer les cas p =00 et p < 00 :
Pour p = oo, I'implication 3) = 2) est une conséquence du théoreme 2.3 de [29], ce qui acheve
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la preuve dans ce cas.

Dans le cas p < oo, on obtient 'équivalence entre 3) et 4) a 'aide du corollaire 1.3.5. Nous
allons démontrer que la condition 4) entraine la condition 2). Nous procédons de la méme fagon
que dans [20] ou [22] oti le cas p = ¢ = 2 a été considéré. Supposons alors que (Kj )n>1 soit
une base inconditionnelle. De ce fait, les projections spectrales sont continues. La compression
du shift My = Pyz]| K? vérifie

car Kj = &,Kj sont des sous-espaces invariants de My = P,z K3 (cf. lemme 1.3.2), ce qui
implique

gz € {Mg}/ .

Nous appliquons le théoreme du relevement du commutant a £;. Cet opérateur appartient a
{Mp}" et par conséquent il existe p, € H* telle que £ = Pyos|p et mHQOUHHoo < 1€ <
| o]l . On passe a ’adjoint pour obtenir
£ = PiFulig (1.7
et &l =€

Comme €U|Kf§ =1 pour n € o et 50|K§ = 0 pour n ¢ o, on obtient

po—1 € 9,H* pour né€cao
v, € U,H>® pour n¢o. (1.9)

Donc ¢, interpole la suite (i,)n>1, qui est égale a 1 pour n € o et 0 sinon. En plus, comme
(K3§, )n>1 est une base inconditionnelle, nous avons

ol < [1P-]] sup 1€+ = ¢ < o0, (1.10)

ce qui démontre 2). Pour achever la preuve, il nous reste donc a démontrer I’équivalence entre
la condition 5) et les autres conditions. Or 5) implique trivialement 4), et 1) étant indépendant
de p implique 5) pour n’importe quel 1 < r < oco. [ ]
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Chapter 2

L’espace des données

Le but de ce chapitre est de donner une description de I'espace des suites interpolables dans
HP?. Nous appellerons cet espace aussi espace des données.

Apres avoir donné dans le premier paragraphe un résultat général sur les suites de fonctions in-
terpolables pour un nouveau type d’interpolation libre, nous allons démontrer dans le deuxieme
chapitre essentiellement une conjecture de N. K. Nikolski et S. V. Khrushchév, qui nous per-
mettra de caractériser les suites de fonctions interpolables dans HP.

2.1 Observations générales

Le role central dans notre étude de 'espace des suites de fonctions interpolables est joué par
I'opérateur de restriction généralisé :

R:Xy — (X, /0nX1)
[ o— (f+0,X)n>1,

o (¥,)n>1 est toujours une suite de fonctions intérieures et Xy C Nev un sous-espace tel que
les ¥, X, sont des sous-espaces fermés. Nous rappelons la définition générale de Iespace I(Y},)
pour un espace idéal de suites [ et une suite d’espaces de Banach (Y,)n>1

(fn)n21 € Z(Yn) — (||fn||Yn)n21 el

Avec l'opérateur R, nous pouvons maintenant identifier
(fa)n>1 C X4 interpolable <= (f,)n>1 € RX,.

Ainsi nous avons ramené la description de I'espace des suites interpolables a la description de
I'image de R qui est évidemment un sous-espace de [*°(X,/9,X,). Une fagon naturelle de
construire des sous-espaces de [*° (X, /¥, X, ) est donnée par I(X, /¥, X ) avec un espace idéal
de suites [ C [, c’est-a-dire tel que pour a = (a,),>1 € [ et une suite numérique b = (b, ),>1
avec |b,| < cla,| (la constante ¢ ne dépendant pas de n ; nous pouvons toujours la supposer égale
a 1) on ab € l. Pour ceci nous introduisons un nouveau type d’interpolation plus approprié a
ces sous-espaces. Nous allons découvrir que dans le cas X = H? la condition (CG) est toujours
nécessaire et suffisante pour ce type d’interpolation.
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Définition 2.1.1 On dit que la suite (9,)n,>1 de fonctions intérieures est d’interpolation libre
au sens des germes si pour une suite interpolable (f,)n>1 et pour toute suite (gn)n>1 C Xy
vérifiant

gnllx yoax, < I fullxy/o.x,
la suite (gn)n>1 est aussi interpolable.
Le résultat suivant illustre que ce type d’interpolation est canonique pour RX, = I( X, /9, X, ).

Lemme 2.1.2 Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) (Un)n>1 est d’interpolation libre au sens des germes.
(2) Il existe I C 1> un sous-espace vectoriel idéal tel que

RX+ - Z(X+/’l9nX+) .

Remarques

1) Si X vérifie les hypotheses 1)-4) du paragraphe 1.3, ce lemme est une conséquence du lemme
1.2 de [20] appliqué a la base duale X’ = (£ Kz ),>1. Nous en avons besoin dans un contexte
plus général dans la preuve du corollaire 2.2.2; en particulier pour traiter le cas X, = H*> qui
ne vérifie ni la condition 3) ni la condition 4) du paragraphe 1.3. Pour cette raison, nous allons
donner une preuve de ce résultat dans un cadre plus général dans I'annexe. Nous remarquons
que notre preuve repose sur la méme idée que celle du lemme 1.2 de [20].

2) Clairement, I'interpolation libre au sens des germes entraine interpolation libre au sens faible.

2.2 Le cas concret X, = H?

Nous allons démontrer le résultat suivant qui était conjecturé en 1988 par N. K. Nikolski et S.
V. Khrushchév (cf. [23]) :

Théoreme 2.2.1 Si (U,,),>1 € (CG) et 1 < p < o0, alors
RHP =[P (H?/Y,HP).

Remarque

1) En principe, la description de I'espace des données RX, est contenue dans le théoréeme 1.2
de [20]. Elle est valable si on arrive a démontrer que X’ = (¥, Xir NHX*),>; est une [-base.
Nous pourrons déduire de la preuve que dans le cas X, = HP, X’ est une [%-base.

2) Ce théoréme est connu pour p = oo (cf. [21]) et pour le cas hilbertien p = 2 (cf. théoreme
1.2 de [20] et les remarques qui suivent). Pour le cas p = 2, ¢, = b’/{z, voir aussi le théoréme
d’interpolation (cf. [22], p.224 et [21]).

3) Un résultat tres proche de ce théoreme se trouve dans [34] pour le cas 0 < p < oo et ¥, = bkz.
En effet, dans cet article, on démontre 1’équivalence entre la condition (CG) et l'interpolation
libre dans un espace de données plus grand. Ainsi ce résultat permet de montrer que toutes les
suites dans [P(HP? /by HP) sont interpolables si (b5 ), € (CG).

Avant de justifier ce résultat, nous énoncons le
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Corollaire 2.2.2 Soit 1 < p < oo. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) (Wn)nx1 € (CG),

(2) (0y)n>1 est d’interpolation libre au sens des germes,
(3) RH? = [P (H? /9, HP).

Preuve

(1) = (3) : D’apres le théoreme 2.2.1.

(3) = (2) : D’apres le lemme 2.1.2.

(2) = (1) : L’interpolation libre au sens des germes entraine interpolation libre au sens faible,
et, d’apres le théoreme 1.4.1, celle-ci est équivalente a (9,),>1 € (CG). [

Remarque

Ce corollaire mérite quelques commentaires.

Nous aurions effectivement pu nous contenter du théoreme 2.2.1 qui nous donne une description
des suites interpolables sous la condition (CG) — une condition nécessaire et suffisante pour
avoir une interpolation libre raisonnable. Car il nous donne sous la condition (CG) :

(fn)nzl interpolable <~ Z anHII){P/z?nHP < 0.
n>1

Mais maintenant, nous obtenons que la condition de Carleson généralisée est méme nécessaire
pour avoir cette caractérisation de ’espace des données. Et a l’aide du théoreme 1.4.1 nous
pouvons en déduire que 'interpolation libre au sens faible est équivalente & interpolation libre
au sens des germes dans l'espace HP.

Nous allons donner une esquisse de la preuve, qui ne se veut point rigoureuse.

Pour p < 00, nous pouvons comparer R & 'opérateur R, qui projette f sur la base (EXK})n>1
(on interprete &, comme définie sur Kj). Ceci est en effet possible grace a Eff — f € ¢, HP.
Nous définirons ensuite un opérateur d’interpolation (),, qui permettra de démontrer la sur-
jectivité de R. Nous allons démontrer la continuité de ces deux opérateurs au cas 2 < p < 00
(lemmes 2.2.5, 2.2.6), ce qui démontrera le théoreme dans ce cas (a 'aide du lemme 2.2.4).
Nous allons ensuite passer au dual pour obtenir les opérateurs Q, = I’ et R, = Q5. Un petit
calcul montre que R projette f € K sur (£,K7)n>1 (toujours en interprétant &, comme étant
définie sur Kg). Or, &,f — f € ker &, = Kj, ¢ ¥, H? Et donc R, ne peut pas étre identifié
a lopérateur de restriction généralisé R. Nous allons contourner ce probleme a I’aide d’une
isométrie sesqui-linéaire (lemme 2.2.7), qui nous permettra de passer de R, a R, et de Q a Q.

Nous allons maintenant préciser les détails de la preuve du théoreme 2.2.1.

Dans I’esquisse de la preuve, nous pouvons observer l'interaction entre les bases duales (€, K¢ ),,>1
et (£XK})n>1 en supposant dans un premier temps 2 < p < co. En effet, nous aurons besoin de
ces deux bases sur toute 1’échelle 1 < p < co. Or le théoreme est connu pour le cas particulier
p = oo (voir la remarque 2), et il suffit donc de considérer le cas 1 < p < oc.

Mettons les idées en clair. Prenons encore comme dualité < -, - >. Cette dualité nous permet
d’identifier (HP)* ~ HY et & l'aide de l'identification (1.3) nous avons donc (K})* ~ K/ pour
une fonction intérieure 6. Nous choisissons en particulier § = [],~;9,. D’apres le théoréme
1.4.1, comme (V,)n>1 € (CG), (K§ Jn>1 = (£.Kf)n>1 est une base inconditionnelle et puisque
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HP 1 <p< oo, est réflexif, (£ K}),>1 lest aussi.
Soit 1 < p < oo. Pour bien distinguer les espaces sur lesquels operent les projections, nous
allons écrire EF pour &, : Kj) — K}. Nous considérons :

1) Kj et sa base (K} )n>1 avec les projections correspondantes £, et
2) K} et sa base (Y,?),>1 = ((£€2)*K})n>1 avec les projections correspondantes E7* = (£9)*.

Remarques

Soit 1 < p < 0.

1) Puisque &,y = 01y, nous avons pour les suites (fn)n>1, fn € Kj , & support fini
EL(XCn>1 fn) = fr, et pour (gn)n>1, gn € YP, & support fini (3,51 gn) = gk

2) Sur l'ensemble K} N K{, qui est dense dans les espaces K} et K/, nous avons P = &7 et
Ep = Ea*,

3) Comme K} posséde un complémentaire topologique, nous pouvons prolonger ¥ et £7* par
zéro sur OH? : E(X 51 fo + 0f) = fi et EF(Cus1 90 +09) = g, pour f,g € HP. Ceci
nous permet maintenant d’introduire les opérateurs dont nous avons parlé dans I'esquisse de la
preuve :

Définition 2.2.3 Soit SF, = {(fn)n>1: fn € H? et f,, =0 pourn > N et N € N}, 1 < p < 0.
Nous définissons deux paires d’opérateurs. Premiérement :

Sk, — H?

Qp: (fa)nz1 +— Y EF fa,
n>1
n>1

Et deuziemement :

HP — [*(HP)
Ry f — (&7 f)nz1,
R;; : f — (g£f>n21
Remarque
@), est en effet un opérateur d’interpolation au sens de la définition 1.1.1, ¢’est-a-dire Q,(fn)n>1—
fn € U, HP, n > 1 (ce qu'on vérifie immédiatement sur les suites a support fini). Pour p = 2, sa

restriction & X’ = (Y;2),,>1 est justement l'opérateur Jy» qui a été étudié dans [22] (voir aussi
20)).

Lemme 2.2.4 Soit 1 < p < oo. Si les applications

Q, :IP(H?) —s HP,
R, : H? —s [P(H”)

sont continues, alors RH? = [P(HP).
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Preuve
Commencgons par RH? C [P(H? /9, HP). Vérifions pour f € HP

EVF 49, HP = f+ 9, HP, n> 1. (2.1)

Ceci est équivalent a E¥*f — f € ¥, HP, n > 1. Nous pouvons supposer f € K}, car E7* était
prolongé par zéro sur 6 HP. Or, d’apres la proposition 1.3.3, ker 53*\1(5 C 9,H?, d’'ou (2.1). Si
nous définissons maintenant
mp  P(HP) — P(H? /9, HP)
(fn)nzl — (fn+79an)7

nous obtenons
R=m,R,,

ce qui démontre la continuité de R.
Afin de démontrer la surjectivité de R, nous prenons une suite a support fini (F,),>1 =
(fo + U, HP)p>1 € IP(HP /9, HP) avec (fn)n>1 € IP(HP), et nous obtenons (£ f,,),>1 € P(H?),

puisque sup,,s; |7 < oo. Nous avons f = Qu(EF fu)n>1 € HP, car @, est continue.
Et il nous reste a démontrer m,R,f = Rf = (F.)n>1 = (fo + UnHP)p>1. Or m,R,(f) =
TRy (X1 EX fr) = (EX fro + 0 HP) o1 = (fr + 00 HP) > grace a (2.1). O

Ceci nous ramene donc a démontrer la continuité de @), et de R,. Nous abordons celle de
@p, 2 < p < 00.

Lemme 2.2.5 Soit 2 <p < oo et (U,)n>1 € (CG). Alors Q, : IP(H?) — HP est continu.

Preuve
Soit

me: HP — HP/9H?
f — f+0H?,

la projection canonique de H? sur H?/0HP et appelons T, = mp(Q), : P(H?) — HP?/OH?,
1 < p < oco. D’apres le théoreme des bases de Riesz (cf. [22]), Q2 est continu. Ainsi T est
continu et associe & (f,),>1 la classe F telle que pour f € F nous avons f — f, € 9,,H* (voir
aussi la remarque apres la définition 2.2.3).

D’apres [21] nous avons

pour toute suite (f,)n>1 € I°(H>) il existe f € H>
(Wn)nz1 € (CC) = { telle que f — f,, € ¥, H>® pour tout n > 1.
(2.2)

Donc T, : I®°(H™) — H™/OH™ est un opérateur qui a (f,)n>1 € (°°(H>) associe la classe
F telle que pour f € F nous avons f — f, € U,H*®. D’apres le résultat cité [21], T, est
continu. Nous vérifions que si nous prenons (f,),>1 € I(H*) (dense dans [P(H?)), nous avons
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pour f € Too(fn)n>1 €t g € Ty(fn)n>1 le résultat f — g € OH', ce qui nous permet d’identifier
les opérateurs T, et T, et ainsi d’appliquer les résultats de 'interpolation entre les espaces de
Banach a T,. Nous définissons

P_:IP/H? — I[P, 1<p< oo,
L*®/H® — BMO,
f+H? — P f, 1<p<oo.

Ici, BMO est l'espace des fonctions a oscillation moyenne bornée (cf. par exemple [8]).
L’opérateur P_ ainsi que la multiplication 6 : f + 0H? — 0f + H?, H?/0H? — LP/HP?
sont continus. Alors

P_0T,, :1°(H*) — BMO
P_OT, :1*(H?*) — L%

Appliquons a cet opérateur l'interpolation entre les espaces de Banach (cf. [15], [9] et [18]) pour
obtenir P_0T, : [P(H?) — LP, 1 < p < oo et multiplions par 6 pour obtenir la continuité de

OP_OT, : IP(H?) — [P, 1 <p < oo.

Or T, = mp(Q,, et pour une suite (f,),>1 & support fini nous avons maintenant f = Q,(fn)n>1 €
KP. ce qui permet de montrer OP_Omyf = OP_0(f + 0H?) = OP_6f = Pyf = f, c'est-a-dire
sur les suites a support fini, nous avons «9]5_ng = 9]5_57@@;,, = (). La continuité de «9]5_5Tp
montre alors celle de @),,. O

Lemme 2.2.6 Soit 2 <p < oo et (U,)n>1 € (CG). Alors R, : HP — [P(HP) est continu.

Preuve

Nous rappelons que R,f = (£ f),>1. Comme E¥*f + O, HP = f + 9, HP, on voit allegrement
| f Nl v i < |E* fllmw, m > 1. Mais nous nous intéressons plutot a I'estimation inverse. Nous
avons a démontrer [|EY f|| g < c||f + Ung||u» pour toute fonction g € HP. Puisque nous avons
prolongé £7* sur §HP par zéro, nous avons v,g € 9, H? = 9,HP NOHY + O0HP = ker ET*,
ce qui entraine ||[EF fllmr = |[EX(f + Vng)|lar < cl|f + Ungllur (¢ = sup,5 [|[EF]), d'ou la
majoration |EL f|lgr < || f|| e 9, me- Ainsi, afin de démontrer la continuité de R, il suffit (et
il est nécessaire) de démontrer 32,51 || f[|55 g, g» < 00 pour f € HP. Par ailleurs nous avons (cf.
formule (1.2)) || fll zv 9 iv < || Po,, fll e = || P=Un f| 10, ce qui réduit le probleme & démontrer la
continuité de

AHY — (L),
f — (P—Enf%zlv

pour 2 < p < oo. Nous étudions

A:H*® — [®(BMO),
H?* — [*(L?).
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En effet, la continuité au cas p = oo est une conséquence immédiate de celle de P_ : L>® —
BMO et au cas p = 2 elle se déduit du théoreme des bases de Riesz [22] : en effet 1'application
(fa)n>1 — (Unfn)n>1 est une isométrie sur [P(LP) et donc la continuité de A est équivalente a
cellede f +—— (Py, f)n>1, H?* — [*(H?). Comme ker Py, = 9, H* D 0H?, il suffit de démontrer
la continuité de ce dernier opérateur sur K7. Celle-ci est maintenant — grace a (9,,),>1 € (CQ)
— une conséquence du théoreme des bases de Riesz. A nouveau nous appliquons l'interpolation
entre les espaces de Banach pour obtenir la continuité de A : H? — [P(LP). a

Il nous reste le cas 1 < p < 2 a étudier. Pour l'instant nous nous sommes servis de la
continuité de @, et R,, 2 < p < oo, pour démontrer RH? = [P(H? /¥, H?). Nous pouvons en
déduire la continuité des opérateurs adjoints Ry, = @ et Q, = R;. En effet ces deux égalités
se vérifient directement a partir de la définition des opérateurs en question et le choix de la
dualité < -, - > sur les suites (f,),>1 & support fini (cette dualité était beaucoup exploitée dans
[20]). Comme nous avons déja remarqué dans I'esquisse de la preuve, I'opérateur @ ne peut
pas étre comparé directement & R : HY — [9(H9/9,H?), car 7,Q,(f) = (E1f + VnH)p>1 #
(f +U,HY)p>1. Afin de contourner ce probleme, nous introduisons 'opérateur

J P — P
f — 0zf, (2.3)

qui nous permettra de passer de Q; a R, et de R, a ;. Nous rappelons la définition Y, =
EFKY =9, HP NOH".
Lemme 2.2.7 Soit J comme dans (2.3) et 1 < p < oo. Alors

J: K) — K}
est une involution isométrique sesqui-linéaire, JYP = Kjj , JKj =Y} et donc

Er=JErT, EF=7JErT.

Preuve

A partir de la définition de J et celle de Ky, K et Y, on vérifie directement les inclusions
JKy C Ky et JY? C Kj . Puisque J est une involution, J? = I (calcul direct), les inclusions
sont en effet des égalités. O

Les lemmes 2.2.5,2.2.6 et 2.2.7 permettent d’énoncer le
Corollaire 2.2.8 Soit 1 < ¢ <2 et (Vn)n>1 € (CG). Alors

R, :H"— 1%(HY),
Q, :1U(HY) — HY.

Preuve

Nous avons déja remarqué la continuité de Q) = Ry et R = Q;. Sur les suites (fn)n>1 a
support fini, nous vérifions a I'aide du lemme 2.2.7 I'égalité Q, = JQ,J. Et pour f € H¢
nous vérifions R, = JR,J. Puisque J est une isométrie, les opérateurs R, et (), sont alors
continus. [ ]
Ainsi nous obtenons
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Corollaire 2.2.9 Soit 1 <p < 0o et (9,)n>1 € (CG). Alors

R, : H? —s [P(H"),
Q, :IP(H?) —s H.

[ |
Preuve du théoréme 2.2.1
Le lemme 2.2.4, le corollaire précédent et la remarque sur I'interpolation dans H* montrent le
théoreme. [ ]



Chapter 3

Caractérisation des traces H?| As
l<p< o0

Soit {An}n>1 une suite dans D vérifiant la condition de Blaschke 3,5, (1 = [A,]) < oo et B =
[1,>10x, le produit de Blaschke associé.

Soit (Bp)n>1 une suite de produits de Blaschke, telle que B = [],>; B,. Il est clair que
I’application -

O fly— (f+ B HP)p>1, fe€H?

est bien définie et bijective de HP|, sur RHP. Nous allons poser o, = {z € D : B,(2) = 0}. Si
la suite (B),),>1 vérifie maintenant la condition (CG), alors H?|, s’identifie au sens naturel a
I'espace [P(H? /B, H?) (cf. aussi théoreme 2.2.1) et on obtient la caractérisation générale

1) 11 existe (fi,)n>1 telle que fn|0n =q
2) an:l ||fn||€'-[p/Ban < Q.

(an)n>1 € HP|y o’ (3.1)

Nous nous intéressons a une description plus concrete, et nous pouvons espérer en trouver une
si les espaces HP /B, H? sont de dimension uniformément bornée, ce qui est équivalent a dire
que le degré des produits de Blaschke B,, est uniformément borné (ici nous désignons par deg B
le nombre de zéros du produit de Blaschke B en comptant les multiplicités). Nous cherchons
donc une condition pour A pour que le produit de Blaschke associé B se décompose en des
facteurs B,, vérifiant (By,),>1 € (CG) et sup,,~; deg B, < oo. 1l se trouve que c’est juste le cas
si A est une réunion finie de suites de Carleson. En utilisant alors lidentification de HP| !
RHP = [P(H?/ B, HP) et une description locale des espaces H?/B,, H? en fonction des différences
divisées par rapport a la métrique pseudohyperbolique (voir paragraphe 3.2), on obtiendra une
caractérisation de H?|,.

3.1 Les réunions finies de suites de Carleson

Dans ce paragraphe, nous allons caractériser les réunions finies de suites de Carleson. La
proposition 3.1.1 est une conséquence des théoremes 5.5 et 5.6 de [29]. Ici nous allons donner
une nouvelle démonstration de I'implication 1) = 2), qui utilise un résultat de N. K. Nikolski
et A. L. Volberg [24] et la partie géométrique de la démonstration du théoreme 5.5 de V. L.

29
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Vasyunin. Dans cette demonstration, on raisonne a l’aide des distances hyperboliques p qui
sont définies par thp = |bx(u)|. Mais si on remplace partout la métrique hyperbolique par la
métrique pseudohyperbohque, on ne change pas la géométrie et le raisonnement reste le méme.

Proposition 3.1.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Soit A = {\,}ns1 CD. Alors A =N, A avec A; € (C) pour 1 <i < N.

2) Il existe une suite de produits de Blaschke (B, )n>1 dans D, telle que sup,,>,deg B, < N,
(Bn)n>1 € (CG) et A =U,>1 00, 0n = {A €D : B,(\) = 0}.

Preuve

L’implication 2) = 1) est une conséquence immédiate du théoreme 5.6 de [29]. Mais notre
formulation de la proposition permet de réduire le raisonnement qui était utilisé dans cet article
a l'observation simple suivante : si on pose A; = {A\ni}n>1,<|s,|, alors on obient A = Ul]il Ay
Nous vérifions la condition de Carleson pour A;: soit u € A; et n > 1 tel que u € o,. Alors

IT i = I 1)l =TT 1Be(w)l = 0.

)\EAL )\EA\O’TL k#”

AFEp
La derniére minoration était une conséquence de la condition (CG) (que nous avons utilisée
dans sa deuxieme forme ; cf. (1.5)).

Pour I'implication 1) = 2), nous posons B = []ycp br. Soit 0 < ¢ < 1. Nous considérons la
décomposition en composantes connexes (72),>1 de 'ensemble L(B,e) = {z € D : |B(z)| < ¢}:

IS
QQ

Dessin 1 : La décomposition de A

D’apres les théoremes 2.1 et A de [24], nous obtenons directement {B:},>1 € (CG) ou B =
[Ireos Ox et 07, = AN 7. Il reste a démontrer qu'il existe 0 < g9 < 1, tel que pour 0 < e < &g
nous avons sup,,s; |05| < N. Pour ceci il suffit de remarquer que pour tout p > 0 il existe
e =¢e(p) = (p6/2)", ot § est la plus petite des constantes de Carleson assocides aux suites Ay,

[=1,...,N, tel que

L(B,e) c M? = | Q(\ p). (3.2)

ou Q(\,p) = {z € D : |bx(z)] < p} est le disque pseudohyperbolique. Car si on choisit
maintenant p suffisamment petit, 'ensemble M? se décompose en des composantes connexes qui
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contiennent maintenant au plus N éléments d’apres la partie géométrique de la démonstration
du théoreme 5.5 de V. I. Vasyunin (cf. [29]), et la proposition sera démontrée.
Nous démontrons donc (3.2). Dans ce but, nous vérifions

N
L(B>€) C U L(B(l)agl/N)>
=1

ot By = Ilxea, ba, et
1/N

L(Bu, ") ¢ | Q(A,Q’ST).
AEA —
P
Soit alors z € L(B, ¢), et donc € > |B(z)| = II)Y; |Bgy(2)|. On en déduit Pexistence d’'un indice
lp € {1,..., N} tel que | B (2)| < /Y d’ott la premiere inclusion.
Soit donc z € L(Bgy,e"N), alors |Byy(2)| < €N, Puisque A; € (C), il existe & tel que
|Boy(2)] > diinfyep, [ba(2), dolt infyen, [br(2)] < eV/V/§ < /N /5. En particulier il existe
Ao € Ay tel que |by, ()| < 2N /8, ce qui est équivalent & z € Q (N, 26"/ /6), d’olt la deuxieme
inclusion. |

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate, qui nous permet de décrire les traces
HP|, pour A = UY, A;, A; € (O) a partir de I'espace des données.

Corollaire 3.1.2 Soit A = UY, A, A; € (C), A € D. Alors il existe (By)n>1 telle que
sup,,>;deg B, < N et

¢ : H?|, — I (H?/B,H?)
est une isomorphie.

[ |
Remarque
Nous retenons le fait que dans la proposition 3.1.1, pour tout 0 < n < 1, on puisse trouver
e >0 tel que pourn >1et \,u € o},

[oA()] < 7. (3.3)

(En effet, il suffit de choisir 0 < € < g¢ tel que 2Np < 7).
Nous allons travailler en particulier avec n = 1/3.

3.2 Caractérisation locale de la norme || - | g»/pgr pour
deg B < o0

Soit 1 < p < co. Comme N = dim H?/BH? = deg B < oo, la projection Pp sera con-
tinue. Nous donnons une estimation de sa norme. Pour p = oo, il est connu (d’apres A. A.
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Pekarskii [25]) que ||Pg||ge~_ g~ < 2N. Dans le cas hilbertien p = 2, on a || Pg||g2z_g2 = 1.
L’interpolation réelle (cf. [2], [15]) fournit alors || Pp||gr—mr < 2N pour 2 < p < o0 et par
dualité on obtient || Pg||ge—sme < 2N pour 1 < ¢ < 2. A T'aide de (1.2), nous obtenons

|l ee /e < || Pafllae < 2N\ fllar/Bay-

Tout ceci nous ramene alors a la discussion de Pgf. Nous allons donc donner une forme
explicite de Pg qui nous permettra de caractériser ||Ppf||g» en fonction des différences divisées
par rapport a la métrique pseudohyperbolique. Nous commencons par la définition de ces
différences divisées (cf. [30]) :

Définition 3.2.1 Soit 0 = { A\ }k>1 C D et f une fonction définie sur o a valeurs dans C. Soit
AE = (A1, M), A€oy > 1 et ABFD = (AR N\, ). Alors on définit

ACFAY) = f(n),

A2) = f(\)

Al )\(2) f( 2 ’
et
Ak—lf()\(k—l) )‘k+1) Ak 1f()\(k 1) )\k)

bAk (>‘k+1>

Akf()\(k-l-l)) _

Et nous obtenons le

Théoréme 3.2.2 Soit B un produit de Blaschke de degré deg B = N < oo tel que |by(p)| < 1/3
pour \,p €0 ={z €D : B(z) =0} et 1 <p < oo. Alors il existe deux constantes cy, c1 telles
que pour toute fonction f € HP on a

==

(Z(l_p\ |)|Ak 1 ()\k))|p>p < HfHHp/BHp <c <Z 1—|)\ | |Ak 1f()\(k )| )

k=1

Les constantes ¢y, c1 ne dépendent que de N et p. Pour p =00 on modifie la IP-norme de facon

Remarque
Pour des raisons techniques, nous allons démontrer I'équivalence entre || f||zs/pre et S5 (1 —

|>\i\)%\ AP AR f € HP, ce qui est possible grace & 1’équivalence de toutes les normes dans
un espace de dimension finie.

Pour démontrer le théoréme, nous allons construire un systéme biorthogonal ({¢;}Y,, {vi}Y,),
qui vérifie

N
(a’) PB.f:Z<.faQOZ>wZa fera
=1

() AFOD) =< fop >, fe HP,

et si on a de plus |by(u)] < 1/3 pour A\, € o, alors pour 1 < p < o0
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(@) [Willmr < e (1 =[NP,
(@) Neillar < e(1— AT
Ce systeme se déduit des fonctions de Malmquist qui sont données par

1 i—1

Oéi(Z) = 1_ X kl;[l b)\k (Z), z €D,
Bi(z) = L= Hb z€D
! N 1— Nz M2 ’

olt {\}4, sont les zéros de B: ¢ = {\ € D : B( ) = 0} = {\}Y,. Il est connu (cf. [22],
Malmquist-Walsh-Lemma), que le systeme ({a;}Y,, {8;}Y,) est biorthogonal (par rapport a
< - >)et que K = span(a; :i=1,...,N) = span(ﬁl :i=1,...,N) = K%. Nous allons
poser

o = Oéi—|)\i_1|0éi_1, i:2,...,N,
i .
q, =

e = > (H |>\l|) B
Le lemme suivant, dont on trouvera la preuve dans I’annexe, montre que le systeme ({p;}Y ,,
{1 }¥,) est biorthogonal.

Lemme 3.2.3
< @i, >= 0, t,k=1,... N.
Nous montrons la propriété (a) :

Lemme 3.2.4
N
PBf:Z<f,90i>¢i, € H".
i=1

Preuve

Soit Pf = SN, < f,p; > 4, f € HP. Puisque span (Y : k = 1,...,N) = span (ay : k =
1,...,N) = K¥ et < ¢y, ¢; >= 0k, nous avons im P = K% = im Pg. Or BH? C ker P,
ce qui nous permet de déduire BHP? = ker P. En effet, f = Pgf + Bg = Pf + h et ainsi
Pgf — Pf =h— Bg. Or le membre de gauche appartient & K% = im P et le membre de droite
a ker P. Puisque P est une projection, grace a la biothogonalité de ({¢;}Y,, {¥s}Y,), nous
avons im P N ker P = {0}, d'ou h = Bg € BHP. Par conséquent P a le méme noyau et la
méme image comme Pg ce qui entraine P = Pg. O

Nous démontrons dans 'annexe le :
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Lemme 3.2.5 Soit f € H?. Alors
AT =< f; >, i=1,... N.

Afin de vérifier les autres propriétés, nous avons besoin du résultat suivant :

L2 14
mplique - o ——— —-.
PRNE 3 =13 =3

Wl

[bA(p)] <

En effet, ceci est une conséquence de 1’égalité évidente

1— |2
11— [Aloa(p)] = =
En plus, nous avons besoin d'une estimation de la norme du noyau reproduisant ky = 1/(1—\z).
Nous allons donner une démonstration du résultat suivant utilisant la dualité dans I’annexe.
Lemme 3.2.6 Soit1 <p < oo, A € D. Alors

(L= DY < kalla < IPRII(L = N2~

Si p = oo, nous avons trivialement ||ky||ge = 1/(1 — |A]).

Posons ¢, = || Py||r—srr, 1 < p < 00 et coo = 1. Maintenant on peut majorer premierement :

N N N
[l < 1Bl = 301 = 2Dl e < 3201 = (A2 (35)
j=i j=i =i
< 2re,N(1 — X7 < 2, N(1 — A2, (3.6)
et deuxiemement (i > 2) :
loillar < llaillae + i lme = ks llme + ksl < 3ep(1 = NN (3.7)

(au cas i = 1, le terme avec «;_; disparait), ce qui démontre (c) et (d).

Preuve du théoréme 3.2.2
On distingue les deux cas 1 < p < oo et p = o0.
Soit 1 <p< oo :

| < fopi > 1A= INDYP < ||1Ppfllaell@ill s (1= X))V < 3eq | P fll

Soit p = co : d’apres A. A. Pekarskii, on a | < g, ; > | = [Py (T1.24 0a.9) (N < 2N ||gllg. Et
donc (pour i > 2)

| < foi>| < (< Ppfioi>|+|<Ppfais>]) <AN|[Ppf|m~.

(Au cas 7 = 1, le terme avec «;_; disparait). On obtient dans les deux cas

N
fllzeypre < |Pefllme < 26,N Y71 < foo0 > (1= [NDYP < C- N - || Pyfllm

i=1
< 20N2||f||Hp/BHp.
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(C = 2¢,N max(3c,,4N)). Si on remplace < f,¢; > par AL f(AD) d’apres la propriété (b),
on obtient le théoreme. |

Si |ba(p)] < 1/3, A\, € o, nous pouvons choisir & 'aide de (3.4) un poids uniforme 1 — |A\3|,
Ao € 0, c’est-a-dire il existe deux constantes cg, ¢; dépendant seulement de N et de p, telles que
pour toute fonction f € HP on a

B =

1

N

(1— |27 <Z | AFLf )|p> < || fllze/Brr <1 (1 — |)\(2)|)% <Z | AR f()\(k)”p)
k=1

(3.8)

Pour p = oo on modifie la {P-norme de fagon standard (cf. aussi théoreme 3.2.2).

3.3 La caractérisation de H?|,

Le corollaire 3.1.2, la remarque qui suit ce méme corollaire, ainsi que la caractérisation (3.8)
entrainent immédiatement le théoreme suivant :

Théoréme 3.3.1 Soit A = UYX, A, € D, Ay € (O), 1 < p < oo. Il existe alors une
décomposition A = ;> 0; telle que sup;s, |os| < N, et si on choisit une fois pour toute \; o € 03,
1 >1, alors

H?|, = X” = {(a(M)rer € C" : [lallx» < o0}

n>1

jonl PY >
lallx» = {Zl—M (Z\A“ Affﬂ)} , 1<p< oo,

lon|

lallx= = sup > | A a(AP)],

nzl p=1

[ {)‘n,l? ce ey )\n,|an\} et )\g{) = ()\7%1’ ey )\mk)

Remarque
1) Comme sup,>1|o,| < 0o, la norme ||a||x~ est équivalente a

sup  sup | AFLa(AW)).
n>1 k=1,...,|on|

2) Le cas N =1 a été étudié dans [28]. Pour p = oo, c’est bien sir le résultat de L. Carleson [5].

Nous allons maintenant donner une description de HP?|, qui ne dépend pas de la construc-
tion implicite de {0, },>1. Dans ce but, il nous faut une relation entre la norme quotient
| - || e/ pre €t les normes quotients || - || ge/p,m» des facteurs B;, oit B = [[I_; B; (sous certaines
conditions sur les zéros). Dans ce qui suit, nous allons poser Bg = [[ycp by pour un ensemble
discret E' dans D vérifiant la condition de Blaschke Y ,cp(1 — |A|) < 0.
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Proposition 3.3.2 Nous supposons 1 < p < oo. Soit 0 = U, 0; une réunion disjointe
d’ensembles discrets dans D, telle que (B,, )i, € (CG). Soit & : K — K} la projection
spectrale associée a Kq ,k=1,...,n, (cf. chapitre 1). Alors

1l 2/pre < sup [IE ||||P A ZHfIIHp/BJkHP

k=1,...n

Remarque
La proposition est en particulier valable si les ensembles o}, sont finis.

Preuve

La condition (CG) assure la continuité de 'opérateur @),, qui était défini dans la définition
2.2.3. Pour g = Q,(Pp, f)k>1, d’apres la remarque apres cette définition, nous pouvons ob-
server f —g € B, H?, k=1,...,n et donc f — g € BH?. Ainsi

[ fllar/pae = Ngllaeypre < | Ppgllae = [|Qp(Pp,, fliz1llmr < Sup 1EXN D 1P, flla
=1

=1,...,n

S SU.p ||€ ||P || Z ||f||HP/BUkkHP>

ou &I est I'adjointe de la projection spectrale &Y. [

Nous définissons

a:AN — N
A — JANQ (A po/8)],

avec po = min;—q  ninfy uearz. [0A(10)], QA p) le disque pseudohyperbolique, et la forme
indépendante est maintenant donnée par le

Corollaire 3.3.3 Soit A =N, A;, A; € (C). Alors
H?|y ={a €t Jall, < oo},

avec

B =

lall, = {Z 1—|p)) (ZIN ' )I)p} , 1<p<oo,

HEA

a(p)

lalle = sup > [ A a(u®™)], p=oo,
HEN =1

ot p® = (r, ., i) et L bpl) = ANQ (1, po/8).

Preuve
Nous reprenons les notations de la section 3.1. En particulier, soit A = |,,>; 05, la décomposition
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étudiée dans la preuve de la proposition 3.1.1 (obtenue & partir de la décomposition en com-
posantes connexes de ’ensemble L(B,¢), B = By). D’apres le théoreme 3.3.1 nous avons

lon] %
a€ H?|, <= |a|xr = {Z(l — |)\ ol) Z | AR a(Ag’“))P} < 00.

n>1 k=1

Comme diam o; < po/8 (en choisissant p assez petit dans la démonstration de la proposition
3.1.1), chaque o; va étre contenu dans un voisinage € (i, po/8) avec p € ;. Ceci justifie la
majoration ||a||x» < |all,-

Pour I'estimation inverse, nous définissons ’application v qui a u € A associe les indices k des en-
sembles o, qui ont une intersection non-vide avec  (u, po/8): v(u) = {k € N: 0N (1, po/8) #
0}. Posons 7, = Q (11, p0/8) N A et 0 = Ugey(u 0

Dessin 2 : Le regroupement des o, n € v(u)

Nous observons que 7, C o, et nous allons appliquer la proposition 3.3.2 a 0. Nous remarquons
que d’apres la proposition 3.1.1, (Bg)i>1 € (CG), ot By = B,,, et que I'on a aussi K} C K%
ce qui mplique [€]s || < 1]l

Afin d’effectuer les estimations suivantes, nous définissons une fonction analytique bornée f,
qui vérifie f,(A) = a(A) pour A € 0. En effet, grace au choix py/8 comme rayon du disque
pseudohyperbolique, on se persuade que les voisinages €2 (11, po/8) ainsi que les ensembles ()
contiennent au plus N éléments. On peut donc choisir pour f, un polynéme d’interpolation de
type Lagrange.

Maintenant, a I’aide de I'estimation (3.8), de l'inclusion 7, C o et de la proposition 3.3.2, nous
obtenons pour 1 < p < oo

a(w) 1 1
1
(1= |p?)? Z | A a(p®)] < - | full e, 50 < p | full e B, v

1 1
< — sup ||5 ||m Z HfHHHP/Bka
=k

Co kev(p) evip)

|0'k|

kev(p) i=
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ot la constante C' = (¢1/co) supgsy [|E]/||P-|, avec les constantes de (3.8), est finie. Comme
chaque terme S0 (1 — | Ap|2)| A a(AP)] figure au plus NV fois dans la majoration des termes
de la série [|afl, = S,en (1 — [12]) Tp | A% a(u®)]?, on obtient [lall, < c|lal|x»-

Pour p = oo, nous ne connaissons pas £. Mais nous pouvons majorer plus largement. D’apres
(3.1), nous avons

1) Il existe (fy)n>1 telle que fo|, = a
2) supyzy || foll e B, oo < 00.

on’

(an)n21 € HOO|A < {

En particulier, comme sup,,»;deg B, < oo, nous pouvons choisir f, = Pp, f,. Soit maintenant
[ € Tu(fn)n>1 (pour la définition de T, voir lemme 2.2.5 et (2.2)). Alors f|, = a et

a(p) 1 1
Sl A a(u)] < = flasp.,me < = | fllmeespr = 1Too(fa)nz1ll e Bre
k=1 Co Co

1
< A Tllsup | fallae = [Tl sup || Pp, foll e
Co n>1 n>1

1
< —|Tl2N sup || full o5, 10
Co n>1
d’ou la majoration aussi dans ce cas. [ ]

Remarque

Nous mentionnons que la constante py dépend de la représentation A = UY, A;, A; € (C). En
effet, si nous considérons une autre représentation A = Y, A}, A/ € (C), nous obtenons une
autre constante pf, et ainsi une norme équivalente dans H?|,. Pour la validité de la preuve, il
est suffisant que I'on ait sup,c, [€2 (1, po/8) N A| < oo, ce qui est par exemple aussi vrai pour
la constante de Carleson généralisée associée a (By, )k>1. Comme celle-ci est seulement donnée
implicitement, nous avons privilégié notre choix de la constante py, qui est déterminée des que
A est donné par ses composantes A; € (C),i=1,..., N.

3.4 Application a I’étude de 1’algebre H*/BH>

Nous allons appliquer la caractérisation de I’espace des traces H*°|, a I’étude des éléments
inversibles de l'algebre B = H*/BH>, ou B est le produit de Blaschke associé a la suite
A. Le résultat que nous allons obtenir va nous servir aussi dans la construction de I'opérateur
d’interpolation (chapitre 4). Au passage nous obtiendrons une description du spectre de B dans
le cas ou A est une réunion finie de suites de Carleson. Nous terminerons ce paragraphe par
un exemple qui montre que la condition que A soit une réunion finie de suites de Carleson est
essentielle pour la description des éléments inversibles dans B et donc aussi pour la description
du spectre.

Nous commencons par quelques résultats auxiliaires.

Lemme 3.4.1 Soit f € H*. Alors pour {\¢}r>1 CD on a

| A" FAE) <2 fllae, n=0,1,2,....
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Preuve
En effet pour f € H*, )\1,)\2 €D

b>\1 (>‘2) N A1
ce qui donne immédiatement le résultat pour n = 1. Par prolongement analytique, la fonction

g(z) = (f(2) — f(A1))/bx, (2) appartient & H*. Nous appliquons le méme raisonnement a g, ce
qui démontre le résultat au cas n = 2. Par récurrence on obtient le lemme. O

e = |1 = FOW = < 201 f e,

Ceci permet de démontrer le

Corollaire 3.4.2 Soit 0 = { A }r>1 C D et f € H*® une fonction telle que pour A € o on a
|f(N)] > 6 > 0. On définit w(X) =1/f(N\) pour A € o. Alors

| A" w A < (8, n, || f||lge), n=0,1,2,.... (3.9)

Preuve
Pour n = 0, I'estimation est évidente. Pour n = 1, nous obtenons a I’aide du lemme 3.4.1 :

w(Ag) — w()\1>| = | f() = f(2) | <
b, (A2) FOFQ2)ba, (A) ' — 02

Pour n > 2, nous allons effectuer une récurrence. Le lemme suivant nous permettra de ramener
'estimation (3.9) pour 'ordre n a 'ordre n — 1.

| At w(A?)] = |

1l

Lemme 3.4.3 Soit 0 = {\;}k>1 CD et g,h: 0 — C. Alors
A™Mgh) A" = ST ARG - Anri—g) A g M)
=0

Ce lemme est connu (voir par exemple [4], ou il est cité sans preuve). Nous le démontrons dans
I’annexe pour étre complet.
Posons alors

g =1/Ff(\) et h(A) =Af(ALN), A€o
Alors Aw(A®)) = (f(M) — f()‘2))/(f()‘1)f()‘2)b>\1()‘2)) = (=1/f(M))(g(A2)h(A2)), et

AMTw(AT) = A" (gh)(Aa, ..., A
w( ) f()\l) (g )( 2 ’ +2)
1 .
= f()\l) ZATL ]h()‘%"’v)\n—lﬂ—j) A g(>\n+2—j7"’7)‘n+2)
=0
= f( ZAN ]+1f )\19"' n+2— j) A] w()\n+2—ja"'>)\n+2)‘
Par hypothese de récurrence nous avons | A w(Ayyo—j, ..., Auga)| < (0, 4, [| flla=), 0 < 7 <mn,

ce qui démontre avec le lemme 3.4.1

n n IR on+l-—j ]
| AT (A1) SZ TN fllaoc(S, s 1 fllme) = e(@n 4+ 1| fll o),
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d’ou le corollaire. ]

A Taide du théoreme 3.3.1 et remarquant que si A est une réunion de N suites de Carleson,
alors |o,| < N, on peut déduire du corollaire précédent le résultat suivant.

Corollaire 3.4.4 Soit A = UY Ay, Ay € (C). Si f € H® et |f],| > pour un § > 0, alors
1/f|\ € H®|,, c’est-a-dire qu’il existe g € H* telle que 1/ f(X) = g(\) pour tout A € A.

Nous remarquons que si réciproquement il existe g € H™ telle que f(A)g(A\) = 1, A € A,
alors [f(A)| > [1/g(N)] > 1/||g||lg= = 0. Ce résultat est vrai sous la condition minimale
A e (B).

Désignons maintenant par B l'algebre de Banach H*/BH*, ou B = [[,>; by, est le pro-
duit de Blaschke associé a la suite A = {\,},,>1, et par B~! l’ensemble des éléments inversibles
dans B.

Le corollaire précédent permet de démontrer un certain nombre de propriétés de l'algebre B
dont nous n’aurons pas directement besoin dans la suite, mais que ’on peut montrer avec les
mémes techniques utilisées auparavant.

Nous commencons par la description des éléments inversibles de B.

Corollaire 3.4.5 Soit A une réunion finie de suites de Carleson. Si F' € B et si f est un
représentant de la classe F, alors :

Il eziste § > 0 avec |f|,| > 6 <= F € B~

Nous pouvons en déduire le

Corollaire 3.4.6 Soit A une réunion finie de suites de Carleson. Si F € B et f est un
représentant de la classe I, alors

UB(F) = .f( )7
ot o5(F') est le spectre de F' dans B.

Ici, nous désignons par E I’'adhérence de I’ensemble £ C C. Nous remarquons que ce résultat est
aussi une conséquence de la proposition 3.4.8. Nous avons placé ce résultat apres le corollaire
3.4.5, parce quil est une application de la description des éléments inversibles dans H*|,.

Preuve

En effet, u ¢ op(F) si et seulement si ' — pu € B~ ce qui est maintenant équivalent a

|(f —p)|s] > 0 pour un § > 0. Et cette derniere propriété est vraie si et seulement si p & f(A).
n

Ceci nous permet de démontrer la proposition suivante qui généralise le corollaire 3.4.4.
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Proposition 3.4.7 Soit A une réunion finie de suites de Carleson. Si f € H™ et ¢ €
Hol (f(A)), alors po f|, € H®|,.

Afin de voir que ce résultat généralise le corollaire 3.4.4, il suffit de prendre la fonction ¢ : z ——
1/z. Si|f|,| > 6 pour un 6 > 0, alors ¢ € Hol (f(A)) et on obtient @ o f|, =1/f|, € H*|,.

Preuve
Posons F'= f+ BH*> € B. Comme ¢ € Hol (f(A)) = Hol (o5(F')), nous avons

1

SO(F):Q—WZ'

| #QORC F)dc € B,

ou I est une courbe de Jordan dans le domaine d’holomorphie de ¢ telle que f(A) se trouve
a l'intérieur de I', et R((, F) est la résolvante de F' dans B. Désignons par h € H™ un
représentant de (F), alors la formule de Cauchy fournit A(\) = ¢ o f(A), A € A, ce qui
démontre @ o f|, = h|, € H*|,. u

A condition que A soit une réunion finie de suites de Carleson, le corollaire 3.4.6 nous a donné
la description du spectre d'un élément de B. Notre dernier résultat sur I’algebre B concerne le
spectre de l'algebre elle-méme.

Proposition 3.4.8 Soit A une réunion finie de suites de Carleson. Alors
Mg = A,
ot Mg est l'ensemble des idéauxr mazimauz de B.

Preuve
Nous utilisons le résultat suivant, qui est vrai dans toute algebre de Banach commutative
unitaire. Si X C My, ou My est 'espace des idéaux maximaux, alors

-~ Pour tout a; € A,i =1,...,navec Y1, |a;(x)] > > 0,

X =My { x € X, on a l'existence de b; € A tels que Y. ; a;b; = 1.

En effet, ce résultat est une conséquence immédiate de la définition de la topologie de Gelfand.
Posons donc X = A et A = B et définissons pour A € A

my: H°/BH® — C
f4+BH® — f()).

On vérifie que my est bien défini, continu, linéaire et multiplicatif, d’ott my € Mpgeo/ppee, €t
par conséquent A C M geo/ppe~. Ainsi, afin de démontrer la proposition, nous sommes ramenés
& démontrer que pour toute famille (F})",, F; € H*/BH>, i =1,...,n avec 1, |F;(\)| >
d >0, A € A, nous avons 'existence d’'une famille (G;)",, G; € H*/BH>, i =1,...,n, telle
que >, FiG; = 1.

Soit alors F; € H®/BH> avec Y7, |Fi(\)| > 8 > 0, A € A. Nous remarquons que I'écriture
correcte de cette minoration est > |Fi(my)| > 6 > 0, A € A, car on avait identifié A &
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un sous-ensemble de M pge/pre. Par définition de la transformée de Gelfand, ceci est donc
équivalent a

> [ma(F; ‘_Z‘fz >4, AeA, (3.10)
=1

ou f; est un représentant de la classe F;. Nous démontrons 'existence de G; = ¢g; + BH* €
H>*/BH*,i=1,...,n, tels que

S F,G;=1+ BH™.

i=1

En effet, dans ce but, il suffit de démontrer qu’il existe p € H® et g; € H*®, 1 =1,...,n, tels
que

> figi+Bp=1.
i—1

Or d’apres le théoreme de la couronne (cf. par exemple [8]), cette équation n’a une solution
que s’il existe dp > 0 tel que

Z\fz )|+ |B(2)| > by, z€D. (3.11)

Cette derniere minoration est maintenant une conséquence de (3.10), de la condition (CG) et
du principe du maximum. Plus précisément, nous allons décomposer D = M¢ UD \ M¢, ou
Me = Ujen (A, €) (cf. paragraphe 3.1). Ici nous choisissons en particulier

) 1
= —— Imax .
AN = T

(Nous remarquons que 'on peut supposer f; Z 0). Et maintenant nous vérifions que l'on peut
minorer |f;| sur M€ et |B| sur D\ M¢.
Soit donc z € M¢. Remarquons d’abord que nous avons en général

|£i(2) = fiM] < 2]l fill = |02 (2)],

(cf. lemme 3.4.1), et que, d’apres 'hypothese (3.10), pour tout A € A il existe ig tel que
[ fio(M)] = 0/N.

Maintenant comme z € M¢, il existe A € A avec |[by(2)]| < e et iy € {1,...,n}, tel qu'on a
[fin ()] = [fio W] = fio(2) = fio (M| = [fio (M = 2 fi L= 02 ()] = 0/N = 2¢]| fio || o
> 62N,

ce qui permet de minorer Y1, | fi(z)| > /2N pour z € Me.
Soit maintenant z € D\ M¢. Ceci implique |by(z)| > € pour tout A € A. Nous reprenons la
décomposition A = (J,,>; 0, étudiée dans le paragraphe 3.1. D’apres la proposition 3.1.1 nous
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avons sup,s; [on| < N < 00 et (By)n>1 € (CG), ot B, = [le,, br. Soit 1 la constante de
Carleson généralisée associée a la suite (B,,),>1. Nous obtenons maintenant :

. . . o] N
[B(:)l = ninf|Ba(2)] Zn;gflkl; [ba(2)] = 7 fnf €7 = ne”,
ce qui démontre (3.11). Le théoreme de la couronne entraine donc l'existence de ¢, g; € H™
telles que

Zfi9i+B<P = 1.

i=1

Maintenant G; = g; + BH®™ vérifie > | F;G; = 1+ BH*, ce qui démontre le théoreme. n

Remarques

1) Un raisonnement semblable était utilisé dans le cas ou A était une suite de Carleson dans
[12].

2) Afin d’avoir les résultats précédents, il nous semble essentiel que A soit une réunion finie de
suites de Carleson. En effet nous allons construire une suite A vérifiant la condition de Blaschke
qui est dans un certain sens proche des réunions finies de suites de Carleson sans en étre une, et
une fonction f qui est uniformément bornée inférieurement, |f|,| > 0 > 0, sans que f + BH*
soit inversible dans B.

3) Cet exemple et la preuve de la proposition 3.4.7 (qui passe pour toute fonction ¢ €
Hol (op(f + BH*))) montrent qu’il existe une suite A, qui vérifie la condition de Blaschke, et
une fonction f € H™ telles que og(f + BH™®) # f(A).

L’exemple

Nous construisons cette suite dans le demi-plan supérieur (que nous pouvons passer a l'aide
d’une transformation conforme dans le disque ; nous remarquons que cette transformation con-
serve la distance pseudohyperbolique).

Soit donc a,, =i+ mn, n > 1. La suite (a,),>1 est & une distance uniforme de l'axe réel et ses
termes sont uniformément séparés, c’est-a-dire il existe 6 > 0 tel que |b,, (ax)| > 0, ou b est le
facteur de Blaschke dans le demi-plan supérieur :

~ A2+ 1 p—A
b = —
)\(:u) A2 +1 - )\7
Une telle suite est de Carleson (cf. par exemple [8]). Autour de chaque point nous allons

ajouter un certain nombre s,, de points proches de a,,. Nous allons considérer en particulier la
suite

I(\), S(u) > 0.

_ k
A={ it h=0..sn—1 ={i+n+ —}p>10=0. s.—1-

35y,
Si la suite (s;,),>1 est uniformément bornée, alors la suite { A,k }n>1 k=0, s,—1 €st une réunion
finie de suites de Carleson ; afin de voir ceci, il suffit de prendre A; = {\,,;}n>1.<s,. Nous allons
démontrer :

[flal =0

o+ BH ¢ B, (312)

lim,— 008, = 00 = il existe f € H*,§ > 0, avec{
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ou B = H)\EA [;)\.

Remarque

C’est pour cette raison que nous disons que la condition (CG) est essentielle. Notre suite
concrete, des qu’elle quitte le cadre des réunions finies de suites de Carleson, permet de con-
struire une fonction uniformément bornée inférieurement sans que 1/f|, soit dans H*|,.

Nous démontrons I'implication (3.12) :
Soit donc lim,,_ s, = 00 et (S, )k>1 la sous-suite monotone qui tend vers co. Nous allons
poser

M = {zp}n>1 = {n+ (5/4)i}n>1,

et nous allons donner une majoration et une minoration pour la distance pseudohyperbolique
(du demi-plan supérieur) entre les points de la suite (2,),>1 et de la suite A.

% /Zn
T R e +o
................... ++.|.|_'__r§
1
)\n,k
.1 §R

Dessin 3 : Construction de la suite {2z, }n>1

Nous commencons par une minoration. Soit donc A=1¢+r, r € R, et A € A. Alors

r—n—1/4i
r—n+9/4

el = 1O,

1
| = | [25="0 (3.13)

Donc les éléments de la suite (2,),>1 sont a une distance minimale §; des éléments de A.
Nous allons majorer la distance entre z, et {\,x}r=o.. 5,1, 7 > 1:

By (o) = |SEnEE/Bs) = (5/4i4n) | k/(Bs) =1/ 1 5
A R (35,) — (—5/4i+ 1) k/(3s,) + 9/4i 234
— %:52<1. (3.14)

Comme z, est aussi une suite a une distance uniforme de ’axe réel et dont les termes sont
uniformément séparés dans la métrique pseudohyperbolique du demi-plan supérieur, elle est
une suite de Carleson. Soit By le produit de Blaschke associé a la suite M. D’apres (3.13),
les éléments de A sont a une distance minimale d; > 0 des éléments de A, d’ou 'existence
d'un n > 0 tel que |By(N)] > 1, A € A (cf. par exemple [16]). De plus, tous les éléments
{ Ak} i=o0,..s,—1 sont a une distance maximale do de z,, d’ou

B(zn)] < T [Ba,(2a)] < 857
k=0
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Par conséquent, comme limy__,, s,, = 00, nous obtenons :

lim |B(z,, )| =0.

k—> 00

On en déduit

inf (|B()| + |Ba(=)]) < lim_[B(z,)| = 0.

Jz>0
Il est alors évident, qu’il n’existe pas de fonctions ¢, g € H™ telles que
B(,O + BMg = 1,

ce qui est équivalent a dire que pour toute fonction g € H>, on a g|, # 1/BM\A, d’ou la
non-inversibilité de f = By;.

Remarque
Il nous semble que ce genre de construction est toujours possible si A n’est pas une réunion
finie de suites de Carleson.
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Chapter 4

L’opérateur d’interpolation dans HP?,
1<p<o0

Ce chapitre sera consacré a la construction d’'un opérateur linéaire continu d’interpolation de
HP|, dans HP?, si A est une réunion finie de suites de Carleson.

Nous allons reprendre une vieille idée utilisée pour la construction d’un opérateur d’interpola-
tion : dans le premier paragraphe, nous allons construire une famille de fonctions (D;);>1, telle
que D;, i > 1, prend la valeur 1 sur 'ensemble o; et s’annule en A \ o;. En plus, elle permet
une estimation uniforme de Y-,5; |D;|. Des constructions explicites pour de telles familles dans
le cas de H* et d’'une suite simple de Carleson A € (C) existent dans différentes formes et
remontent jusqu’a P. Beurling (voir L. Carleson [6]). Il y a méme des approches générales (voir
par exemple [3]).

La difficulté ici réside dans le fait que la fonction D; doit étre égale a 1 dans plusieurs points a
la fois.

Il n'est pas difficile, si (B,),>1 € (CG), de construire une suite de fonctions qui est uni-
formément bornée inférieurement dans o,, et nulle sur A \ o,. Mais il faut la normaliser dans
tous les points de o,. Ceci sera une conséquence du corollaire 3.4.4 (on pourrait aussi appli-
quer le théoreme de la couronne ; mais nous nous intéressons a une construction explicite de
I'opérateur d’interpolation). Avant la normalisation nous allons rajouter un facteur de conver-
gence qui est essentiellement celui qu’a utilisé S. A. Vinogradov [31] dans sa construction qui
a amélioré celle de P. Jones [15] dans le cas ou A est une suite simple de Carleson. Ce facteur
de convergence nous garantit la convergence de la somme ;5 |D;].

Au deuxieme paragraphe, nous donnons une construction explicite de I'opérateur d’interpola-
tion. Nous remarquons que l'on peut espérer construire un tel opérateur dans H> si et seule-
ment si A est une réunion finie de suites de Carleson, ce qui nous conforte dans I'idée que la
condition que A soit une réunion finie de suites de Carleson est méme nécessaire pour avoir la
description des éléments inversibles dans B obtenue au chapitre précédent.
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4.1 La fonction D;

Pour la construction de la fonction D;, qui suit la construction de Jones-Vinogradov [31], nous
aurons besoin de quelques notations (cf. aussi [22]). Soit A = UY, A; avec A; € (O) et
A=U;> 0 la partltlon d’ensembles de niveau étudiée au paragraphe 3.1, o; = {\; l}w On
suppose que |by(p)| < = pour A\ € o; (1> 1), ce qui est possible d’apres (3.3). On définit
A ={\}i>1 C A par |\ \ = MaXye,,

Al pour tout ¢ > 1. On pose

|1
Biy = Iheaw, br c, = M/\/W( 2/ |p)) = \//Ful \Z\Z
oL AeA, A = B(i)(l gﬂ) ch

-~ C
peA\{ay 1-X;z

DY

a;(\) = 1/4,()\) powr A€o, B = ZW b fbA”Ak 1 ()\Ek)).

On remarque que la quantité a; est bien définie pour A € ;. La fonction P; est une fraction
rationnelle semblable au polynome d’interpolation de type Newton qui interpole les valeurs
{a(Nig)}e |6’ . En effet, nous avons un résultat général dont la preuve se trouve dans l'annexe :

Lemme 4.1.1 Soitn € Net o ={ M}y CD. Si f:0— C, alors

vérifie

Maintenant on peut énoncer le

Théoreme 4.1.2 Avec les hypotheéses et les notations précédentes et si on pose D; = A; - P,
i > 1, on obtient une suite (Dy,)n>1 C H* qui vérifie

1 s2 )\60'2'
1) Di()\)_{O si Ae A\ o;

2) Y |Di(2)| < c(5,N), z€D,

avec une constante c¢(§, N) > 0.

Remarque
1) On peut aussi démontrer

ol
IDille < c(1—[A7))7 (1 <p< o).

2) Grace a la condition de Blaschke, la fonction O est holomorphe et de plus bornée par 1
(voir les détails dans [31]).
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Preuve

Comme la fonction P; interpole justement les valeurs réciproques de A; sur o;, la fonction
D; = A;P; prend la valeur 1 sur o;. De plus, la fonction A; contient le facteur By = [1j; B
et s’annule donc sur oy, k # 7. Ceci établit la propriété 1, et il reste donc l'estimation de la
somme. Pour ceci il faut connaitre une majoration de |P;| et de |A;|. D’apres la définition de
P; et comme |o;| < N (i > 1) et |by,,| <1, il reste a voir que Ak_lai()\gk)) est uniformément
borné. Dans ce but, on vérifie les hypotheses du corollaire 3.4.2 appliqué a I'ensemble A = 0.
On se persuade que la fonction A; est bien holomorphe et bornée (voir aussi la remarque 2) ;
Pestimation ||(1 — |A2|)/(1 —Az2)||m~ < 4 est évidente). A; appartient donc bien & H* et vérifie
| Ail|l = < s = 4. On minore chacun des facteurs de |A;(\)| pour A € o;. La condition (CG)
entraine |B(;(A)| > 0 pour tout A € 0;. Pour le deuxieme facteur, on se sert du fait, que I'on
ait choisi ¢ dans la partition d’ensembles de niveau telle que |by(u)| < 3 pour A, p € 0 (i > 1).

Ceci entraine, & Paide de (3.4) que (|1 — [X2])/|1 — \A| > 2 pour tout A € o; et donc

122\, _ 4
|| —==] | > = pour A€o
1— XA 9

11 reste I'étude de |[C*i|. On remarque d’abord (cf. [22], p.190)
Al < pl <1 = [e,(AN)] = [bu(A)].

En plus, d’aprés la construction de A, on a || < |\;| pour A € ¢;. Donc

crN)l= II le= II b= H [bu(A)] > 6.
peA\{A:} peA\fAi} HEAN{A}
MDY 2> A

La derniere minoration était une conséquence de (B,),>1 € (CG). Ceci justifie aussi que
A € (C) avec la méme constante de Carleson 6 que (B,),>1. On a alors minoré |A4;()\)| pour
A € o; par § = 462/9. Le corollaire 3.4.2 donne alors I'estimation

| AP (A < e85, N, [|A]| <) = co(8, N).

Par conséquent, la fonction P; est uniformément majorée par Nco(d, V), ce qui démontre
I’assertion du théoreme :

SIDE) = TAERE] < Nl M) 5o (A8 o)

i>1 i>1 i>1 1— Nz

; 1= 2N s,
< Ne(d M) Y| [—=1]) M.

i>1 \1— Kiz

On peut supposer que les ensembles o; sont ordonnés dune fagon telle que I'on ait il < [ Xigal
pour i > 1. Comme A € (C), on peut maintenant appliquer le raisonnement de S. A. Vino-

gradov (cf. [22], p.190 ou [31]) pour obtenir I'estimation >=;5, |D;(2)| < 8Ncy(d, N) = (0, N).
]
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4.2 L’opérateur d’interpolation

Soit. X? 'espace de suites introduit dans le théoreme 3.3.1.

Théoreme 4.2.1 Sous les hypothéses et avec les notations du théoréme précédent, l’application

Int: X?» — HP
los|  /k—

1
w o 03 (T ) 27 wir®)
k=1 1

1>1 =

est un opérateur linéaire d’interpolation pour 1 < p < oo, c’est-a-dire il vérifie :
1) Int (w) € H? et |[Int (w)||gr < c||w|xe pour w € XP
2) Int (w)(A) = w(\) pour A € A.

Remarques

1) Nous insistons sur le fait que cet opérateur est aussi continu dans le cas p = 1, ce qui permet
de montrer X; C H'|,. Nous revenons a ce cas dans le sixi¢tme chapitre, ol nous montrons en
effet 'inclusion inverse.

2) Pour le cas ¥, = by, 1 < p < o0, S. A. Vinogradov et S. E. Rukshin [34] ont démontré
I'existence d’un opérateur linéaire et continu approprié a leur définition plus générale d’interpo-
lation (cf. aussi la remarque apres le théoréme 2.2.1).

Preuve

La propriété 2) est immédiate et nous démontrons alors la premiere : il faut distinguer les deux
cas 1 < p < ooetp=o0.

(i) Pour p < oo, on pose

<1— 22|
a; = |

2 . L il
) BoCh BRI X1 A5 )

k=1
1= 12\ g
b = |< u) ByChBs,

ou w € XP, et on obtient

L 1

(z7)-
>QCXZ'PZ-|>

[Int (w)(2)] < (Z b?)

1>1

On majore le premier facteur

1

. 1—|A
(Z 53) = (Z | B < =
i>1 i>1 1—N\

< (6, N)i =cy.

1
q

il

z
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Pour la derniere majoration on s’est encore une fois servi du raisonnement de S. A. Vinogradov.
Avec ceci on estime la norme H? de Int (w) :

i>1

)
{ Db )1(Za); plluéC’fZH@fllLl

0>
il k—1 (k) |>‘2| i
< YDA W) || 3 i [[BayC™ Pl e,

J— ZZ

i\ 2
et comme H( X/\) g =1 —|A2]

. |7 P
< A1) (Zw*wuﬁ’”ﬂ) < collw|/%s-

i>1 k=1
(ii) Soit p = co. Pour w € X, on majore directement

o

[Int (w)(2)] < Y |Di(= \Z\N LA < lwllxe 3 1Di(2)

i>1 i>1

< x5 Nl
Et donc |[Int (w)||g= < c1(8, N)|Jw]|xe. -

Remarque

S. A. Vinogradov et S. E. Rukshin ont démontré dans leur article [34] que l'existence d'un
opérateur linéaire et continu d’interpolation au cas p = 1 ou p = oo implique forcément que
les multiplicités des zéros sont uniformément bornées. Nous terminons ce paragraphe avec un
résultat semblable. En effet, nous allons démontrer que la condition que A soit une réunion finie
de suites de Carleson est aussi nécessaire pour 'existence de 'opérateur linéaire d’interpolation
dans le cas p = co. Nous résumons ce fait dans le

Théoreme 4.2.2 Soit A € D une suite vérifiant la condition de Blaschke. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :
1) 1l existe un opérateur linéaire, continu d’interpolation

Q:H>®|, — H>

c’est-a-dire Q(a)(A) = ay, A € A.
2) La suite A est une réunion finie de suites de Carleson.

Remarque
Nous munissons H*|, de la topologie intrinseque : pour a € H*|,, nous posons |a| =

inffeH°°,f|A=a ||f||H°°
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Preuve
L’implication (2) = (1) est une conséquence immédiate du théoréme 4.2.1. Démontrons donc
I'implication inverse. Nous utilisons le résultat de P. G. Casazza, R. W. Pengra et C. Sundberg
[7], qui ont donné une caractérisation des idéaux fermés dans l’algebre du disque A = H*NC(D),
tout en remarquant que ces résultats restent valables pour décrire les idéaux fermés de la forme
OH>, ou # est une fonction intérieure, dans H*°. En effet, leur résultat démontré qu’un sous-
espace de H™ de la forme §H>, # intérieure, possede un supplémentaire topologique si et
seulement si 6 est un produit de Blaschke associé a une suite qui est une réunion finie de suites
de Carleson. Supposons donc que 'opérateur @) : H*|, — H* soit borné. L’opérateur de
restriction R : H*® — H>|,, f —— f|, est également continu par rapport a la métrique
intrinseque de H*|,, ce qui implique la continuité de P = QR. Nous remarquons au passage
que RQ = IdHoo|A et que 'on a donc P? = (QR)? = QRQR = QIdHOO|AR = QR = P. Par
conséquent P est une projection continue dans H ayant comme noyau BH*. En effet, comme
@ est injectif, il suffit de considérer ker R. Or ker R = {f € H* : f|, = 0} = BH*. Par
conséquent, BH> possede un supplémentaire topologique, ce qui, d’apres le résultat cité, n’est
possible que si B est un produit de Blaschke associé a une réunion finie de suites de Carleson.
[ |



Chapter 5

Caractérisation de I’espace des traces
de HZY

Dans ce chapitre, nous utilisons les techniques utilisées dans le chapitre 4 pour décrire H°|,,
ou A est une réunion finie de suites de Carleson. Cette technique consistait a localiser les
éléments \ € o, a 'aide de la fonction D,,, et a trouver ensuite une fonction P, qui interpole
localement les valeurs (a,, k)' | Le résultat, que nous allons obtenir ici, généralise celui de S.
A. Vinogradov et V. P. Khavm [32] sur la caractérisation des traces HZ°|,, o A est une suite
de Carleson dans D, aux réunions finies de suites de Carleson.

Dans le premier paragraphe, nous allons donner les conditions a imposer au poids w — essen-
tiellement ce sont les mémes conditions qui étaient utilisées dans [32], plus une condition de
croissance locale par rapport a la métrique pseudohyperbolique — , quelques résultats aux-
iliaires et les définitions des espaces HJ° et [3°A. Dans le deuxieme paragraphe, nous allons
donner la caractérisation de HZ°|, si A est une réunion finie de suites de Carleson. Dans le
dernier paragraphe, nous allons exhiber deux poids qui vérifient les conditions énoncées dans
le premier paragraphe.

5.1 Introduction

Soit w : [0,1) — R une fonction continue et croissante, telle qu’il existe ¢ : Cy/2 — C, ol
Cip = {2z € C: RNz > 1/2}, avec

1
Nous supposons que ¢ vérifie les conditions suivantes :
1) ¢ est reguliere dans C;s.
2) ()0| [1,00) > 0.
) | ) est croissante.
4) 11 ex1ste c >0, tel que |p(2)] < cp(]z]), 2 € Cyja.

w

Remarque
Ces conditions sont essentiellement celles énoncées dans [32].
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Nous avons besoin d’une condition supplémentaire qui décrive le comportement local de w
— c’est-a-dire par rapport a la métrique pseudohyperbolique — pres de 1’axe réel. Dans ce but,
nous allons prolonger analytiquement le poids dans le disque par w(z) = ¢(1/(1 — z)), z € D.
En effet si z € D, alors ®R(1/(1 — z)) > 1/2. L’analyticité de ‘P|(c1/2 entraine alors celle de w/y.

Définissons 1’ensemble

M.={zeD:|by(2)| <} = | L.

o<r<1

oul, =Q(r,e)NC, et C. ={z € C: |z| =r}. On peut démontrer que M, s’identifie localement
a un angle de Stoltz centré en 1. En effet, soit I'y, = {z € D: [z — 1| < (1 —|z|)}, n > 1, cet
angle de Stoltz. Alors il existe 1y, m2 > 1 et r > 0, tels que

I, ND(1,7r) Cc M.ND(1,r)C I, NnD(1,7),

ou D(l,r)={ze€Db:|z—1] <r}.

7\

r

72

r

m

Dessin 4 : L’angle de Stoltz

Pour pouvoir obtenir une caractérisation de HZ’|,, nous devons imposer une certaine régularité
a w a l'intérieur des groupes o, (cf. chapitre 3.1). Nous avons choisi la condition suivante :

5) Il existe un £; > 0 et une constante ¢; > 1 telle que pour A\ € M., nous avons :
(1= D' (V)] < e lwN)].

Remarques

1) Nous avons privilégié cette condition, car elle est plus transparente que celle que nous allons
donner dans la suite. En effet, elle nous dit qu'on peut majorer la dérivée par rapport a la
métrique pseudohyperbolique par la fonction elle-méme.

2) Cette condition — avec les autres — entraine que la croissance de w est de plus polynomiale.
En effet, si on considere le comportement de w sur I’axe réel, on obtient (1 — ¢)w'(t) < cyw(t),
t > 0, grace aux conditions 1)-3). L’intégration de cette inéquation différentielle fournit la
majoration w(t) < k(1 — ), pour un k > 0.

Malheureusement, cette condition n’est pas tres convenable pour les considérations du chapitre
suivant. Nous allons donner une autre caractérisation de la condition 5). Au préalable, nous
énoncerons un résultat utile. En effet, le lemme suivant dit que la valeur absolue est une
fonction lipschitzienne dans D par rapport a la métrique pseudohyperbolique :
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Lemme 5.1.1 Soient \,u € D. Alors

o (D] < oA ()

Preuve
Soit A\, u € D et r = |ul, alors

PP TR [ €7 PP o [ € PR
* [ESVE = (1= |Ar)? 1—AJr
D’ou
A=
> = .
s()] 2 1375l = )

Proposition 5.1.2 Soit w : D — C une fonction holomorphe. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
1) 1l existe ¢ > 0 et ¢ > 1 telle que pour A\, € M. et |by(p)] <€ on a

T < ()] < )] (5.1

2) 1l existe €1 > 0 et ¢y > 1 telle que pour X € M., on a
(1= VD' W] < ex |wN)]-

Preuve
Nous supposons €, < 1/3.
Soient €, c comme dans 1) et posons €; = ¢/4, ¢; = (4/3)%c/(e1(1 — €%)). Prenons A\ € M,,.
Alors si p € (A, e1), on a
by ()] <&, (5-2)

bA(p)| <e.

La condition (5.3) est immédiate, car ; < ¢, et la condition (5.2) est une conséquence de
I'inégalité triangulaire et du lemme 5.1.1 :

o ()] < 10u ) 1o (D] < 10 ()] 107 (D] + 1o (M < 200, (A)] + 1

= 35 <e.

Ainsi, pour tout p € Q (A, &1) nous pouvons exploiter 1’équivalence

%Mw < ()] < clw(V)]-

La formule de Cauchy nous fournit

iy L w(¢)
WA = 27i /89()\,51) (C—\)2 dc.
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Pour ¢ € 9Q(\, &) nous avons |\ — (| = &1 — X¢| > 3/4e1(1 — |N?]) (cf. (3.4)). De plus,
le disque pseudohyperbolique (A, e1) est au juste un disque euclidien de centre ¢ et de rayon
r=c¢e1(1—|N?])/(1 —&2|N\?|) (cf. par exemple [8]). Ainsi nous pouvons majorer

: 1 w(Q)]
|w ()\)| = %/6D(C,T’) |< - )\|2 |dC|

< (Y e e WO [
— 2w \3/) 31— |\?)? (D ner) aD(c,r)

4?1 1 1— [N
_ )\ 2 [ D
(3) a1 e SN PreT

= (%)2 51(16—5%) 1|°i(|>‘)?l|

C1

Et donc
(1= NPl < erlwNV)].
Pour la réciproque, nous posons € = £1/(8¢;). Soit A € M. et p € Q(\,g). Alors
o ()] < [ou M+ 1o (D] + [oACAD] < 2[bu(A)] + & < 32 < ey

Ceci nous permet d’appliquer I'assertion 2) pour z € Q(\, e). Choisissons \g € 0Q2(\, €) tel que
lw(Xo)| > |w(z)| pour z € Q(A, ). Ainsi

w(A) w(Xo) W
< = e+ [0 a

Or [u, Ao] C Q(A, ), car Q(A, e) est convexe et u, \g € (A, )
1
1+ 7|)\0 — ,U|Cl

<
N jw(p)l
Nous supposons sans perte de généralité |Ao| > |ul,
wPo)| Ao — pf
S 1+ C1
(ol T
|W()\0)\ 1 — Aopl
1—[A3|

U )
CelpAo) 1 — |C2‘

< 1+

C1 2e

Donc

ce qui implique




o7

Donc on pose ¢ = 4.
En échangeant les roles de A et i, on obtient la majoration inverse. [ ]

Remarque

On peut démontrer cette proposition pour n’importe quel domaine 2 d’intérieur non-vide.
Par contre, la validité de I'une des deux propriétés sur €2 entraine la validité de 'autre seule-
ment sur un domaine plus petit ' C Q, qui vérifie dist,(9€Y,00) > e, ou disty(Ey, Ey) =
inf}\eEl,,ueEg \b,\(,u)| pour Ey, 5 C D.

Dans tout ce qui suit, nous allons travailler avec la formulation équivalente (5.1) de la con-
dition 5) et a chaque fois que nous nous référerons a la condition 5) nous utiliserons en effet
(5.1).

Nous aurons besoin d’une estimation des différences divisées par rapport a la métrique pseu-

dohyperbolique pour une fonction holomorphe dans D.

Lemme 5.1.3 Soit f € Hol (D). Supposons que 0 = {\¢}i, C D, N € N, vérifie |by, (\)| <
e<1/(BN), k,l=1,...,N. Alors il existeu € OQ (A1, (N+1)e) tel que pour toutk =1,..., N,

on a
| A OS] < el f(u),

et ¢ = (2/e)* I /(N —1).

Preuve
Nous allons d’abord démontrer U'existence de u € 92 (A1, (N+1)e) telque pour k =1,..., N—1,
et z € D vérifiant |y, (2)] < e(N + 2 — k), nous avons

| A FOED )] < el f(w)]. (5.4)

Avec le choix e(N 4+ 2 — k) comme rayon du disque pseudohyperbolique, on obtient, grace a
I'inégalité triangulaire, en particulier les inclusions Q (A1, (N+1—Fk)e) C Q (A, (N+2—k)e),
k=1,...,N—1.

Q ()\3, 25)

u

Q ()\2, 35)
Q ()\1, 45)

Dessin 5 : Les voisinages emboités €2 (Mg, (N + 2 — k)e) (exemple pour N = 3)

Pour k = 1, prenons u € 9Q(A1, (N + 1)) avec |f(u)| = sup,can rv41)e) |f(2)] (nous remar-
quons que 'on a toujours (A, p) CDpour A € Det p<1;or (N+2—k)le <1, et doncle
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principe du maximum est applicable).
Supposons donc que l'on ait (5.4) pour |by, ()| < (N +2—k)e. Par définition, nous avons pour
kE<N-1

B Ak—lf()\(k—l)’ Z) _ Ak—lf()\(k))
B b)\k(z) .

Cette fonction se prolonge analytiquement en A, et par conséquent, a l’aide du principe du
maximum, nous obtenons pour [by,,(2)| < (N +1—k)e

AFFA®, )

Ak—l )\(k—l) _ Ak—l )\(k)
\Akf()\(k),zﬂ < sup ‘ f( 7C) f( )
(R (g1, (NH1-R)e) bx.(€)

2 k—1 (k—1)
< sup AP AT Q)
(N - /{;)5 €€ Ay 1,(N+1—k)e) | ( )‘

car [by, () = by, (O = [0, (M) = (N =k +1)e —e = (N —k)e. Or Q Ay, (N+1-k)e) C
Q (A, (N + 2 —k)e), et on obtient donc

sup | A AR Q)] < sup | AT AR ),
C€Q (Mg 1,(N+1—k)e) ¢ (M,,(N+2—k)e)

ce que l'on peut majorer grace a I'hypothese de récurrence par ci|f(u)|. Par conséquent

2
AP FOAW )| < ———— .
|88 OO, 2) € el )
—_—— —
Ck+1
En particulier, on en déduit cxy1 = cx - 2/((N — k)e) = (2/)* I\, (1/(N —1)).
Par hypothese, pour k = 1,..., N, nous avons |by, (Ax41)| < € et donc A1 € Q(Ag,e) C
Q (Mg, (N+2—k)e). Ceci permet d’appliquer (5.4), et on obtient l'existence de u € 9§ (A1, (N +
1)e) tel que

| AFE QW) < el f(u)].

Définition 5.1.4 Soit A = U, 0n, 05 = {)\n,k}‘,:ﬂ, la décomposition de A étudiée dans la
proposition 3.1.1. Nous posons

lon = {a € ch . | NAF1 a()\slk))| <cow(A),n>1,k=1,... |o.], A € o,.},
et
HZ|, = {f € Hol (D) : |f(2)| < c;w(|z]), » € D}.

Nous munissons H® de la norme || f||ge = sup.ep(|f(2)|/w(|2])) et nous obtenons ainsi un
espace de Banach.
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5.2 Caractérisation de H°|,

Théoréme 5.2.1 Soit A = UY, A;, Ay € (O) et A = Uns1 0w la décomposition étudiée dans
la proposition 3.1.1. Siw(t) = @(1/(1 —t)) vérifie les conditions 1)-5) du premier paragraphe,
alors nous avons

w

HY| =15

Preuve
Pour ¢y > 0, nous pouvons choisir la suite (0,,),>1 (cf. (3.3)) telle que l'on ait

lon] < N, n>1,
‘bA(/’L)‘ < €o, )\7/"L Cop, N > L.

Pour des raisons techniques que nous verrons plus tard, nous allons choisir la décomposition
telle que

g0 < e/12N < 1/3,

ou ¢ est donné par le poids w (cf. (5.1)).
D’apres les résultats du chapitre 4, il existe une suite de fonctions {D,,},>1 C H*> qui vérifie

1 Neo,
1 Dnm:{o U

2) Y |D.(2)| <M, zeD.

n>1
Nous commencons donc par 'inclusion [{°n C H|,. Nous allons définir un opérateur

O:le, — HY
a — D(a),

par
lon| k—1 a
F(2) = B(a)() = 3 Da()in(2) 3o I b, (2) A (—) W),
n>1 k=1 i=1 n
avec
Ao - 1
wn(z) =@ <)\n70 — |)\n70|z> = (1 _ %2) )

et Ano € oy tel que [Anof > [A[, A € 0y
Il s’avérera que @ est justement 'opérateur linéaire d’interpolation. Dans ce but, nous avons a
démontrer :

f e HF, (5.5)
fO) = a(\), AeA. (5.6)
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Commencons par (5.5). Nous appliquons successivement 'inégalité triangulaire, les propriétés
4), 3) de w et la définition de w :

—_

lom| a
& £ X IDuE I <|—) 1o () o

n>1 1-— —Z

IN

lon| a
¢ IDA(2) ¢ (|1_%|) S| ok (J) (W)

n>1 k=1

IA

X Dl (1) ek ()

n>1

lom| a
< eMulesup(3] 44 (1) 6. 5.7

nzl p—p Un

Ceci nous ramene donc a démontrer pour a € [FA -

lon]

sup(3- | 657 () O <
nzl p—p n

Nous allons appliquer la regle de Leibnitz discrétisée (cf. lemme 3.4.3). Pour alléger les nota-

tions, nous écrirons dans la suite A\g = A0, Ak = Api et 7 = |0y :

k—1
Ak-1 ( a ) (AB) = Ak-1 (a - i) (A®) = 3 AR a0, Aes) A (g oy ).

Uy n = Un
(5.8)
Et il suffit de démontrer
o1
‘A] —(>\k_,,)\k)‘ <c s A E oy, (59)
U w(|A[)
Dans ce but nous effectuons une récurrence. Remarquons d’abord qu’avec le changement
fo = Ao
A
e = M)\k, k’Zl,...,T’,
Ao

nous pouvons écrire

wn()‘k) = w(:uk)a

(si on prolonge w a D comme signalé dans le premier paragraphe). Remarquons aussi que
I'ensemble &,, = {py}j_, vérifie

1) 5nCM€/(4N)
%) Jbu ()l < 2/(12N), kl=1,....r.
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En effet, comme |Ag|/Ag est de module 1, nous obtenons

by, ()] = [bx, ()] < g0 < €/(12N),
ce qui démontre 2). Démontrons donc 1). Nous avons

— |>\k|/~bk

10101 (1) | = <.

\u Iu

On minore le dénominateur |1 — |Ag|ux| > 1 — |AZ], et on majore le numérateur

A
=l = 11l = Dol + o] — 120!

S |)\k — )\0| + |)\0 — )\k| S 2€0|1 — )\k)\0|

1
>\k| < %] = [Xol] + [ Ao |)\_0()\0 — i)l

Ainsi nous obtenons

11— Xedo|
Bt ()| < 28015
— Xl
Or g9 < e/(12N) < 1/3 entraine
2 12 _4
2 < <
37 11— ol ~ 3

(cf. (3.4)), ce qui implique donc
3
by ()] < 2205 = 320 < 2/(AN).
Afin de démontrer (5.9), il suffit donc de démontrer

|A] (:uk ]7“'7:“49)|§C

1
. A E oy, (5.10)
w(|AD)

(nous remarquons que |A| = |u| pour p € 7,), si

/LkEME/@N), ]{7:1,...,7’
b ()] < e/(12N), kl=1,...,r (5.11)

Commengons par le cas j =0:

| A% = (uk)\—|—(uk)\<0| ()] <

d’apres 5).
Considérons donc le cas 7 > 1 :
Nous appliquons a nouveau la regle de Leibnitz discrétisée :

0 = A ) = A D))

J . 1
= Z A]_lw(,uk—ja o M=) A — (M=t - - - )
1=0 w
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Nous isolons le terme [ = 5 :

1 o 1
AN —(pg—jy ooy fig) = N Kk—js -+ y Hk—1 A= =15 - -+ HE)-
w( J ) W(Nk—j) ; ( J ) w( )
(5.12)
Par hypothese de récurrence (5.10), nous pouvons supposer
1
| A (Mk e b)) S , L<y (5.13)
w(|pl)
Afin de démontrer (5.10), il suffit donc d’estimer
| AT (s s )] < cw(|pl), (5.14)
car on a déja vu
1 I<¢ 1 <& 1 €5
~C Sc , M€ Oop.
w(pir—j) w(p) w(|pl)

Nous avons donc besoin de 'estimation (5.14), que nous considérons sous la forme

| A w(pn, o i)l < cw(lpl), 1€ G

Or [b,, ()| <e/(12N), k,l=1,...,N, et w € Hol (D). Nous pouvons donc appliquer le lemme
5.1.3 & w pour obtenir 'existence de u € Q (u1, (N + 1)eg) C Q2 (u1,¢/4), tel que

| AP WD) < eppafw(u)-

Or |w(u)] < clw(m)| < Cw(|u]) < Aw(|p]), car u € Q(u1,e/4) et (cf. la preuve de la
proposition 5.1.2) |b,(|u])| < e. Ainsi nous obtenons (5.14).
Reprenons (5.12) :

.1
|Na(uk—j,--->uk)| < |Z|N Py e )] | A (,Uk Iy ees k)|
J —
< cwl|p
ST 7 Z ()€
1
S

Maintenant nous pouvons exploiter cette majoration dans (5.8).

a k-1 '
| AR <_> A < ST AR g, ) | AT — ()\k g AR

'lvbn =0 ¢n
k—1 '
= 1AM T a(h o Ny A (uk Jree oo b))
j=0

k—1 ) 1
< AR a0, el | € ——.
2| R A ()

Or, par définition de I3°4 nous avons | A7 a(AD)| < cw(|A]) et w(|A]) = w(|p])
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k=1
< Y Ce,,
=0
ce qui démontre maintenant — a partir de (5.7) :

[F(2)] < Co M w(]z]).

Donc f € HY[,. Afin d’achever la démonstration de [J°x C HY|,, il nous reste a vérifier la
propriété d’interpolation (5.6). Or D,(\) =1 si A € gy, Dn()\) =0si A€ A\ o, et al’aide du
lemme 4.1.1 :

lon| k—1 a
ST b, (4) A5 ( w) O = -,

k=11=1

si A € g,. Par conséquent, si A € A, c’est-a-dire s’il existe ng € N tel que A € ng, nous avons

lon] k—1
FO) = 3 DaenN) S T ba, (V) A4 <w_> )

n>1 k=11=1

|°’n0‘

= Dpy(N) o (A Zkr[lbxnol A (—) (AP
k=1 [=1 wno

= a(N),

ce qui démontre f|, = a et donc a € HY|,.

Nous démontrons 'inclusion inverse :
o0 o
Hw |A - lw,A

Soit f € HX C Hol (D). Comme |by, (\)| < €/12N, nous pouvons a nouveau appliquer le
lemme 5.1.3 pour obtenir I'existence de u,, € € (A,1,£/6), n > 1 tel que

AR PO < elf(w)] < cwllml), n21, E=1..,N.

Comme by, ,|(|un|) < |ba,, (un)| < €/6, nous pouvons remplacer w(|u,|) par cw(|A|), A € o,.
D’ou

| AR FOY < cw(|A]), A€o, k=1,...,N.
Posons
a(A) = f(N), XeEA,
alors sur o, obtenu dans le paragraphe 3.1, nous avons |by ()| < €/6, A\, u € 7, ce qui entraine
| AL a(AP)] = [ A FD)] < cw(|Angl)
pour A\, € o0, et par conséquent

f‘A aelw&v

ce qui démontre finalement H3°[, C IFA. [
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5.3 Deux exemples d’un poids w

Comme le nombre de conditions imposées au poids w est assez impressionnant, il parait na-
turel de se poser la question de savoir s’il existe un poids qui les vérifie. En voici deux exemples :

Exemple 1

w(t):<%>r, tel0,1), r>0.

La fonction w est bien continue et croissante sur [0,1). Avec

@:Cl/g — C
z — z2",

nous avons

1

wlt) = ¢ (1=

) , te0,1).

On vérifie directement les hypotheses 1)-4) pour . Etudions donc la derniere condition. Soient
A\t € D et prenons € < 1/3. Alors si |by(u)] < € — sans tenir compte de la condition
supplémentaire A, u € M. — nous avons

w(A) 1—X, A=, A=, 1—=mx)"
== = == <1+ |[—]l—
1 1—pn 1 A l—p

L1 —mA)" 211 —7mA)" 23
< Al -7 <1+ <(1+=-=)"=2".
= { 31—l ) SV T 3o per S0
En échangeant les roles de A et p, on obtient I'estimation pour |w(p)/w(A)]. On obtient donc

¢ = 2" dans la condition 5).
On désigne souvent par A™" les espaces associés a un tel poids.

Exemple 2

Posons

QOI(Cl/Q — C
z +— Logz+m.

Cette fonction est bien réguliere sur Cy/, et elle vérifie les conditions 2) et 3). Nous vérifions
I'hypothese 4) sur Cyo.

|Log z + | = |In|z| +iArg (z) + 7| <lIn|z| + 27 < (1 + )(In|z| + 7).
T

—In2
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Nous étudions la propriété 5). D’apres la discussion dans le premier exemple, nous avons
11— A|/|1 — p| <2, st |ba(p)] < 1/3. Ceci implique

1 —
() =] = [Log— ~ Log 7= | < [Log 1=+ 2n
1—p
< ln|1_)\|+37r
< In2 4 3.

Nous posons ¢ = In2 + 3w. Pour u € D, nous obtenons la minoration

1 1
+ 7| = |in] | + 7+ iArg(——)| > — In2.
@ L—p

= |L
1)] = Log 1= —

Finalement, nous pouvons majorer

T—1In2

W]

IA

W]+ |wA) = w(p)] < lw(p)] + ¢ = [w(p)] + ¢

C ().

T—1In2
< (1+

T—1In2

En échangeant les roles de A et p, nous obtenons 'estimation inverse. Ainsi, comme dans le
premier exemple, w vérifie la condition 5) sous la seule restriction |by(u)| < 1/3.



66



Chapter 6

Caractérisation des traces X|, pour
d’autres espaces

Dans ce chapitre, X sera un espace de fonctions holomorphes sur D (nous n’avons plus besoin
de le considérer comme la partie analytique d’un espace de fonctions mesurables).

Dans le premier paragraphe, nous allons donner une autre construction de I'opérateur d’interpo-
lation toujours basée sur la famille (D,,),,>1, qui n’utilisera pas I'interpolation locale, mais plut6t
une interpolation globale. Cette construction permettra de décrire ’espace des traces de X, si
X vérifie une certaine condition de stabilité (que nous allons définir), sur les réunions finies de
suites de Carleson, méme si celui-ci n’admet pas une famille de fonctions interpolant localement
et permettant une majoration uniforme de la norme.

Dans le deuxieme paragraphe, nous allons donner des exemples d’espaces auxquels on peut
appliquer cette description. Un exemple intéressant qui rentre dans le cadre de cette approche
générale est le cas de I'espace de Bergman.

6.1 Le résultat général

Nous allons d’abord définir la propriété de stabilité des suites de Carleson par rapport a une
perturbation dans la métrique pseudohyperbolique du disque (cf. [14]) :

Définition 6.1.1 Soit X C Hol (D). Nous dirons que X est stable, si pour toute suite de
Carleson A = { A\, }n>1, il existe un € > 0, tel que pour toute suite A = {\, },>1 C D avec

|b>\n(5\n)| <g n > 17 (61)
nous avons
X|A = X|i\'

Remarque
Cette définition peut étre affaiblie dans un espace vérifiant H>*X C X.
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Nous supposons que X est un sous-espace vectoriel de Hol (D) vérifiant les conditions suivantes :
1) H*X C X,
2) X est stable.

Remarques
Nous verrons a la fin de ce chapitre des exemples d’espaces stables.

Nous définissons aussi I’ensemble des suites d’interpolation libre de I'espace X (cf. [14]).

Définition 6.1.2 Soit X C Hol (D) et A € D. Nous disons que A est une suite d’interpolation
libre, et nous écrivons A € Int(X), si | = X|, est un espace idéal (voir Uintroduction du
paragraphe 2.1 pour la définition d’un espace idéal de suites).

D’apres la remarque qui suit le théoreme 1.4.1, nous avons le

Lemme 6.1.3 Si A € (C), alors A € Int (X).

Soit maintenant A = UY.,, A; € (C)). Nous posons

I = X],,

et obtenons ainsi — d’apres le lemme précédent — un espace idéal [. Comme A; € (C) et
X est stable, il existe ¢ tel que toute suite A C D ayant la propriété (6.1) vérifie X|, = X|;.
Soit A = UN, A; = Un>1 0n la décomposition de A étudiée dans le paragraphe 3.1. Nous la
choisissons telle que |by(p)] < €/4N si A\, € 0,, n > 1. Pour des raisons techniques nous

|on|

supposons que A; = Uy,>1i<(o, {1 n,i}, 01 00 = {Ani}ich -
Nous définissons l'espace de suites

Iv={aecc:( sup |ATa(A)|),s1 €1},

n
k:]v"'v‘o'n‘

qu’on peut toujours interpréter comme un espace de Sobolev discret. Nous remarquons que —
puisque sup,,»; [0n| < 0o — nous pouvons remplacer la norme locale [*° par n’importe quelle
norme [,

Nous obtenons le

Théoréme 6.1.4 Soient X C Hol (D) un espace vérifiant les hypothéses 1)-2), A = UN, A;,
A; € (C) et A =U,> 0 la décomposition étudiée dans la proposition 3.1.1. Alors

X|, = ly.

Preuve

Nous commencons par l'inclusion X|, C Iy :

Soit f € X C Hol (D). Comme |by(p)| < €/(4N), A\, pu € 0., nous avons a l'aide du lemme 5.1.3
'existence de A\, o € © (A,1,6/2) tel que

[ A PO S elfQno)ls n2 1 k=1, |0
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Or comme X est stable, [ est idéal et [by, , (An0)| < /2 < €, nous avons (| f(Ano)|)n>1 € 1 ce
qui démontre U'inclusion X|, C Iy.

Montrons donc 'inclusion inverse [y C X|,. A l'aide des résultats du chapitre 4, nous allons
construire un opérateur d’interpolation semi-implicite.

Soit donc (ank)n>1,k=1,...jon] = (@(Ank))n>1k=1,...|on| € In. Posons a, = AFla(AR) sik < o,
et a, = 0 sinon. D’apres 'hypothese, on a (ay,x)n>1 € [ pour k =1,...,N. Soit (D,,),>1 la
suite de fonctions construite dans le chapitre 4. Nous allons démontrer ’existence des fonctions
fi, 1=1,..., N, telles que la fonction

lon| 1—1 min(l—1,|on|—1)

F(2) =22 Du(2) 3 T1 bn,n () i(2) = ; Aiz) > Duz) I ba,(2),

n>1 =1 k=1 n>1,1<|on| k=1

interpole bien les valeurs a, ; dans les points A, ;. Dans ce but, nous allons poser

Tn,l = Qna,
A,k — fz_ll Hl_zll b)\n,j ()\n,k)fl()\n,k)
Tnk — T—1 , k= 1,...,‘O'n‘. (62)
Hj:l b)\n,j(Aan)
Et nous allons démontrer 'existence de N fonctions f;, [l = 1,..., N, qui interpolent (%,l)@l,
l=1,...,N. En vue du dessin suivant, nous allons parler d’interpolation “horizontale”.
fo=p.. ,,,,, ,,,,, ..... ,,,,, + Vi k
fa=>-} + ,,,,, ,,,,, ..... ,,,,, +
fasfoo ., ,,,,, ., ,,,,, .,
fos | +\)\+ ,,,,, O
froe o ,,\)\ﬁ,,,,,,,,,,
AAAANMNAA

Dessin 6 : Interpolation horizontale

En effet, si les fonctions f;, [ = 1,..., N, interpolent les suites (7V,)n>1, { = 1,..., N, alors
pour k < |o,| :
lom] 1—1
f()‘n,k) = Z Dm(>\n,k) Z H b)\m,j ()‘n,k)fl()‘n,k>
m>1 =1 j=1
k—11-1 k—1
= Z H b,\n,j(kn,k)fl(kn,k) + H bAn,j(An,k) Je(Ank)
I=1 j=1 j=1 T
= Ank-

Nous avons besoin du

Lemme 6.1.5 Soitn>1¢et 1<k <|o,|. Alors

k—1

Yo = AFTa(AF) = ST AR LN ). (6.3)

i=1
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Preuve
Nous allons effectuer une récurrence.
Soit k = 1. Alors

1-1
Yn1 = Qp1 = Aoa()\g)) — Z Ak_lfl()\ml, cey )\ml).

=1

Soit 1 < k < g,,. Supposons donc pour | < k

Fing) = Yoy = A a(AD) ZN TFings -5 Ana).

Nous utilisons la fonction qui interpole les valeurs (amk)L ! (voir le lemme 4.1.1) :

k 1-1

an k. = Z H b)xn,j ()‘n,k> Al_l Q(Agzl))
I=1j=1
k-1 k—11-1
= JIbn, Qo) 25 aAE) + 37T oo (M) AT a(AD).
j=1 =1 j=1

Nous remplagons cette quantité dans (6.2) et nous obtenons :

I TEZY o, ) (i) — A a(AD))
Hj;11 b)m,j ()‘n,k) 7

Ynk = Ak_la()\gzk)) -

ce qui nous ramene a considérer le dernier terme. Nous avons a vérifier

k—11-1

ST oay ) (i Ange) — A Ta(AD))

1=1 j=1
Or, d’apres 'hypothese de récurrence pour | < k

-1
A a(AD) = L) + 30 AT f s - -+ Ang)s
m=1

ce (ui nous ramene a montrer

k—11-1 -1
Z H b)\n’j ()\n,k>(fl()\n,k> Z Al mfm n,ms -+ An,l))
=1 j=1 m=1

k—1

_Hb)\nj nk ZAk Zfz nz;---a)‘n,k)7
=1
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ou encore

k—11-1

T oan, Q) (frlAne) = fi(Ans))

=1 j=1

-1

-1
Z Al mfm( nmu---7>\n,l)
m=1

= ||::]|

1
-+

—

k—1
Doy (M) DA T iAoy Ane)
1

J=1 i=
k l—l
:Z n] nk ZAI Zfz nza~~~a)\n,l)
=1 j:l
k 1-11-1 .
= Z b)\n,j ()\n,k) Al_l fi()\n,ia ceey )\n,l)- (65)
=1 i=1j=1

Or, en utilisant la fonction qui interpole ( fl()\n,k))fﬂ, nous avons pour k > [

Eoj—1 '
k) = Z H b (Ank) AR Fints ooy M)

j=l m=l

et par conséquent

k 1—1
Hur) = ild) = S0 T orwm Q) 277 fihgs -5 Ani)-

i=l+1m=l
Ainsi
k—11-1
> 1T on, Cu) (filhaw) = filAna))
=1 j=1
k—11-1 kooi-l '
=3 T oa, Qo) | D0 TT brwe Q) A7 fi Aty -5 An)
=1 j=1 i=l+1m=l
k=1 k-
= ZH n] nk AZlfl( nlv---)‘ )
=1 i=l+1j=1
k i—-11i—
:ZZH fl( nlv-”u)‘n,i>-
=2 [=1j=1
Comme le terme [ = 1 dans (6.5) est 0, nous obtenons ainsi le lemme. a

Revenons donc a la démonstration du théoreme. Nous avons vu qu’il existe une fonction f;
qui interpole la suite (7y,1)n>1. Nous construisons les fonctions f;, I = 2,..., N par récurrence.
Posons 4,k = Yok si k < |0, et nx = 0 sinon. Nous démontrons (J,x)n>1 € [. En vertu
du lemme 5.1.3, nous obtenons 'existence de z,,;r € 02 (A\n1,6/2), n > 1, k = 1,..., |0,
l=1,...,k—1, tel que

| A gy - M) < el filzard)ls
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et il existe donc \, € {Zn kit b=1, |onli=1,. k-1 avVeC \b,\n,l(j\n)\ <e/2,n>1, tel que

[ A it A < el fildn)
pour k=1,...,|o,], 1 =1,...,k— 1. On obtient
il < sup | A a(AD)] + NI fi(A)]-

k=1,...,|on|
Or (Supp_y o | AF T a(AP)] + N|fi(Ap)|)nz1 € [ car chacun des termes de cette suite est dans
[ et par conséquent (Y x)n>1 € [. Comme by, , (Api)| < e/4 < e/2,n > 1, il existe une fonction
fr telle que

fk()\nk) = Tn,k

sik <lou|,n>1.

Nous remarquons que nous avons implicitement ajouté des points aux groupes o,, pour obtenir
des groupes &, ayant N éléments et si k > |o,| alors fi interpole la valeur 0 (= 4,) en ces
points. [

6.2 Les exemples

Les deux premiers exemples, que nous allons donner, étaient déja étudiés dans les chapitres
précédents. Pour les espaces de Hardy et l'espace H2°, nous avons pu construire un opérateur
linéaire continu d’interpolation. Dans ces cas, la construction donnée dans la preuve du
théoreme 6.1.4 représente une certaine perte d’informations, car nous n’avons pas pu démontrer
la linéarité et la continuité (la construction des fonctions (f;)¥, étant implicite) de cet opérateur.
Nous ajoutons quand méme ces exemples pour montrer la généralité du théoreme 6.1.4.

Le cas de 'espace de Bergman représente par contre un nouveau résultat. En fait, I’ensemble
des suites d’interpolation de BP est plus grand que celui des suites de Carleson. Mais les
réunions finies de suites de Carleson ne sont en général pas d’interpolation dans B?, car une

condition nécessaire pour étre une suite d’interpolation dans B? est que A soit uniformément
séparée (cf. par exemple [14]).

L’espace de Hardy H?

La propriété 1) est immédiate. La stabilité de HP est une conséquence de la stabilité des
suites de Carleson et de la caractérisation H?|, = {a € CV : 3,51(1 — [A2])]a, [P < oo} (cf.
28] ou théoreme 3.3.1). En effet si A € (C) et si (\,)n>1 vérifie |by, (\,)| < € avec e < §/4,
ol § est la constante de Carleson pour A, alors, d’apres le lemme 9 de [32] par exemple, nous
obtenons en (\,),>; une suite de Carleson. De plus, comme |by,(\,)| < &, le poids (1 — [A2|)
est comparable au poids (1 — [A2|) (cf. aussi (3.4)) et donc H?|, = H?|;.

Le théoreme général 6.1.4 nous permet maintenant d’étudier le cas p = 1. En effet, si A; est
une suite de Carleson, alors, d’apres le résultat de H. S. Shapiro et A. L. Shields [28], nous
avons la caractérisation attendue

H', =1={a ech: Z (1 — X)) |ay] < oo},

AeA;
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et ainsi, on obtient
H'|, = X"

Nous remarquons que 'opérateur d’interpolation construit dans le théoreme 4.2.1 montre déja
Vinclusion X' € H*'|,. Pour l'inclusions inverse, il suffit d’appliquer la premiere partie de la
démonstration du théoreme 6.1.4 (basée sur le lemme 5.1.3), et d’utiliser la caractérisation de
H. S. Shapiro et A. L. Shields [28] (qui justifie aussi la stabilité de H?).

L’espace HZ

Nous avons vu une description de HZ|,, si A est une réunion finie de suites de Carleson
dans le premier paragraphe de ce chapitre. Nous verrons que, comme dans le cas des espaces
de Hardy H?, on peut utiliser 'approche générale. Nous remarquons que la propriété 1) est
aussi dans ce cas vérifiée. Etudions donc la propriété 2). Le raisonnement est semblable a celui
mené pour le cas HP. En effet, si A € (C) et si (A,)n>1 vérifie |by, (M) < € avec € < §/4,
ou 4 est la constante de Carleson pour A, alors, d’apres le lemme 9 de [32] par exemple, nous
obtenons en (S\n)nzl une suite de Carleson. Pour les suites de Carleson, nous obtenons donc,
d’apres le théoreme 4 de [32], HX|, =I5 = {a € C" : |a,| < c,w (|]An])}. Nous changeons les
notations par rapport au premier paragraphe pour pouvoir comparer les espaces [’y = HZ|,\

et l~fj’N = H%. Or si w vérifie la condition 5) du premier paragraphe qui est équivalente a (5.1)

d’apres la proposition 5.1.2 et si on choisit 7 = min(d/4,¢), ol § est la constante de Carleson
associée a A et € est la constante dans la proposition 5.1.2, alors pour toute suite (>\~”)”21 avec
1bx, (An)] < 1, nous avons, si a € I3y, an] < caw (|An]) < cacw (JAn]) et donc a € 55, De la

meéme facon on obtient ng’N C I3y, d’ou la stabilité de H .
L’espace de Bergman B?

Nous introduisons I'espace de Bergman a poids dans le disque D.

Définition 6.2.1 Soit 0 < p < 0o et a« > —1/p. Alors l’espace de Bergman est défini par

By ={f € Hol (D) : [ flI},0 = /D((l — [2[)*1f(2))Pdm < oo},

ot dm est la mesure de Lebesque du disque dxdy /.

La propriété 1) est aussi dans le cas des espaces de Bergman facile a vérifier. La stabilité de B?
est une conséquence du lemme 1.9 [14] si0 <p<ooceta>—1/poul <p<ooeta>-—1/p.
Nous remarquons que, grace au théoreme 3.3 de [14], une suite de Carleson A est d’interpolation
pour BP, ce qui veut dire dans la terminologie de [14], que I'on a la description

P — JP
Ba|A - l2/p+a’
ol

lh={aech: allys < oo},
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et

lallb s = > {@—=1X)7ax}",

AEA
lalles = sup{(L - [3)°laxl}.
AEA

Ainsi, nous obtenons la caractérisation explicite des traces de I'espace de Bergman sur les
réunions finies de suites de Carleson:

Corollaire 6.2.2 Soient A = X, A; € D, A; € (C) et A = Uns10n la décomposition de A
étudiée dans la proposition 3.1.1. Si0 <p < oo eta>—1/poul <p< oo eta>—1/p,
alors

By = (gpra)n = {(@N))rea € €+ Jlallgr < oo}

2/ +a)N

|on|

"
lallg, = {z((1—|Ai7o|>2/p+az|Ak—lam\)} l<p<co
k=1

n>1

lon|

lallgz)y = sup 1—IA ZIN fa(AP),

et Op = {)\ml, ey )‘n,\an|} et )\&Lk) = ()\n,la cey >\n,k>



Appendix A

Quelques preuves

A.1 ... ad paragraphe 2.1

Soit X un espace de Banach et (X,,),>1 une suite de sous-espaces fermés dans X. Nous allons
donner une généralisation de la définition de I'interpolation libre au sens des germes (cf. la
définition 2.1.1), et nous allons démontrer que dans ce cadre le lemme 2.1.2 reste toujours vrai.
De fagon analogue a la définition 1.1.1, nous dirons que la suite (z,),>1 C X est interpolable
par rapport a (X,,),>1, s'il existe x € X vérifiant © — z,, € X,,, n > 1. Nous posons

R:X — I®(X/X,)
r (l"l‘Xn)nZl

Définition A.1.1 On dit que la suite (X,,),>1 de sous-espaces de l'espace de Banach X est
d’interpolation libre au sens des germes si pour toute suite interpolable (x,)n,>1 et pour toute
suite (Yn)n>1 C X vérifiant

Ynllx/x, < llZnllx/x.

la suite (Yn)n>1 est aussi interpolable.

Lemme A.1.2 Les assertions suivantes sont équivalentes.
1) (Xy)n>1 est d'interpolation libre au sens des germes.
2) Il existe | C I un sous-espace vectoriel idéal tel que

RX, =1(X/X,).

Preuve

L’implication 2) = 1) est immédiate car [ est un espace idéal.

Démontrons donc I'implication 1) = 2).

La clef de votute de la preuve est la construction de I'espace [. Nous reprenons l'idée utilisée
dans la preuve du lemme 1.2 de [20]. Nous pouvons supposer que l'on a X,, # X, n > 1, car
sinon le probleme d’interpolation par rapport a X,, = X est trivial. Soit donc z,, € X\ X, # 0.
Nous le supposons normalisé dans X/X,,, c’est-a-dire ||,||x/x, = 1. Alors nous définissons

[ = {(an)nzl ech: (anl’n)nzl € RX}
75
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Grace a l'interpolation au sens des germes, [ est un espace idéal de suites (en effet, afin d’avoir
cette propriété, il suffit d’avoir interpolation libre au sens faible par rapport a la suite (X,,)n>1,
qu’on définit, de fagon analogue a la définition 1.1.2). Comme RX est un espace vectoriel, [ le
sera aussi.

Nous démontrons que nous avons [(X/X,) C RX. Soit donc (y,)n>1 € (X/X,), alors
(lynllx/xn)n>1 € 1. Ceci implique (||yn|lx/x,%n)n>1 € RX, c'est-a-dire la suite (zp)n>1 =
(lynllx/ X, Tn)n>1 est interpolable. Or

||yn||X/Xn = HynHX/Xn||~”CnHX/Xn = HHynHX/XnSCnHX/Xn = HZnHX/XW

Et par conséquent, (y,),>1 est interpolable, d’ou (y,)n>1 € RX.

Pour T'inclusion inverse, nous supposons (yn),>1 € RX. Soit a, = [|ynl/x/x,, n > 1. 1l faut
démontrer (a,),>1 € [, ce qui est équivalent a (a,2,),>1 € RX. Or, comme précédemment, on
obtient

lan®allx/x, = |Ynllx/x0»

et, a nouveau grace a l'interpolation libre au sens des germes, et comme (y,,),>1 est interpolable,
la suite (a,x,),>1 sera aussi interpolable, d’olt (yn,)n>1 € (X/X,,).

Finalement, nous remarquons que [ C [*°. En effet, si (a,)n>1 € [, alors il existe z € X telle
que (a,x,)n>1 = Rx. Nous en déduisons

|an| = lanllznllx/x, = llan@nllx/x, = ll2lx/x, <[]

A.2 ... ad paragraphe 3.2
Lemme A.2.1
<Q0i>wk>:5ik> 'l,k’:l,,N

Preuve
Nous vérifions I'orthogonalité dans les cas de figure possibles.
Soiti=1letl1<k<N:

N N lsik=1
< 1, P >=< OébZHMle >:ZH‘)\1| <y, B >= .
; , Osik>1.
j=k I=k j=k I=k
Soiti>1letk>1i:
N j-1
< @i, > = <o — |[Nic|aio, Z H \\i| B >
=k I=k
N j—1 N j-1
= D JIIN <, 8; > =N DO TN < @i, B >
=k 1=k =k I=k

I
ST
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Soiti>1letk=1:

N j-1
<ot > = <a;— | Nala Y [T NG >
=i 1=
N j-1 N j—1
= > I I < B > =l DD TT Il < viea, B >
j=i 1=i =i 1=
i—1
= JlIn=1
=i
Soiti>1letk <i:
N j-1
< @ity > = <o — | Nica|ag, Z H N85 >
=k =k
N - N j-1
= > H Nl < ai, B > =[Nl D0 TT Il < in, B >
Tk i—k i—k =k
i—1 i—2
= RYIERP YTl || QRY
Ik I—k
= 0.

Lemme A.2.2 Soit f € HP. Alors
Al_lf()\(l)):<faspl>> ZzlaaN

Preuve
Pour ¢ = 1, il suffit de remarquer que ¢; = a3 = k),. Pour i = 2, nous vérifions

A = }3 A + A }3 Ag) = ————— + A — —
¢1( 2) 1( 2) | 1| 2( 2) 1-— )\1)\2 | 1| 1-— >\2>\2 >\1 1-— >\1)\2

_ L= 3+ — o) _1
1—X1)\2 ’

et Po(A2) = Ba(A2) = by, (N2). Et done f(Aa) =< fipr > 1(Xa)+ < fro00 > ha(Ae) =
F(A)+ < fop2 > by, (A2), ce qui justifie I'assertion au cas ¢ = 2.

Au cas général i > 2, nous vérifions que les < f,¢; > obéissent a la méme loi de construction
que les A1 fF(AD) . d’apres la définition nous avons

AT X)) = AT AN
bki(Ai—l—l) .

D’apres I'hypotheése de récurrence, nous obtenons AT N L) =< f,¢ > ot ¢ =

Gy — | Nic1]aii, @ = ﬁ 1L by, (on remplace \; par \iy1) et ATLFAD) =< f o >
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Il suffit maintenant de vérifier < f, ;01 >=< f, @ — ¢; > /by, (Aix1). Dans ce but, nous
effectuons un calcul auxiliaire. Nous montrons :

1 1 1 1
I—Xzb“_1|—ﬂ|ﬁz:(1—Xz_1—ﬁz>m' (A1)
Considérons le membre de droite :
(1_1)1_(X—n)zzm
1—-Xz 1-mz)b,(\) (1= A2)(1 —m2) g p—A
|1l A —1)z

i (1= Ae)(1—iz)

Et pour le membre de gauche nous obtenons :

L 12! I S /71 1) e 12! I 121 (u—_z —u)
1—-Xz " 1-pmz 1-Xzpl—pz 1—mz (Q—pm2)p\l->\z
ol v fp—z=p(=A2)\ _ful 1 (wA=1)z
wl—Tz 1— Az pwl—mz 1—Xz °

D’ou (A.1). Et maintenant

= <f,=—
b, (Nis1) b)\z-()\z'-',-l) 1

1 i—1
H A T )\—szl;[lbkk> >

_)\H—lzk 1 1-

1 1
b)\ ()‘H-l) H A <1 - )\H_lZ 1— )\ZZ>

::<fGTL—“ 1M|>H“k

)\H-lz

= <f Hb)\k |)‘2‘ Hb)\k >
1%

z+
= < f,oip — P\z“%‘
< fipip1 > .

Lemme A.2.3 Soit1 <p<oo, A €D. Alors
(1= NNV < kallme < PRI — NP7
Si p = oo, nous avons trivialement ||ky||ge = 1/(1 — |A]).

Preuve
Soit 1 < p < co. Nous utilisons I'identification (H?)* = LP/(HY)*+ = LP/H” ~ HP. En effet, la
fonctionnelle
(I))\ H! — C
fo— f)
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peut étre identifiée a ky, ce qui donne, grace a (1.2)

1

A [Py kxllze < (19xl[ray = Ralle/mr < [[Pykall s

Puisque P.ky = k), nous avons donc

[Pl zraye < [1Kxllzze < (P [IIPalf ey

Or
| Pall(zray- = sup f(N)] = sup FACYIES sup [(F(X)Y/2?
fe H? F e H? F e HY
1 fllre <1 |Fllma < 1 | Fer2|)2d < 1
F # 0 dans D F # 0 dans D
= sup g =0Ty = IRl =< Ea k>
g € H?
lgllmz <1
= (1— a2~
D’ou 'assertion. O

A.3 ... ad paragraphe 3.4

Lemme A.3.1 Soit 0 = { M\ }k>1 CD et g,h: o — C. Alors
A"(gh) A" = ST AR, - A1) A 9asi—gs -y Ang)-
j=0

Preuve
Une récurrence s’impose. Soit n = 0. Alors

Ao(gh)()\(l)) = (gh)(A1) = g(M)h(M),

ce qui est égal a la somme qui est réduite a un seul terme.
Supposons donc que 'assertion soit vraie pour n. Alors

An+1(gh)()\("+2 )
_ Agh) (A, Ayya) — AR (gh)(ATHD)
Orni (Ans2)

- 2) (Z An_jh()\l’ ] )\n—i-l—j) Aj g()‘n-l-l—ja R )\na )\n+2)
7j=1

1
n+1( n+
Z An ]h )\1, ey >\n+1—j) Aj g(>\n+1—j7 ey )\n, )\n—l—l)
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—+ A" h()\l, cey >\n7 >\n+2)g()\n+2> — Anh()\l, cey >\n+1>g()\n+1>>
=S AR Anse) A g Omsags - Anya)

j=1
+ AR Ag2)9(Dge) F AR - Ang1) A g( Mg, Anga)
n+1
= Z An—i_l_jh'()\la SRR )\n+2—j) AN g()\n+2—j7 SRR )\n+2)-
j=0

A.4 ... ad paragraphe 4.1

Lemme A.4.1 Soitn €N eto={\}}_, CD. Si f:0— C, alors

:iﬂ Akl ()\k))

vérifie
PA)=[f(A), A€o
Preuve
Nous allons effectuer une récurrence. Choisissons £k, £ = 1,...,n, et v, tels que P, =

S BRI by, interpole f en {\,..., A\, } et Py =021 3y b by, + Y IT72) by, interpole f
en {1, ..., A1, Ans1}. Puisque Pi(\) = Po(N) = f(N),i=1,...,n—1,les (n— 1) premiers
coefficients [ de P; et P, sont en effet égaux, et nous distinguons seulement [, et ~,.

Pour n > 1, on ecrit Bry1 = (f()\n+1) S T by ) i)/ TIZ bay (Angn) et 7 =
(f(Ans1) — 2252 H bkz( nt1)Be)/ 1112, bkz( nt1). Alors

5n+1
n k—1
= n+1 Z H b)\l n+1 ﬁk /HbAl n+1
k=1 1=1
_ (FAns1) = SR T1 by, (A n+1)5k B TI S bx, M1))/ TIE by (M)
b)\n(>‘n+1>
_ (f( n+1) Zk 1 l ) b/\l( n+1)ﬁk)/n b/\l( n+1)_ﬁn
b)\n()‘n+1)
— B
b)\n()‘n-l-l)

Remplacant 3, par A" f(A™) et ~, par A" LF(A®~D A, ,1), on observe que les 3, vérifient la
méme loi de construction que A" ! f(A™). De plus on vérifie directement A°f(AD) = f(\;) =
Pi(\) = p1, ce qui achéve la récurrence. O
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Résumé

Nous étudions des problemes d’interpolation libre dans des espaces de fonctions holomor-
phes. Nous démontrons que la condition de Carleson généralisée est nécessaire et suffisante
pour l'interpolation libre dans l'espace de Hardy. Nous donnons ensuite une démonstration
d’une conjecture de N. K. Nikolski et S. V. Khrushchév, qui nous permet de décrire 'espace
des suites de fonctions interpolables. Ce résultat sera appliqué a la caractérisation des traces
de l'espace de Hardy sur une réunion finie de suites de Carleson. Nous obtenons ainsi une
généralisation d’un résultat de V. I. Vasyunin. Nous terminons par la construction explicite
d’un opérateur linéaire d’interpolation dans ’espace de Hardy, qui est exploité dans I’étude des
traces dans d’autres espaces pondérés de fonctions holomorphes du type de Bergman.

Abstract

We study free interpolation problems in spaces of holomorphic functions. We prove the ne-
cessity and sufficiency of the generalized Carleson condition for free interpolation in the Hardy
spaces. For this type of interpolation, N. K. Nikolski and S. V. Khrushchév have announced
without proof a characterization of the data space of interpolable function sequences. We give
the proof for this conjecture and apply the result to the characterization of the traces of Hardy-
spaces on finite unions of interpolating sequences, generalizing a result of V. I. Vasyunin. We
then construct a linear continuous operator of interpolation for the Hardy-spaces, which en-
ables us to characterize the traces of other weighted spaces of holomorphic functions such as
Bergman-type spaces.

Mots-clés

Interpolation libre, espaces de Hardy, suites d’interpolation, condition de Carleson générali-
sée, relevement du commutant, théoreme de Nehari, bases inconditionnelles.



