Concours Agrégation, Mathématiques générales

Lecon 20- Anneaux Z/nZ. Applications.

Commentaires du jury 2015 :

Cette legon, souvent choisie par les candidats, demande toutefois une préparation minutieuse. Tout
d’abord n n’est pas forcément un nombre premier. Il serait bon de connaitre les sous-groupes de Z/nZ et
les morphismes de groupes de Z/nZ dans Z/mZ. 1l est nécessaire de bien maitriser le lemme chinois et
sa réciproque. Et pour les candidats plus étoffés, connaitre une généralisation du lemme chinois lorsque
deux éléments ne sont pas premiers entre eux, faisant apparaitre le pged et le ppcm de ces éléments. Il
faut bien stur savoir appliquer le lemme chinois a I’étude du groupe des inversibles, et ainsi, retrouver la
multiplicativité de I'indicatrice d’Euler. Toujours dans le cadre du lemme chinois, il est bon de distinguer
clairement les propriétés de groupes additifs et d’anneaux, de connaitre les automorphismes, les nilpotents,
les idempotents... Enfin, les candidats sont invités a rendre hommage a Gauss en présentant quelques
applications arithmétiques des anneaux Z/nZ, telles que ’étude de quelques équations diophantiennes
bien choisies. De méme, les applications cryptographiques telles que I'algorithme RSA sont naturelles dans
cette lecon.

Commentaires du jury 2016 :

Dans cette lecon, I'entier n n’est pas forcément un nombre premier. Il serait bon de connaitre les idéaux
de Z/nZ et, plus généralement, les morphismes de groupes de Z/nZ dans Z/nZ. 11 est nécessaire de
bien maitriser le lemme chinois et sa réciproque. S’ils le désirent, les candidats peuvent poursuivre en
donnant une généralisation du lemme chinois lorsque deux éléments ne sont pas premiers entre eux, ceci
en faisant apparaitre le pged et le ppcm de ces éléments. 11 faut bien sir savoir appliquer le lemme chinois
a I’étude du groupe des inversibles, et ainsi, retrouver la multiplicativité de 'indicatrice d’Euler. Toujours
dans le cadre du lemme chinois, il est bon de distinguer clairement les propriétés de groupes additifs et
d’anneaux, de connaitre les automorphismes, les nilpotents et les idempotents. Enfin, il est indispensable
de présenter quelques applications arithmétiques des propriétés des anneaux Z/nZ, telles que 1’étude de
quelques équations diophantiennes bien choisies. De méme, les applications cryptographiques telles que
I’algorithme RSA sont naturelles dans cette legon. S’ils le désirent, les candidats peuvent aller plus loin en
s’intéressant au calcul effectif des racines carrées dans Z/nZ.

Remarque : Le crypto-systeme RSA a sa place dans cette legon puisqu’il est basé sur la relation d’Euler.
On pourra consulter http://fr.wikipedia.org/wiki/Chiffrement_RSA
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Développements conseillés :
(1) Les inversibles de Z/nZ, [Fr. F.] p 33
(2) Générateurs de SL,(Z/NZ), [Fr. A.] ex 2.3. 19 et 20 p. 136-137
(3) Polynome dans Z[X] sans racine dans Q ayant une racine modulo mZ pour tout m > 1 cf. [F. M.
1] n°101 p. 276

Exercice 0 Exercice de pratique des congruences. Les généralisations figurent dans les exercices qui
suivent.

(1) Les idempotents de 7Z./100Z



(a)

(¢)

Déterminer les idempotents de 'anneau Z /227 x 7Z/5%Z.

Preuve. Il faut rappeler que si p est premier et a > 0 et si p*luv avec PGCD(u,v) = 1 alors
p*lu ou p*lv 1 on a vy (p*) = a < vp(u) + vp(v) et vy(u) et vy(v) ne sont pas simultanément
non nuls. Le couple E := (e; mod 22,e5 mod 52) avec e; € Z est un idempotent ssi E*> = E
et donc ssi €2 = e; mod 22 et €3 = e; mod 5% i.e. e1(1 —e1) =0 mod 22 et ez(1 —e3) =0
mod 52. Puisque e; et 1 —e; sont premiers entre euz il suit que E € {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}.
a

Résoudre le systeme de congruences = € Z, x = x; mod 2% et x = 25 mod 5°.

Preuve. On a la relation de Bezout —6.22 + 52 = 1; ainsi si e; := 5° et ey := —6.22, on a
ereo = 0 mod 100 et e +e2 =1 mod 100. Ainsi xy := x1e1 + woeg est solution du systéme
et l’ensemble des solutions est x = xo + 100Z. ///

Déterminer les idempotents de Z/100Z.

Preuve. Puisque I’homomorphisme d’anneaur v € Z — (z mod 22,2 mod 52) induit un iso-
morphisme de Z/100Z — 7./2%7 x 7./5°Z, il suit que les idempotents de 7/100Z sont {0
mod 100,e; mod 100,e2 mod 100,1 mod 100}. ///

(2) le groupe (Z/53Z)*

(a)

Montrer que 6 = 1+ 5 est d’ordre 52 dans le groupe (Z/53Z)* (on calculera (1+5)> mod 53
avec le binéme de Newton).

Preuve. On a (1 + 5)52 = 14525 mod 53; ainsi lordre de 6 mod 5% divise 5% et puisque
(1+5)°=1+55+ @52 mod 5% # 1 mod 53 il suit que 6 est d’ordre 5°. ///

Montrer que pour tout n > 1, 4 divise l'ordre du groupe (Z/5"Z)* et en déduire que I’équation
an € ZN[— 5n2_1, 5n2_1], a2 = —1 mod 5" a deux solutions et qu’elles sont opposées.

Preuve. On peut utiliser le fait que le groupe (Z/5"Z)* est cyclique d’ordre p(5") = 4(5"~1—1)
ainsi il contient p(4) = 2 éléments xy, —x, d’ordre 4 ou plus simplement que FZ' est cyclique
et donc si x € z est d’ordre 4 modulo 5 alors son ordre modulo 5" est multiple de 4 par le

théoréme de Lagrange). Ainsi l'équation x € Z, x> = —1 mod 5" a deux solutions dans 7./5"Z
et donc deuz solutions dans le systeme de représentants [—5712—4, 52—71] et puisque ce systéme

est centré en 0 les solutions sont opposées . ///

Résoudre I’équation a1 € Z, 0 < a1 < 2, a% = —1 mod 5.

Preuve. On calcule les carrés a? pour 0 < a; < 2. Les solutions sont ay € {+2} . ///

En déduire une solution de as € Z, 0 < as < 12, a% = —1 mod 52 (on pourra écrire ay =
5q1 + 11 avec —2 <1y < 2).

Preuve. Puisque lintervalle entier [—2,2] est un systéme de représentants modulo 5, il suit que
si ag est comme dans ’énoncé on peut l’écrire as = bg1 + 11 avec —2 < rqy < 2. Alors r% =-1
mod 5 et pour vy =2 on a a3 = 25¢3 +20q1 +4 = —1 mod 52 qui équivaut d 4qg; = —1 mod 5
et puisque 0 < ag < 12 il suit que g1 = 1 et donc ag =7 est solution. ///

En déduire une solution de ag € Z, 0 < ag < L2—1’ a% = —1 mod 5°.

Preuve. Puisque Uintervalle entier [—12,12] est un systéme de représentants modulo 52, il suit
que si az est comme dans U’énoncé on peut Uécrire az = 52qa + 1o avec —12 < 1o < 12. Alors
73 = —1 mod 5 et pour ro =7 on a a% =5%2 +2.5%.7¢2 + 7> = —1 mod 5% qui équivaut @
g2 =2 mod 5 ainsi ag = 57 convient. ///

Construire un entier a avec 0 < a < 53 et d’ordre (5%) dans (Z/5%Z)*.

Preuve. On a vu que 6 (resp. 57) était d’ordre 5 (resp. 4) modulo 53. Soit a := 6.57 et d > 0,
alors a® = 1 mod 5% implique a®? =1 mod 5% et donc 575°¢ = 1 mod 53 et donc 4|d. De
méme a*® =1 mod 5% et donc 6 =1 mod 5% et donc 5%|d d’ot finalement ©(5%) = 4.5%|d
et Uordre de a est donc ¢(5%). ///



Exercice 1 Sous-groupes de Z/nZ : Si G est un tel sous-groupe alors le théoreme de Lagrange montre
que d := |G| divise n ainsi a +nZ € G implique da = 0 mod n et donc a € 5Z et donc G C 5Z/nZ =
{5 +nZ,...,d%5 +nZ} et donc G = 57Z/nZ. 1l suit que les sous-groupes de Z/nZ sont en bijection avec les
diviseurs de n dans N.

Rappelons que si H C G sont 2 groupes avec H distingué dans G alors la surjection canonique w :
G — —, induit une bijection entre ’ensemble des sous groupes de G qui contiennent H et I’ensemble des

sous-groupes de % Dans le cas ou G = Z on connait les sous-groupes d’ou une preuve “classique”.

Exercice 2 Déterminer les entiers n tels que n% a 24 idéaux (les idéaux de n% coincident avec les sous-
groupes du groupe additif TLZ—Z).

Exercice 3 Soit n,m € N*. On se propose de déterminer les homomorphismes de groupes de Z/nZ dans
Z/mZ. Pour k € N*, on note 7, la surjection canonique de Z dans Z/kZ.

(1) Soit f un homomorphisme de groupe de Z/nZ dans Z/mZ. Soit a € Z avec f o w,(1) = mp(a).
Montrer que o) o ) divise a.

Preuve. Par construction s « € Z alors fqomp(x) = xfy 0 mp(l) = zmp(a) et pour x = n

puisque 7rn(ac) = 0 mod n on obtient 0 mod m. Ainsi na = dm avec d € 7 ce qui équivaut a

n

T = )d et qui par le lemme de Gauss implique que ( ) divise a. ///

2) Réciproquement soit a € , montrer qu’il existe un unlque homomorphisme de groupes f, :
(m n)
Z)nZ — Z/mZ avec fq o mp(1l) = mp(a).
Preuve. Soit a = d( oL avec d € Z et hq : 7 — Z/mZ homomorphisme hy(x) = axr mod m

nm
m,n
conclut avec le théoréeme de factom'sation( de; homomorphismes de groupes. ///
(3) A quelle condition sur m,n y a-t-il un seul homomorphisme de groupe de Z/nZ dans Z/mZ?
Preuve Puisque l'on dispose toujours de I’homomorphisme ho(z) = 0 mod m la condition est
que ( y € ML i.e. (m,n)=1.///
(4) Calculer en fonction de m,n le nombre d’homomorphismes de groupes de Z/nZ dans Z/mZ.
Preuve. On cherche donc le nombre de restes modulo m des entiers a = d(m D) avec d € 7. Si

) n), ainsi le nombre de
?

alors hgy = fq 0 my. Puzsque ha(n) = d

mod m = 0 mod m, on a Kerm, C Kerh, et on

m

r est le reste de d modulo (m,n) alors le reste de d
classes modulo m des entiers multzples de i

m,n)
oy est (myn). ///

Exercice 4 Soitm >1letp : Z — % la surjection canonique. Les automorphismes du groupe additif %
sont les 0,,) pour a € Z et (a,m) = 1 et définis par 0,,)(2) = p(az). Ainsi le groupe des automorphismes
du groupe additif % est isomorphe au groupe multiplicatif ( %)X des inversibles de I’anneau %. Le seul
automorphisme de 'anneau % est l'identité.

Preuve. Les homomorphismes du groupe % dans lui-méme sont caractérisés par l'image de 1, ce sont
donc les 0,4y avec a € Z et a,4)(p(2)) = plaz). Les automorphismes du groupe % sont les homo-
morphismes surjectifs et donc les o, avec p(a) un générateur du groupe %. Mais p(a) un générateur
si et seulement si il existe b € Z avec bp(a) = p(1) i.e. ba — 1 € mZ autrement dit (a,m) = 1. Par
déﬁmjtion de la multiplication dans Uanneau -2 on a p(b)p(a) = p(1) i.e. p(a) est inversible de I’anneau
mZ Puisque 0,(4) 00 () = Op(aary I'application p(a) € (W%Z)X — Op(a) €St donc un isomorphisme du groupe
des inversibles de l’'anneau ml dans le groupe des automorphismes du groupe additif - Z . Enfin si un tel
automorphisme est un automorphisme d’anneau il doit en particulier vérifier o,q)(p(1 )) =p(l) de.a=1

mod mZ. ///



Exercice 5 Le théoreme des restes chinois et sa réciproque. Voir [F. M. 1] 93 p. 257 pour une généralisation
a des anneaux quotients
Soient r > 1, my,mo, ...,m; € Z et m = myms...m,.. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

ZXZ Z

iz maZ X ... X P

(1) Le groupe additif % est isomorphe au produit des groupes additifs
(2) On a 1 = (my,m;) pour i # j.

Preuve. On peut en fait remplacer “groupe” par “anneau” dans l’énoncer. Voyons ii) implique i). C’est
le théoréme des restes chinois. Il est important dans les applications de connaitre un isomorphisme et la
bijection réciproque de facon explicite .

L’homomorphisme d’anneaux naturel ¢ considérer est p : 7Z — mZiZ X m%Z X oo X mim défini par p(z) =
(z mod my,z mod ma,...,x mod m,). Alors Kerp = mima...m,Z; ainsi p induit un homomorphisme

Z Z z

5 L e — . T 7 . .. . .
d’anneauz injectif p 5 — TiZ Xz X e X g qui est surjectif pour des raisons de cardinal.

L’explicitation de application réciproque est liée a la recherche des idempotents de ’anneau %. En effet
notons e; := (0,0, ...,1,...,0) ot le 1 est a la i-ieme position. Alors p~1 (3 c;c, Ti€i) = D 1cicy TiP L(€;)

pour x; € 7. Ainsi il suffit de déterminer p~'(e;). Pour cela on remarque que si p € 7 est premier et
divise les q; := [[1<j<, jzimj =1 pour 1 <1 <r alors il existe ig avec plm;, mais alors p|(pi,, miy) = 1;
ainsi 1idéal Zlgigr Zq; = 7 et il existe donc u; € Z avec Zlgz‘gr u;q; = 1. On a donc p(u;q;) = e; et plus
généralement P(Zlgigr TiUiq;) = E1§i§r xie; = (x1 mod my,zy mod may,...,z, mod m,).

Montrons que non ii) implique non i). On suppose par exemple qu’un premier p divise my et ma. Alors
pour tout élément (ay,asg,...,a;) € iz X mZQZ X ... X mi;z’ on a %(al,agj...,ar) = (0,0,...,0), donc tout
élément du groupe additif % X . X ZZ est divisible par ™. Par ailleurs sim : Z — % est la surjection

2 my m.

canonique alors w(1) est d’ordre m. Ce qui contredit l’isomorphisme. ///

Exercice 6 Les idempotents de ’anneau %, voir [F. M. 1] 93 p. 257 pour une généralisation & des
anneaux quotients.

Rappelons que si A est un anneau unitaire, un idempotent est un élément e € A avec e(e — 1) = 0. Ainsi
Panneau A est isomorphe a la somme directe des anneaux unitaires Ae et A(e — 1).

: _ a; . : . = . 7 Z Z Z N IR e 7}
Soit m = ngigrpi avec p; € N premiers et a; > 1 et p : mZ " wZ X ez X X ez UM =yt
Alors les idempotents de ’anneau % sont les p!(e1, €2,...,¢,) avec ¢ € {0,1} € %; ils sont donc en

bijection avec les parties de I’ensemble {1,2,...,7}.
. o 7 7 7 . . -
Preuve. Soit e = (€1,¢€9,...,6,) € iZ X ez X X est un idempotent si et seulement si €; est un

idempotent de ’anneau % pour 1 < i < r. Dans cet exercice m; est puissance d’un nombre premier
1

et sip; : L — mLiZ est la surjection canonique et si p(z;) = € alors x;(z; —1) = 0 mod p" et donc
zi(x; — 1) =0 mod p;. Si donc p;|x;, il suit de U’égalité 1 = x; + (1 — ;) que (pj,x; —1) =1 et donc que
piti; ainsi €; = 0. S pi| (1 — ), il suit de méme que €; = 1. L’application qui d la partie I de {1,2,...,7}
associe ey := » ;.1 ¢€; et e;:=(0,0,...,1,...,0) ot le 1 est a la i-ieme position (avec ey = 0) est une bijection
avec les idempotents de 'anneau %. Notez que dans la preuve du théoréme des restes chinois a [’exercice
précédent on a vu que p(u;q;) = e;. ///
Exercice 7 Les nilpotents de 'anneau %.

Rappelons que si A est un anneau un élément a € A est nilpotent si il existe » > 0 avec a” = 0. Si A est
commutatif ’ensemble des nilpotents est un idéal.

Soit m = ngigp?i avec p; € N premiers et a; > 1 et p : % — leZ X miﬂ X oo X mi,«Z ou m; = p;*.

Alors (ngigr pi)%, est I’ensemble des nilpotents de I’anneau %. C’est le sous-groupe d’indice ngigr i
du groupe additif %.

Exercice 8 Le théoréme des restes chinois généralisé, [F. M. 2] p. 189.



Exercice 9

(1)

L’équation diophantienne (z,vy,2) € Z3, 2% + y? = 722 implique x = y = 2z = 0.
Preuve : On suppose que zyz 7# 0. On note § le PGCD de z,y, z et on pose (2',y/, %) := (%, %, 6)

il suit que 2’2 + 42 = 0 mod 7. Puisque (—1)% = —1 il suit que —1 n’est pas un carré modulo 7 e
ainsi 7 divise 2/ et ¢/ et donc 72 divise 722 d’ou 7 divise 2’ ce qui est une contradiction. Si z = 0 il
suit de la positivité de 22 4+ 3% que x = y = 0. Et si z # 0 et 2y = 0 on peut supposer par symétrie
que y = 0 et ainsi 22 = 722, ainsi 2v7(x) = 1 + 2v7(2), ce qui est une contradiction. ///
L’équation diophantienne (x,v,2) € Z3, 2% + y? = pz? avec p premier.

Preuve. 1ére méthode. Si p = 3 mod 4 comme dans le cas de p = 7 on trouve seulement la
solution triviale (0,0,0). Par contre si p =1 mod 4 il y a une infinité de solutions. Traitons le
cas p = 5, le cas général se traite de fagcon similaire. Soit donc (x,y,z) € 73, x>+ y?> = 522. On
remarque que (1,2,1) est une solution non triviale. On peut écrire |v + iy|> = |1 + 2i|>22 ainsi
[(x + 2y) +i(y — 22)|? = (52)? ce qui en posant 5X = x + 2y et 5Y = —2x +y et Z = z, donne
X2 +Y? = Z2% De plus 2% + y?> = (x + 2y)(x — 2y) mod 5, ainsi quitte a changer y en —y on
peut supposer que 5|(x + 2y) et donc 5|(—2x +y) = —2(x + 2y) mod 5 et alors (X,Y,Z) € 73
et donc a permutation pres de X,Y, X = erd(u® —v?), Y = e2duv et Z = e3d(u® + v?) avec
u,v € Z, (u,v) =1 et ¢, € {1,—1}. Puisque x = X —2Y ety =2X +Y, on en déduit que z =
e1d(u? —v?) — 2e2(2duw), y = 2e1d(u? — v?) + e22duv, z = e3d(u® +v?) ou (y,z,2). Réciproquement
on vérifie que ces formules donnent des solutions.

2ieme méthode. Une autre solution est de remarquer que X2 + Y? — 5 définit une conique sur
Q et que (1,2) est une solution. Si (X,Y) € Q2 est solution soit X = 1, auquel cas Y =

ouY = =2 soit X —1 # 0 auquel cas on pose T := % et alors Y = 2+ T(X — 1) d'ou

X24Y2-5= (X —1)[(T?+1)X — (1+4T = T?)] et donc X = TG T ety = 222152 fjns;

les solutions de X?>+Y? =5 avec (X,Y) € Q sont (1,2), (1,-2) et (X = Tz%flﬂ,}/ = #ﬁf”)
avec T € Q.

Les solutions de (x,y,z) € Z3, x? + y? = 522. sont pour z = 0 le triplet (0,0,0) et pour z # 0
vérifient les conditions au-dessus en posant X = 7 et Y = Posant T' = %+ avec u,v € Z,

Yy
z°
(u,v) =1 et v # 0 on retrouve les solutions entiéres précédentes... ///

Exercice 10 L’équation 22 = 1 dans %

(1)

mZ"

Soit p > 2, premier et n > 1. Montrer que ’équation 22 = 1 a 2 solutions dans -2

Pz
Preuve.
1-ére méthode. Soit v € Z avec x*> = 1 mod p"Z; en particulier (x — 1)(z +1) = 0 mod pZ

et doncx =1+pa ouxr = —1+pa aveca € Z.5in =1, on a donc les 2 solutions —1,1. Supposons
donc quen > 1 et que x = 1+pa, alors 1 = 2> = 14+2pa+p?a® mod p"Z, ainsi 2a =0 mod p"~'Z
etp > 2 il suit quea =0 mod p"'Z et ainsi x =1 mod p"Z. De méme si x = —1+pa on montre

que x = —1 mod p"Z. ///
2-ieme méthode. On retrouve dans cette preuve la méthode utilisée pour prouver la cyclicité du
groupe multiplicatif( %Z)X (cf. [Fr. F.] p 33). De fait plus généralement si d > 1 alors x € z% est

tel que 2% =1 si et seulement si x € ( nZ)X et 'ordre de = dans le groupe cyclique ( %Z)X divise

d. Smt d = (d,p(p")) alors (Bézout), % =1 si et seulement si x¥ = 1. Puisque d’ divise [’ordre
de ( )% les solutions de % =1 sont les élements du sous-groupe d’indice d' de ( nZ)X et il y en
ad = (d e(p™)). En particulier sid =2 alors d' =d =2, il y a 2 solutions qui sont celles que l’on
connait a savoir —1,1. ///
Toujours n > 1. Montrer que 'équation 22 =1, z € % a respectivement 1, 2, 4 solutions suivant
quen =1,2oun > 3.

Preuve.



1-ére méthode. On traite directement les cas n = 1,2. On suppose alors que n > 3. Soit donc
x € Z avec x> = 1 mod 2"Z. En particulier (v — 1)(x +1) = 0 mod 2 et donc x = 1 + 2a;
ainsi 1 = 22 = 1+ 4a + 4a*> mod 2"Z et donc a(l + a) = 0 mod 2" 2Z. Ainsi a = b2 2 ou
a=—1+b2""2 avec b € Z. Dans le premier cas * = 1 mod 2"Z ou x = 1+ 2"~! mod 2"Z et
dans le second cas * = —1 mod 2"7Z ou v = —1 + 2"~' mod 2"Z. Réciproquement on vérifie que
ce sont bien des solutions de l’équation x € Z avec x> =1 mod 2"Z. .

2-ieme méthode. On rappelle que le groupe multiplicatif de l’anneau 5z, est respectivement

isomorphe via ¥, au groupe additif 0, %, % X ﬁ swwant quen =1, n=2 oun >3 ou V¥ est

donné explicitement (cf. [Fr. F.] p 33). Il suffit alors de résoudre I’équation 2z = 0 dans chacun de
ces groupes en tenant compte de V. Ainsi les solutions sont respectivement 1, £1, £1, £(1 + 27~ 1)
suivant quen = 1, n = 2 oun > 3. Comme dans la question précédente cette méthode permet de
résoudre plus généralement l’équation x € 7 avec % =1 mod 2"Z o d > 1. ///

(3) Soit m > 1, résoudre I’équation 22 = 1 mod mZ.

Preuve. On utilise la décomposition en nombre premiers de m. Ecrivons m = py°p}* py>...pJ" avec
ng>0,p0=2<p1 <p2<..<pretn; >0 pourl <i<r. Ainsi par le théoréme des restes chi-
nois I’homomorphisme d’anneav p : Z — [[y<i<, p?LiZ avec p(x) = (r mod poZ,r mod pZ,...,x

_Z__
p; L)
questions précédentes les solutions sont données par les x mod mZ, = € Z avec v = £1 mod p;"
pour 1 <i<r siny=0;z==x1 modp;” pourl1 <i<retx=1 mod2Z sing=1; z ==+l
mod p} pour 1 < i <r etx ==+l mod 2?Z siny = 2 et = £1 mod p;* pour 1 < i <71 et
r=2(1+2""1) mod 2"Z sing > 3. Ce qui donne avec le théoréme des restes chinois respective-
ment 27, 27, 271 et 272 solutions suivant que ng = 0,1,2 oung > 3. ///

mod p,Z) induit un isomorphisme des groupes multiplicatifs (%)X et [Jp<icp( . Ainsi avec les

Exercice 11 Soit n > 1 on veut caractériser les entiers n tels que (Z/nZ)* est cyclique. On considere
pour cela la décomposition en irréductibles n = HpeP pvr(n),

(1) Soit G = [[j<j<s Z/myZ avec 1 < m; et m = [[;<;<,m;. Montrer que {a € Z | aG = 0} =
PPCM (my, ..., ms)7Z. o

(2) Montrer que G = [[ <;<sZ/m;Z avec 1 < m; est cyclique si et seulement (m;,m;) = 1 pour
1 <i< j <s (on appelle cet énoncé la "réciproque du théoréme des restes chinois” cf. exercice 5).

(3) On suppose que n est impair. Montrer que (Z/nZ)* est cyclique si et seulement si n = p® avec
p>2eta>0.

(4) On suppose que n est pair. Montrer que (Z/nZ)* est cyclique si et seulement si n € {2,22 2p}
avec p > 2 et a > 0.

Exercice 12 La fonction totient d’Euler.
A. La minoration (x) ¢(n) > (n/2)"/2.

(1) Soit m € N, impair avec p(m) > m? et p un nombre premier impair. Montrer que p(pm) > (pm)%
Preuve. On suppose d’abord que (p,m) = 1 alors (pm) = (p — 1)p(m) > (p — l)m% Il suffit
alors de montrer que (xx) p—1 > p%.
Si maintenant plm, alors m = p®m’ avec (p,m’) = 1; ainsi o(pm) = e(P*)p(m') = pp(m) >
pm? > (pm)2. ///
(2) En déduire (%) lorsque m est impair.
Preuve. On utilise la décomposition de m en nombre premiers (donc impairs) m = pi1ps...p, avec
2 <p1 <p1 <..<p,. Le résultat vient par récurrence sur r (notez que sir =1, c’est (xx)). ///
(3) Montrer (x).



Preuve. On écrit m = 2°m’ avec m' impair. Si a = 0 on a démontré (x) précédemment. On
suppose a > 1; alors o(m) = 24 Lp(m/) > 2“*1(m')l
Uinégalité (x) suit. ///

Exercice 13 Une propriété de divisibilité, [F. M. 2] p.56.

Soient a,n des entiers > 1 et m :=a" — 1. Montrer que nje(m).

Preuve. On a donc a™ = 1+ m. Soit p : Z — =% la surjection canonique, on a donc pla)” = p(1); il
suit donc que k := o(p(a))|n. Montrons que k = n. En effet sil<k<mn,onal<d" —1<a”—-1, or
p(a)k = p(1) veut dire que a* —1 = Am; 1 < Am < m, ce qui est impossible. On a bien o(p(a)) = n et par
le théoréme de Lagrange, il suit que n = o(p(a))|o((Z)*) = ¢(m). ///

Exercice 14 Montrer que la période du développement décimal de 1/n divise ¢(n) (indicatrice d’Euler),
[F. M. 1] n°85 p. 241

Exercice 15 Valuation p-adique de n! et reste modulo p de pv(ip'n,)

Dans cet exercice p désigne un nombre premier > 2 et v,(.) désigne la valuation p-adique.
(1) Soit M € N*. Si k € N, on note E(M) :={x € N*, x < M | v,(x) = k}. Montrer que |Ex(M)| =
)

Preuve. Les x € N*, @ < M qui sont multiples de p* s’écrivent p*y avec ik <y<

M oilya|X]

pk

hS]

solutions entiéres y. ///
(2) En déduire que vy(M!) =3+, L%J

Preuve. 1l y a donc L%j - Lp,%lj entiers x avec x < M et vy(x) = k et chacun contribue pour k

dans la valuation p-adique de M!. Ainsi v,(M!) =3~ k(L%J - Lp%l ) qui aprés simplification
donne la formule annoncée. ///

(3) En déduire que v,(p™!) = %.
Preuve. On applique la formule a M = p™\, ainsi vp,(p™!) = > 45, p" % = ’;%11. ///

(4) Résoudre lorsque k > 0 I'équation = € Z/p*Z, x? = 1. V01r I’exercice 10 pour une généralisation.
Preuve. On cherche donc les entiers x avec p*|(x — 1)(z + 1). Puisque k > 0 on a donc p|(z —
1)(x + 1), ainsi p|(x — 1) ou p|(x + 1). Dans le cas ot p|(x — 1) on remarque que p t (x — 1) car
sinon p|((x + 1) — (x — 1)); ainsi par le lemme de Gauss p*|(x — 1) et on trouve la solution x = 1
mod p*Z. Dans le cas p|(z + 1) le méme raisonnement donne r = —1 mod p*Z. ///
(5) En déduire que J[; k. (;,)=1?=—1 mod p* pour k > 0.

Preuve. On note que [] 14 mod p* est le produit des éléments du groupe (Z/p*Z)*

i<p, (i,p)=
c’est apres szmplzﬁcatwns egal au produit des éléments égaux a leur inverse. ///

(6) Soit q := W Montrer que ¢ = (—1)" mod p (on pourra considérer le produit [, () z%
mod p pour 0 < k < n).

Preuve. S10 <k <n les LZ—?J - Lp’,’flj entiers x avec 1 < x < p"! et v,(z) = k sont les p*i avec

1 <i<p"*et(i,p) = 1. Par la question précédente pour 0 < n—k on a H1<z‘<pn*k Gp)=1i=—1
mod p" ¥ et donc [Li<i<pnt, (py=1®=—1 mod p. Enfin sik =n on a[[i<jcpnr

ainsi ¢ = (—1)" mod p. ///
Remarque. Pour une généralisation on pourra consulter l'exercice 83 p. 239 de [F. M. 1] et plus
particulierement la question 2.

ip=1t=1

Exercice 16 Sur la suite de Fibonacci, [Fr. F] Ex. 1.9.30 p. 57.



