Concours Agrégation, Mathématiques générales

Lecgon 54- Sous-espaces stables d’un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes en
dimension finie. Applications.

Commentaires du jury 2015 : Les candidats doivent s’étre interrogés sur les propriétés de I’ensemble des
sous-espaces stables par un endomorphisme. Des études détaillées de cas sont les bienvenues, par exemple
le cas d’une matrice diagonalisable, le cas d’une matrice nilpotente d’indice maximum. La décomposition
de Frobenius trouve tout a fait sa place dans la lecon. Notons qu’il a été ajouté a l'intitulé la notion de
familles d’endomorphismes. Ceci peut déboucher par exemple sur des endomor- phismes commutant entre
eux ou sur la théorie des représentations.

Commentaires du jury 2016 : Dans cette lecon, il faut présenter des propriétés de I’ensemble des sous-
espaces stables par un endomorphisme. Des études détaillées sont les bienvenues, par exemple le cas d’une
matrice diagonalisable ou le cas d’une matrice nilpotente d’indice maximum. La décomposition de Frobenius
trouve tout a fait sa place dans cette legon. Il ne faut pas oublier d’examiner le cas des sous-espaces stables
par des familles d’endomorphismes. Ceci peut déboucher par exemple sur des endomorphismes commutant
entre eux ou sur la théorie des représentations.
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Développements conseillés :

(1) Diagonalisation et trigonalisation simultanée, [Fr. A] p. 235-236.

(2) Décomposition de Frobenius, [F. M. 2] p. 11.

(3) Soit G — GLy,(k) une représentation linéaire d’un groupe fini G' avec (cark,|G|) = 1 si cark > 0
et W un sous espace stable par G alors W admet un supplémentaire stable par G. Application a
la décomposition en somme directe de représentations irréductibles, [F. M. 1] par. 4.1 et 4.2 p. 202
et 211. Application : le groupe fini G est abélien si et seulement si ses caracteres irréductibles sont
de degré 1. Enfin si A est un sous-groupe commutatif de GG alors toute représentation irréductible

de G est de degré < %, [F. M. 2] p. 171-172.

Exercice 1 Soit E # {0} un k-espace vectoriel de dimension finie et u € Endy(E). On suppose qu’il existe
x € E avec E = k[u](z). Soit F' C E un sous-espace stable par u. On note v resp. w I'endomorphisme de
F resp.% induit par u. On rappelle que ppem(my, May) |My MMy, 01t My, My, My, désignent les polynomes
minimaux de u, v, w.

(1) Rappeler pourquoi on a x, = XyXw OU Xy est le polynome caractéristique de u.
Preuve. Soit B une base de F' que 'on compléte en une base de E en relevant une base B’ de
E/F. Il suit que la matrice de u dans cette base est triangulaire supérieure par blocs avec sur la
diagonale un bloc constitué de la matrice de v dans B et un bloc qui est la matrice w dans la base
B'. 1l suit que Xy = XvXw (développement du déterminent d’une matrice triangulaire par blocs).
/1)
(2) Montrer que y, = m, et en déduire que F' est un sous-espace monogene de (F,u).
Preuve. On a Xy = My |mMyMay|XoXw = Xu 0INST My |mymy, et done 1 = X = Xo X0 co g4 guec
Cayley-Hamilton est une identité polynomiale et montre que x, = My MaiS QUSST X = My et donc

My My My



que (F,v) et (%,w) sont monogénes. Ainsi il existe y € F avec F' = k[v|(y) et donc F = klu|(y)
est un sous-espace monogene de (E,u).///
(3) Montrer qu’il existe P € k[X] avec F' = P(u)k[u](z) et en déduire que F' = Pp(u)k[u](x) avec
Pr € k[X] unitaire et Pp|m, (considérer le PGCD de P et de m,,).
Prewve. On a F = klu|(y). Puisque E = klu|(x) il suit que y = P(u)(x) ou P € k[X]. Ainsi
F = P(u)klu|(z). Soit 6 = PGCD(P,my), alors 6(u)ku] = P(u)ku] + my(uw)klu] = P(u)klu].
Ainsi Pp := 0 convient. ///
(4) En considérant Ir := {Q € k[X] | Q(u)(F) = 0}, montrer que Pp = 7. Ainsi F' = k[u](7:*)(u)(z).
Preuwve. Puisque Q(u)(F) = 0 équivaut a Q(u)Pp(u)(z) =0, c’est a dire a my|QPr, il suit que
Ir = B*k[X], ainsim, = 5. ///
(5) Soit D € k[X] un diviseur unitaire de m, et F' := k[u](y) avec y = P(u)(x) et P := "5-. Montrer
que m, = D ou v est ’endomorphisme de F' induit par u.
Preuve. On applique ce qui précéde a F et Pp:=P. ///
(6) Exprimer le cardinal de 'ensemble des sous-espaces de E stables par u en fonction de la décomposition
en irréductibles de m,,
Preuve. Puisque les sous-espaces stables de E sont en bijection avec les diviseurs unitaires de
My, il suffit de remarquer que m, n’a qu’un nombre fini de diviseurs unitaires. Notez que si M, =
[Li<ics P est la décomposition en irréductibles de my, alors ce nombre est [[;«,« (i +1). ///

(7) Caractériser les espaces monogenes (E,u) qui admettent seulement deux sous-espaces stables.
Preuve. D’abord E # 0, ainsi m,, # 1. Par la question précédente ce sont les espaces monogeénes
tels que my, est irréductible. ///
(8) Supplémentaire stable. Pour une généralisation voir [F. M. 2| par. 1.3.2. p. 18.

(a) Soit F' C E un sous-espace stable par u et v 'endomorphisme de F' induit par u. Montrer que
si F' admet un supplémentaire G' qui est stable par u alors (m,, m—) =1.

Preuve. Si E = F@ G avec G stable par u et siw est la restriction de u ¢ G alors xu = XvXw
et my, = ppem(my, my). Puisque (E,u), (F,v) et (G,w) sont des espaces monogénes par les
questions précédentes, il suit que My, = MmyMmy, et que (Mmy,my) =1. ///

(b) Réciproquement soit F' C E un sous-espace stable par u et v 'endomorphisme de F' induit
par u. On suppose que (m,, :LTZ) = 1, montrer que F' admet un et un seul supplémentaire G
qui est stable par wu.

Preuve. Par (4) F = klu](77+)(u)(z). Soit G := k[ J(my)(u)(z) alors siw désigne l'endomorphisme
de G induit par u, avec (4) on a my = . Soit x € FNG alors my(u)(x) = 0 et
my(u)(z) = 0 et puisque 1 = Am, + Bmw pour A,B € E[X] il suit que x = 0. Puisque
degm, + degm,, = degm, = dim E, il suit que E = FE@ G. L’unicité du supplémentaire
stable suit de la caractérisation d’un sous-espace stable G de E par le polynéme minimal de
l’endomorphisme de G induit par u. ///

(c) Dénombrer les sous-espaces stable de E' qui admettent un supplémentaire stable.

Preuve. Cela revient a compter le cardinal de P := {P € k[X], Plm,, pgcd(P,"s) =1 et
unitaires. St my = [[1<;<s P est la décomposition en irréductibles de my,, on note pour P
unitaire qui divise m,, Ip := {i, | 1 <i <s, P;|P}. Si P € P alors P;|P si et seulement si
P |P; ainsi P = HZGIP i 11 suit que Uapplication qui a PP associe Ip définit une bijection
de P sur lensemble des parties de {1 < i < s}; ainsi |P| =25*L. ///

Remarque. Ce calcul rappelle le dénombrement des idempotents de 'algébre klu]. De fait
si e € k[u] est un idempotent de k[u], alors E = FE@G avec F = eE et G = (1 — e)E.
Réciproquement si E = F @ G avec F,G des sous-espaces stables alors F' = k[u](7:*)(u)(z )
et G := k[u](my)(u)(x) avec my|my, et (my, Ji+) = 1. Soit 1 = Am, + Bi*) avec A, B € k[X]
alors si 1 — e := (Amy)(u) alors e = (B7*)(u) est un idempotent et (1 —e)E = A(u)G C G et
eE = B(u)F C F. Puisque E = F G, il suit que l'on a les égalités FF = eE et G = (1 —e)E.




On aurait pu aussi remarquer que 1 = Am, mod % et ainsi A(u) induit un automorphisme
de G.

(d) Montrer que (E,u) n’est pas somme directe de 2 sous-espaces stables non triviaux (on dit alors
que E est indécomposable) si et seulement si m,, est puissance d'un irréductible.
Preuve. L’espace monogéne (E,u) est indécomposable ssi les seules décompositions en somme
directe de sous-espaces stable sont E = E@{0} et E={0}PE i.e. s=1.///

Exercice 2 Sur les endomorphismes v du K-espace vectoriel de dimension finie F tels que pour tout
sous-espace F' C stable par u il existe P € K[X] avec F' = Ker P(u), resp. F' = Im P(u).

Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et u € Endy(E). On note m,, € k[X] le polynéme minimal
de u. On rappelle qu’il existe z € F tel que m,, est aussi le polynome minimal m, de la restriction de u a
klu](x) (c’est le lemme fondamental).

(1) On suppose que pour tout sous-espace F' stable par u il existe Pr € k[X] avec F' = Ker Pr(u).
Montrer que E est un espace monogene.

Preuve. Soit donc x € E tel que my, est aussi le polynéme minimal de la restriction de u a klu](z)
et montrons que E = k[u](x). Par hypotheése il existe P € k[X] avec klu|(z) = Ker P(u). Ainsi
P(u)(z) = 0 et donc par définition de my on a P = Qmg = Qmy, et donc P(u) est l'endomorphisme

(2) On suppose que pour tout sous-espace F' stable par u il existe @ € k[X] avec F = Im Q(u).

(a) Soit Q € k[z] et 0 := PGCD(Q, m,). Montrer que Q(u)(E) = d(u)(E).
Preuve. Immédiat puisque Id € k[u] il suit que k[u](E) = E et donc §(u)(E) = (6(u)k[u])(E) =
(Q(uw)k[u] + m(u)k[u])(E) = Q(u)(E). Ainsi si Q # 0 on peut supposer que Q) divise my,. ///

(b) Montrer que E est un espace monogene.
Preuve. Soit donc x € E tel que m,, est aussi le polynome minimal de la restriction de u a
k[u](z) et montrons que E = klu](xz). Si E = {0} c’est bon. On suppose donc que E # {0}.
Par hypothése il existe Q € k[X] — {0} avec k[u](z) = Im Q(u) et par la question précédente
on peut supposer que Q(X) est unitaire et divise my. Ainst v = Q(u)(y) et donc 5 (u)(x) =

my(u)(y) = 0. Ainsi m, divise "5‘ et puisque my = my, il suit que Q@ =1 et donc Im Q(u) =

E.///

Remarque. En utilisant I’exercice précédent on vérifie que si (E,u) est monogene alors si F'
est un sous-espace stable par u c’est le noyau et I'image de polynémes d’endomorphismes de
U.

Exercice 3 Sur les sous-espaces d’un espace monogene qui admettent un supplémentaire stable. Pour une
généralisation voir [F. M. 2] par. 1.3.2. p. 18.

Soit E := Klu](z), un espace monogene de dimension finie. Soit F' C E un sous-espace stable et v la
restriction de u a F'. Montrer que F' admet un supplémentaire stable ssi (m,,, TT:) =1.

Prewve. Si E = F@ G avec G stable par u et si w est la restriction de w a G alors ([Fr. A] p. 143)
Xu = XoXw €t my = ppem(my,, my,). Puisque (E,u), (F,v) et (G,w) sont des espaces monogénes (exercice
précédent) il suit que my = mymy, et que (My, my,) = 1.

La réciproque. Avec les notations de lexercice précédent, soit G := F% et w la restriction de u a G.
Alors my, = T+, Soit x € FNG alors my(u)(z) = 0 et my(u)(z) =0 et 1juuz'sque 1 = Am, + Bmy, pour
A, B € K[X] il suit que x = 0. Puisque deg m,, + degm,, = degm,, = dim E le résultat suit. ///

Exercice 4 Le lemme fondamental, [F. M. 2] p. 12-14.

Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie > 0. Soit u € Endi(FE) un endomorphisme, m, =
[1 P pour i =1,...,s, la décomposition en irréductibles du polynéme minimal de u et Ej;, le sous-espace
caractéristique ker P;(u)$. On note w; la restriction de u a Ej.



(1) Montrer que P;* est le polynéme minimal de u;.
Preuve. Si z; € E;, on a P;(u;)%(x;) = Py(u)?(x;) = 0, ainsi m,| P, Soit z := >, ;. 2 ol ; €

E;, alors [H1gigs muy,](u)(z) = Zlgigs[nlgigs ma,](u)(zi) = 0, ainsi mu|H1§i§s mui|H1§i§5 Piai
Puisque m,, = [[ P, il suit que my, = [[;c;c,mu;, = [P et puisque my,|P" on a I'égalité par

I’unicité de la décomposition en irréductibles.

(2) En déduire I'existence de z; € E; tel que P;(u)®~(x;) # 0.
Preuve. Puisque m,,, = P* alors P !|m,, et donc P! (u;) =# 0.

(3) Montrer que F; := k[u;](x;) est un sous-espace monogene de E et que le polynome minimal de u
restreint & F; est my, := P/
Preuve. On a P;(u)® (x;) = 0, ainsi mg,|P;" et donc mg, = Pf" avec f; < a; (P; est irréductible!).
Puisque P;(u)®~1(x;) # 0, il suit que 3; > a; — 1 et donc 3; = a.

(4) Montrer que si z = x1 + .... + x5 et si P € k[z] — {0} vérifie 0 = P(u)(z) alors m,, divise P.
Preuve. On a 0 = P(u)(2) = Y 1<;<s P(u)(x;), comme E = @, ., E;, il suit que P(u)(x;) = 0 ainsi
Vi, mg,|P et donc m, divise P. o

(5) En déduire que m, = my,.
Preuve. On applique la question précédente & P = m, ainsi my|m.. Enfin m,(z) = 0 et donc m,|my,.
D’ou I'égalité m, = m,,.

Exercice 5 Supplémentaire stable et dualité, [F. M. 2] p. 14.

Exercice 6 Espaces caractéristiques.
Montrer que si £ = @, F; est la décomposition en sous-espaces caractéristiques de (F,u) et si
F C E un sous-espace stable alors F' = @, (F N E;)

Exercice 7
Soient E # {0} un R-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Montrer qu’il
existe un sous-espace de E stable par u avec 1 < dimV < 2, [Fr. B-C-D] lemme 5.1.2 p.11.

Exercice 8 Une application du théoreme de la base incompléte, [F. M. 2] p. 1.

Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et u € EndgpE. Montrer les équivalences :

i) u est diagonalisable

ii) tout sous-espace F' de E admet un supplémentaire stable par w.

Preuve. Pour i) implique ii) considérer une base B := (¢;)1<i<n qui diagonalise u et compléter une base
de F par des vecteurs de B. Pour ii) implique i) construire une base de vecteurs propres en considérant
des supplémentaires d’hyperplans.

Exercice 9 Endomorphismes semi-simples, [Fr. A.] p. 221.

Notez qu’il y a une caractérisation des matrices semisimples sur les corps finis : précisément, si A €
M, (Fy) alors ses valeurs propres sont dans Fym ou m = ppem(2,...,n), et il existe P € GLy(Fy) tel que
P~1 AP estun tableau diagonal de blocs de Jordan \;Id+ N; avec 1 <1 < s. Puisque ()\iId—i—NZ-)qm = \1d
(notez que ¢ > n), ainsi A est semisimple ssi A9 = A.

Exercice 10 Espaces indécomposables sous un endomorphisme,[Fr. A.] exercice 4.7.6 p 189.

Exercice 11 Quelques calculs d’invariants de similitude, [F. M. 1] n°12 p. 19.



Exercice 12 La décomposition de Frobenius. Variante algorithmique pour le calcul des invariants de
similitude.

On montre 'équivalence: XId — A et XId — B équivalentes modulo GL, (k[X]) est équivalent & A et B
semblables dans M,,(k), [Fr. A.] exercice 4.7.7 p. 190.

Puis on utilise le pivot de Gauss dans M, (k[X]) pour en déduire que X Id— A est équivalente a un tableau
diagonal avec P} = ... = Ps_1 = 1|Ps(X)|Ps+1(X)|, ....| Po(X) sur la diagonale avec 0 < degPs. Conclure
en remarquant que la matrice caractéristique de la matrice compagne du polynome P est équivalente a la
matrice diagonale avec des 1 et P, [Fr. A.] p. 143.



