
Concours Agrégation, Mathématiques générales

Leçon 59- Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

Commentaires du jury 2015 : Il est important de bien placer la thématique de la dualité dans cette
leçon : celle-ci permet de créer une correspondance féconde entre un morphisme et son morphisme trans-
posé, un sous-espace et son orthogonal (canonique), les noyaux et les images, les sommes et les intersections.
Bon nombre de résultats d’algèbre linéaire se voient dédoublés par cette correspondance. Les liens entre
base duale et fonctions de coordonnées doivent être parfaitement connus. Savoir calculer la dimension
d’une intersection d’hyperplans via la dualité est important dans cette leçon. L’utilisation des opérations
élémentaires sur les lignes et les colonnes permet facilement d’obtenir les équations d’un sous-espace vec-
toriel ou d’exhiber une base d’une intersection d’hyperplans. Cette leçon peut être traitée sous différents
aspects : géométrique, algébrique, topologique, analytique, etc. Il faut que les développements proposés
soient en lien direct, comme toujours, avec la leçon ; proposer la trigonalisation simultanée est un peu osé !
Enfin rappeler que la différentielle d’une fonction réelle est une forme linéaire semble incontournable.
Commentaires du jury 2016 : Il est important de bien placer la thématique de la dualité dans cette
leçon ; celle-ci permet de mettre en évidence des correspondances entre un morphisme et son morphisme
transposé, entre un sous-espace et son orthogonal (canonique), entre les noyaux et les images ou entre
les sommes et les intersections. Bon nombre de résultats d’algèbre linéaire se voient dédoublés par cette
correspondance. Les liens entre base duale et fonctions de coordonnées doivent être parfaitement connus.
Savoir calculer la dimension d’une intersection d’hyperplans via la dualité est important dans cette leçon.
L’utilisation des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes permet facilement d’obtenir les
équations d’un sous-espace vectoriel ou d’exhiber une base d’une intersection d’hyperplans. Cette leçon
peut être traitée sous différents aspects : géométrique, algébrique, topologique ou analytique. Il faut que
les développements proposés soient en lien direct avec la leçon. Enfin rappeler que la différentielle d’une
fonction à valeurs réelles est une forme linéaire semble incontournable.

Remarques. Penser à la dualité en algèbre (transposée, rang d’une matrice, formes bilinéaires symétriques
non dégénérées, idéaux maximaux de l’algèbre des polynômes à n indéterminées et évaluations (on dépasse
le cadre de la dimension finie) ...). A la dualité en géométrie (plan projectif, géométrie euclidienne et
orthogonalité ...)

Plus précisément dans ce qui suit on développe les liens entre dualité et formes bilinéaires.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.

A. Dualité.
I. La dualité est définie par la forme bilinéaire canonique ϕ : E × E? → K avec ϕ(x, `) = `(x)
D’où la correspondance bijective Φ qui à un sous-espace vectoriel F associe son orthogonal Φ(F ) :=

F ◦ := {` ∈ E? | `(F ) = 0}
Φ est décroissante pour l’inclusion et compatible avec les supplémentaires : si E = F

⊕
S alors E? =

Φ(F )
⊕

Φ(S).

Cela explique en particulier la symétrie dans la formule qr(n−r) qui donne le nombre de sous-espaces de
E supplémentaires d’un sous-espace vectoriel de dimension r pour K = Fq.

2. Dualité et endomorphismes
a.Transposée Soit u ∈ EndK(E), on définit l’application transposée tu par ϕ(u(x), `) = ϕ(x, tu(`))

pour tout x ∈ E et ` ∈ E?.
b. Sous-espace stable par un endomorphisme Soit u ∈ EndK(E) et F un sous-espace avec u(F ) ⊂ F

alors tu(F ◦) ⊂ F ◦ et si L ⊂ E? est un sous-espace stable par tu alors u(G) ⊂ G avec G := ∩`∈L Ker `.
En général un sous-espace F stable par u n’admet pas de supplémentaire stable . Cependant on montre

(lemme fondamental, [F. M. 2] lemme 2 p. 12) qu’il existe un sous-espace monogène F = K[u](x) avec
l’égalité des polynômes minimaux mu = mu|F , alors F admet un supplémentaire stable. Pour cela on
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construit un sous-espace de E? stable par tu qui est l’orthogonal d’un supplémentaire de F , [F. M. 2]
lemme 3 p. 14.

B. Dualité et formes bilinéaires symétriques.
Soit f : E × E → K, une forme bilinéaire symétrique non dégénérée on peut alors réaliser la dualité

dans E.
On note F⊥ l’orthogonal pour f du sous-espace vectoriel F . Soit θ : E → E? avec θ(x) = f(x, .) i.e.

θ(x)(y) = f(x, y), alors l’application linéaire θ est bijective et si F est un sous-espace de E, θ induit une
bijection de F⊥ dans F ◦.

Pour illustrer cela citons la dualité dans Mn(K) qui devient facile via la forme bilinéaire non dégénérée
Tr(AB) ou plus classique la dualité dans dans les espaces euclidiens. Rappelons que la réduction des
endomorphismes normaux u s’obtient en remarquant que l’orthogonal d’un sous-espace stable par u est un
supplémentaire stable par u.
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Développements conseillés :

(1) Dual de Mn(k), [Fr. A] p. 90. Application : tout hyperplan vectoriel de Mn(k) rencontre GLn(k) ;
formes linéaires sur Mn(k) invariantes par une conjugaison, [Fr. A] p.110 et ex. 2.3.9 p.126. Voir
exercice ci-dessous.

On peut aussi voir une application aux espaces vectoriels de nilpotents, [Fr. A] ex. 3.7.15 p. 163.
Voir exercice ci-dessous.

(2) Hyperplans

1. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et (fi), i ∈ I une famille de formes linéaires sur E.
Alors dim(∩Ker fi, i ∈ I) = dimE − dim < fi >

Application : Dans un espace affine euclidien, il existe un unique point à égale distance de l’ensemble
des points formant un repère affine ; en d’autres termes il existe une unique sphère passant par les
points d’un repère affine, [Fr. MMG] Hyperplans médiateurs p. 161, voir exercice ci-dessous.

2. Nombre d’hyperplans d’un espace affine euclidien situés à égale distance des points d’un repère,
[F. M. 1] n◦145 p. 435.

(3) Calcul des coordonnées barycentriques (ce sont des formes affines) avec les volumes, [F. M. 1] n◦121
partie A p. 350 et application aux cercles tangents aux côtés d’un triangle et aux sphères tangentes
aux faces d’un tétraèdre, [F. M. 1] n◦121 partie C.

(4) Le théorème de Hahn Banach, [F. M. 2] p. 278.

Exercice 1
Soit k un corps commutatif et n ≥ 2. Si M = (mi,j) ∈ Mn(k), on note Tr(M) :=

∑
1≤i≤nmi,i. Si

A ∈Mn(k) on note ΦA l’application définie par ΦA(M) := Tr(AM) pour M ∈Mn(k).

(1) Montrer que ΦA ∈Mn(k)?.

Preuve M → AM est linéaire ainsi que M → Tr(M). ///

(2) Soit Ei,j ∈Mn(k) la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui à la ligne i et à la colonne
j qui vaut 1. Calculer TrAEi,j .

2



Preuve Puisque Ei,jEi′,j′ = δj,i′Ei,j′ il suit que Tr(Ei,jEi′,j′) = δj,i′δi,j′. On écrit A =
∑

i′,j′ ai′,j′Ei′,j′

on a donc Tr(AEi,j) = aj,i. ///

(3) Montrer que Φ : Mn(k)→Mn(k)? définie par Φ(A) = ΦA est linéaire bijective.

Preuve La linéarité vient de la linéarité de la trace. Soit A =
∑

i′,j′ ai′,j′Ei′,j′ ∈ ker Φ alors 0 =

Φ(A)(Ei,j) = Tr(AEi,j) = aj,i par la question précédente. Ainsi A = 0. La surjection suit puisque
dimMn(k) = dimMn(k)?. ///

(4) Soit H un hyperplan de Mn(k). Déduire de ce qui précède qu’il existe A ∈Mn(k) avec H = ker ΦA.

Preuve Soit H un hyperplan de Mn(k) c’est le noyau de ϕ ∈Mn(k)? − {0} et par la question 3 il
existe A ∈Mn(k) (en fait unique) telle que ϕ = ΦA. ///

(5) Soit (ei)1≤i≤n la base canonique de kn et σ le cycle (1, 2, ..., n). Soit fσ ∈ Endk(E) avec fσ(ei) =
ei+1, 1 ≤ i < n et fσ(en) = e1. On note Q(σ) la matrice de fσ dans la base canonique. Calculer sa
trace.

Preuve Puisque n > 1 les coefficients diagonaux de Q(σ) sont nuls. Ainsi TrQ(σ) = 0.///

(6) Pour 1 ≤ r ≤ n, on note Ir la matrice avec des 1 en position (i, i) pour 1 ≤ i ≤ r et des 0 ailleurs.
Soit Hr l’hyperplan ker ΦIr . Montrer qu’il existe M ∈ Hr avec M inversible.

Preuve Voici la preuve suggérée par la question précédente. Si r = 1 on remarque que I1Q(σ) =
E1,n qui est de trace nulle. Puisque Q(σ) est inversible (Q(σ)n = Id), il suit que M = Q(σ) convient.
Si r > 1 la matrice de permutation Q(τ) correspondant au cycle τ := (1, 2, .., r) convient (Q(τ)(ei) =
ei+1, 1 ≤ i < r, Q(τ)(er) = e1 et Q(τ)(ei) = ei, r + 1 ≤ i ≤ n).///

(7) Soit H un hyperplan de Mn(k). Déduire des questions précédentes l’existence de M ∈ H avec M
inversible.

Preuve On a vu que H = ker ΦA avec A 6= 0, ainsi si r est le rang de A on a r ≥ 1. Il existe P,Q ∈
GLn(k) avec A = PIrQ

−1 (deux matrices qui ont le même rang sont équivalentes). Si M ∈ GLn(k)
vérifie Tr IrM = 0, alors TrPIrQ

−1QMP−1 = Tr IrM = 0 (utiliser l’égalité TrAB = TrBA). Ainsi
QMP−1 convient. ///

Exercice 2 Soit K un corps commutatif et Mn(K) le K-espace vectoriel des matrices à n lignes et n
colonnes. Soit Ei,j ∈ Mn(K) la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui à la ligne i et à la
colonne j qui vaut 1. Si M = (mi,j) ∈Mn(K), on note Tr(M) :=

∑
1≤i≤nmi,i. Si A ∈Mn(K) on note ΦA

l’application définie par ΦA(M) := Tr(AM) pour M ∈Mn(K).

(1) Montrer que Φ : Mn(K)→Mn(K)? définie par Φ(A) = ΦA est linéaire bijective.

Preuve. La linéarité vient de la linéarité de la trace. Soit A =
∑

i′,j′ ai′,j′Ei′,j′ ∈ ker Φ alors

0 = Φ(A)(Ei,j) = Tr(AEi,j) =
∑

i′,j′ Tr(ai′,j′Ei′,j′Ei,j) =
∑

i′,j′ δi′,jδj′,iai′,j′ = aj,i. Ainsi A = 0. La

surjection suit puisque dimMn(k) = dimMn(k)?. ///

(2) Si M ∈Mn(K), on note M̂ le K-endomorphisme de E := Kn dont la matrice dans la base canonique

(ei) de Kn est égale à M (i.e. si M = (mi,j) alors M̂(ej) =
∑

imi,jei). Soit Nn(K) le sous-ensemble
des matrices nilpotentes de Mn(K). Soit Nn ⊂ Mn(K) le sous-espace vectoriel de Mn(K) engendré
par Nn(K) et N⊥n son orthogonal dans Mn(K)?. On veut caractériser Nn.

Montrer que pour N ∈Mn(K) nilpotente alors TrN = 0 et Nn = 0.

Preuve. La matrice N ∈ Mn(K) est nilpotente si et seulement si il existe t > 0 avec N t = 0 et
donc par Cayley-Hamilton fort ssi son polynôme caractéristique χN (X) = Xn. Puisque −TrN est
égal au coefficient de Xn−1 et que (−1)n detN est le terme constant dans χN (X), le résultat suit.
///

(a) Désormais n > 1, montrer alors que Nn 6= Nn(K) ?

Preuve. Si n = 1, on a l’égalité. Dès que n > 1 on peut considérer A := E2,1 + E1,2, alors
A2m = E1,1 + E2,2 dès que m > 0. Ainsi A ∈ Nn −Nn(K). ///

3



(b) Montrer que N⊥n 6= {0}.
Preuve. Puisque pour un sous-espace vectoriel F d’un K-espace vectoriel E de dimension finie
on a dimF⊥ = dimE − dimF , il suit que l’égalité n’est possible que si Nn = Mn(K). Or par
linéarité de la trace Tr(Nn) = 0, ainsi E1,1 /∈ Nn. //

(c) Soit ϕ ∈ N⊥n −{0}. On note P = (pi,j) ∈Mn(K)−{0} l’unique matrice telle que ϕ(M) = TrPM
pour tout M ∈Mn(K). Montrer que pi,j = 0 pour i 6= j.

Preuve. Si i 6= j alors E2
i,j = 0, ainsi 0 = ϕ(Ei,j) = TrPEi,j = pj,i. ///

(d) Soit J := Ei,i − Ei+1,i + Ei,i+1 − Ei+1,i+1. Calculer J2 et en déduire que P = λId 6= 0.

Preuve. Il suffit décrire la matrice J et vérifier que J2 = 0. Alors 0 = ϕ(J) = pi,i− pi+1,i+1, ainsi
P = p1,1Id avec p1,1 6= 0 par la question a). ///

(e) Caractériser Nn.

Preuve. Puisque pour un sous-espace vectoriel F d’un K-espace vectoriel E de dimension finie on
a l’égalité (F⊥)⊥ = F , il suit que Nn = {A ∈Mn(K) |TrA = 0}. ///

(3) Montrer que le sous-espace de Mn(K) engendré par GLn(K) est Mn(K).

Preuve. Soit V le sous-espace de Mn(K) engendré par GLn(K), alors pour i 6= j, Bi,j(1) :=
+Ei,j ∈ GLn(K) et donc V contient les Ei,j pour i 6= j. Pour montrer que Ei,i ∈ V on considère
σ un cycle de longueur n − 1 avec σ(i) = i. Alors Q(σ) ∈ GLn(K) et Ei,i − Q(σ) ∈ V puisque la
diagonale est nulle. ///

Exercice 3 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et (ϕi)1≤i≤n avec ϕi ∈ E?.
(1) Montrer que dimK(∩1≤i≤n Kerϕi) = dimK E − dimK(

∑
1≤i≤nKϕi).

Preuve. Si F :=
∑

1≤i≤nKϕi) alors F⊥ = {x ∈ E | ϕ(x) = 0, ∀ϕ ∈ F} et donc F⊥ ⊂
∩1≤i≤n Kerϕi. L’autre inclusion est immédiate puisque ϕ ∈ F est combinaison linéaire des ϕ, 1 ≤
i ≤ n. Puisque dimF⊥ + dimF = n le résultat suit. ///

(2) Désormais (E, ‖.‖) est le R-espace affine euclidien Rn. Soit Ai, 0 ≤ i ≤ n un repère affine. Pour

1 ≤ i ≤ n, on note Hi := {M ∈ E | ‖ ~MA0‖ = ‖ ~MAi‖} et Ii := A0+Ai
2 , le milieu des points A0, Ai.

(a) Soit ϕi ∈ E?, définie par ϕi(~x) = ~x. ~A0Ai. Montrer que (ϕi)1≤i≤n est une base de E?.

Preuve. Il suffit de montrer que (ϕi)1≤i≤n est une famille libre. Soit donc
∑

1≤i≤n λiϕi = 0, alors

∀~x ∈ E on a (
∑

1≤i≤n λi
~A0Ai).~x = 0, ainsi

∑
1≤i≤n λi

~A0Ai = ~0 et puisque ( ~A0Ai)1≤i≤n est une

base de E, il suit que λi = 0. ///

(b) Montrer que Hi = Ii + Kerϕi est un hyperplan affine de direction ~A0Ai
⊥

.

Preuve. On a les équivalences ‖ ~MA0‖ = ‖ ~MAi‖ ssi ~MA0
2

= ~MAi
2

et donc ssi ( ~MA0 +
~MA1).( ~MA0 − ~MA1) = 0. Ce qui s’écrit 2 ~MIi. ~A0Ai = 0 i.e. ~MIi ∈ Kerϕi. Puisque ϕi est

une forme linéaire non nulle, il suit que Hi est l’hyperplan affine de direction Kerϕi = ~A0Ai
⊥

et
contenant Ii. ///

(c) Montrer que ∩1≤i≤n Kerϕi = {0}.
Preuve. En effet E? =

∑
1≤i≤nKϕi par 2.a) et on conclut avec (1). ///

(d) Soit I avec ~A0I :=
∑

1≤i≤n ϕi(
~A0Ii)ei où (ei)i est la base antéduale de la base (ϕi)1≤i≤n de E?.

Montrer que I = ∩1≤i≤nHi.

Preuve. Par définition de ei on a ϕi( ~A0I) = ϕi( ~A0Ii), ainsi ~IiI ∈ Kerϕi et donc I ∈ Hi avec

2.b). Ainsi I ∈ ∩1≤i≤nHi. Si J ∈ ∩1≤i≤nHi, alors ~IJ ∈ ∩1≤i≤n Kerϕi et donc I = J avec 2.c).
///
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Exercice 4 Bases antéduale, [F. M. 1] n◦6 p. 11.
Soient X un ensemble et k un corps. On considère le k-espace vectoriel M(X, k) des applications de

X dans k. On fixe une famille libre {f1, ..., fn} dans M(X, k). On veut montrer qu’il existe des points
x1, · · · , xn ∈ X tels que la matrice (fi(xj))1≤i,j≤n ∈Mn(k) soit inversible.

(1) On note F le sous-espace vectoriel de M(X, k) engendré par f1, · · · , fn. Considérons l’application
ϕ : X → F ∗ qui envoie x ∈ X sur la forme linéaire evalx = ϕ(x) : F → k, f 7→ f(x). Soit E ⊆ F ∗ le
sous-espace vectoriel engendré par ϕ(X). Déterminer l’orthogonal E⊥ ⊆ F de E et en déduire que
E = F ∗.

Preuve E⊥ = {f ∈ F | ϕ(f) = 0 ∀ϕ ∈ E}. Puisque la famille (evalx)x∈X engendre E il suit que
E⊥ = {f ∈ F | evalx(f) = 0 ∀x ∈ X} = {0}. Ainsi dimE = dimF ? − dimE⊥ = dimF ? et donc
E = F ∗. ///

(2) Montrer qu’il existe x1, ..., xn tels que {ϕ(x1), · · · , ϕ(xn)} soit une base de F ∗.

Preuve Puisque dimF? est fini et puisque la famille (evalx)x∈X est une famille génératrice de
E = F? on peut en extraire une base (evalxi)1≤i≤n . ///

(3) On va montrer que la matrice (fi(xj))1≤i,j≤n est inversible (c’est-à-dire que ses vecteurs colonnes
forment une famille libre). Supposons le contraire.

(a) Montrer qu’il existe λ1, · · · , λn ∈ k, non tous nuls, tels que pour tout i ≤ n, on ait∑
1≤j≤n

λjfi(xj) = 0.

Preuve C’est la définition d’une liaison. ///

(b) En déduire que
∑

j λjevalxj = 0. Conclure.

Preuve Soit ϕ :=
∑

j λjevalxj ∈ E = F ? alors ϕ(fi) =
∑

1≤j≤n λjfi(xj) = 0. Ainsi ϕ est nulle

sur la base (fi)i de F , elle est donc identiquement nulle. Ainsi les (λj) donnent une liaison des
formes linéaires (evalxj )j ce qui contredit la question précédente. ///

Preuve Remarque. Soit (g1, g2, ..., gn) la base anté duale de (evalxi , 1 ≤ i ≤ n). Alors evalxi(gj) =
δi,j i.e. gj(xi) = δi,j. On peut écrire gj =

∑
1≤i≤n aj,ifi, alors δi,j = gj(xi) =

∑
1≤k≤n aj,kfk(xi).

Autrement dit la matrice A := (ai,j)1≤i,j≤n est l’inverse de la matrice (fi(xj))1≤i,j≤n. ///

Remarque. On peut signaler l’utilisation des bases antéduales dans la construction de bases orthogonales
pour une forme quadratique à partir de l’algorithme de Gauss sur la décomposition d’une forme quadratique
en combinaisons linéaires de carrés de formes linéaires linéairement indépendantes.

Exercice 5 L’espace vectoriel Hd,n des polynômes homogènes de degré d à n indéterminées et puissances
d-ièmes des polynômes homogènes de degré 1, [Fr. A] ex. 1.4.14 p. 82.

Soit K un corps commutatif. Soit Hd,n le sous-K-espace vectoriel de K[X1, X2, ..., Xn] des polynômes
homogènes de degré d auxquels on adjoint {0}. Soit Ad := {α := (α1, ..., αn) ∈ Nn | α1 + ...+ αn = d}. Si

P ∈ Hd,n. on pose ∆α(P ) = ∂d

∂α1X1...∂αnXn
(P ) ∈ K.

(1) Dans cette partie K est un corps commutatif de caractéristique nulle.

(a) Montrer que ( 1
α1!...αn!

∆α)α∈Ad est la base duale de la base (Xα)α∈Ad de Hd,n.

Preuve. Soit α := (α1, ..., αn) ∈ Nn et β := (β1, ..., βn) ∈ Nn avec α1 + ... + αn = β1 + ... +

βn = d. Si α = β on a ∆α(Xα1
1 Xα2

2 ...Xαn
n ) = αn! ∂d−αn

∂α1X1...∂
αn−1Xn−1

(Xα1
1 Xα2

2 ...X
αn−1

n−1 ) = ... =

αn!αn−1!...α1!. Si α 6= β, puisque α1 + ... + αn = β1 + ... + βn = d, il existe i0 avec αi0 > βi0,

alors ∂
αi0

∂
αi0Xı0

(Xβ1
1 Xβ2

2 ...Xβn
n ) = 0 et donc ∆α(Xβ1

1 Xβ2
2 ...Xβn

n ) = 0. ///

(b) Soit Q := a1X1 + a2X2 + ...+ anXn, montrer que ∆α(Qd) = d!aα1
1 ...aαnn .
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Preuve. Puisque ∂
∂X1

(Qd) = da1Q
d−1, il suit que ∂α1

∂X
α1
1

(Qd) = d(d−1)...(d−α1 +1)aα1
1 Qd−α1 d’où

le résultat en dérivant par rapport aux autres variables.

Remarque. On retrouve ainsi la formule du multinôme (
∑

1≤i≤nXi)
d =

∑
α∈Ad

d!
α1!...αn!

Xα1
1 Xα2

2 ...Xαn
n ∈

Z[X1, ..., Xn]. ///

(c) Soit f :=
∑

α∈ λα∆α ∈ H?
d,n avec λα ∈ K. Calculer f((a1X1 + a2X2 + ...+ anXn)d).

Preuve. Par la question précédente on a f(Qd) =
∑

α∈Ad λα∆α(Qd) = d!
∑

α∈Ad λαa
α1
1 ...aαnn =

d!P (a1, ..., an) où P =
∑

α∈Ad λαX
α1
1 ...Xαn

n ∈ Hd,n. ///

(d) Dans cette question la caractéristique de K est quelconque mais on suppose que le corps K est
un corps infini ce qui est le cas lorsque la caractéristique est nulle. Montrer par récurrence sur
n que l’application K-linéaire eval : K[X1, X2, ..., Xn] → KKn

définie par eval(P )(a1, ..., an) =
P (a1, ..., an) est injective.

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur le nombre d’indéterminées. Si n = 1, un polynôme
non nul n’a qu’un nombre fini de zéros. Supposons le résultat acquis pour K[X1, ..., Xn−1]. Soit
P ∈ K[X1, ..., Xn] = K[X1, ..., Xn−1][Xn], ainsi P = p0(X1, ..., Xn−1)+p0(X1, ..., Xn−1)Xn+ ...+
pk(X1, ..., Xn−1)X

k
n+...+pd(X1, ..., Xn−1)X

d
n. Soit (x1, .., xn−1) ∈ kn−1, alors P (x1, .., xn−1, Xn) =

p0(x1, ..., xn−1) + p0(x1, ..., xn−1)Xn + ... + pk(x1, ..., xn−1)X
k
n + ... + pd(x1, ..., xn−1)X

d
n ∈ K[Xn]

a en particulier une infinité de zéros ( K est infini) et donc pk(x1, ..., xn−1) = 0 pour 0 ≤ k ≤ n
et (x1, ..., xn−1) ∈ Kn−1. Ensuite l’hypothèse de récurrence montre que pk = 0 et donc au final
P = 0. ///

(e) Déduire de la question précédente que si f ∈ H?
d,n est nulle sur le sous-espace vectoriel V de Hd,n

engendré par les puissances d-ièmes des polynômes homogènes de degré 1 alors f = 0.

Preuve. Immédiat par ce qui précède.

(f) En déduire que V = Hd,n.

Preuve. En effet par ce qui précède, il suit que l’orthogonal V 0 de V pour la dualité est {0}. ///

(2) Dans cette partie K est un corps commutatif de caractéristique p > 0.

Montrer queX1X
p−1
2 n’est pas combinaison linéaire de puissances p-ièmes de polynômes homogènes

de degré 1.

Preuve. En effet ∂
∂X1

(X1X
p−1
2 ) = Xp−1

2 . Or si L ∈ H1,n alors ∂
∂X1

(Lp) = 0 (la caractéristique de

K vaut p). ///

Questions annexes :
i. Faites le lien avec les formes quadratiques dans le cas des polynômes homogènes de degré 2
ii. Calcul de la dimension de Hd,n. Voir [F. M. 1] n◦1 pour deux calculs (la preuve avec les séries formelles

permet de retrouver facilement la formule). Il y a enfin une preuve combinatoire qui est élémentaire : se
donner un n-uplet (i1, i2, ..., in) avec i1 + i2 + ...+ in = d revient à se donner dans l’intervalle [1, n+ d− 1],
n− 1 entiers (des séparations) placés en i1 + 1, i1 + i2 + 2,...,i1 + i2 + ...+ in−1 +n− 1. Le nombre de telles

séparations est donc le nombre de façons de choisir n− 1 boules parmi n+ d− 1. C’est donc
(
n+d−1
n−1

)
, [A.

F.] p. 99 et 100.

Exercice 6 Combinaisons linéaires de carrés de formes linéaires, [F. M. 1] n◦46 p. 106.

Exercice 7 Un développement original utilisable dans la leçon 42 Anneaux polynômes à plusieurs inde-
terminées : Nullstellensatz et systèmes linéaires, [F. M. 2] p. 271.

(1) Rappels.

Soit k un corps algébriquement clos, A := k[X1, ..., Xn] et I ⊂ A un idéal.

(a) L’idéal I est de type fini i.e. il existe P1, ..., Ps ∈ A avec I =
∑

1≤i≤sAPi (propriété noethérienne

des anneaux de polynômes).

6



(b) Soit a := (a1, a2, ..., an) ∈ kn et evala : A → k avec evala(P ) = P (a). Alors ker evala =∑
1≤i≤nA(Xi − ai). Réciproquement les idéaux maximaux de A sont de cette forme (k est

algébriquement clos).

(c) Soit I =
∑

1≤i≤sAPi et V (I) := {a := (a1, a2, ..., an) ∈ kn |∀i, evala(Pi) = 0}. Le ”théorème des

zéros de Hilbert” dit que P ∈ A, P (V (I)) = 0 si et seulement si il existe t > 0 tel que P t ∈ I.

(d) Avec les mêmes notations, V (I) = ∅ si et seulement si I = A autrement dit si il existe Ui ∈ A
avec

∑
1≤i≤s UiPi = 1 (cela provient de la caractérisation des idéaux maximaux).

(2) Le problème

On donne As,n ∈Ms,n(k) et As,n+1 = (ai,j) ∈Ms,n+1(k) qui est la concaténation de As,n pour les
n premières colonnes et du vecteur colonne t(a1,n+1, ..., as,n+1).

Pour 1 ≤ i ≤ s, on définit Pi :=
∑

1≤j≤n ai,jXj − ai,n+1. Soit S(k) := {x := (x1, x2, ..., xn) ∈
kn, |∀i, Pi(x) = 0}. Il s’agit de montrer que S(k) = ∅ si et seulement si il existe µi ∈ k avec∑

1≤i≤s µiPi = 1.

(3) Par l’algèbre linéaire

(a) Montrer que S(k) = ∅ si et seulement si (As,n) < (As,n+1).

Preuve. S(k) = ∅ ssi t(a1,n+1, ..., as,n+1) n’est pas dans l’image de As,n ce qui compte tenu de
l’inclusion ImAs,n ⊂ ImAs,n+1 équivaut à (As,n) < (As,n+1).///

(b) On suppose que S(k) = ∅, montrer en utilisant le pivot de Gauss sur les lignes qu’il existe µi ∈ k
avec

∑
1≤i≤s µiLi = 0 et

∑
1≤i≤s µiai,n+1 6= 0, où Li est la i-ième ligne de As,n et conclure.

Preuve. Le pivot de Gauss sur les lignes de la matrice As,n+1 aboutit à s lignes (L′i, a
′
i,n+1) où

L′i :=
∑

1≤j≤n µj,iLj et a′i,n+1) :=
∑

1≤j≤n µj,iaj,n+1 avec les r premières lignes L′i linéairement

indépendantes et les suivantes nulles, ainsi r = (As,n) et enfin a′r+1,n+1) 6= 0 puisque (As,n) <

(As,n+1). Ainsi
∑

1≤j≤s µj,r+1Pj = −
∑

1≤j≤s µj,r+1aj,n+1 = −a′r+1,n+1 6= 0. On conclut donc en

divisant cette égalité par a′r+1,n+1.///

(4) Par le Nullstellensatz

Preuve. Remarque. Notons que la partie d) du rappel fournit une CNS pour que S(k) = ∅ : Il
existe Ui ∈ A = k[X1, ..., Xn] avec

∑
1≤i≤s UiPi = 1, mais il ne semble pas possible d’en déduire une

relation avec des Ui ∈ k.///

(a) Soit f1, ..., ft ∈ A des polynômes homogènes de degré 1. Montrer que l’idéal
∑

1≤i≤tAfi est un
idéal premier de A.

Preuve. Quitte à réordonner on peut supposer que f1, ..., fr sont k-linéairement indépendants et
qu’ils engendrent tous les fi alors l’idéal I :=

∑
1≤i≤r fi =

∑
1≤i≤t fi. On peut alors compléter

la famille libre (Yi := fi, 1 ≤ i ≤ r) par (Yi, r + 1 ≤ i ≤ n) en une base du k-espace vectoriel
H1,n :=

∑
1≤i≤nXi des polynômes homogènes de degré 1. Alors A = k[Y1, ..., Yn] et donc A

I '
k[Yr+1, ..., Yn] est intègre.///

(b) Soit P̃i :=
∑

1≤j≤n ai,jYj − ai,n+1Yn+1 ∈ k[Y1, ..., Yn+1]. Montrer que S(k) = ∅ si et seulement si

V (P̃i) ⊂ V (Yn+1).

Preuve. On a V (P̃i) = {(y1, ..., yn+1)} avec yn+1 = 0 et
∑

1≤j≤n ai,jyj = 0 union yn+1 6= 0 et

( y1

yn+1
, ..., yn

yn+1
) ∈ S(k).///

(c) En déduire que S(k) = ∅ si et seulement si il existe m > 0 avec Y m
n+1 ∈

∑
1≤i≤s P̃ik[Y1, ..., Yn+1].

Preuve. Cela suit immédiatement de la question précédente et du Nullstellensatz qui reste vrai si
k n’est pas algébriquement clos.

(d) Déduire de a) que l’on peut supposer que m = 1

Preuve. Par a) il suit que l’idéal
∑

1≤i≤s P̃ik[Y1, ..., Yn+1] est premier , ainsi Yn+1 ∈
∑

1≤i≤s P̃ik[Y1, ..., Yn+1].///
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(e) Conclure.

Preuve. Ainsi Yn+1 =
∑

1≤i≤s UiP̃i avec Ui ∈ k[Y1, ..., Yn+1]. Par l’unicité de la décomposition en

composantes homogènes il suit que Yn+1 =
∑

1≤i≤s µiP̃i où µi ∈ k est la composante homogène

de degré 0 de Ui. On conclut en spécialisant à Yn+1 = 1.///

8


