Concours Agrégation, Mathématiques générales

Lecon 59- Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

Commentaires du jury 2015 : Il est important de bien placer la thématique de la dualité dans cette
legon : celle-ci permet de créer une correspondance féconde entre un morphisme et son morphisme trans-
posé, un sous-espace et son orthogonal (canonique), les noyaux et les images, les sommes et les intersections.
Bon nombre de résultats d’algebre linéaire se voient dédoublés par cette correspondance. Les liens entre
base duale et fonctions de coordonnées doivent étre parfaitement connus. Savoir calculer la dimension
d’une intersection d’hyperplans via la dualité est important dans cette lecon. L’utilisation des opérations
élémentaires sur les lignes et les colonnes permet facilement d’obtenir les équations d’un sous-espace vec-
toriel ou d’exhiber une base d’une intersection d’hyperplans. Cette lecon peut étre traitée sous différents
aspects : géométrique, algébrique, topologique, analytique, etc. Il faut que les développements proposés
soient en lien direct, comme toujours, avec la lecon ; proposer la trigonalisation simultanée est un peu osé!
Enfin rappeler que la différentielle d’une fonction réelle est une forme linéaire semble incontournable.
Commentaires du jury 2016 : Il est important de bien placer la thématique de la dualité dans cette
lecon ; celle-ci permet de mettre en évidence des correspondances entre un morphisme et son morphisme
transposé, entre un sous-espace et son orthogonal (canonique), entre les noyaux et les images ou entre
les sommes et les intersections. Bon nombre de résultats d’algebre linéaire se voient dédoublés par cette
correspondance. Les liens entre base duale et fonctions de coordonnées doivent étre parfaitement connus.
Savoir calculer la dimension d’une intersection d’hyperplans via la dualité est important dans cette lecon.
L’utilisation des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes permet facilement d’obtenir les
équations d’un sous-espace vectoriel ou d’exhiber une base d’une intersection d’hyperplans. Cette lecon
peut étre traitée sous différents aspects : géométrique, algébrique, topologique ou analytique. Il faut que
les développements proposés soient en lien direct avec la lecon. Enfin rappeler que la différentielle d’une
fonction a valeurs réelles est une forme linéaire semble incontournable.

Remarques. Penser a la dualité en algebre (transposée, rang d’une matrice, formes bilinéaires symétriques
non dégénérées, idéaux maximaux de l’algebre des polynémes & n indéterminées et évaluations (on dépasse
le cadre de la dimension finie) ...). A la dualité en géométrie (plan projectif, géométrie euclidienne et
orthogonalité ...)

Plus précisément dans ce qui suit on développe les liens entre dualité et formes bilinéaires.
Soit ' un K-espace vectoriel de dimension finie n.

A. Dualité.

I. La dualité est définie par la forme bilinéaire canonique ¢ : E x E* — K avec ¢(z,l) = {(x)

D’ou la correspondance bijective ® qui & un sous-espace vectoriel F' associe son orthogonal ®(F) :=
Fe:={te E* | {(F)=0}

® est décroissante pour l'inclusion et compatible avec les supplémentaires : si E = F @S alors E* =
O(F)P P(S).

Cela explique en particulier la symétrie dans la formule ¢"("~") qui donne le nombre de sous-espaces de
E supplémentaires d'un sous-espace vectoriel de dimension r pour K = [F,.

2. Dualité et endomorphismes

a.Transposée Soit u € Endk(E), on définit I'application transposée 'u par ¢(u(z),f) = p(x, 'u(f))
pour tout x € F et £ € E*.

b. Sous-espace stable par un endomorphisme Soit u € Endg(FE) et F' un sous-espace avec u(F) C F
alors 'u(F°) C F° et si L C E* est un sous-espace stable par ‘u alors u(G) C G avec G := Ny, Ker L.

En général un sous-espace F' stable par u n’admet pas de supplémentaire stable . Cependant on montre
(lemme fondamental, [F. M. 2] lemme 2 p. 12) qu'il existe un sous-espace monogene F' = Klu|(z) avec
I'égalité des polynomes minimaux m, = myr, alors F' admet un supplémentaire stable. Pour cela on



construit un sous-espace de E* stable par ‘u qui est 'orthogonal d’un supplémentaire de F, [F. M. 2]
lemme 3 p. 14.

B. Dualité et formes bilinéaires symétriques.

Soit f : E x E — K, une forme bilinéaire symétrique non dégénérée on peut alors réaliser la dualité
dans F.

On note F*+ I'orthogonal pour f du sous-espace vectoriel F. Soit 6 : E — E* avec 0(z) = f(z,.) i.e.
0(x)(y) = f(x,y), alors 'application linéaire 6 est bijective et si F' est un sous-espace de E, 6 induit une
bijection de F- dans F°.

Pour illustrer cela citons la dualité dans M, (K) qui devient facile via la forme bilinéaire non dégénérée
Tr(AB) ou plus classique la dualité dans dans les espaces euclidiens. Rappelons que la réduction des
endomorphismes normaux u s’obtient en remarquant que I'orthogonal d’un sous-espace stable par u est un
supplémentaire stable par wu.
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Développements conseillés :

(1) Dual de M,(k), [Fr. A] p. 90. Application : tout hyperplan vectoriel de M, (k) rencontre GLy,(k);
formes linéaires sur M, (k) invariantes par une conjugaison, [Fr. A] p.110 et ex. 2.3.9 p.126. Voir
exercice ci-dessous.

On peut aussi voir une application aux espaces vectoriels de nilpotents, [Fr. A] ex. 3.7.15 p. 163.

Voir exercice ci-dessous.
(2) Hyperplans

1. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et (f;),? € I une famille de formes linéaires sur E.
Alors dim(NKer f;,i € I) = dim E — dim < f; >

Application : Dans un espace affine euclidien, il existe un unique point a égale distance de ’ensemble
des points formant un repere affine; en d’autres termes il existe une unique sphere passant par les
points d’un repere affine, [Fr. MMG] Hyperplans médiateurs p. 161, voir exercice ci-dessous.
2. Nombre d’hyperplans d’un espace affine euclidien situés a égale distance des points d’un repere,
[F. M. 1] n°145 p. 435.

(3) Calcul des coordonnées barycentriques (ce sont des formes affines) avec les volumes, [F. M. 1] n°121
partie A p. 350 et application aux cercles tangents aux cotés d’un triangle et aux spheres tangentes
aux faces d'un tétraedre, [F. M. 1] n°121 partie C.

(4) Le théoreme de Hahn Banach, [F. M. 2] p. 278.

Exercice 1
Soit k un corps commutatif et n > 2. Si M = (m;;) € My(k), on note Tr(M) = >, mi;. Si
A € M, (k) on note ® 4 lapplication définie par ® 4(M) := Tr(AM) pour M € M, (k).
(1) Montrer que ®4 € M, (k)*.
Preuve M — AM est linéaire ainsi que M — Tr(M). ///

(2) Soit E; j € My, (k) la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui a la ligne i et & la colonne
J qui vaut 1. Calculer Tr AE; ;.



Preuve Puisque E; jEy jo = 6; 9 E; jo il suit que Tr(E; jEy 1) = §;10; j. On écrit A = Zi,’j/ a
on a donc Tr(AE; ;) = aji. ///

Montrer que ® : M, (k) — M, (k)* définie par ®(A) = &4 est linéaire bijective.

Preuve La linéarité vient de la linéarité de la trace. Soit A = Zi’,j’ ay j By jr € ker ® alors 0 =
P(A)(E; ;) = Tr(AE; ;) = aj; par la question précédente. Ainsi A = 0. La surjection suit puisque
dim M, (k) = dim M,,(k)*. ///

Soit H un hyperplan de M, (k). Déduire de ce qui précede qu'il existe A € M, (k) avec H = ker ® 4.

Preuwve Soit H un hyperplan de M, (k) c’est le noyau de ¢ € M, (k)* —{0} et par la question 3 il
existe A € My(k) (en fait unique) telle que o = ®4. ///

Soit (e;)1<i<n la base canonique de k™ et o le cycle (1,2,...,n). Soit f, € Endy(E) avec f,(e;) =
eitr1, 1 <i<net fy(en) = e1. On note Q(o) la matrice de f, dans la base canonique. Calculer sa
trace.

Preuve Puisque n > 1 les coefficients diagonauz de Q(o) sont nuls. Ainsi TrQ(o) =0.///

Pour 1 < r < n, on note I, la matrice avec des 1 en position (7,7) pour 1 < i < r et des 0 ailleurs.
Soit H, 'hyperplan ker ®; . Montrer qu’il existe M € H, avec M inversible.

i B g

Preuve Voici la prewve suggérée par la question précédente. Si r = 1 on remarque que [1Q(0) =
E\ ,, qui est de trace nulle. Puisque Q(o) est inversible (Q(o)" = Id), il suit que M = Q(o) convient.
Sir > 1 la matrice de permutation Q(7) correspondant au cycle T := (1,2, ..,7) convient (Q(7)(e;) =
eiv1, 1<i<r, Q(1)(er) =e1 et Q(7)(e;) =e;, r+1<i<n).///

Soit H un hyperplan de M, (k). Déduire des questions précédentes 'existence de M € H avec M
inversible.

Preuve On a vu que H = ker ® 4 avec A # 0, ainsi si r est le rang de A on ar > 1. Il existe P,Q €
GL, (k) avec A = PI,Q™' (deuzx matrices qui ont le méme rang sont équivalentes). Si M € GLy, (k)
vérifie Tr I, M = 0, alors Tr PI,Q *QMP~' = Tr I, M = 0 (utiliser I’égalité Tr AB = Tr BA). Ainsi
QM P~ convient. ///

Exercice 2 Soit K un corps commutatif et M, (K) le K-espace vectoriel des matrices a n lignes et n
colonnes. Soit E; ; € M, (K) la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui & la ligne i et a la
colonne j qui vaut 1. Si M = (m; ;) € M, (K), on note Tr(M) := >, , mi;. Si A € M, (K) on note 4
Papplication définie par ®4(M) := Tr(AM) pour M € M, (K). o

(1)

(2)

Montrer que ® : M, (K) — M, (K)* définie par ®(A) = ®4 est linéaire bijective.

Preuve. La linéarité vient de la linéarité de la trace. Soit A = Zi,J, ay j By € ker @ alors

0= @(A)(EIJ) = TI“(AEZ'J') = Ei’,j’ T‘r(ai’,j’Ei’,j’Ei,j) = Zi’,j/ 5i/’j5j/7iai/7j/ = ayji- Ainsi A =0. La
surjection suit puisque dim M, (k) = dim M, (k)*. ///
Si M € M, (K), on note Mle K -endomorphisme de £ := K" dont la matrice dans la base canonique
(e;) de K™ est égale a M (i.e. si M = (m; ;) alors M(ej) =, mjje;). Soit Ny(K) le sous-ensemble
des matrices nilpotentes de M,,(K). Soit N,, C M, (K) le sous-espace vectoriel de M, (K) engendré
par N, (K) et N son orthogonal dans M, (K)*. On veut caractériser N,,.

Montrer que pour N € M, (K) nilpotente alors Tr N =0 et N" = 0.

Preuve. La matrice N € M, (K) est nilpotente si et seulement si il existe t > 0 avec N* = 0 et
donc par Cayley-Hamilton fort ssi son polynéme caractéristique xn(X) = X™. Puisque —Tr N est
égal au coefficient de X" ! et que (—1)"det N est le terme constant dans xn(X), le résultat suit.
/1
(a) Désormais n > 1, montrer alors que N,, # N,(K)?

Prewve. Sin = 1, on a l’égalité. Deés que n > 1 on peut considérer A := Es1 + E1 2, alors
A2 — E11+ Es9 dés que m > 0. Ainsi A € N, — No(K). ///



(b)

()

Montrer que N;- # {0}.

Preuve. Puisque pour un sous-espace vectoriel F' d’un K-espace vectoriel E de dimension finie
on a dim F+ = dim E — dim F, il suit que 1’égalité n'est possible que si Ny, = M, (K). Or par
linéarité de la trace Tr(N,) =0, ainsi E11 ¢ Ny. //

Soit ¢ € Nt —{0}. On note P = (p; ;) € M, (K) — {0} I'unique matrice telle que p(M) = Tr PM
pour tout M € M, (K). Montrer que p; ; = 0 pour i # j.

Preuve. Sii # j alors Ei2,j =0, ainsi 0 = p(E; ;) = Tr PE; j = pji. ///

Soit J := E;; — Eiy1; + Fiit1 — Bit1441. Caleuler J? et en déduire que P = \Id # 0.

Preuve. Il suffit décrire la matrice J et vérifier que J> = 0. Alors 0 = p(.J) = Dii — Dit1,i+1, 0iNSi
P =pi11d avec p11 # 0 par la question a). ///

Caractériser N,,.

Preuve. Puisque pour un sous-espace vectoriel F' d’un K -espace vectoriel E de dimension finie on

a Uégalité (FH)*t = F, il suit que Ny, = {A € M, (K) |TrA=0}. ///

(3) Montrer que le sous-espace de M, (K) engendré par GL,(K) est M, (K).

Preuve. Soit V' le sous-espace de M, (K) engendré par GL,(K), alors pour i # j, B;;(1) =

+E;; € GL,(K) et donc V contient les E; j pour i # j. Pour montrer que E;; € V on considére
o un cycle de longueur n — 1 avec o(i) = i. Alors Q(o) € GL,(K) et E;; — Q(0) € V puisque la
diagonale est nulle. ///

Exercice 3 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et (¢;)1<i<n avec ; € E*.

(1) Montrer que dimg (Ni<i<n Ker ;) = dimg F — dimK(Z1§i§n Ky;).

Preuve. Si F' = 3 ;. Kp;) alors Ft ={r € E| ¢(x) =0, Vo € F} et donc F+ C

Mi<i<n Ker ;. L’autre inclusion est immédiate puisque ¢ € F' est combinaison linéaire des ¢, 1 <
i <n. Puisque dim F+ + dim F = n le résultat suit. ///

(2) Désormais (E, ||.||) est le R-espace affine euclidien R"™. Soit A;, 0 < i < n un repere affine. Pour
1<i<n,onnote Hy :={M € E | [MAo| = ||MA;||} et I; := w, le milieu des points Ay, A;.

(a)

Soit ¢; € E*, définie par ¢;(%) = a'c'.AO_}li. Montrer que (¢;)1<i<n €st une base de E*.
Preuve. I1 suffit de montrer que (p;)i1<i<n est une famille libre. Soit donc ZKK” Aiw; =0, alors

VI € E ona (D 1cicnNi iAgA). T =0, ainsi D i<i<n Ni AgA; = 0 et puisque (AgA;)i<i<n est une
base de E, il suit que \; =0. ///

- L
Montrer que H; = I; + Ker ¢; est un hyperplan affine de direction ApA; .
Preuwve. On a les équivalences |MAo| = HMA || ssi MAO = MA; ? et donc ssi (MAy +
MA).(MAy — MAy) = 0. Ce qui s'écrit 2M1;. AgA; = 0 i.e. MI; € Ker ;. Puisque <pZ est

une forme linéaire non nulle, il suit que H; est Uhyperplan affine de direction Ker p; = AOAZ-
contenant I;. ///

Montrer que Ni<i<y, Ker ¢; = {0}.

Preuve. En effet E* =3, Kgi par 2.a) et on conclut avec (1). ///

Soit I avec ABI = Y 1<i<n goi(ASL;)ei ou (e;); est la base antéduale de la base (¢;)1<i<, de E*.
Montrer que I = mlSiS;Ei.

Preuve. Par définition de e; on a cpl-(AE;I) = cpi(Ain), ainsi I;I € Ker p; et donc I € H; avec
2.0). Ainsi I € Mi<i<nHi. Si J € Mi<i<nH;, alors 1J € Ni<i<n Kerg; et donc I = J avec 2.c).

/1



Exercice 4 Bases antéduale, [F. M. 1] n°6 p. 11.

Soient X un ensemble et k& un corps. On considere le k-espace vectoriel M (X, k) des applications de
X dans k. On fixe une famille libre {f1,..., fn} dans M (X, k). On veut montrer qu’il existe des points
x1,- -, oy € X tels que la matrice (fi(x;))1<ij<n € My(k) soit inversible.

(1) On note F' le sous-espace vectoriel de M (X, k) engendré par fi,---, f,. Considérons 'application
¢ : X — F* qui envoie x € X sur la forme linéaire eval, = p(z) : F — k, f— f(z). Soit E C F* le
sous-espace vectoriel engendré par ¢(X). Déterminer I'orthogonal E+ C F de E et en déduire que
E=F*.

Prewve E+ = {f € F | o(f) = 0 Yo € E}. Puisque la famille (eval,).cx engendre E il suit que
Et ={f € F| eval,(f) = 0 Vx € X} = {0}. Ainsi dim F = dim F’* — dim E+ = dim F* et donc

(2) Montrer qu’il existe x1, ..., z,, tels que {¢(x1), - ,p(zy,)} soit une base de F™*.

Preuve Puisque dim F* est fini et puisque la famille (evaly)zcx est une famille génératrice de
E = Fx on peut en extraire une base (evaly,)i<i<n - ///

(3) On va montrer que la matrice (f;(x;))1<ij<n est inversible (c’est-a-dire que ses vecteurs colonnes
forment une famille libre). Supposons le contraire.

(a) Montrer qu'il existe A1, -+, A, € k, non tous nuls, tels que pour tout i < n, on ait
Z )\]fz((l,‘]) = 0.
1<j<n

Prewve C’est la définition d’une liaison. ///
(b) En déduire que }_; Ajeval,; = 0. Conclure.

Preuve Soit ¢ 1=, Njevaly;, € E = F* alors ¢(fi) = > 1<j<, Ajfi(zj) = 0. Ainsi ¢ est nulle
sur la base (f;); de F, elle est donc identiquement nulle. Ainsi les (\j) donnent une liaison des
formes linéaires (evaly,); ce qui contredit la question précédente. ///
Preuve Remarque. Soit (g1, g2, ..., gn) la base anté duale de (evaly;,1 < i < n). Alors evaly,(g;) =
0i,j i-e. gj(w;) = b 5. On peut écrire g; = 3 iy jifi, alors 6i5 = gj(xi) = 31 <pay @k fru(Ti).
Autrement dit la matrice A == (a; ;)1<ij<n est Uinverse de la matrice (fi(x;))i<ij<n- ///

Remarque. On peut signaler l'utilisation des bases antéduales dans la construction de bases orthogonales

pour une forme quadratique a partir de l'algorithme de Gauss sur la décomposition d’une forme quadratique
en combinaisons linéaires de carrés de formes linéaires linéairement indépendantes.

Exercice 5 L’espace vectoriel Hy, des polynomes homogenes de degré d a n indéterminées et puissances
d-iémes des polynémes homogenes de degré 1, [Fr. A] ex. 1.4.14 p. 82.

Soit K un corps commutatif. Soit Hg, le sous-K-espace vectoriel de K[X1,Xs, ..., X}] des polynomes
homogenes de degré d auxquels on adjoint {0}. Soit A; :={a := (a1,...,an) € N* | ay + ... + o, = d}. Si

d
P e Hg,. onpose Ay(P) = MW(P) cK.

(1) Dans cette partie K est un corps commutatif de caractéristique nulle.

mAQ)QGAd est la base duale de la base (X%)qca, de Hyp.

Preuwve. Soit o := (a1,....,ap) € N" et §:= (p1,...,0n) € N" avec a1 + ... + o, = 1 + ... +
Bno=d. Sia=p onaAa(X{X$7X3) = anl e L — (X1 XS X)) = . =
aplag_1l..aql. Si o # B, puisque aq + ... + oy = B1 + ... + B, = d, il existe ig avec oy > By,

alors 802‘:’)0( (XIBIXQ’BQ...XE") =0 et donc Aa(XlﬁlXQ’BQ...Xg") =0.///
1

(b) Soit Q := a1 X1 + asXo + ... + a, X, montrer que A, (Q%) = dlaf!...af.

(a) Montrer que (




Preuve. Puisque %(Qd) = da1Q% ", il suit que 86;?%1 (QY) =d(d—1)...(d— a1 +1)af* Q4 d'ou
le résultat en dérivant par rapport aux autres variables.
Remarque. On retrouve ainsi la formule du multinome (31 <<, X)) = > acdy ﬁX?l 52X e
VAD. S, S NV
(c) Soit f:=3" c Aalq € Ha*m avec Ay € K. Calculer f((a1 X1 + asXo + ... + a, X,)9).
Preuve. Par la question précédente on a f(Q?) = > acA, Mo (QY) = d! Do, Ayt apt =
d'P(ay,...,ap) ou P = ZaeAd A X1 XS € Hyn. ///
(d) Dans cette question la caractéristique de K est quelconque mais on suppose que le corps K est
un corps infini ce qui est le cas lorsque la caractéristique est nulle. Montrer par récurrence sur
n que I'application K-linéaire eval : K[X1, Xo, ..., X,] — K&" définie par eval(P)(a1,...,a,) =
P(ay,...,a,) est injective.
Preuve. La preuve se fait par récurrence sur le nombre d’indéterminées. Si n = 1, un polynome
non nul n’a qu’un nombre fini de zéros. Supposons le résultat acquis pour K[X1, ..., Xp—1]. Soit
P e K[Xl, . Xn] = K[Xl, ceey Xn_ﬂ[Xn], ainst P = po(Xl, ceey Xn—l) —|-p0(X1, ceey Xn—l)Xn +...+
Pe( X1, ey X 1) X4 Apa( X1, oy X 1) X2, Soit (21, .., 1) € K™Y, alors P(x1, .., 201, Xp) =
Po(T1, ooy Tn1) + (21, s T 1) Xy + oo+ DR(21y ooy T 1) XF + o+ g1, ey 20 1) XY € K[X,)]
a en particulier une infinité de zéros ( K est infini) et donc pg(x1,...,xn—1) =0 pour 0 < k <n
et (x1,...,0n_1) € K" 1. Ensuite I’hypothése de récurrence montre que py = 0 et donc au final
pP=0.///
(e) Déduire de la question précédente que si f € Hgm est nulle sur le sous-espace vectoriel V de Hg,
engendré par les puissances d-iemes des polyndémes homogenes de degré 1 alors f = 0.
Preuve. Immédiat par ce qui précéde.
(f) En déduire que V = Hg,,.
Preuve. En effet par ce qui précéde, il suit que l'orthogonal V° de V' pour la dualité est {0}. ///
(2) Dans cette partie K est un corps commutatif de caractéristique p > 0.
Montrer que X; X% L nest pas combinaison linéaire de puissances p-iemes de polyndémes homogenes
de degré 1.
Preuve. En effet %(Xng_l) = X' Orsi L € Hy,, alors 8%(1([/1)) =0 (la caractéristique de
K vautp). ///
Questions annexes :
i. Faites le lien avec les formes quadratiques dans le cas des polynomes homogenes de degré 2
ii. Calcul de la dimension de Hy,,,. Voir [F. M. 1] n°1 pour deux calculs (la preuve avec les séries formelles
permet de retrouver facilement la formule). Il y a enfin une preuve combinatoire qui est élémentaire : se
donner un n-uplet (i1,142, ..., i,) avec iy +1ig + ... + i, = d revient & se donner dans U'intervalle [1,n+d — 1],
n — 1 entiers (des séparations) placés en i1 + 1, i1 +i2 + 2,...,i; + 92+ ... +ip—1 +n — 1. Le nombre de telles
séparations est donc le nombre de fagons de choisir n — 1 boules parmi n + d — 1. C’est donc (":ﬁ;l), [A.
F.] p. 99 et 100.

Exercice 6 Combinaisons linéaires de carrés de formes linéaires, [F. M. 1] n°46 p. 106.

Exercice 7 Un développement original utilisable dans la lecon 42 Anneaux polynomes a plusieurs inde-
terminées : Nullstellensatz et systemes linéaires, [F. M. 2] p. 271.
(1) Rappels.
Soit k un corps algébriquement clos, A := k[X,..., X;,| et I C A un idéal.
(a) L’idéal I est de type fini i.e. il existe Py, ..., Py € A avec I =), ., AP; (propriété noethérienne
des anneaux de polynomes).



(b) Soit a := (ai,a2,....,an) € k™ et eval, : A — k avec evaly(P) = P(a). Alors kereval, =

Y 1<i<n A(X; — a;). Réciproquement les idéaux maximaux de A sont de cette forme (k est

algébriquement clos).

(c) Soit I =3 i<, AP et V(I) :={a = (a1, az,...,a,) € k" |Vi,evaly(P;) = 0}. Le "théoréme des

zéros de Hilbert” dit que P € A, P(V(I)) = 0 si et seulement si il existe t > 0 tel que P! € I.
(d) Avec les mémes notations, V(I) = ) si et seulement si I = A autrement dit si il existe U; € A

avec Zlgig JUP =1 (cela provient de la caractérisation des idéaux maximaux).

(2) Le probléme

On donne Ay, € M, (k) et Aspnt1 = (aij) € Mg ni1(k) qui est la concaténation de A, pour les
n premieres colonnes et du vecteur colonne t(aLnH, ey Gg g 1)

Pour 1 < i < s, on définit P, := Zlgjgn a; jXj — Gipg1. Soit S(k) = {z = (x1,22,...,2p) €
k™, Vi, P;(z) = 0}. Il s’agit de montrer que S(k) = 0 si et seulement si il existe p; € k avec
21955 pi P = 1.

(3) Par l'algébre linéaire
(a) Montrer que S(k) = 0 si et seulement si (Ag ) < (Asnt1)-

Preuve. S(k) = 0 ssi *(a1,n+1, s Asnt1) nest pas dans l'image de As, ce qui compte tenu de

Vinclusion Im Ay ,, C Im Ag 41 équivaut a (Asp) < (Aspt1)-///

(b) On suppose que S(k) = (), montrer en utilisant le pivot de Gauss sur les lignes qu’il existe u; € k

avec ) e tili =0 et > icg HiGins1 7# 0, ol L est la i-ieme ligne de Ay, et conclure.

/ /

Preuve. Le pivot de Gauss sur les lignes de la matrice Aspni1 aboutit a s lignes (L;,a;,, 1) ou

L .= Zlgjgn piiLj et a;,m_l) = Zlgjgn Wji@jnt1 avec les v premiéres lignes L) linéairement

indépendantes et les suivantes nulles, ainsi r = (Asy) et enfin a;,q,.1) # 0 puisque (Asy) <
o /

(Asnt1). Ainsi 3y <jcg lirt1 P = — D 1cjcs Hjrt1@jng1 = =0y pyq # 0. On conclut donc en

divisant cette égalité par aj.,y .\ 1.///
(4) Par le Nullstellensatz

Prewve. Remarque. Notons que la partie d) du rappel fournit une CNS pour que S(k) = 0 : 1

existe U; € A = k[ X1, ..., X;,] avec Zlgz‘gs U; P; = 1, mais il ne semble pas possible d’en déduire une

relation avec des U; € k.///

(a) Soit fi,..., fi € A des polynomes homogenes de degré 1. Montrer que l'idéal >, Afi est un
idéal premier de A.
Preuve. Quitte a réordonner on peut supposer que fi,..., fr sont k-linéairement indépendants et
qu’ils engendrent tous les f; alors l'idéal I := Zlgigr fi = Z1§z‘§t fi. On peut alors compléter
la famille libre (Y; := fi, 1 <i <7r) par (Y;, 74+ 1 <1i < n) en une base du k-espace vectoriel
Hy, = Zlgign X; des polynomes homogenes de degré 1. Alors A = k[Y1,...,Y,] et donc % ~
klYrt1,..., Yy est integre.///

(b) Soit P = Zlgjgn a; ;Y — @in+1Yns1 € k[Y1, ..., Y1), Montrer que S(k) = 0 si et seulement si
V(F) CV(Ynt1).
Preuve. On a V(P;) = {(y1, ., Yn+1)} avec yp+1 = 0 et Zlgjgn a;jy; = 0 union yYnpp1 # 0 et

Y1 Yn

(yn+1,..., yn+1) e Sk).///

(c) En déduire que S(k) = 0 si et seulement si il existe m > 0 avec Y1 € 321, Pik[Y1, ..., Yni1].

Preuve. Cela suit immédiatement de la question précédente et du Nullstellensatz qui reste vrai si
k n’est pas algébriguement clos.

(d) Déduire de a) que 'on peut supposer que m = 1

Preuve. Par a) il suit que l'idéal ) 1 -, Islk:[Yl, cooy Ynq1] est premier , ainsi Y11 € > o< Ialk:[Yl,



(e) Conclure.
Preuve. Ainsi Y11 = Zlgigs Uiﬁi avec U; € k[Y1,...,Yn41]. Par Uunicité de la décomposition en

composantes homogénes il suit que Yp11 = Zlgigs ,uiﬁi ot w; € k est la composante homogéne
de degré 0 de U;. On conclut en spécialisant a Yp41 =1.///



