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1. Actualité des résultats sur R

Si V est un sous-espace vectoriel de M,(R) tel que

V—{0}cGl,(R) , alors on sait que le maximum possible pour la

dimension de V est le nombre de Hurwitz-Radon défini comme

il suit.

Si n=2%%%2m+1) avec a,b,m entiers a>0,0<b<3, alors
p(n):=8a+2°.

L'existence de sous-espaces vectoriels V de M,(R) tels que

V—-{0}cGl,(R) , est associé a |'existence d'algebres de Clifford

qui sont des algebres d'endomorphismes d'espaces vectoriels sur
R,C,H, ie. les réels, les complexes, les quaternions. Si bien qu'on
obtient des dimensions un peu supérieures a celles obtenues en 4.
211. ([P] p. 2722 273).

Pour une construction plus élémentaire de ces espaces vectoriels,
on peut consulter [A.T.].

Le probleme de la borne maximum de la dimension des espaces
vectoriels V' a été résolu en 1962 par un article de J. F. Adams
concernant les champs de vecteurs tangents a la sphere ([A]).
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2. Une question plus générale
Soient K un corps commutatif, n>1, 1<k<n, V est un sous-
espace vectoriel de M, (K) tel que tout élément de V—{0} est de

rang supérieur ou égal 3 k. Alors que peut-on dire de la

dimension de V' ?
Facilement, on a dimV <n(n—-k+1) .

En effet, soit p:V—>M, ;. ,(K) définie par

my 4 my g . my o,
p([m; ;1):= 21 21 z» |, Si on avait
mn—k+1,1 . . mn—k+1,n

dimV>n(n—k+1) , on aurait alors kerp={0} ; cela veut dire que
V contiendrait une matrice non nulle de rang strictement plus
petit que %, ce qui est une contradiction.

Remarque 1. On peut considérer le méme type de questions en
remplagant sous-espace vectoriel V' de M, (K) par sous-espace
vectoriel V de M, ,(K) .
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Remarque 2. On peut considérer le méme type de questions en
remplagant sous-espace vectoriel V' par sous-espace affine E de
M, (K) .

Dans ce cas les résultats sont plus simples parce qu'ils ne
dépendent pas essentiellement de la nature du corps commutatif
K (voir [S]).

[S] de Seguins Pazzis C. Large affine spaces of matrices with rank bounded
below Linear Algebra Appl. 437 (2012) 499-512

p- 121 complément a III.1.

Les sous-groupes de %

Définition Dans tout ce complément groupe cyclique signitie
groupe engendré par un élément d'ordre fini.

I. Le groupe %
Proposition 0 Sozent p:@%% la surjection canonique, a>1 un
entier. Alors % contient un unique sous-groupe d'ordre a , c'est

p(L2); il est cyclique engendré par p(L) .
a a

Démonstration
Il est immédiat que p(1Z) est un sous-groupe cyclique de %
a

engendré par p(l) . Soient maintenant un sous-groupe G de % ,
a

avec 0o(G)=a . Soit donc p(x)eG avec xeQ ,ona ap(x)=p(0),

ce qui veut dire que axeZ, ainsi xe€lZ . Il suit de cela que
a

p(x)ep(%Z) , donc ch(iZ) et comme o(G) :o(p(%Z)) ,on a
bien Gzp(iZ).
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Proposition 1 Soit G un groupe abélien (noté additivement). Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Le groupe G est de torsion (i.e. tout élément de G est d'ordre fini)
et tout sous-groupe fini de G est cyclique,

i) Le groupe G est une réunion croissante de sous-groupes cycliques,
i.e. il existe une suite (G,,),,~1 de sous-groupes cycliques avec

G,,cG,, .1 pourtout m>1 et G=U G,,,

m>1

iii) le groupe G est isomorphe & un sous-groupe de %

Démonstration
1) Montrons ii) implique 7).
Comme G=U G,,, il suit que tout élément de G est d'ordre

m2>1
fini.
Soit K un sous-groupe fini de G . Comme G=U G,, et que la

m>1

réunion est croissante, il existe m avec KcG,,, sachant que G,,
est cyclique, il suit que K est cyclique. Ainsi 7) est satisfait.

2) Montrons i) implique 7).
Soient m>1et G,,:={xeG|o(x) | m!} . Facilement G,, est un
sous-groupe de G . Soit ye@G,, d'ordre maximum, il s'agit de

montrer que G,, est engendré par y ; soit d:=o(y) . Soit donc
G

yZ le sous-groupe de G,, engendré par y et p:Gm%ﬁ la
surjection canonique. Soit x€G,, , soit dy:=o0(x) , dy:=0(p(x)) ;
on a donc d;<d et dy|d; . Par ailleurs, il existe aeZ avec
dox=0y .

Par le lemme 3, ci-apres, on sait qu'il existe u,veZ tels que
o(ux+vy)=ppem(o(x),o(y))=ppem(d;,d). Or
ppem(o(x),0(y)) |m! , ainsi ux+vye@,, . Par définition de y,
ona ppem(d;,d)<d, ce qui montre que dq|d .
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Montrons qu'il existe 1eZ tel que dy(x+1y)=0, i.e.

ay+dyry=0 . Il suffit donc de trouver 2eZ tel que

o+dyA=0.On ales relations dyx=0y et d;x=0 ; ainsi

Elll(dz x)=0 , ie. flll(ay) =0 ce qui veut dire qu'il existe eZ
2 2

tel que 41 o—0d . Ainsi a=dy( % )e , il suit de cela que
dy dy

a+dy A =dy d g 4 2). 1 suffit de choisir A=— 2 ¢.
dl dl

Soit z:x—jey ,ona dyz=0,p(z)=p(x) et o(p(x))=d,, il
1

suit de cela que o(z)=dy.Onaalors Zy +Zz=Zy®7Zz, en

effet si A y+u 2=0 , en appliquant p ona pup(z)=0 et donc
dy| i, comme o(z)=ds, il suit que uz=0 et doncaussi 1y=0.
Ainsi le groupe Zy®Zz est d'ordre ddy ; par ailleurs il suit de 7)
que le groupe Zy@®Zz est cyclique, ainsi il contient un élément
d'ordre ddy . Sachant que d est le maximum des ordres des
éléments de G,, , il suit que dy=1etdonc xeyZ.

On a donc montré que G,, est cyclique. Facilement G,,cG,,, 1
et G= Lile . Ce qui est i7).

3) On suppose ii) satisfait, il s'agit de montrer iii).

3.1) Ainsi il existe une famille de sous-groupes cycliques (G,,),,>1
avec o(G,,)=d,, et G,,cG,, .1 pour tout m>1.

Il suit du lemme 2 ci-apres, par récurrence sur m qu'il existe une

suite (x,,),, avec x, est génétateur de G,, et leHlme:xm
m
pour tout m2>1.
3.2) Soit m>1 et soit le diagramme ci-
u
contre ot u:Z —» Q@ est défini par Z ——>»

«——0O

u(z)i=2,t:2 > Gy et défini par

m

t(z)=zx, etenfin s:Q—>2 est la ¢ _In .y @
Z Z

surjection canonique.
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Facilement, on a kersu=kert=d,, 7 ; ainsi il existe un
homomorphisme injectif fm:Gme% tel que f,,t=su , ainsi

fﬁ(zxm)=8(§;).

Facilement f,,,1lg,, =/, etde fagon plus générale, si m’>m , on
a fo |Gm =fm -

3.3) Alors 3.2) montre qu'il existe un unique homomorphisme
f:G—)% tel que flg, =f» pourtout m>1.

Ce qui est iii).

4) Montrons iii) implique 7).
4.1) Montrons d'abord que % est réunion croissante de sous-

groupes cycliques.

Soient m>1,L,, ::s(#l) ; facilement L,, est cyclique d'ordre

m!, engendré par s(#) . Tout aussi facilementona L, cL,, .

pour tout m>1 et L=U1,.

m>1

4.2) Soient maintenant H un sous-groupe de % et

H,=HNL,, ,alors H,, estcycliqueet H=U H,,.

m>1
Sidonc G est isomorphe a H, il suit bien que G est une réunion
croissante de sous-groupes cycliques de G , ce qui veut dire que i7)
est satisfait.

2. Sur la décomposition en p-composantes des sous-groupes

de Q.
7

Proposition 2 Soit s:@a% la surjection canonique. Soit p>2 un
nombre premier, K, le sous-groupe de © constitué des éléments qui
z

sont d'ordre une puissance de p .
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Z11]
1. Alors Kp:s(Z[l])sz ot Z[L] est le sous-groupe de Q
p p

constitué des fractions dont le dénominateur est une puissance de p .
En particulier les sous-groupes de K, sont {0}, K, , s(#l) pour

m>1; s(l%Z) est le seul sous-groupe de K, qui est d'ordre p™ et K,
est le seul sous-groupe de K, qui n'est pas fini.

Si P désigne l'ensemble des nombres premiers p>2 , alors on a

2-@K,.
Z  pe®

2. Soit H un sous-groupe de % , p=2 un nombre premier, H, le

sous-groupe des éléments de H qui sont d'ordre une puissance de p .

Alors H:fj@ﬂp et Hy=HNK, . On sait par 1. que H, est un

groupe cyclique d'ordre une puissance de p ou H,=K, .

Démonstration

1) Montrons 1.

1.1) 1l est immédiat que s(17) est le groupe cyclique d'ordre
pm

p™ , engendré par s(L1) . Soit G#{0} un sous-groupe fini de
pm

K_ , onadonc

p
G={s(%) |pfa;,1<i<r,n;<ny<..<n,}uU{s(0)} .
pl
Par Bézout, il existe A,ueZ avec 1=21a,+up™ ; ainsi

s( 1’1):3(2.0‘—’:)+s(,u)eG , comme s(u)=0,ona s( 1n) eG .1l
p p p
suit facilement de cela que s(

- Z})c@G , l'autre inclusion est
r

p
immédiate puisque n;<n,. .
1.2) Soit G un sous-groupe infini de K,, , on a donc une suite

(s(%) )i avec pfa; et limn;=o0 . Il s'agit de montrer que
p l (e o]
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K,cG . Soit s(lm)eK , il existe r tel que n,>m . Comme en

p
1.1) on déduit que s( 1 yeG et donc s(l):s(ap”r_mL)GG;
pnr pm pnr
cela montre bien que K,cG et donc que K,=G.
1.3) Il reste & montrer que % = @@KP. Clairement on a
pe
S K cQ .
peP Pz

. Q @ . — Q — .
Soit s(N)eZ ,s1i N=+1, alors s(N) s(0) e p%@)Kp .Si N#+1,

alors N=pi{ipy?..p,” ou les p; sont des premiers positifs

distincts et ;>0 pour 1<i<r. Soit g;:= NA , facilement
;"
1=pged(q;,q,-..,q,) , alors par Bézout, il existe aqy,aq,...,a,€Z

tels que a=a;q1+ayqs+ ...+ a,q, . Ainsi

a_q,Nyq,92 9r il suit de la définition de o;

a1 tagi2+ . +a,?r, il suit de la définition de ue

N 'N'°N 'N %1

pfi%i=1 et donc que pfis(a;%)=5(0) , ce qui montre que
a Q_ i 3

s(x)eK, +K, +..+K, . Onadonc i_pZE@Kp , il reste 2

montrer que la somme est directe.
Soit donc 0=x;+x9+...4+x, avec p;'x;=0 . Comme

1=pged(pf, pb2phs . pPry | par Bézout, il existe u,veZ avec
1=upfivpb2phs . pPr;il suit de cela que

0=1—upf)x,+ vpd2ph . . pPr(xg+x3+...+x,),ie. 0=x;.0n

montre de méme que O0=x; pour 2<i<r . Ainsi la somme est
directe.

2) La démonstration de 2. est immédiate.
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3. Application au sous-groupe de torsion du groupe
multiplicatif d'un corps commutatif.

Proposition 3 Soit K un corps commutatif, K*=K—{0} le groupe
des inversibles de K et (K*),,, , le sous-groupe de torsion de K>, i.e.
le sous-groupe de K> constitué des éléments de K* qui sont d'ordre
fini.
1. Soit meN, m>1, G,,:={xeK|x™'=1} on m!:=12....m .
Alors on a

(K gor = nE;Jle.

1l suit du lemme 1 ci-aprés que G, est cyclique. 1l suit alors de la
proposition] que (K*),,,. est isomorphe & un sous-groupe de % :

. . «
2. Soit p>2 un nombre premier (K*),, , le sous-groupe des
éléments x de (K*)u,, pour lesquels il existe un entier n, tel que
xP™ =1, he. (K¥) g, est constitué des éléments de (K*),,, qui sont
d'ordre une puissance de p . Il suit de la proposition 2 que (K*),,,
est soit un groupe cyclique d'ordre une puissance de p , soit isomorphe
\ Z [l] hY 1 ’ 7 ’

a % oir ZI1] est le sous-groupe de Q constitué des fractions

p
dont le dénominateur est une puissance de p .

Enfin il résulte de la proposition 2 que (K*),,, = EB@ (K 4or,p O
pe

P est l'ensemble des premiers p>2 de 7.

3. 8i K est un corps commutatif de caractéristique nulle qui contient
toutes les racines de ['unité (par exemple C), alors (K*),,, est
isomorphe & % .

Si K est un corps commutatif de caractéristique q qui contient toutes
les racines de ['unité, ce qui veut dire que K contient (F,)*8 , la
VAR

cloture algébrique de [quLZ.Alors (K™) 4oy = 9@9{ }jl .
q pe?—1iq
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Démonstration C'est une conséquence immédiate des
propositions 1 et 2.

4. Application au sous-groupe de torsion de SO, (R) et de O5(R).

Proposition 4
1. ([ Fr. B.C.D.] proposition 4.1.1. p. 76, proposition 4.1.4. p. 78)

a

On rappelle que SO4(R) :={ [ b _2 ] eGly(R) | a®+b2=1} et que
SOy (R) est un groupe abélien. On sait que l'application

p:R—SO04(R) définie par p(8) = [COS(ZTL’@) —sin(270) -

sin(2n6) cos(2n6)
un homomorphisme surjectif du groupe (R,+) sur le groupe SO,(R)

dont le noyau est 7 . Ainsi p induit un isomorphisme de % sur

SO4(R) .
De méme p induit un isomorphisme de % sur (SO4(R)),,, ou

(SO (R)) o, est le sous-groupe de rorsion de SO4(R) .

On rappelle que 02(R)=802(R)w[(1) _2]802([&).

Plus généralement, si BeOy(R) —SOy(R) , ona o(B)=2 et
04(R) =SO0,(R) u (B)SO4(R) , etsi AcSO4(R) , on a
BAB '=A"1.

1. Soit H un sous-groupe de SOo(R) qui est de torsion, i.e. un sous-
groupe de SO4(R) constitué d éléments qui sont d'ordre fini.

Soit meN, m>1, H ={AcH|A™=I,} oi m!:=12....m.

On sait que H,, est fini et que c'est ['unique sous-groupe cyclique de
SOy (R) , dordre o(H,,) , il est engendré par la rotation de mesure
d'angle 051 T__([Fr B,C,D] ex. 10.39 p. 155).

m)

Alorsona H,,cH,, . pour tout m>1 et
H=UH,.

m>1

C'est une illustration de la propostion 1.
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2. Soit p>2 un nombre premier H,, le sous-groupe des éléments A

de H pour lesquels il existe un entier n, tel que AP™=I,, i.e. H,)

est constitué des éléments de H qui sont d'ordre une puissance de p .

1l suit de la proposition 2 que H ) est soit un groupe cyclique d'ordre
AR

une puissance de p , soit isomorphe %

o ZI11 est le sous-groupe de Q constitué des fractions dont le
p

dénominateur est une puissance de p .

Enfin il résulte de la proposition 2 que H= © H, oun P est
YOS

P
L'ensemble des premiers p>2 de 7 .

3. Soit G un sous-groupe de O5(R) qui est de torsion, i.e. un sous-
groupe de Oo(R) constitué d'éléments qui sont d'ordre fini. Soit
H:=GNSOy(R), on suppose que H=G . Soit ceG—H , alors on
sait que o(c)=2 etque G=HuoH .

Soit meN, m>1, H :={AcH|A™=I,} oi m!:=12..m.

On sait que H,, est fini et que c'est ['unique sous-groupe cyclique de
SOy (R) , dordre o(H,,) , il est engendré par la rotation de mesure
d'angle 5{” ) ([Fr B,C,D] ex. 10.39 p. 155).

0 m
Soit G,,=H,, woH,, , alors G, est un groupe fini avec

o(G,,)=20(H,,) ([Fr. B,C,D] ex. 10.39 p. 155).
Plus précisément G,, est un groupe diédral, d'ordre 20(H,,) et on a
G,cG,, .1 pourtout m>1 et

G=UG,,.

m>1

On rappelle ([Fr E] p. 41) que si n>1, alors il existe un et un seul
groupe, a isomorphisme pres, engendré par deux éléments T, o avec
%206 ,0(t)=n,0(0)=2 et ct1o '=1"1. Ce groupe est réalisé par

le sous-groupe suivant de O9(R)
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cos27r% —sin2n% cos2n% sin27t%
D = 0<k<n}.
n sinZn@ cos27r@ SiHZTC& —cos27rk ’
n n n n
Soient
coszn—” —sinzf 1 0 ;
t:= S:= , ators o(t)=n,o0(s)=2
sin2n—” cos% ’ [O —1] ’ ’

sts_l:t_1 .

Un tel groupe s'appelle le groupe diédral d'ordre 2n.

4. Soit G un sous-groupe de Oo(R) qui est de torsion, i.e. un sous-
groupe de Oy (R) constitué d'éléments qui sont d'ordre fini. Soit
H:=GNSO5(R), on suppose que H=G . Soit ceG—H , alors on
sait que o(c)=2 et que G=HuoH .

Soit p>2 un nombre premier (G),, le sous-ensemble des

éléments A de G pour lesquels il existe un entier n, tel que

AP"=1 e, (G) () est constitué des éléments de G qui sont d'ordre
une puissance de p . Si p>3 ona (G) ) =H) ) et
Gy=H@9woHy) . En particulier (G) ), est un sous-groupe de G

pour tout nombre premier p.

Remarque 1 Soit BeOy(R) —SO4(R) , alors
SOy (R),,,w (B) SOy (R) est I'ensemble des éléments de torsion de

O,(R) ; en particulier cet ensemble n'est pas un sous-groupe de
O45(R). Par ailleurs les sous-groupes de torsion maximaux de
O5(R) sont les groupes de la forme SOy (R),,, v (B) SO5(R),,, ou

Be0y(R) —SO,(R) .

Remarque 2 Si G un groupe, p un pombre premier et G p) le
sous-ensemble des éléments de G qui sont d'ordre une puissance
de p.Si G est abélien, alors G () estun sous-groupe de G, mais
si n'est pas abélien G, peut ne pas étre un sous-groupe de G .
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Démonstration C'est en partie une conséquence immédiate des
propositions 1 et 2.

Lemme 1 Soit K wun corps commutatif, G un sous-groupe fini du
groupe K*=K—{0} des inversibles de K . Alors G est cyclique.

Démonstration C'est le corollaire p. 123 de cet ouvrage.

Lemme 2 Soient AcB deux groupes cycliques (notés additivement)
avec o(A)=a, o(B)=b=ac . Soit xeA avec o(x)=a . Alors il
existe yeB avec o(y)=b et cy=x. Ainsi lapplication y— cx de
L'ensemble des générateurs de B dans l'ensemble des générateurs de A
est surjective.

Démonstration

1) On considere d'abord le cas particulier suivant. Soient UcV
deux groupes cycliques (notés additivement) avec o(U)=u,
o(V)=v=up ou p est un nombre premier . Soit xeU avec
o(x)=u . Alors on veut montrer qu' il existe yeV avec o(y)=v
et py=x.

En effet il existe zeV avec o(z)=v=up , il suit facilement de
cela que o(pz)=u ; ainsi il existe aeZ avec 1=pged(a,u) et
pz=oax.

Supposons 1=pged(a,up) . Il existe donc yeZ tel que
ay=1modulo(upZ) ;ainsi 1=pged(y,up) et donc
o(yz)=up ;deplus p(yz)=x.Ainsi y:=yz convient.
Supposons 1#pged(a,up) , sachant que 1=pged(a,u) cela veut
dire que p|o etdonc pfu . Il suit de cela que sachant que
1=pged(a,u) , cela veut dire que 1=pged(a+u,up) .

Il existe donc yeZ tel que (a+u)y=1modulo(upZ) ; ainsi
1=pged(y,up) ; par ailleurs pz=ax implique facilement
pz=(a+u)x,donc p(yz)=x, il suit que o(yz)=up et donc
que y:=yz convient.
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2) Traitons maintenant le cas général.

On adonc ¢=p;py...p, oules p; sont des nombres premiers. On
sait que si C est un groupe cyclique d'ordre n, pour tout
diviseur d de n il existe un et un seul sous-groupe de C qui est
d'ordre d . Il suit de cela qu'il existe des sous-groupes cycliques de
B, Cy,Cq,...,C, avec C;cC; { pour
0<i<r,Cy=A,C.=B,0(C;, 1) =p;,10(C;) pour 0<i<r.

La partie 1) dit qu'il existe y;e€C; avec o(y;)=p;a et p;y;=x.
De la méme facon il existe y,€Cy avec o(ys) =ps (pya) et
pPaya=y1 - Et de facon générale il existe y;,,€C;,; avec
0(¥;41)=Pis1(P1Da--pP;@) et p; 1y 1=y;p; pour 0<i<r . Il est
alors clair que y:=y, convient.

Lemme 3 Soient G un groupe abélien (noté additivement), x,yeG ,
deux éléments d'ordre fini. Alors il existe w,veZ tels que
o(ux+vy)=ppcm(o(x),o(y)) .

Démonstration C'est la partie A.1 de la démonstration du lemme
1, p. 121 de cet ouvrage.

[ Fr. B.C.D.] Fresnel ] Espaces quadratiques, euclidiens, hermitiens

(Hermann 1999),
[ Fr. E.] Fresnel J Groupes (Hermann 2001),
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p- 128 complément : le théoréme est encore valable si on suppose
seulement que G est un groupe fini (non nécessairement abélien).
C'est un résultat de Joseph Ayoub

The direct extension theorem, J. Group Theory 9 (2006), 307-316

Page 130, complément

Sur le nombre minimum de générateurs d'un groupe de type
fini

Convention et notation Soit G un groupe de type fini, i.e.
engendré par un nombre fini d'éléments. Si G={e} , on note
r(G) le nombre minimum de générateurs de G et par
convention r({e})=0 .

On verra (proposition 5) que l'application r est une fonction
croissante sur l'ensemble des groupes abéliens de type fini, i.e. si
HcG, alors r(H)<r(G).

En revanche, il n'en est rien sur l'ensemble des groupes finis non
nécessairement commutatifs.

1. Quelques exemples de calcul de r(G)

Proposition 1 Soit G#1{0} , un groupe abélien fini, alors on a
G=Zx1DPZLxy®...0Zx, avec 1#o0(x,)|o(x,_1)|...|0(x1)
(théoréeme 1, p. 123 de cet ouvrage). Alors r(G)=r , i.e. r(G) est
le nombre d'invariants du groupe abélien fini G .

Démonstration C'est la partie 2. de ['exercice 8.45. p. 100 de
Fr. E.

Proposition 2 (structure des groupes abéliens de type fini) Soient
G={0} un groupe abélien de type fini, G, le sous-groupe de torsion

de G . Alors il existe un entier d>0 wunique tel que G=G,®7Z% . En
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plus G, est un groupe fini et si G,#1{0} , il admet une décomposition
sous la forme

G=Zx1DZx3®..0Zx, avec 1#0(x,)|o0(x,._1)|...]0o(xq).

Par ailleurs on a r(G)=d+r .

Démonstration La premiere partie est le corollaire 6.2.4. p. 61 de
Fr. E.

Pour la seconde partie, on traite seulement le cas o G,#{0} ,
r>1, en imitant la technique de l'exercice 8.45. p. 100 de Fr. E.
En effet si p est un nombre premier avec p|o(x;) , alors p% est

isomorphe a (%)d” . Soient p:G— % la surjection canonique,
p p

(81,89,-,8y) une famille génératrice de G , alors
(p(g1),p(g2),-..,p(g,)) est une famille génératrice du

%—espace vectoriel (%)d“" ;ainsi m>d+r . Par ailleurs, si
p p

(€1,€9,...,€4) est une base de Z¢, il suit que
(X1,X9, .0y Xpy €1,E9,...,€g) est famille génératrice de G . Ainsi
donc r(G)=d+r .Lescas d=0 ou r=0 se traitent de la méme
fagon, compte tenu de la convention r({0})=0 .

Proposition 3 (syst¢me générateur minimal pour S, et A, )

1. Le groupe S ,, est engendré par (1,2,...,n) et (n—1,n) ; ainsi
le nombre minimal de générateurs de S , est 2 pour n>3. Le
groupe S ,, est aussi engendré par (2,...,n) et (1,2) . Ainsi
r(S,)=2 si n>3.

2.8i n est pair, U, est engendré par le cycle (2,3,...,n) etle
3-cycle (1,2,3) . 8i n est impair U, est engendré par le cycle
(1,2,...,n) etle3-cycle (1,2,3) .Ainsi r(2A,)=2 si n>4.

Démonstration La partie 1. est le corollaire 2.2.1.3.5. p. 30 de
Fr. E.
La partie 2. est l'exercice 64 partie 3.2. p. 155 de F.M.1.
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Proposition 4 Soient p wun nombre premier, G un groupe d'ordre
p",n>1. Soit Fratt(G) le sous-groupe de Frattini de G, ie.
['intersection des sous-groupes maximaux de G. On sait que dans le cas
d'un p-groupe, on Fratt(G)=D(G) GP oir D(G) est le groupe

dérivéde G et D(G)GP est le sous-groupe de G engendré par D(G)

etles xP oir xeQG . Ainsi #t(G) est isomorphe au groupe additif de
ra

(F,)". Soient ¢:G — =(F,)" la surjection canonique

_ G
Fratt(G)
e1,ey,...,e,€G de facon que ¢(ey),q(ey),...,p(e,) soit un systeme

générateur minimal de G ;i.e. une base du ¥ ,-espace vectoriel
Fratt(G)

G Alors (eq,e e,) est un systeme générateur de G et r est
Fratt(G) . ( 15825 r) ). &

le cardinal minimum d'un systéme générateur de G , i.e. r(G)=r .

Démonstration C'est les propositions de 'exercice 76 p. 192-193
de F.ML1.

2. Variation du nombre minimal de générateurs pour les
groupes abéliens de type fini.

Proposition 5 Soit G un groupe abélien de type fini, H un sous-
groupe de G . Alors H est de type fini et r(H)<r(G) .

Démonstration On suppose que G est noté additivement.

Si G={0} ,ona H={0} etdonc 0=r(G)=r(H) .

On suppose désormais que G=1{0} .

1) On suppose que r(G)=1 ,ie. G=Zx; avec x;#0 . Soit
0:7 — 7 x; la surjection définie par 6(z):=zx;.Si H est un
sous-groupe de Zxy,ona (6~ 1(H))=H , comme 6 1(H) estun
sous-groupe de Z, il existe aeZ avec 0 L(H)=aZ . Ainsi
H=6(6"Y(H))=Z ax,. Cela montre que r(H)<1 . Ainsi la
proposition est satisfaite pour r(G)=1.
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2) On suppose que r(G)>2 et que la proposition est satisfaite pour
tout groupe abélien G' tel que r(G') <r(G) .
Ona r(G)=n>2 etdonc G=Zx;+7Z x9+...+7Z x,, . Soit

p:GeZi la surjection canonique. On a donc
X1

G —7p(xy)+Zp(x3)+...+Zp(x,) . Tout d'abord -G =1{0} ,

7 x Z xq
sinon on aurait G=7 x4, cela contredit

r(G)=n>2 . On a donc 1gr(Zi)gn—1 ; il suit de I'hypothese
X1

de récurrence que r(p(H))=k<n-1 .Si p(H)={0} , cela veut

dire que Hc Z x; et la partie 1) dit que r(H)<1 ; ainsi la

proposition est satisfaite.

On suppose maintenant que p(H)={0} , ainsi 1<k et donc

p(H)=Zp(hy) +Zp(hg) + ...4+Zp(hy) . Enfin il suit de la partie

1) qu'l existe aeZ avec HNZ x;=7Zax; . Il reste 2 montrer que

H=Zax{+Zh{+Zhy+ ...4+Zx;,. L'inclusion

Zaxi+Zhi+Zhg+ ...+Zhy cH est immédiate.

Maintenant si heH , on a

p(h) =A1p(hq) +2A9p(ho) + ...+ App(hy) , avec h;eH , ainsi
h—(Ahy+Aoho+ ...+ Aphp)eHN (kerp)=HNZx1=Zaxy ,

ce qui veut dire que h— (A1hq+2Ashg+ ...+ Aphy) =1 (axq) . Cela

montre HcZax{+Zh{+Zhg+ ...+Zxy, .

En conclusion, on a r(H)<k+1<n . Ce qui est la proposition.

. Variatio u no e minimal de générateurs pour les
3. Variation du nombre minimal d nérat r |l
groupes finis non nécessairement commutatifs.

La question naturelle qui se pose est de savoir si la proposition 5
est encore vraie lorsque le groupe G n'est plus commutatif. La
réponse est trivialement non.
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2.1. L'exemple le plus immédiat est le suivant. Soit H := (227)"' , il
suit de la proposition 1 ques r((zzj)”) =n . Soit p:H—->GS(H)

définie comme il suit. Si heH , alors p(h) est la bijection de H
définie par x+ hx ; facilement p est un homomorphisme
injectif. Par ailleurs on sait que S(H)=Syn est engendré par
deux éléments si n>2 (proposition 3) et il n'est pas commutatif,
ona r(&(H))=2.Sidonc n>3,0ona r(p(H))>r(S(H)) .

2.2. Dans l'exemple 2.1. l'indice de p(H) dans S(H) est grand.
On peut obtenir des exemples avec un indice plus petit de la
facon qui suit.

On rappelle que r(&,)=2 si n>3 (proposition 3) et r(A,)=2
si n>4 (proposition 3) .

Par exemple, soit G=S4 et H le sous-groupe engendré par les
transpositions (1,2),(3,4),(5,6) ; facilement H est isomorphe
a (2%)3 .Ainsi r(G)=2 et r(H)=3 . On peut généraliser cet

exemple avec G=5 et H~ (£ )™,
p 2m 27

Autre exemple, soient G=Uy et H est le sous-groupe engendré
par les 3-cycles (1,2,3),(4,5,6),(7,8,9) . Facilement
H~ (3%)3 ,ainsi r(H)=3 et r(G)=2 . On peut généraliser cet

exemple avec G=23,, et H=~ (3%)’” .

2.3. Notre objectif est maintenant de trouver le plus petit
exemple. C'est un certain groupe a 16 éléments.

Proposition 6 [/ existe un groupe G engendré par a,b,c et avec
0(G)=16, o(a)=4, 0(b)=0(c)=2, ab=ba, bc=cb et

cac l=ab.

Ce groupe est engendré par a et ¢ etona r(G)=2,1.e. 2 estle
nombre minimum de générateurs de G . Enfin le sous-groupe H
engendré par a2 b,c est isomorphe & (227)3 , ainsi r(H)=3 .
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Démonstration
: —(Z Zz Zz (Z Zz tect]
1) Soient G:= (ﬁ)X(ﬁ)X(ﬁ) et S'(ﬁ) %(27) la surjection

canonique.

On définit sur G une loi interne par

1) (x,y,2)=(x",y",2")i=(x+x",y+y +s(x')z,2+2") .
Facilement (G,=*) est un groupe avec 0(G)=16 . Désormais si
u,veG ,on notera uv l'élément u=v .

Soient a:=(1,0,0),b6:=(0,1,0), c:=(0,0,1) , alors on a bien
o(a)=4,0(b)=0(c)=2,ab=ba,bc=cb et cac '=ab.

: — Z Z Z : : _
2) Soit H:= (ZE)X(ﬁ)X(ﬁ) , il suit de (1) que H est un sous

groupe commutatif de G engendré par a?,b,c et isomorphe 2
(227)3 , ainsi r(H)=3 (proposition 1). Facilement G est

engendré par a et c et larelation cac '=ab montre qu'il
n'est pas commutatif, ce qui implique qu'il ne peut étre engendré
par un élément, ainsi r(G)=2 .

Proposition 7 Soient Hc G deux groupes finis avec r(H)>r(G) .
On suppose que G est d'ordre minimum avec la propriété précédente.
Alors G est isomorphe au groupe d'ordre 16 défini par la
proposition 0.

Démonstration

1) Ona r(G)>2 etdonc r(H)>3 . En effet, si r(G)=1, ca veut
dire que le groupe G est cyclique, il en est de méme de H , ainsi
r(H)=1; ce n'est pas possible. Le cas r(G)=0 est trivial.

2) Comme r(H)>3, alors le lemme 1 ci-apres dit que o(H) >23
(on pourrait aussi dire qu'on connait tous les groupes d'ordre au
plus 7 et que ceux-ci sont engendrés par deux ou un éléments).
Comme r(H)#r(G) ,ona H#G etdonc [G:H]>2 .1l suit de
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tout cela que o(G)>16 ; sachant que G est d'ordre minimal, il
suit de la proposition 6 que 0(G)=16 et o(H)=23.

3) Si donc o(H) =23, il suit du lemme 1 que r(H)<3 . Sion
avait r(H)<2, cela impliquerait r(G)<1, ce qui est exclu par 1).
Ainsi o(H) =23 et r(H)=3 .Si H était non commutatif, cela
veut dire que H est le groupe dihédral & 8 éléments ou le
groupe des quaternions, mais dans ce cas, on a r(H)=2 (5.4. p. 43,
Fr. E.). Ainsi H est commutatif et le théoréme de structure des
groupes abéliens finis nous dit que la seule possibilité est

_(Z3
H~(L).

Alors le lemme 2 ci-apres permet de conclure.

Lemme 1 Soiz G un groupe fini, n:=r(G) , (x1,%9,...,x,) une
famille génératrice de G . Comme r(G)=n, ona o(x;))>2, soit a;
l'infimum des premiers p qui divisent [l'ordre de x; . Alors on a
0o(G)>aqay...a, ; en particulier on a toujours o(G)>2".

Démonstration

Soient A;:={0,1,...,a;—1}, 6:A;xAyx...xA, -G définie par
0(ary, g, ..., 0,) = (27) % (x9)%2... (x,,) % . Il s'agit de montrer que
6 est injectif. Supposons le contraire, on a donc

(1) ()% (209)%2.... (x,) % = (x)P1 (x9)P2 .. ()P .

On peut supposer qu'il existe & avec
oa1=PB1,09=Pg,...,0_1=PBp_1 et par exemple ap>p; . Il suit

alors de la relation (1) la relation (2) ci-apres

(xk)ak—ﬂk:(xk+1)ﬁk+1 (xk+2)ﬂk+2_” (xn)ﬁn ((xk+1)ak+1_._ (x,,)% )—1'
I suit de cela que (x;)~P¢ appartient au sous-groupe engendré
par {xp_ 1,%p.9,..,%,} . Comme 1<a,—B,<a;, il suit que

pged (o ,— B ,0(x,)) =1, ainsi il existe N>1 avec
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N(o,—Bg)=1+210(x,) , AeZ . Ainsi en élevant la relation (2) a la
puissance N , on déduit que x, appartient au sous-groupe
engendré par {xp,1,%},9,..,%,} . Il suivrait donc de cela que la
famille (xq,...,25_1,23,1,...,%,) engendre G ; ce qui contredit
le fait que r(G)=n.

Lemme 2 Soit G un groupe non commutatif, d'ordre 16 qui
contient un sous-groupe H isomorphe & (217)3. On note e ['élément

neutre de G .

1. On suppose qu'il existe acG—H tel que o(a)=2. Alors G est
produit semi-direct de {e,a} par H. De plus r(G)>3 .

2. On suppose que pour tout acG—H , on a o(a)=4 . Alors a’cH
et il existe b,ceH avec les propriétés suivantes : le groupe H est
engendré par a’,b,c et ab=ba,bc=cb,cac t=ab . Ainsi le
couple (G,H) n'est autre chose que le couple défini selon la
proposition 3.

Démonstration

1) Comme H est d'indice 2 dans G, il est distingué dans G , il
suit que G est produit semi-direct de {e,a} par H.

Si le produit est direct, alors G est commutatif, c'est exclu.

On suppose maintenant que le produit n'est pas direct. Comme

H est distingué, 'élément a opere sur le 2ZZ -espace vectoriel H ,

par h+— aha ' . Appelons u cet isomorphisme. Comme
u2:idH , et sachant que car(%) =2, il suit que x,(X) =X+ 1)3.

Par ailleurs, comme le produit n'est pas direct, on a w=1idy , ainsi

la réduction de Jordan dit qu'il existe une base (e;,ey,e3) du

Zz-espace vectoriel H , avec u(ey)=e;, uley) =eq,ules) =eg+eg .

Cela se traduit en notation multiplicative par
(1) aej=eja,aeg=e90 ,aeg=~€9e€30 .
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En particulier le sous-groupe K engendré par ey est dans le
centre de G , donc distingué. Soit p:G—)% la surjection

canonique, alors les relations (1) montrent que IQ{ est

commutatif, engendré par p(a),p(e;),p(e3) avec
pla)?=p(e) ,p(el)zzp(e) ,p(e3)2:p(e); comme O(IQ{) =23 cela

veut dire que IQ{ z(zz—z)3 . En conclusion r(G)>3.

2) Comme H est d'indice 2 dans G, il est distingué dans G,
I'élément a opere sur le %-espaee vectoriel H, par h— aha™!.

Appelons u cet isomorphisme. Comme H est d'indice 2 dans

G, il est distingué dans G, ainsi a®?eH qui est commutatif, cela

implique que u?=idy , et sachant que car(zz—z) =2, il suit que

2 =X+1)°.

Sachant que le groupe G n'est pas commutatif, il suit que

u#idg.

Ainsi la réduction de Jordan dit qu'il existe une base (e;,es,e3)

du 2
27

-espace vectoriel H , avec

u(ey)=eq, uleg) =eq,uleg) =eg+e; .
Comme H est d'indice 2 dans G, il est distingué dans G, ainsi
a’cH et a*#e puisque o(a)=4.
Montrons que a?#es . Sinon la relation u(eg) =eq+e5 en
notation multiplicative donnerait aega™l=e;e;=a%ey . Soit
donc ae;=a%ega et alors
(ae3)?=(a%e3a)(aes)=a’es(aa)e; , comme H est
commutatif, on a (aes)%=e ; c'est contraire 2 I'hypothese
puisque ae3eG—H .

Comme %el @%e2=ker(u—id1{) et que u(a?)=a?, comme

a?zey ona Le DL ey=L o2 L ¢,
27 27 27 27
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Soient maintenant b:=ey,d:=e3.0Ona
o(a)=4,0(b)=2,0(¢c)=2,ab=ba,bc=cb et aca '=bc.
Or aca '=bc ditque ca™lc'=a71b, donc cac l=ba.
Enfin avec la relation ab=ba , on obtient cac '=ab .

Sachant que G=HwvaH , il suit que |'application

(7 VA Z A X z
0: (ﬁ)x(ﬁ)x(ﬁ)aG définie par 6(x,y,z):=a*d’ ¢, avec une

?, est clairement surjective,

interprétation évidente pour a*,d”,c
donc bijective.

Il suit facilement des relations ab=ba,bc=cb et aca '=bc
que

) (@"B ) (a" b 7 )=a ¥ Y sz oy

s: (427) — (227) est la surjection canonique.

Cela montre bien que le couple (G,H) n'est autre chose que le
couple défini selon la proposition 3.

Bibliographie
[Fr. E.] Fresnel J. Groupes (Hermann 2001)
[E. M.1] Fresnel J. , Matignon M. Algébre et Géométrie (Hermann 2011)
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Page 145, complément

Famille de transpositions génératrice de &, et connexité du

n
graphe associé

Définition du graphe associé a une famille finie de
transpositions

Soit n>2 ,&, le groupe des permutations de l'ensemble

n
{1,2,...,n} . Soit A#@ une famille finie de transpositions de

©, . Alors le graphe G(A) associé 2 A est le graphe dont

|'ensemble des sommets est S := 7:L.JA support(¢) , sachant que si ¢ est
S

la transposition ¢=(a,bd) , alors support(¢)={a,b} .

Par ailleurs les arétes du graphe G(A) sont définies comme il suit :
si x,yeS , il y a une aréte qui relie x et y si et seulement si
x#y et sila transposition (x,y) est élément de A . Ainsi donc
I'ensemble des arétes du graphe G(A) s'identifie aux parties
{x,y} adeux éléments de S telles que la transposition (x,y) est
un élément de A .

Soit x,yeS , un chemin qui relie x & y est une suite finie
(ay,a9,...,a,) d'éléments de S telle que a;=x,a,=y et
{ap,ap, 1} est une aréte pour 1<k<r.

Soit xeS , on appelle composante connexe de x 1'ensemble des
yeS pour lesquels il existe un chemin qui relie x a2 y. En
particulier, on dit que le graphe G(A) est connexe, s'il existe un
point xeS tel que la composante connexe de x soit S ; c'est
équivalent de dire que pour tout x,yeS , x=y , il existe un

chemin qui relie x a y.
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Théoreme Soient n>2 , S, le groupe des permutations de
l'ensemble {1,2,....,n} , A wune famille finie, non vide de
transpositions de ©, et G(A) le graphe associé a A selon la
définition ci-dessus.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) La famille A engendre le groupe &, ,

ii) le graphe G(A) a pour ensemble de sommets {1,2,...,n} et le
graphe G(A) est connexe selon la définition ci-dessus.

Démonstration

1) Montrons i) implique ii).

1.1) Montrons que 1 est un sommet du graphe G(A) .

Sinon 1e¢support(¢) pour tout (€A , ainsi t(1)=1 pour tout
teA . Comme A engendre &, , il suit que o(1)=1 pour tout
oce@, ; ce qui est une contradiction, en particulier pour le cycle
c=(1,2,...,n) .

De la méme facon % est un sommetsi 1<k<n.

1.2) Montrons que G(A) est connexe.

Soit A la composante connexe de 1, selon la définition ci-dessus.
Il s'agit de montrer que A={1,2,...,n} . Supposons le contraire,
onadonc {1,2,...,n}=AuB avec B=@ . Il suit de la définition
de la composante connexe de 1 que pour tout ¢€A , on a
support(¢) cA ou support(¢) cB . Il suit de cela que pour tout
teA,ona t(A)=A et t(B)=B.Comme A engendre S,,ona
aussi pour tout 6€S,, o(A)=A et o(B)=B . Cela donne une
contradiction en considérant o=(1,2,...,n) et o*(1) pour
1<k<n.
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2) Montrons ii) implique 1) .

Soit H le sous-groupe de &, engendré par A . Il suffit de

montrer que (1,k)eH pour 2<k<n puisque |'on sait que la
famille {(1,%)|2<k<n} engendre & (Fr.E. corollaire
2.2.1.34.).
Il suit du lemme ci-apres qu'il existe un chemin (b;,5,,...,b5,)
qui relie 1 a4 & avec 1=0b;,k=0b,,b;2{by,bs3,...,b} et
(b;,b;,1)eA pour 1<i<s.On adonc (b;,by)eH , et sachant
que by est invariant par (by,b3) ,ona

(by,bs) (b1, by) (by,bs) L= (by,bs)eH .
De méme (bg,by) (by,bs)(bg,b,) L= (by,by)cH . Ainsi par
récurrence, on a (by,b,)eH ,1e. (1,k)eH .

n

Lemme Soient x,y deux sommets de G(A) avec x#y . On suppose
en plus qu'il existe un chemin qui relie x a y . Alors il existe un
chemin (by,by,...,b,) avec by=x, by=y et by¢ {by,bs,...,0,} .

Démonstration Soit (aq,ay,...,a,) un chemin qui relie x a y,
Le. x=ay,y=a, et (a;,a;,1)€A pour 1<i<r.Comme
a;#a, , il existe un plus grand entier j<r tel que a;=a,. Ainsi

. J \ * 7 z
relie a;=a;=x a a,=y avec les propriétés du lemme.

ajelaj 1,a;,9,...,a,} et (a;,1,a;,9,...,a,) est un chemin qui

Remarque Les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) L'ensemble des sommets du graphe G(A) est {1,2,...,n},
ii) {ke{l,2,...,n} | t(k) =k pour tout teA} =@ .

[Fr. E.] Fresnel J. Groupes (Hermann 2001)
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p-216 IV.4. complément

Existence de polyndmes homogenes a deux variables, a
coefficients dans un anneau A et prenant des valeurs inversibles
sur une partie finie de A”

Introduction

Soit A un anneau commutatif, unitaire, A* le groupe des
inversiblesde A, m>1,
P(X,Y)=agY"+a; XY™ 14 ... +a,, X" cA[X,Y] , un polynéme
homogene a coefficients dans A , de degré m .

Soit (x,y)eA? avec P(x,y)eA*, alorsona xA+yA=A ;sinon il
existe un idéal maximal M de A tel que xA+yA <, il suit
facilement de cela que P(x,y) e, ce qui est en contradiction
avec P(x,y)eA*. Réciproquement si xA+yA=A ,ona u,veA
avec ux+vy=1,sidonc WX,Y):=uX+vY, alors W(X,Y) est
un polynéme homogene de degré 1 avec W(x,y)=1. En termes
simples, si un couple (x,y)€A? satisfait une relation de Bézout,
c'est équivalent a l'existence d'un polynéme homogene
W(X,Y)eAlX,Y] , de degré 1 tel que W(x,y)=1 et en
particulier W(x,y) eA™ .

Le premier probleme que 'on traite ici se généralise de la fagon
qul suit.

Quels sont les anneaux A pour lesquels la propriété ci-aprés est
toujours satifaite.

Soient n>1, (x;,y;) €A? avec 1<i<n, et x;,A+y,A=A pour
1<i<n . Alors il existe P(X,Y)€AlX,Y] avec P(X,Y) homogene,
degP(X,Y)>1 et P(x;,y;) €A™ pour 1<i<n.

Nous répondons a cela avec la proposition 1 qui suit.
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Le second probleme que l'on traite ici se généralise de la facon qui
suit.

Quels sont les anneaux A pour lesquels la propriété ci-apres est
toujours satifaite.

Soient n>1, (x;,y;) €A% avec 1<i<n, et x;A+y,A=A pour
1<i<n . Alors il existe P(X,Y)€AlX,Y] avec P(X,Y) homogene,
degP(X,Y)>1 et P(x;,y;)=1 pour 1<i<n.

Nous répondons a cela avec la proposition 2 qui suit.

Proposition 1 Soient A un anneau commutatif, unitaire, A le
groupe des inversibles de A . Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

i) Pour tout zeA , soit p,:A— ‘?4 la surjection canonique, alors le

2A
(p,(A))™
. X
groupe des inversibles de p,(A),
it) pour tout a,beA avec aA+bA=A, il existe N>1, Ae A avec
bV _LaecAX,
iit) pour tout n>1 et pour toute famille finie (x;,¥;)1<i<n
d'éléments de A? avec x;A+y,A=A pour 1<i<n, il existe un
polynéme P(X,Y)eAlX,Y] (qui dépend de la famille) avec
P(X,Y) bomogéne, degP(X,Y)>1 et P(x;,y;) €A%, pour 1<i<n.

groupe quotient est de torsion ; ici (p,(A))* désigne le

Démonstration (par récurrence sur n )
0) L'équivalence entre i) et ii) est immédiate.

1) Montrons ii) implique i) (par récurrence sur n ).
1.1) Le cas n=1, c'est la relation x;A+y;A=A qui dit qu'il

existe u,veA avec ux;+vy;=1;ainsi P(X,Y)=uX+vY

convient.
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On suppose l'implication ii) donne iii) satisfaite pour n .

On a donc P(X,Y)€AlX,Y] homogene, degP(X,Y)>1 et
P(x;,y;) €A™ pour 1<i<n.

Quitte & changer P(X,Y) en P(X,Y)*, a>1, on peut supposer que
degP(X,Y)>n ; en effet, sachant que P(X,Y) est homogéne et que
P(xq,y1)* €A™, donc P(X,Y)*#0, ona
degP(X,Y)*=0degP(X,Y) .

1.2) Soit (x,,1,Y,.1) €A% et x,, 1A+y,, A=A
On adonc W(X,Y)eA[X,Y] homogene de degré 1 avec

W, 1 1,¥n41) =1 Soit QX,Y):= [l (7 X-x;,Y) .

Soient b ::P(xn+1 'Yn+ 1) »a ::Q(xn+1 'Yn+ 1) .

Montrons que aA+bA=A .

Supposons le contraire, il existe donc un idéal maximal M de A
tel que aA+bA .

. . A . . . .
Soit p:A - la surjection canonique, on a donc p(a)=0, ce qui

veut dire que [ p(y;x, 1—%;¥,.1) =0, sachant que % est un
i=1

corps , cela veut dire qu'il existe ¢ avec 1<i<n tel que

p(¥;ixy 1= %¥,.1)=0 . Alors il existe A€A tel que

(1) (p(xy 4 15PYnyr 1)) =p(A) (p(x;), p(y;)) avec p(A) =0 .

En effet, comme x;A+y; A=A ,ona

p(x;)p(A)+p(y;) p(A)=p(A) , cela implique

(p(x;),p(¥))#(0,0) ; ainsi il existe AeA tel que
(p(xp41,P(Vn 1)) =p(A) (p(x;), p(3)) -

Comme x,,{A+y,,1A=A,onaona u,veA avec

Xpi1U+Yni1v=1,donc p(x,, 1) p(w)+p(y,,1)p(v)=1 etalors

p(A) (p(x;) p(u) +p(y;) p(v))=1; ce qui montre que p(A)=0 .

Sachant que P(x;,y;)=¢;€A*, on a donc

p(P(x;,v;))=p(g;) e (p(A))*; il suit facilement de (1) que



-32-

@ pP(x, 4 1,Y041)) =) EPp(P(x;,5,)) =p(1) 8 p(e)=0
Ol\.l ei:P(xi,yi) EAX .

Ainsi p(b)#0 et donc be; ce qui est une contradiction.

On abien aA+bA=A.

1.3) Il suit alors de I'hypothese i) qu'il existe N>1, ecA*, 1A€A
avec

N —La=c¢.

Soitalors R(X,Y):=P(X,Y)N-1Q(X,Y) W(X,Y)NdegP-n
Facilement R(x;,y;)€A* pour 1<i<n . Cela montre d'une part
que R(X,Y)#0 etque R(X,Y) est homogene de degré
NdegP(X,Y)>1.De plus

R (x,,1,Y.1)=b"—Aa=¢ ; ce qui montre iii) pour n+1.

2) Pour montrer que iii) implique i) , il suffit de montrer que
non i) implique non ii7).

On suppose donc qu'il existe a,beA avec aA+bA=A et que
pour tout N>1 et pour tout AcA,ona BN —LagA*. Suposons
qu'il existe un polynéme homogene P(X,Y)e€A[X,Y] , de degré
n>1 avec P(0,1)eA* et P(a,b)eA*. Onadonc
PX,Y)=agY"+a,; XY" 14+ .. . +a,X". Alors P(0,1)=¢;eA*
veut dire que e;=ay€A* eten plus P(a,b)=e9€A* impliquent
que gy=¢;b"+pa avec peA ; cela montre que

b"+(g1) tua=ey(e1) "t ; ce qui est une contradiction.

Proposition 2 Soit A un anneau commutatif, unitaire, A>* le
groupe des inversibles de A . Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes.

i) Pour tout zeA , le groupe des inversibles de AA est de torsion, i.e.
z

tout élément du groupe des inversibles de AA est d'ordre fini,
y4
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ii) pour tout a,beA avec aA+bA=A, il existe N>1, Le A avec
bN-La=1,

iit) pour tout n>1 et pour toute famille finie (x;,y;)1<i<n
d'éléments de A® avec x;A+y,A=A pour 1<i<n, il existe un
polynéme P(X,Y)eAlX,Y] (qui dépend de la famille) avec
P(X,Y) homogene, degP(X,Y)>1 et P(x;,y;)=1, pour 1<i<n.

Démonstration (par récurrence sur n )
0) L'équivalence entre i) et ii) est immédiate.

1) Montrons ii) implique i) (par récurrence sur n ).

1.1) Le cas n=1, c'est la relation x;A+y;A=A quidit qu'il
existe u,veA avec ux;+vy;=1;ainsi P(X,Y)=uX+vY
convient.

On suppose l'implication ii) donne iii) satisfaite pour n .

On a donc P(X,Y)€AlX,Y] homogene, degP(X,Y)>1 et
P(x;,y))=1 pour 1<i<n.

Quitte a changer P(X,Y) en P(X,Y)*, a>1, on peut supposer que
degP(X,Y)>n ; en effet, sachant que P(X,Y) est homogéne et que
P(x1,y1)%=1, donc P(X,Y)*#0, ona
degP(X,Y)*=adegP(X,Y) .

1.2) Soit (x,,1,Yn.1) €A% et x, 1A+y,, A=A,
On adonc W(X,Y)eA[X,Y] homogene de degré 1 avec

Wy, 1,924 =1. Soit QX,Y):= [l (3X-xY).
Soient b::P(xn+1,yn+1) 7a::Q(xn+17yn+1) .

Montrons que aA+bA=A .
Le démonstration est analogue a celle de la proposition 1.
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1.3) Il suit alors de I'hypothese ii) qu'il existe N>1,e€A*, 1A
avec b¥N—La=1.

Soitalors R(X,Y):=P(X,Y)N-1Q(X,Y) W(X,Y)NdegP-n
Facilement R(x;,y;)=1 pour 1<i<n . Cela montre d'une part
que R(X,Y)#0 etque R(X,Y) est homogene de degré
NdegP(X,Y)>1.De plus

R(%x,,1,¥ns1)=bY—La=1; ce qui montre iii) pour n+1.

2) Pour montrer que ii) implique i) , il suffit de montrer que
non i) implique non ii7).

On suppose donc qu'il existe a,beA avec aA+bA=A et que
pour tout N>1 et pour tout AcA,ona bV _2a=1. Suposons
qu'il existe un polynéme homogene P(X,Y)e€A[X,Y] , de degré
n>1 avec P(0,1)=1 et P(a,b)=1. On adonc
PX,Y)=ayY"+a; XY" 14+ .. +0a,X". Alors ag=P(0,1)=1 et
en plus P(a,b)=1 impliquent qu'il existe ueA avec

b"=1+pa ; ce qui est une contradiction.

Remarque 1 Exemples d'anneaux satisfaisant le i) de la proposition
1, on dira satisfaisant P1.

0. Un corps satisfait P1.

1. Soit A:kUIAk avec A,cA, ., pour k>1 et A, satisfaisant P1

pour tout k>1. Alors A satisfait P1. Plus généralement une
limite inductive d'anneaux satisfaisant P1 , satisfait P1.

2. La cloture intégrale de Z dans un corps extension finie de @
satifait P1.

La cléture intégrale de Z dans Q¢ satifait P1.

3. Si les anneaux Aq,A,,...,A, satisfont P1, il en est de méme de
A xAgx...XA, .
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Remarque 2 Exemples d'anneaux satisfaisant le i) de la proposition
2, on dira satisfaisant P2.

1. L'anneau Z des entiers.
2. L'anneau A des entiers d'une extension quadratique
imaginaire de Q@ ; en effet le théoréme de Dirichlet montre que

A* est fini et par ailleurs, si z#0 , l'anneau AA est fini.

z.
3. Soient [, le corps finia p éléments, (F,)“# une cloture
algébrique de [, , L un sous-corps de (F,)% .
Alors L satifait P2.
4. Soit L comme ci-dessus, alors I'anneau des polyndmes L[T1]
satisfait P2.

5. Soit A:kU A, avec AycA, q pour k>1 et A, satisfaisant P2
>1

pour tout k>1. Alors A satisfait P2. Plus généralement une
limite inductive d'anneaux satisfaisant P2 , satisfait P2.

6. Si les anneaux A;,A,,...,A, satisfont P2, il en est de méme de
A xAgx... XA, .

7. (un exemple non noethérien en caractéristique nulle) Soit A
le sous-anneau de ZN constitué des suites constantes 4 partir d'un
certain rang ; clairement cet anneau est unitaire. Si x est la suite

(%) g0 alors A ~ [T 2 Comme tous les % sont tous égaux

xA k20 X7 Xy,
a partir d'un certain rang, il suit que le groupe des inversibles de

AA est de torsion.

X

Par ailleurs, soit 2 1'idéal des suites nulles a partir d'un certain
rang ; facilement cet idéal n'est pas de type fini.

8. (un exemple non noethérien en caractéristique p ) Soient K
un corps fini et A:=K" . Soit x=(x})450,S:={keN|x,=0},

alors iAzK 5, il suit de cela que le groupe des inversibles de AA
X X

est de torsion.
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Par ailleurs, soit 2 1'idéal des suites nulles a partir d'un certain
rang ; facilement cet idéal n'est pas de type fini.

Remarque 3 Exemples d'anneaux qui ne satisfont pas P2.
L'anneau A des entiers d'une extension quadratique réelle de

Q ; en effet le théoreme de Dirichlet montre que A* n'est pas de
torsion.

L'anneau A des entiers d'une extension de @ de degré >3 ; la
encore le théoréme de Dirichlet montre que A* n'est pas de
torsion.

Tout corps de caractéristique nulle.

Tout corps de caractéristique p qui n'est pas algébrique sur F, .
L'anneau des polynémes Z[T1] . Par exemple pour z:=1-2T,

'image de 2 dans % est un inversible d'ordre infini ; pour
y4

z:=T?2, l'image de 1+7 dans % est un inversible d'ordre
Z

infini.

p-246 IV.8.1. méme complément que p. 121

p.247,' ligne 5, lire

que pe”’e U, » ainsi GcU, et comme o(G)=0(U,) ,ona G=U,.
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p- 249 complément a IV.8.2.

Dans la partie 2 du théoréme on montre que la somme des
racines du n-i¢éme polyndme cyclotomique est p(n) , i.e. la valeur
en n de la fonction de Mébius.

De facon plus générale, on peut évaluer la somme des puissances
h-iemes des racines du n-ieéme polyndme cyclotomique.

Clest ce qui suit

Sommes de Newton relatives aux racines du polynéme
cyclotomique

Soit >0 un entier. On note U, le sous-groupe de C*
constitué des racines n-iemes de l'unité et U, le sous-ensemble
de U, constitué des éléments d'ordre n . Par définition le n-

ieme polyndme cyclotomique est ®,(X):= [| (X-2).
zelU,

Soit heN, on appelle A-itme somme de Newton relative aux

racines du polynéme cyclotomique @, , l'expression

pp(n):= > 2P l'expression pj(n) est aussi appelée somme de
zelU,

Ramanujan.

Proposition Soient n>0, h>0 des entiers , p,(h) la h-éme somme
de Newton relative aux racines du polynéme cyclotomique @, . Alors
on a

p—n ) e(n)
ppm)= > du®)=_pecdinh) :
d|pged(n,h) d _oon )
pged(n,h)
Démonstration
On s'intéresse tout d'abord a la formule p,(n)= >  du®).
d|pged(n,h) ~ d
1) Facilement, ona U,= u Uy. Il suit de cela que
d|n
% pp(d)= > 2.1l suit de cela que % pr(d)=0 si h{n et que
n zelU, n
> pp(d)=n si h|n.Alorsla formule py(n)= > du®)
d|n d|pged(n,h) d
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est conséquence de la formule d'inversion de Maobius (F. M.] p.

243).

. - p(—=r—) o(n)
Nous allons ensuite montrer I'égalité pj(n) = pged(n,h) .

. n
¢ pgcd(n,h))
p(—="—) o(n)
Posons 6(n):=_ pgedn,h) .Si 1=pged(n,m) on a

n
(p(pgcd(n , h))

facilement

6(nm)=06(n) 6(m) (on dit souvent que la fonction 6 est
multiplicative). On va montrer que sous les mémes hypotheses,
on a de méme

pp(nm)=p,(n) pp(m) . Il suffira alors de vérifier que
0(q*) = ph(qk) pour tout premier g et tout entier £>0 .

2) Montrons que p; est une fonction multiplicative. Soit
m,neN,m>1,n>1 et 1=pged(m,n) . Soit f:U,,xU,—>U,,,
I'application définie par f(z,z'):=zz" . Facilement f est un
homomorphisme de groupes. Montrons que f est injectif. Soit

(z,2')ekerf,i.e. zz’=1. On considére une relation de Bézout

(A-—um) (,ryvn _1 je z=1 et aussi

l=um+vn , on adonc z
Z'=1.
Montrons que f induit une bijection de U, ,xU, sur U,,, .
Tout d'abord montrons que f(U,,xU,)cU,,, . Soient zeU,, ,
z'eU,, il faut montrer
que o(zz)=mn . Facilement (zz')™"=1, supposons que
(z2)%=1,o0nadonc (z2)%™=1 et donc (2)%™=1, comme
o(z')=n ,ona n|dm , et comme l=pged(m,n) il suit que
n|d . De fagon analogue m|d et comme l=pged(m,n) il suit
que mn|d ; ce qui montre que
o(zz')=mn . Ainsi f induit une injection de
U, xU, dans U, , .
Sachant que

card (U,,x U,, )=card (U,, )ecard (U,, ) =card (U,,,,) ,
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il suit que f induit une bijection de U, xU,, sur U,,, .
Soit toujours m,neN, m>1,n>1 et 1=pged(m,n) . Alors

prm)p ()= > 2" X ()= > (z2)";
zelU), zeU, (2,2)eU, xU,
or la bijection de U,,x U, sur U, , montre que
> (zz')h:ph(mn).

(2,2)eU, xU,
Ainsi l'application p; est multiplicative.

3) Soit g un nombre premier, k>0 un entier, calculons pj,(g*) .
On a
pu(gh= 3 - ¥ I

zeUgk zeUgk-1
11 suit alors facilement de cette expression que pp(g*)=0 si
q" " Yth ,p(g")==—q" 1 si ¢" Y| h et g th et enfin
pr(d)=d"-¢*"" si ¢ |n.
On vérifie facilement qu'on a les mémes formules pour la
fonction 6.

Remarque 1 On pourra vérifier directement que |'expression

n
n
(p(pgcd(n,h)

simplement du fait que si a|b, alors ¢(a) | ¢(d) .

est un élément de Z ; en effet cela résulte

Remarque 2 Les formules de Newton permettent de calculer les
coefficients du n-itme polynéme cyclotomique en fonction de
sommes de Ramanujan py(n),py(n), ...,p,,)(n) ([F. M.] p.
327). Toutefois l'expression obtenue ne semble pas étre
facilement utilisable ; en particulier elle ne saurait permettre
d'obtenir le résultat de Schur au 5. du théoréme de la page 249.

[F. M.] Fresnel J. & Matignon M. Algebre et Géométrie, Hermann 2011
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p- 270 IV.14 nouvelle version

Proposition 1 Soient A wun anneau, commutatif, unitaire. On
suppose que le groupe A* des inversibles de A est fini et que le nombre
d'idéaux maximaux de A est fini. Alors A est un anneau fini.

Démonstration
1) Soit {M, My, ... ,M,.} ['ensemble des idéaux maximaux de A

WP AP i Qe A . :
avec W; =N si i=j . Soit p;:A ~ 0 la surjection canonique et

1
A A A 1 . : o
p:A— 2 x 2 x...x 2 l'application diagonale définie par
m, M, m, pp g p

p(x):=(p1(x),pe(x), ..., p.(x)) , alors kerp=W; NNy ...NAM, .

2) Montrons que p est surjectif-

Soient xy,%x9,...,x,€A , il faut donc montrer qu'il existe xeA

avec x—x;€M; pour 1<i<r . Tout d'abord, on a

A=W NMigN ... NV 4+ NAWg N .NDE, +..+

NiNWgn...nW,._1=A.

Sinon l'idéal 2 est contenu dans un idéal maximal, disons par

exemple AWM, , cela implique facilement que

Wy NWg N ...NW, <Dy . Comme Wiy =M, il existe x9eWy et

x92 M , de méme il existe x5eMg et x5y, ..., il existe x,.eIN,

et x,.¢; . Clairement x9x3...x,€ MgNWgN ...NIN,. , ainsi

X9 X3...x,€ Ny ; comme N est maximal, donc premier, il existe

i avec 2<i<r avec x;€;, ce qui est une contradiction.

En conséquence de cela, il existe y;eMonWign ...n W, ,

YoMy NWg N ...NW, 5 e, ¥, € My NWig N ...NIN,._ 1 avec

y1+y9+...+y,=1. Comme y,,y;3,...,y,€W; ,ona y;—1e;.

Soit x:=x;y;+%x9y9+ ... +%,¥,, on a donc
Xx—x1=%1(y1— D+ Xoyo+ ... + X, ¥, 3

il suit donc de ce qui précede que x—=x; €M, . On montrerait de

méme que x—x; €W, pour 1<i<r.
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3) Montrons que 1+ NMyN ..NW,. cA* .

En effet, soit zeW; nWgn ...NM,. , alors 1+zeA*, sinon, il est
contenu dans un maximal, disons 1+zed; , et comme ze;,
cela implique que 1€, , ce qui est exclu.

En particulier, comme A* est fini, il suit que
Wy NMy N ...NI,. est fini.

4) Montrons que p induit un homomorphisme
pX:Axe(l‘élxmAx x}ﬁ%r)x qui est surjectif-

En effet soient a,beA tels que p(a)p(b)=p(1) , on a donc
ab—1eDHNWVyN ...nM,. ,ie. abe 1+DVHNMyn ...NI,. , il suit

de 3) que @, beA>< , ¢a montre bien que p* est surjectif, ainsi

(ﬁlxﬁzx. mr)x (o )XX(Jj%z ) X(Jj)%)x est fini, et
comme (g‘%i)xzimi—{O} , il suit que iélxi%x Xﬁfﬁér est
fini.

Sachant par 3) que kerp est fini, il suit que A est fini.

Corollaire Soient A un anneau, commutatif, unitaire. On suppose
que le groupe A* des inversibles de A est fini. Alors A est un anneau
fini ou le nombre d'idéaux maximaux de A est infini.

Remarque de terminologie Un anneau commutatif unitaire A
est dit local (resp. semi-local) s'il possede un unique idéal maximal
(resp. un nombre fini d'idéaux maximaux).

Ainsi la proposition précédente dit qu'un anneau commurtatif
semi-local A dont le groupe A* des inversibles est fini est un
anneau fini. Bien entendu tout anneau commutatif fini est
semi-local.

On possede beaucoup d'exemples d'anneaux commutatifs finis.

Par exemple £ si m#0, —KIT1__ i K est un corps fini et si
mZ P(T)KIT]
P(T)#0 .
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Proposition 2 Soit A un anneau commutatif fini. Alors A est
isomorphe a un produit fini d'anneaux locaux.

Démonstration (ce n'est autre chose que le théoréme des restes

chinois, [Fr] ex. 1.9.14 p. 48).

1) Le radical de Jacobson est nilpotent.

Soient {MNy, My, ..., M.} l'ensemble des idéaux maximaux de A,
avec M; =W ; SI i#] , R:=W;My... M, ; il s'agit de montrer
qu'il existe k>1 tel que R*={0} . Clairement la suite (R*), est
décroissante, elle est donc

stationnaire, ce qui veut dire qu'il existe & avec RE=RE+L ]
faut en conclure que R*¥={0} .

Si ce n'est pas le cas, on a RE—A ej+Aey+ ... +Ae,, avec s>1 et
on suppose que la famille {e;,eq,...,e,} est génératrice
minimale. De Rf=R%+1 il suit que

RE=Ne +Neg+ ...+ Ne, , ainsi e;=2A1e1+ Ageg+...+ A e,, avec
LEN . Soit (1-2Aq) e;=Ageg+ Ageg+...+ Ageg s

facilement 1-2;¢ MU MU ...UM, , ainsi 1-1;€A* ce qui
implique que ejcAey+Aes+...+Ae, . Ce qui contredit la
minimalité de la famille {e;,eq,...,e.}.

En conclusion on a bien M*={0} (cette démonstration n'est
autre chose que celle du lemme de Nakayama, [Fr] lemme 8.2.1,

p. 300).

2) Soit t>1, alors ona MENVG ... ME= MWL AL DL,
Il suffit de montrer I'égalité
MEDS M= MMy N N
par récurrence sur h . L'égalité pour h=1 est triviale, on suppose

h<r etonveutpasserde h a h+1.
Montrons d'abord que

(1) MEME .. ML+ ML, =A .
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Sinon, il existe un maximal M avec WMs... M, +M} 1 <M ; ca
montre qu'il existe i<h avec N; <M et Ny, 1 <D, ce qui est

impossible.
En conclusion, on a
2) uedi My ... M) et vef,, avec u+v=1.

L'inclusion

My .M My, M NME NNy 4
est immédiate.
Soit maintenant xe (MiNMgn...nM,) NMJ,, 1 . Il suit de (2)
x=xl=xu+xv, facilement xueMM;M5... 0, M/, | et
compte tenu de I'hypothese de récurrence
xveE WS My My

Ainsi, on a l'autre inclusion.

3) Soient %k définien 1), p;:A —>Ak la surjection canonique

pour 1<i<r et p:Aeixix...xi
W Wy Wy
l'application diagonale définie par
p(x) == (py(x),p1(x),...,p1(x)) . On a donc
kerp= MFNME N ... "M% 11 suit donc de 1) et 2) que kerp=1{0}.

Il reste 2 montrer que p est surjectif et que ik est local pour

R

1<i<r.
Montrons que
(3) A= MEME ML mEmE v mEmEmE=A
Supposons le contraire, on a par exemple A =M, , cela implique
MEME . MEM, , il suit de cela qu'il existe i avec 2<i<r avec
W, =Ny, ce qui est impossible.
Il suit donc qu'il existe

x e MEME . ME xp eMEME _a0E Lk eMEME |

tels que
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4) 1 =xy+2x9+...+x,.
Soient y;,¥s,...,5,€A , il faut montrer qu'il existe yeA avec
y—yiekmikpour 1<i<r.
Montrons que
Y=Y1X1+ YoXo+ ..o + Y. X,
convient. On a
y=y1=y1(1=%1) +y3 X2+ ... 45, %, ,

or yixieimf pour 2<i<r.

la relati . ank .o
De plus de la relation (4) , on a aussi 1—x;eMy . Ainsi

y—yle}mf . On aurait de méme y—yieimik pour 2<i<r.
4) Il reste & montrer que ik est local. En effet si 9 est un idéal
;)
maximal de Ak ,alors p; 1(N) est idéal premier de A avec
i

MEcp71(N) . 1l suit de cela que M; <p; 1(N) et comme M; est

maximal, on a bien IM; =p;” Ly, ce qui veut dire que

9N =p,;(N;) . Ainsi p;(W; ) est I'unique idéal maximal de Ak :
m!

l

(Fr] Fresnel J. Anneaux (Hermann 2001)

p- 302 paragraphe V.2.1.
La démonstration de 2) de la ligne -4 p. 302 a la ligne 16 p. 303.

On peut avantageusement remplacer cette démonstration (qui
est juste) par la suivante.

Par ([Fr. F] théoreme 7.7.1.7. p. 268) on sait que
RX)=FX,Y)UX,Y)+GX,Y)V(X,Y)

avec (UX,Y),V(X,Y)#(0,0) et degyU(X,Y)<m,

degyV(X,Y)<n .

Supposons R(X)=0, on a donc
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(1 FX,)UX,Y)=—-GX,Y)V(X,Y).
Sachant que C[X,Y] estintegre, on a donc UX,Y)=0 et
V(X,Y)#0 . Et de plus
(2) degyF(X,Y)+degyU(X,Y)=degyG(X,Y) +degyV(X,Y).
Sachant de plus que CI[X,Y] est factoriel, et que F(X,Y) et
G(X,Y) n'ont pas de facteur irréductible en commun, il suit de
(1) que G(X,Y) divise UX,Y) dans C[X,Y].
Sachant que U(X,Y) =0, cela veut dire que

degyG(X,Y) <degyU(X,Y),
ce qui est une contradiction.
Ainsi ['hypothése R=0 est a rejeter.

[Fr. E.] Fresnel J. Anneaux (Hermann 2001)
p- 306 paragraphe V.2.2.

La démonstration de 3) de la ligne 3 p. 306 a la ligne -2 p. 3006.

On peut avantageusement remplacer cette démonstration (qui
est juste) par la suivante.

3) Soit R(X,Y,Z) le résultant de F , G en degré n et m
considérés comme polyndmes de la variable 7' 2 coefficients dans
ClX,Y,Z].

Montrons que R(X,Y,Z)#0 et que degR(X,Y,Z)=nm . En

Par ([Fr. F] théoreme 7.7.1.7. p. 268) on sait que
R(X,Y,Z):FV(X,Y,Z,T) U(X,Y,Z,T)—l—g(X,Y,Z,T) VX,Y,Z,T)
avec (UX,Y,Z,T),V(X,Y,Z,T)#(0,0) et

deg UX,Y,Z,T) <m , degyV(X,Y,Z,T)<n .

Supposons R(X,Y,Z)=0, on a donc

1) FXYZTUXY.ZT -GXY,ZTVEXY.ZT).
Sachant que CI[X,Y,Z,T1 est integre, on a donc
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UX,Y,Z,T)#0 et V(X,Y,Z,T)#0 . Et de plus
(2)  degrF (X,Y,Z,T) +degpUX,Y,Z,T) =

degpO(X,Y,Z,T) +degy;V(X,Y,Z,T).
Sachant de plus que CI[X,Y,Z,T] est factoriel, et par 2) que
F(X,Y,Z,T) et G(X,Y,Z,T) n'ont pas de facteur irréductible en
commun, il suit de (1) que G(X,Y,Z,T) divise U(X,Y,Z,T)
dans C[X,Y,Z,T].
Sachant que UX,Y,Z,T)+0 , cela veut dire que

degrG(X,Y,Z,T)<degrUX,Y,Z,T) ,

ce qui est une contradiction.
Ainsi I'hypothése R=0 est a rejeter.

[Fr. E.] Fresnel J. Anneaux (Hermann 2001)

Le déterminant d'une matrice de Moore

Définition 0 (I'endomorphisme de Frobenius)

Soient p un nombre premier, a>1, g=p* et F, le corpsa ¢

éléments. On a donc pour tout x€l,, x?=x. Soit L un corps

commutatif contenant F,, alors I'application F:L—L définie

par F(x):=x7 est un F,—endomorphisme de corps, appelé

q
endomorphisme de Frobenius.

Cela résulte en effet du fait que dans un anneau commutatif A
q
de caractéristique p , pour tout x,y €A ,ona (x+y)P=xP+yP et
que p, p Ly €A, or y y
par récurrence sur i>1, (x+y)?'=xP' +yP* et donc que
(x+y)?=x94y? . Et enfin il faut ajouter que pour x€fF, ona

x9=x.



47.

Définition 1 (un systéme de représentants des droites de (F,)")
Soient p un nombre premier, a>1, g=p% et F, le corpsa q
éléments.
Soient 6;:={(1,0,...,0)e(F, )"} et pour 2<i<n
€;:=1{(cy,c9,...,c,) €(F)" | (cq,c9,...,¢;_1) € ([, yi- L ci=1et
cp=0 pour i+1<k<n}
et enfin € =€ u%y u... U, .

Définition 2 (le déterminant de Moore)
Soit toujours F, le corps a ¢ éléments et soit A un anneau
commutatif contenant F, . Soient (aq,ay,...,a,) €A™, alors

ay Qg ... Q,
Clq aq aq
. 1 ) n
M(aq,aq,...,a,) =
qn—l qn—l qn—l
al ag an

s'appelle la matrice de Moore associée & (aq,asq,...,a,) et

aq ay a,
aq aq aq
. . 1 2 - Qp
Alaq,aq,...,a,) = dét
qn—l qn—l qn—l
aq ag e Qp

s'appelle le déterminant de Moore associé a (aq,as,...,a,) .

Théoreme 1 (O. Ore theorem 10, 1933) Sozent p un nombre
premier, a>1, q=p* et F, lecorpsa q éléments. Soient L un
corps commutatif contenant F, > (a1,0a9,...,a,)€eL™. Sozt
Alay,as,...,a,) le déterminant de Moore associé & (aq,aq,...,a,)
selon la définition 2 . Soit @™ e sous ensemble de (F )" selon la
définition 1 .

Alors, on a

(1) Alaq,aq,...,a,)= g (cia1+ cpa9+ ...+cpa,) .

c=(cy,Cq,...5C,)
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De plus les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) La famille (aq,as,...,a,) est F~libre,
it) ona Alay,ay,...,a,)#0.

Démonstration
1) Remarquons d'abord que si la famille (ay,aq,...,a,) et F liée,
alors la  formule (1) est satisfaite. En particulier on a
Alaq,aq,...,a,)=0.
En effet, ona ¢q,cq,...,¢,€F, non tous nuls avec
c1a1+ cpag+ ...+c,a,=0.
Il suit en appliquant I'endomorphisme de Frobenius F que
c1Fiay)+ coFi(ag) + ...+¢,Fi(a,)=0,
pour 0<i<n ;ainsi A(aq,aq,...,a,)=0.
D'autre part, il existe i avec ¢;#0 et ¢,=0 pour k>i . Soit
d,, =% ona
Ci
diai+ dgag+ ...+d,a,=0
et (dy,dy,...,d,)e€™, ce qui montre que le second membre de
(1) est nul.
Cela montre bien 1).

2) On suppose désormais que la famille (aq,as,...,a,) est F -libre.

L'égalité (1) est trivialement satisfaite pour n=1.
Soit n>2, on suppose 'égalité (1) satisfaite pour n—1. Ce qui
veut dire que si 6%:={(1,0,...,0)e(F, )" '} et que pour
2<i<n-1,
Gr:=1{(c1,c9,...,Cp) e([Fq)”_1 | (e1,¢9,505¢i_1) € (T, yi- L ci=1let
cp,=0 pouri+1<k<n-1}
et enfin €~ V:=@ju@hHu..uve, 1, alors,ona
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(2) A(al s A9y .eny an_l):

! ! !
, ., , (n_l)(cla1+cza2+...+cn_1an_1).
c'=(c1,¢y,...,¢;,_1)€@

Enfin, on souhaite montrer la formule (1) pour n .

Sachant que (a;,ag,...,a,) est F,-libre, il suit que
(ay,ag,...,a,_ 1) est F,libre et alors (2) dit que
Alaq,aq,...,a,_1)#0.

3) Soient X une variable sur L et
P(X):=A(ay,a9,...,a,_1,X)eL[X] .

On adonc P(X) =ugX+u X H4...4u, ;X9 ", avec u;eL et
u,_1=A(ay,ay,...,a,_1)#0 . Ainsi P(X) est un polynéme de

degré q"~! et de coefficient dominant A(ay,as,...,a,_1) .
Facilement le sous-F -espace vectoriel de L
~1
{cyaj+cegag+...+c,_1a,_ 1| c=(c1,c9,...,c,_1)€ (F "7}

est constitué de racines de P(X) , comme il est de cardinal ¢"~!

et que degP(X)=¢" 1, il suit donc que
P(X):A(al,a2,...,an_1)

n (X—(cla1+ 02a2+ ...+Cn_1an_1))
ce ([Fq)”—1

avec c¢=(cq1,C9,...,C,_1) -
Sachant que si (cya;+ cgag+ ...+c¢,_ja,_1) estracine de P(X),
alors —(cya;+ cgag+ ...+c,_ja,_1) estaussi racine de P(X) ,

on a donc
P(an):A(al,az,...,an_l)
[ (cjai+ cgag+ ...+¢,_1a,_1+a,),
ce ([Fq)"*1

ce qui veut dire que
P(a,)=A(aj,ay,...,a,_1) |l (cia;+ cgag+ ...+¢c,_1a,_1+a,).
Cc e

On a donc bien
P(an)=A(a1,a2,...,an):

(cra1+ coao+ ...+cC,a,) .
c:(cl,cz,...,cn)e%(”) 171 272 nen
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Ce qui est est la formule (1).

4) 11 suit donc de la formule (1) que si la famille (aq,ay,...,a,)
est F-libre, alors A(aq,ay,...,a,)#0 . En tenant compte de 1), on
a donc 1'équivalence entre 7) et 77).

Théoreme 2 ([F.M, 2022] Soient p un nombre premier, a>1,
q=p® et F, lecorpsa q éléments. Soient L un corps commutatif
contenant Ty, n>2, (ay,ay,...,a,) L™ . Soit Alay,aq,...,a,) le
déterminant de Moore associé & (aq,asg,...,a,) selon la définition 2
et M(aq,aqy,...,a,)) la matrice de Moore associée & (aq,aq,...,a,)
selon la définition 2. Soit

§;:=(—1""1ACay,a9,..., @;_1,8;,1,...,a,) pour 1<i<n, ie. le
co-facteur de a; dans la matrice de Moore M(aq,a,,...,a,) associée
a (ay,aq9,...,a,) .

Soient M(81,8,,...,6,) la matrice de Moore associée &

(81,89, ...,8,) selon la définition 2.

Alors on a

3) M(5y,85,...,8,) Mlay,ag,...,a,) = [m; jli<; i<n
avec my ;=0 pour 1<j<n-1, ml’n:(—l)”‘lA , mg 1=A, ou
A:=A(ay,ag,...,a, ) et my ;=0 pour 2<j<n.

(4) Pour 3<i<n,ona

mi,j:(ai_j_l)qul, si 1<j<i—2, on

api=aq(8) T +ag(8y) 1+ +a,(8,) 1" pour 1<k<n-2,
mi’i_leqi et m; =0 pour i<j<n.

De fagon abrégée, on a
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(5) M(61,62,...,5n) tJ(/L(al,az,...,an) =
B 0 (1" 1A
A 0 . 0 0
op A9 0 0 0
062 (061) q qu 0 0
IR 7 L O LN S
Alors en appliquant le déterminant sur la formule (12) on a
(6) A(61 , 52 yeeey 671) :A(al s A9y eens an)1+q+"'+qn_2 .

Démonstration

1) On peut considérer (5;)¢ comme le cofacteur de a; dans la
matrice de Moore associée a (aq,ay,...,a,) ; on a donc les
formules suivantes
7) a1(8;)94+a9(89) 1+...+a,(5,) 1 =A(ay,aq9,...,a,) ,
8)  (a1) 9 (81) 9+ (ag) T"(85) I+...+ (a,) 7"(5,) T =0 pour
1<k<n-1.
On peut aussi considérer 8; comme le cofacteur de (a;)?""", on
a donc les formules suivantes
9) (ap)? '6y+ (ag) " '6o+...+(a,) " '5, =

(—1)" A(ay,aq,...,a,) ,
(10) (a1) 51+ (ag) "6g+...+ (a,) 7°5, =0 pour
0<k<n-2.
Il suit des relations (9) et (10) que m ;=0 pour 1<j<n-1 et
que my ,=(-1""1A(ay,ay,...,a,) .

Soit maintenant 2<i<n .

En élevant (7) a la puissance ¢'~1, il suit que
mi,i_le(al,a%...,an)qifl .

En élevant (8) a la puissance ¢'~!, il suit que m; ;=0 pour
i<j<n.

En conclusion, on a avec A:=A(aq,ay,...,a,)



(11) M=Im; li<; j<n=

02

A4
(a1)?

| Op_2 (O‘n—S) 1

0
AL

(al)qn—3 Aqn—2

Alors la formule matricielle (3) est satisfaite.

2) Montrons maintenant la formule (6).
En développant le déterminant de M selon la premiere ligne, on

a donc facilement

(12) détM:A(al,(lQ,,an) détM'
avec
- A 0 : 0 -
oq Al 0 _
2
’_ o9 (Oll)q AY 0
M= 0
- Op_2 (an—3)q (al)q"*3 Aqn72 i
Ainsi
(13) détM:A(al’a27“‘7an) A(a17a27o..7an)1+q+m+qn_2 .

Par ailleurs il suit de la relation (3) , i.e.
M(61 , 52 g ey 6n) tM(al s A9y eeey an): [mi,j]lgi,jgn::M N
en appliquant le déterminant que

(14) A(61,52,...,5n) A(al,az,...,an):détM .
Sidonc A(aq,ay,...,a,)#0 , ce qui veut dire par le théoreme 1
que la famille (aq,as,...,a,) est F libre, il suit de (13) et (14)

que

A(51,62,...,6n) = A(al,a2,“. ’an)1+q+...+qn—2 ,

ce qui est (0).

On suppose maintenant A(aq,ay,...,a,)=0, ce qui veut dire par
le théoreme 1 que la famille (ay,ay,...,a,) est F lide. Quitte a

permuter les indices on peut supposer que
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ay=Agag+ Agag+ ...+ 14,a, avec A;eF . Il suit alors facilement
que &;=u;6; avec p;e F, et i>2 . Alors le théoreme 1 dit que
A(81,89,...,8,) =0 . Ainsi les deux membres de (6) sont nuls.

Ce qui montre la formule (6).

Remarque Le théoreme 2 est extrait de [F.M] qui analyse
I'existence de certains [ -espaces de formes différentielles de la
droite projective sur un corps K contenant [F, . Ceci conduit a
prouver une identité reliant le déterminant de la matrice de
Moore associée 2 n indéterminées avec le déterminant de la
matrice de Moore associée aux co-facteurs de la premiere ligne de
la précédente. Ces mémes espaces donnent une interprétation du
pairing d'Elkies ([El] ) en termes de résidus de formes
différentielles.
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Diviseurs de zéro dans I'anneau des polynémes

Théoreme (McCoy 1942) Soient A un anneau commutatif,
AlX,,Xs,...,X,) lanneau des polyndémes a coefficients dans A en
les variables X,,X,,...,X,, . Soient P{,P,,...,P,€AlX;,X,,....,X,].
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Il existe SeAlX;,X,,...,X,],S#0 avec SP,=0 pour 1<i<r,
ii) il existe acA, a#0 avec aP;=0 pour 1<i<r.

Démonstration

1) Soient AIT1 ['anneau des polynémes a coefficients dans A en la
variable T, P,Py,...,P,€AlT] . On suppose qu'il existe S eA[T],
S#0 avec SP;=0 pour 1<i<r . Alors il existe acA, a=0 avec
aP;=0 pour 1<i<r.

Montrons cela.

On peut supposer que S est de degré minimum.

Onadonc P{(T)=ay+a T+...+a,T",
S(T)=by+b;T+...4+b,,T™ avec b,,#0. On a donc a,b,,=0 ,
ainst dega,S(T)< degS(T) et (a,S(T))P;=0 pour 1<i<r.
Sachant que S(T) est de degré minimum, il suit que
a,S(T)=0.

On peut écrire P{(T)=U+a,T" avec
U=ay+a;T+...+a, ;T" 1. llsuitde a,S(T)=0 et SP;=0
que SU=0.

Soit @1=a,+TU , onadonc SQy;=a,S+TSU=0 . En
conclusion, on a

(1) SQIZSPQZ...:SP,.:O et S=0.
Ainsi, il existe ReA[T] ,R#0 ,R(T)=cy+c,T+...+¢,T" avec
¢;#0 ,RQ; =RPy=..=RP,=0 et R de degré minimum, on a

donc degR<degS . Comme
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0=RQ=(co+c;T+...4¢,TH(a,+agT+a;T*+...4a,_1T") , on
a ¢ya,=0.Ainsi (a¢,R)Q= (a,R)Py=...=(a,R)P,=0, or
a,R=Ta,(c; +cyT...+¢,T"" 1) ;sidonc Wi=¢q +¢oT...+¢, T 1,
on a

(a,W)Qy=(a,W)Py=...=(a, W)P,.=0, sachant que R est de
degré minimum, il suit que @,W=0 et donc a,R=0 . Comme
0=RQ;=(cy+TW)(a,+TU)=TRU et donc RU=0 . Enfin
RP{=R(U+a,T")=RU+a,RT"=0 . Sachant que
RPy=RP3=..RP, ,onadegR<degS , i.c. degR=degS .

Il suit de la formule (1) que
(a,_18)Q1=(a,_1S)Py=...=(a,_1S)P,.=0 et pour des raisons
de degré minimum, on a a,_; S(T)=0 . Le méme procédé
conduita a,_9S(T)=0, ..., ayS(T) =0 ; ce qui implique que
0=a,b,=a, 1b,=...a9b,,;ie b, P;=0.Dela méme facon on
aurait b,,Py=b, P3=...=b,,P,=0 .

On a donc montré 1).

2) Montrons le théoréme.

La partie 77) implique 7) est immédiate.

On suppose maintenant z) satisfait.

La démonstration de 1) prouve le théoréme pour une variable.
On suppose le théoréme satisfait n—1 variables.

On peut écrire P;=a; og+a; 1X,+...4+; p, (X,)k,
S=by+b:X,+...+b,, (X,)™, avec a; ; b,eAlX;,X,,....X, 1] et
b,#0.

Alors 1) appliqué a l'anneau B:=A[X;,X,,...,X,_ 1] etd T:=X,
dit qu'il existe beB, b#0 et ba; ;=0 pour 1<i<r et

0<j<k; . Alors I'hypothése de récurrence permet de conclure
qu'il existe acA ,a#0 et aa; ;=0 pour 1<i<r et
0<j<k;.Ainsi donc aP;=0 pour 1<i<r.
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Corollaire Soient A un anneau commutatif, A[X,,X,,...,X,]
l'anneau des polynémes a coefficients dans A en les variables
X.,Xy,....X, . Soient PeAlX,X,,...,X, 1. Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes.

i) Le polynéme P est diviseur de zéro dans A[X,,Xs,...,X,]1,

i1) il existe acA, a#0 avec aP=0.

Remarque La démonstration ci-dessus n'est pas celle de McCoy.
C'est peut-étre celle de Mrs. Alexandra Illmer Forsythe dont le
nom est évoqué dans l'article de McCoy.
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