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GENRE ET GENRE RESIDUEL DES CORPS DE FONCTIONS VALUES

Michel MATIGNON

Let L be a function field of one variable over a
valued field (K,|.|), and (]|.};), 1<i<s, be distinct absolu-
te values over L extending J.| such that the residue fields
L! are function fields of one variable over the residue
field K of (K,].]). We define the defect of the valued
function fields (L,|.|;)/(K,|.]) and prove an inequality
between the genus of L/K and that’s of L!/K which takes
into account the defect, the ramification index of
Ly |«1;>/CK,].]) and the constant field of T'/K. Our ine-
quality is better than Mathieu’s inequality in discretely
valued case.

0.0.Introduction

Dans tout ce travail les valeurs absolues sont ultra-

métriques et non triviales.

On s’ intéresse aux corps de fonctions d’ une variable
valués, (L/K,]|.|) tels que L/K soit un corps de fonctions
d’ une variable ol L (resp.K) est le corps résiduel de L
(resp.K) pour la valeur absolue |[.|]. Cette étude a été inau-
gurée par Deuring [8]1, [9] et reprise par plusieurs auteurs
[181, [19]), [R61, [32 1 dans le cas oU |.| est discréte.

Le résultat le plus fin (sous cette hypothése) était dU a
H. Mathieu en 1968 [R01, [R11. Il s’énonce ainsi : soient
L/K un corps de fonctions d’une variable sur K dont K est
le corps des constantes, (|.|;)1<i<s des valeurs absolues
sur L discrétes, distinctes qui coincident sur K en une
valeur absolue |.|. On suppose que L'/K est un corps

de fonctions d’une variable pour 1<i<s ol L! est le corps
résiduel de L pour |[.}|;. Soient e; 1l’indice de ramification

de 1’ extension valuée (L,}.|;)/(K,[.]), r; le degré sur K
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du corps des constantes de L', g(L/K) (resp.g(L'/K)) le
genre de L/K (resp. fi/f). Alors on a 1’ inégalité

(A) g(L/K)-1 2 S oe,r, (g@i/B-1).
1<1i<s
Avant Mathieu les résultats obtenus supposaient 1’ hy-
pothése
Il existe T € L tel que |T|;=1, 1<igs et que 1’ image
de T dans L' est transcendante sur K (ainsi bl in-
(B) duit sur K(T) la valeur absolue de Gauss |.|g) et

|.]; pour 1<i<s sont exactement les prolongements

& L de [.],.

Nous nous proposons de généraliser la formule (A) au
cas ol le corps de base K est muni d’une valeur absolue
quelconque. Pour cela on définit le défaut des corps de
fonctions valués, cette notion nouvelle généralise la no-
tion de défaut d’0Ostrowski des extensions algébriques
valuées. Elle permet de comparer les sous—-K-espaces vecto-
riels de L et les sous-K-espaces vectoriels de TT T (en
reprenant les notations de (A) et |.]| quelconqu;;f<5n ob~-
tient des résultats nouveaux qui généralisent les résultats
de Gruson sur les corps stables [15]1.

Nous pouvons énoncer le résultat principal. Pour ce-
la nous reprenons les hypothéses de (A), mais |.] n’est pas
nécessairement discréte, alors on a 1’inégalité
(¢) gd-1 > s-1 + 3 e, d, r; (g@H-D
ol d; est le défaut dulZ;;;s de fonction valué (L,|.}|;)/
J(X;].1), ce défaut est 1 si car .K=0, et si car.ﬁ=p>0,di€m
est une puissance de p, de plus d;=1 si |.| est discreéte,
ainsi (C) améliore (A) dans le cas de valuation discreéte.

Disons quelques mots sur la démonstration. D’abord
le cas général se déduit de la situation ol (¥X,|.|) est com-
plet, on montre alors que 1’hypothése (B) est réalisée. Ce
résultat nouveau s’ obtient en utilisant un théoréme de struc-
ture des ouverts affinoides d’ une courbe algébrique. On con-
sidére ensuite 1’unique courbe € sur K projective non singu-
liére telle que L=&(¥) (le corps des fonctions rationnelles
sur ¥) ; on associe alors & T satisfaisant (B) un recouvre-

ment pur de € qul permet de définir une réduction analyti-
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que r:€=>¢&. I]1 existe une bijection canonique entre les com-
posantes irréductibles {&,},1<i<s, de &§ et les valeurs abso-
lues {|.]|,},1<i<s, par le fait que ®(&,;)=L'. D’abord le
nombre (s-1) dans (C) est issu de la connexité de &, ensui-
te la ramification permet de définir des faisceaux inversi-
bles £;; sur &, la normalisation de &, pour 1<j<e;, chaque
faisceau ayant un degré négatif ou nul, enfin la notion de
défaut des corps de fonctions valués permet de comparer la
caractéristique d’Euler-Poincaré de 6, et des faisceaux

& en faisant intervenir les d,, cette comparaison n’est

ij
autre chose que la formule (C).

Le dernier paragraphe illustre la formule (C), plus
particuliérement on s’ intéresse aux cas d' égalité. Signalons
pour terminer que dans un prochain article nous donnerons
une interprétation de la formule (C) en termes de famille
de courbes algébriques sur L (c¢c’est le cas ou |.]| est dis-
créte et K=C), on retrouve ainsi un résultat d’Albanése [1]
remis au goQt du jour par Nobile [R27]1, [28].

Je tiens & remercier Jean Fresnel : beaucoup de ses
idées se retrouvent ici et i1 ma aidé tout au long de ce
travail.
0.Notations

Soit (K,|.|) un corps valué, on note K°={xEK||x|<1},
K°°={xEK||x|<1),(RTTTT) ou plus simplement K son corps

A

résiduel, [K*| = {]x] IxGK‘) le groupe des valeurs, (XK,|.|)

ou plus simplement K" son complété.

Soit (E,].[|) un espace vectoriel normé sur (X,|.[|),
pour VER,, on note (E,N.1)° = {x€E| [x| € »> / {x€E | [xl<}
c’est un i—espace vectoriel. Si E est une K-algébre normée,
E® est un E'-module.

Soient (L,|.|) un corps valué, K C L un sous—-corps,

on note f(L/K,].|> = [L : KI le degré résiduel et e(L/K,|.|)

= card(|L*|/|K*|) 1’indice de ramification. 51 L/K est fini

et si K est complet le quotient [L : Kl / e(L/K)f(L/K) est
un entier, appelé le défaut de L/K pour la valeur absolue
|.] et noté A(L/K,|.}) ou plus simplement d(L/K), si

car.K =0 on a d(L/K)=1, si car.K =p>0, on a d(L/K)=p°’ avec
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§ € N ([301, p.388). Notons que d(L/K)=1 si et seulement
si le K-espace vectoriel normé L admet une base orthogo-
nale ([3] p.104, prop.4,p.189).

I. Le défaut des corps de fonctions valués

I.1. La valeur absolue de Gauss

DEFINITION 1 : Soit (X,|.|) un corps valué,K(T)=K(T,,..,T.)

le corps des fractions raticonnelles & n variables. On ap-

pelle valeur absolue de Gauss sur K(T) associée & |.| et i T=

=(T,,..,T,) la valeur absolue notée |.|g définie sur KI[T] par

i i
2 a, .. .; Ty'e.. T, %|=max]a; ...; ]. Il suit que |K(T)*|,=
1 n 1 n
=|K*| et que (K(T),[.Ig)=f(T1,...Tn) le corps des fractions
rationnelles & n variables.

PROPOSITION 1 : Soit (K,}.1) un corps valué complet.

1) (existence de bases orthonormales‘!’). Soit K(T)=

=K(T,;,...,T.), |.|g li valeur absolue de Gauss sur K(T)

associée E | .1 et T. Alors K(T)":(K(T),|.|g)A admet une

base orthonormale sur K.

2) (extension des salaires). Soient L une extension algébri-

que finie de K, |.{’> 1’unique valeur absolue de L prolon-

geant |.], |.|; la valeur absolue de Gauss sur L(T)=

L(T,,...,T,) associée & |.|> et T. Alors la restriction de

.1, & K(T) est |.|, et toute base orthonormale de K(T)"

sur K est une base orthonormale EE L(T)“:(L(T),I.I;)A sur L

en plus |.|; est 1’unique valeur absolue de L(T) prolon-

geant |.|,.
3) (linéaire disjonction avec K®'%). Le corps étant défini

en 2), on a [L(T)":K(T)"1=[L(T):K(T)I1=[L:KI, et donc

(1Ysoient (E,J.l) un espace vectoriel normé complet sur un
corps valué complet K, une partie # de E est appelée base
orthogonale (resp. orthonormale) de E si les propriétés
suivantes sont satisfaites

1) pour toute partie dénombrable € C & et toute suite
(u(b))pce de K avec 1lim [u(b)|[b=0 on a | Z u(b)b|=

bee bee
=max |u(b) | |b|] (resp.|| £ u(b)bj]=max|u(b)]|).
beeE bew beg

2) pour tout x € E il existe une partie dénombrable @ C %,

une suite (x(b)),¢p avec lim [x(b)]|[b]=0 et x= 3 x(b)b.
beED b €D
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canoniquement L(T)*  L(T) ® K()"*, L(M"* ~ L ® K(T)".
K(T) K
Démonstration. 1) EE cas n=1. Soit £ une famille de polynd-

mes unitaires de K°[T] telle que {P|PEL} (!’ soit 1’'ensem-
ble des polynBmes unitaires irréductibles de KI[T] et non

constants. Soit QEKIT] irréductible, |Q|g=1, le lemme de

Hensel montre que 6 est de la forme P! ol PEZ, ainsi

12 T{T", T*/P" |m>0, n>1, 0<<<deg P, PEP) est une base or-

thonormale de K(T)" sur K. Le cas général s’en déduit par
récurrence sur n.

2)Clairement |.], est la restriction & K(T) de |.],. On &

g

L= ® Xf, et donc L(T)"= I K(T)"f,, ainsi une base or-
1<i<r 1<i<r

thonormale % de K(T)" est une famille topologiquement gé-

nératrice de L(T)* sur L. Comme {b I b€EBY est une famille

de K(T) libre sur f, c’est aussi une famille de L(T) libre

sur L ainsi % est une base orthonormale de L(T)" sur L.

La partie 3) est élémentaire.

COROLLAIRE 1 : On reprend les hypothéses de la proposi-

tion 1,,. Soit L une extension finie de K(T),{l|.|,,1<i<s}

1’ ensemble des prolongements & L de |.]|,,l.]= max |.[;,e;=
- - 1€iks

=e (L/KCT) 5 1. 1), £, =fCL/K(D),.1;), 4;=d(L,[.>"/
/K(T)"). Alors K(T)" est une K(T)-algébre séparable, ainsi:
{L:K(T)]=[(L,H.H)”:(K(I),[.lg)“]= > e, f. d

i i i-
1€ig<s

Démonstration. Si p=car.f>0, K(T)'“?P ® K(T)" est sans
X(T)

nilpotents comme il suit facilement de la proposition 13),

ainsi K(T)"/K(T) est séparable, le reste s’en déduit avec
[51 prop.11,§ 7.7 et la définition du défaut (cf. § 0).
PROPOSITION 2 : Soient (X,]|.]) un corps valué complet,

K(T)=K(T,,...,T,) le corps des fractions rationnelles a

n variables, n)l,l.lg li valeur absolue de Gauss sur K(T)

9SSOCiée E |.] et T, K(T)A=(K(T)’l-lg)A- Soient (M;),¢;«¢s

des extensions algébrigues finies de K(T)"*,|.}|; la valeur

absolue sur M, prolongeant |.|g, M= T T M,, ¢&,:M>M,; la pro-
- T - 1€i<s -
jection canonique et ||.] la norme sur M définie par |x|=

1<ix<s

= max [£,(x)]; ; enfin on suppose que [MI|,=...=[M{|,.

(1)P est 1’ image canonique de P dans K[TI.
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1)Bcit e=e(M,/K,|.[,), alors il existe m,,...,%, € M tels

que [& ()= .=, (L;) ], pour 1<j<e et que {Hninllsise}

soit un systéme de représentants de |[Mj|, mod.|K*].

2)Socient W un sous—ﬁ—espace vectoriel de dimension finie

EE M:(M,".H) ; Ei:ﬁﬂﬁi la projection canonique. Alors il

existe un entier m21 tel gue 1’ homomorphisme canonique de

K(T")® &, (W) dans K(T").e, (W) soit bijectif pour 1<i<s ;

X
K(T™)=K(T®,...,T").

3) Soient F un sous-K-espace vectoriel de dimension finie

de M, Fry=: {(x/m;) € M | x € F,xl<n;[} et m>1 tel

que 1’ homomorphisme canonique de ﬁ(Tm)® (@ Fnj)) dans
K(T™) . (2 Fnj) soit bijectif. Alors 1’ homomorphisme EE

J
K(T")*®F dans K(T™)"F est bijectif et isométrique,
x —= Al ==

K(T")"® F étant muni de la norme tensorielle, K(T")"F
X ghalit mMual 2e -2

de celle de M et K(T™) "=K(T},...,T}H".
Démonstration. 1) est immédiat, R2) suit de 1’ égalité

r\ K(T"®)=K pour tout m € N. Montrons 3). Soit

u€MN*¥

p:K(T®)*"® F>K(T")*F 1’ homomorphisme canonique. Clairement
K

p est surjectif. Il suffit donc de montrer que ¢ est l1somé-

trique. Soit % une base orthonormale de K(T")"

sur K (prop.
1,,), € une partie dénombrable de &, (u(b)), e une suite

non nulle de F telle que lim [Ju(b)=0. Il existe @ € K* et

1<j<e tel que |unlfiw;ll=max Ju(b)|. Montrons que | 2 u(b)b|} =
bE® bEE

=max [u(b)|=|n[ln,]l. On a Cu(b)/mm;) € Fu,; et il existe

P 4

bo,€E¥ avec (u(bo)/nnj)_#o, Comme {b]b€¥} est une famille
libre de K(T®) et que Fnjﬁ_f(Tm) est isomorphe & Fnjﬁ(Tm),
on a donc I (u(b)/mm;) E#g. Ainsi | £ u(b)bl=|n|lin,| puis-
que HanjH:ﬁ:H"njH pour tout a € M. szi montre 3).

I1.2. I’inégalité fondamentale

THEOREME 1 : Soient K un corps valué complet, K(T)=

=K(T,,...,T,) le corps des fractions rationnelles & n va-

riables, n>1, muni de la valeur absolue de Gauss [.],

associée & T, K(T)”* son complété, (L,),;¢;<s des extensions

algébriques finies de K(T)",I.li lg valeur absolue EE L,

prolongeant I.Ig,di=d(Li/K(T)A) le défaut. Soient L=
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= T T L; 1'algébre normée par | (x,,...,%x,)]= max |x,[,,v€ER,
1<i<s — 1<i<s

»>0, ei:(L,[.D"= T Ly, ;,].1;)" la projection

1<j<s n—

canonique. Soient E un sous-K-espace vectoriel de dimension

finie de L, 7 un systéme de représentants de [L*|= LJ ]Lf|

1€i<s

mod.|K*|[. Alors on a les relations suivantes

(1) dim E + £ dim [ & € '(E*)I/E’¢ 2 d,[ 2 dim £’ (E")1
K eV ¥ 1<i<s 1€igs vEV X

Ei EE plus d;=1 pour 1<i<s, on a

() dim E + S dim [ ® ¢)(E’)1/E’= I $ dim €2 (E”).
X VEY X 1<i<s 1<ik<s DEY i3

Démonstration : A) On suppose que |Li|=...=|L{|. Soient

eze(L,/K,|.|,), ainsi il existe m,,...,n,€L*¥ tels que

e, (m,)]=vee=]e, ()] pour 1gv<e et que {[rn,;[,1€ige} =7
so0it un systéme de représentants de |L§|m0d.|Kx|(prop.21),
§I1.1), (ot &, est la projection T T L;»L;).

1<j<s
Aa)Soit V un sous-K-espace vectoriel de dimension finie de

L, alors VEU=:{(X/EV)_€E | X€V, x|, |} est un sous-K-

espace vectoriel de dimension finie de L et on a dim VK

- - - X

<e 2 4, dim ¢,( Vm,).
1<i<s X 14
Montrons cela. Pour simplifier les notations posons

W,=¢, (2 Vr,) et a,=dim W,. Soient J={i|lgi<s et «a,#0},
v X

f,=[L,:K(T)], N= f;, my=:Ne,/f, si i€J et m;=1 si i¢J.
_ jeud

Comme L,; est un corps de fonctions, il existe un corps

extension de degré m, de fi (engendré par un élément),

ainsi il existe un corps M, extension de L, avec m,=

:[Mi:L]=[ﬁi:fi]. Soit m€1l un entier tel que 1’ homomor-

phisme canonique de W,® K(T™) dans Wii(Tm) soit bijectif,
X
(prop.zi),§l.l).0n déduit de cela que ai=dim_ n WiK(Tm).
K(T )

Si i € J on peut appliquer le lemme fin § I.2, & 1l’exten-
sion Mi/f(Tm) et au K(T™)-espace vectoriel Wii(Tm) ; ainsi
il existe (ai), 1<k<m™N, des éléments de Mi avec (3) Mi=

= ® ., al W,X(T"). Soient A, € T T M, avec [A,ll=1,¢; (A=
1<k<m N 1<i<s
=a, pour i€J et €&, (A,)=0 pour i¢J. Montrons que (4)
S . AK(TI® V= @ , AK(T")"V. Soient v,€K(T")"V, il
1<k<m N 1<k<m N

suffit de montrer que (4’)||2 A v, [lsmaxfv, {|. Quitte & mul-
k k

tiplier les v, par un élément de K on peut supposer qu’il
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existe v, avec m:x"vkﬂ=ﬂnvoﬂ. Il suit de la prop.2,,

§ 1.1) que v, s’écrit v,=% A, v, ; avec i, ;€EK(T™",
i

vy, €V 5 A, ;€1 et Hvk’jﬂsﬂnvoﬂ. Il suit de cela que

(v, /7, )_Ei(Tm)an . Comme il existe k, avec (v, /T, )_#0,
on a dgnc Ei (vy /;v )_#0 pour un iy €J. Par suitg (5; mon-
tre que 2 a;OEi 2vk ;nv Y #0 ainsi |2 Ayv,l={m, . Ce qui
montre (2). La ;ormale 24’) montre qte la multiglication
par A, est un isomorphisme K(T")"-linéaire de K(T™)*V sur
AkK(Tm)“V. Les définitions de J et A, montrent que

f AR(T™)*V € T T M;. Alors un calcul de dimension de

i€y
K(T™)"-espaces vectoriels montre que (5) m"N dim V<m"™Ne I
K ied

2 d;a,;, cela résulte des formules suivantes, dim n A9

i€y K(T ) X
®A,K(T™)"V=m"N dim , , K(T™)"V,dim , , K(T™)*V=dim V
X K(T ) K(T > K
(prop.24,,81.1),[M, :K(T™)*1=[M, :L, 1IL, :K(T)"I[K(T)" :K(T")"]

=m;ef,;d,m"=m"Nd ;a,. Ainsi A,, qui est (5) est montré.

A, B8o0ient |Li|/[K*|=C,X...XC_  la décomposition du groupe

abélien [L}|/]K*] en produit de groupes cycliques et N21

un entier. Alors il existe n,,...,0,€L" avec les proprié-

tés suivantes : B,, pour 1<j<r on a fo;l=l€&, ()] ,=...=

=le (o), et |p;l induit un générateur de C;

jr Byysi n=

n
=(N,;5...,0n_)E2", on note p* 1’ élément 1 o,
— 1€igr

=:{ (x/02) €L|x€E et [xf<le2]>. Alors on a pour I€i<s

¢

1 et E =

n
=
’

3 E = ® T (E ol e.=card.C. .
-Ne;<n;<e; gﬂ) -Ne ;€n; <e; i ¢ El) — !

Clairement il existe p;,...,0,€L satisfaisant 8,,,
ensuite il existe m21 tel que (B) 1’homomorphisme canoni-

E o) dans f(Tm)Ei(

-Ne;sn;<e; 0~

E n) soit bijectif (prop 2,,,8I.1). Il existe
-Nejénj<ej p’=

g=(g;15++«s8 . )ENT tel que les éléments g.n=: I gy

- 1€icgr

soient tous distincts pour -Nejsnj<ej,1$j$r. I1 suit de

(8) aque (7) €,¢ 3 To(Eg-n)
-Ne ;<n;<e; B

® T (TP A-2F ) on TW(&-2
-Ne,;<n, <e ! o’ " 1€i<n

que de R(Tm)®~gi(
X

=i
1

-—mg . > . R _ — —
sons p,=T Jpy, ainsi pR=T (& -B)p'R ey E =T"E-BE .
S s 2

Alors (7) montre B,, et il est clair que 0, satisfaitdﬁl).

A Soit E un sous-K-espace vectoriel de dimension finie

1)
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de L, on a dimE < X d, I dim &}(E").
X

K 1<igs ' v €Y
Soient N21 un entier, g défini par A,,,F= P P2E,
OsnjsNej

a=(a;,..,a,)EN" avec O0ga;<e;. Il suit de By, que F=
P2E, que F = ] E ___ et que (8)
% 0¢<n . g<Ne, p> 2

J = j £,

- i
b3 F )= ® ((E 5> Ainsi (9) dim F=
J

1
]
ol A

i <e; = -Ne;<n;<e;
=L T 1 (Ne;+1)>] dim E. Comme E . est i—isomorphe a E
1<j<r K 2= _
pour e=(e;,...,€.), on a (10) dim ¢; ( z F D=
- X O<a;<e; o~
= (N+1)°T 2 dim ¢, (E ,) en utilisant (8). Sachant que
0<a,<e; X k™
{le2|l|0ga;<e;;1<j<r) est un systéme ¥ de représentants de

pte’

2,

ILY|1/1X*|, on peut appliquer A,y & V=F. Compte tenu de (9),
(10) et de ce que e=e,;...e, on a (11) dim E<
X

<L T T (Ne j+e;/Ne;+1)1_ 3 da,( 3 dim &, (E ,)). Comme
L Ea 8

1<jsr 1<i<s 0<aj;<e; g

N est arbitraire et que Ei(f .) est K-isomorphe & E?(f”)
o &
pour v=[p%, on déduit A,, de (11).
As)l’inégalité(l). Montrons qu’ il existe un sous-K-espace
vectoriel F de L avec les propriétés suivantes : E+F=
=EeF, (E+F)’=E’0F’= ® ¢’(E’) et dim F= 3 dim F*. On pro-
1<i<s K v EV X
v,j"=

céde comme suit. Il existe f 3e0esf € L avec |f
V,r,

}. Soient F, =

V,1
=) et @ £’ (E")=E’&{ @ K T
1<igs 1<j<r, :

F , i1 est facile de montrer que

i

v
F,, que F”=fu et que F satisfalt les propriétés
indiquées. Il suit que Ar)appliqué 3 1’espace vectoriel E+F
donne A;) pour 1’espace vectoriel E.
B) Le cas général. Il existe un sous-groupe G de R}, tel
que |L{|; € G et que G mod.|L}|; soit fini pour 1l<igs. Il
existe un corps M, extension finie de L; avec |[M]]|;=G et
[M;:L,l=card.G/|L¥]|,. Il suit de cela que d(M;/K(T)")=
=d(Li/K(T)A)=di. Ainsi M= TfT M, satisfait A) et 1'injec-
tion canonigque (L,H.H)*(Mi?:?; est isométrique. Soit E un
sous-K-espace vectoriel de dimension finie de L, donc de

M. Par A) on a (12) dim E+ S dim [ @ ¢’ (E°)1/E°<

_  _ X v EW ¥ 1<i<s
z (s S dim ¢}(E”), ou % est un systéme de représen-
1€i<s vENW X
tants de G/|K*]. Il existe une partie YCH# qui soit un sys-
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téme de représentants de |L*|= LJ ILY|,. Si v € %-7 on
a E°={0), ainsi (12) est (1). e
C) Le cas ol d,=...=d,=1. Cela veut dire que (L,].|) admet
une base orthogonale sur K(T)" [3] prop.4,pr.159. Comme
K(T)" a une base orthonormale sur K (prop 11) § I.1) il
suit que (L,|.[[) admet une base orthogonale sur K, ce qui
implique (13) dim V= 2 dim_V”. Soient E un sous-K-espace
vectoriel de dime;sioieziniexde L satisfaisant : E+4F=EeF,
(E+F)'=E"®F’= @ Ez(f”),dim F= = dim_F” (1’ existence en

1€ig<s X vEV X
est montrée en As)). Alors (13) appliqué & V=E+F est le
théoréme 1,,.

COROLLAIRE : Soient K un corps valué complet, L) icics

des extensions algébriques finies de K ; .1, la valeur

absolue EE L, prolongeant celle gg K, d,=d(L;/K). Soient
L= TT L;,I.|

la norme sur L définie par [(x,,...,x.)]=

1<igs
= max [x;|;. Soient v€ER, »>0,&l:(L,[.[)"=
1€ik8§

= T 1 (Lj,|.|j)”9(Li,|.|i)“. la projection canonique,
1<j<s —

7V un systéme multiplicatif de représentants de JL*|=

[LYl; mod.[K*|, E un sous-K-espace vectoriel de

1<ics
dimension finie de L. Alors on a les relations suivantes

dim E+ S dim [ e €}(E")1/E'S 5 d,( I dim e} (E")),

K »E¥ X 1<i<s _ _ 1<ixs v EY K_
dim E + £ dim [ ® ¢&j(E")I/E’= 2 S dim e (E’).
K vEV K 1<i<s 1€i<s veEvV X

Démonstration. Soit |.|1 la valeur absolue de Gauss sur

L, (T) associée & |.}, et & T=T,. On a [L, (I):K(T)1=

=[L, (T):K(T)I=[L,:K], e(L, (T)/K(T),|.]1})=e(L,/K,|.],) et
[Li(T)A:K(T)AJ=[Li:K](prop.ls) §I1.1). I1 suit de cela que
d(Li(T)A/K(T)“)=d(Li/K). Comme L s’ injecte isométriquement

dans T Li(T)A, le théoréme 1 appliqué au sous-K-espace
1€ix<s

vectoriel E de T [ L,;(T)" montre le corollaire¢!’.
1<ic<s

Un exemple. Soient F, le corps & 2 éléments, anlg une
cldture algébrique, Fﬂalg(T) le corps des fractions ra-

tionnelles, |.| une valeur absolue avec O0C|T|<K1, alors |.]|
se prolonge de fagon unique au corps LJ F3'2(T!”%2%) en une
n>0

(1)Noter que la démonstration proposée nécessite le passage
4 un sur-corps transcendant ; nous ne conhaissons pas de
démonstration "directe"
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valeur absolue toujours notée |.]|; soit (K,|.]|) son com-
plété. Soit L=KIT!”7?%,x] avec x2+x=T(173>" 1 o0n 4
e(L/K,|.}>=3, d(L/K,|.]|)=2. On peut montrer que pour tout
sous-K-espace vectoriel E de L avec 1= Z dim_f” on a
dim E<A(L/K)! (oQ ¥ est un systéme de r;;zésenzants de
(|L§|m0d.[Kx|).

LEMME : Soient k Cc ¢, deux corps, E,F deux sous-k-espaces

vectoriels du k-espace vectoriel £ tels gque E soit EE EE—

mension finie et que dim £/F > dim E. Alors il existe
DA bk X % ot

X€4* tel que FNxE={0}. Si la dimension de ? sur k est fi-

nie, si G est un sous-k-espace vectoriel de ¢ tel que

dim G divise dim ¢, alors il existe X,,...,x,€0% tels
Kk @ — k

que k= @ x,G avec r.dim G=dim {.
— 1<i<r _ X X

Démonstration : Nous le démontrons dans le cas ol k est

infini (seul ce cas est utilisé ici). On suppose le lemme
montré lorsque dim,E € r-1. Supposons maintenant que
dimkE=r. Soit {e;5+¢05e,_,) une famille libre de E, par
hypothése de récurrence il existe a€l* avec a(ke,®...®
®ke _,)NF={0}. Si aENF={0}, c’est fini. Sinon il existe

e . €E- ® ke, et ae, €F ; en particulier {e; ...e )} est une
1€idr
base de E. Soit ¢:£=¢/F la surjection canonique, on a

p{aE)=¢(a(ke,®...08ke, _,)),{¢(ae;),...,¢(ae, _,)} est une
famille libre et dimkw(aE)=r—1. Soient g€f tel que
{p(ae;)s...,9Cae,_,),¢(g)} soit une famille libre de {/F,

G le sous-espace vectoriel de !/F engendré par {p(ae,),. ..,
eCae,_,),P(g)} et b=g/e, . Soient c€L*, c:E-G défini par
E(x):po@(cx) ou p:2/F2G est une projection satisfaisant
p(g)=g pour tout gE€G. Soient A€k, M la matrice de

Latb avec {e,5...,e,.} pour base de E, {eCae,),...,vCae,_,),
»(g)} pour base de G. On a donc dét (M)y=dét (Al ,_,+S)=P(A)

ol S8 est une matrice (r-1).(r-1) & coefficients dans k, et

I est la matrice unité ; ainsi P(A) est un polynBme uni-

r-t
taire en A de degré r-1 3 coefficients dans k. Comme k est
infini 11 existe A,€k tel que P(A )#0. Ainsi ﬁ0;+5=

=(A0a+b)A est injectif, ce qui veut dire que ((A0a+b)E)ﬂF=

={0}. Le lemme est donc montré.
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I.3. Le défaut des corps de fonctions valués

THEOREME 2. Soient (K,|.|) un corps valué complet, K(T) lf

corps des fractions rationnelles & n variables, n>1,|.|g la

valeur absolue 23 Gauss sur K(T) associée & |.]| et § T,L

une extension finie de (K(T),|.|,>",|.|” le prolongement & L

de |.|g, d(L/K(T)") le défaut, ¥ un systéme de représentants

de |L¥[/]K*]. Alors on a d(L/K(T)*)=sup dim E / % dim E”,
- - = E X vEV s
ol lg supremum est pris sur tous les sous-K-espaces vecto-

riels E#{0} de L de dimension finie.

[0

Démonstration. a)Il existe un corps M extension algébri-

que finie de K(T) avec les propriétés suivantes : la valeur

absolue |.|[, de K(T) admet un unique prolongement |[.|[|" 4 M,

on a [M:K(T)I=I[M":K(T)"1, il existe une bijection K(T)"~

linéaire, isométrique EE (L,|-1*) sur (M*,].]") ; ainsi

d(L,K(T)*)=d (M*"/K(T)") .

Pour cela on utilise le résultat classique suivant
soient EDK(T), NDK(T),2 sous-corps de (K(T)Aall,l.l) avec E
complet, ¢:E3N" une bijection K(T)"-linéaire avec |[x-9(x)]|<
<e[%x],(0<E<1). Soit a€X(T)"*'% de degré r sur E, |a|<l, ¢>0

avec ¢ max|A;|<| 2 hiailpour tout A,€EE. On suppose que
o<i<r
(e'’T/e)<1l. Alors il existe BEK(TY**!'%, slgébrique de de-

gré r sur N et N* tel que 1’application ¢:E[al=N"[b] défi-
nie par [ 2 A,a'l= I @(A;)b',A,€E, soit une bijection

0<i<r 0<«i <¢r
K(T)"-1linéaire et que |YU(y)~-y|<(e'’"/c)|yl pour tout y€E[al.

Montrons a). 11 existe une suite finie de corps K(T)"=

=L,C...CL_ =L avec L;=L,_,[a;], |a,|€1. Soient r =[L;:L,_,1,

¢;>0 tel que c;max|p,|€| 32 p; all pour tout n;EL,_,.
0<i<r, r,/r r r . /r

Soient r=r,...r_,&>0 tel que &€'77"<e ' ...e tTT T N =

K(T), ¢4:L,»N "1’ identité ; on a bien [o,(x)-x|<e]|x| pour
tout x€L,. En utilisant ce qui précéde on a une suite de
sous-corps de K(T)**'® N,c...CN, avec [N _:N J=[N_":N,"l=r=
r,..r, et il existe ¥:L_oN_ " une application K(T)"-linéaire
bijective avec |¥(y)-y|<|y| pour y € L . Ceci montre @).

B)Scient M/K défini en a), v la valeur absolue sur K(T) gé—

finie par v(P)=exp deg P pour PEK[TI SE deg P est 13 degré

total de P. Soient (v,), 1<i<s les prolongements EE v a M,
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w=max v,, A lﬁ El6ture intégrale EE K[T] dans M, m€N et

Ay(m)=:{a€A|w(a)<exp m} alors on a dM"/K(T)", [.]|")=
=1lim d1m Ay(md/ ¥ dim AM(m)”, ou v est un systéme de re-
X

n- e yev - -
presentants de |M*|mod.|K*].

Soient »€¥, alors il existe f, €M entier sur KI[T] avec
ff,1=1/v ; ainsi il existe m,>1 tel que f €A, (m,) pour
tout v€¥Y. Il suit que (1) f,Ay(m)CA, (m+tm,) et que f,Ay(m)C

CAy(mtmy,) C A (mtm,), (o0 A (m) est défini comme Ay (m) par
M M
1'extension M/K(T)), cf [3]1 lemme 6 p.170 pour la derniére

clusion. Comme il existe une bijection K-linéaire de
X'(m)” sur f A,(m), on déduit de la relation (1) que
Z dim A (m)"<e (M/K(T))dim A (m+m,) . Ensuite les égalités

vev N4 ]
[M:K(T)I=n!lim m'“dlm Ay,(m) et [M: K(T)]—
m— o
=n!1im(m+mo)‘“d1m A (m+mo),[5] lemme 4 p.216, montrent que
m= X M
AM*/K(TY)*)21im d1m Ay(m)y/ 2 dlm Ay A, (my’. Enfin le théore-
o @ VeV

me 1 § I1.2. donne 1 autre 1nega11te d’ ol B).
¥)Conclusion. Par le théoréme 1 § I1.2. on a d(L/K(T)")2>

2sup dim E/ 5 dim E°. En utilisant B), 1’isométrie entre

E X v EY X
M* et L, la relation d(L/K(T)*)=d(M*/K(T)"), on a une suite
(Eudpsy avee d(L/K(T)")=1im dim E_ / 2 dim f;. Ce qui montre
n— o K v EY X
le théoréme.

COROLLAIRE 1 (définition du défaut): Soient L/K un corps EE

fonctions & n variables, n21,|.| une valeur absolue sur L

telle que L/K soit un corps de fonctions & n variables,

T,5...,T, € L tels que |T;1=1 et que les images résiduelles

de T,,..,T soient algébriquement indépendantes sur f, Y un

systéme de représentants de |L*|/[K*|, alors on a (1)

d(L"/K(TY")=sup dim,E/S dim E’, oU le supremum est pris sur
E K vev x - T T
les sous-K"-espaces vectoriels EZ{0} de L",de dimension fi-

nie. 8i de plus K est complet, on a aussi (R) d(L"/K(T)")=

—sup dim F/ 3 dim ¥’ , ol le supremum est pris sur les sous-
K vEY X

K- espaces vectoriels F¥{0} de L, de dimension finie. L’en-

tier défini en (1) par sup dim,E/ 2 dim E® s’appelle le
T T - E K v EY X - -
défaut de L/K pour |.[ et se note d(L/K,|.|)

Démonstration. Il est immédiat que T/ ,...,T, sont algébri-
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quement indépendants et que la restriction & X(T)=
=K(T;,...,T,) de [.]|] est la valeur absolue de Gauss ; ainsi

L est fini sur K(T), donc L* est fini sur K(T)" et (1) est

le théoréme 2. Supposons K complet. Soit E= @& Kf; un sous-
<j
|

1 <T
espace vectoriel de L%, ¢>0 tel que ¢ max A, 11551

J
€ |2 A;f;1,8,€L avec |g;-f;|<clf;|. Alors 2 A;f ;=2 A;g; est
i i i
une bijection K-linéaire, isométrique de @& Kf;

sur & ng.
i j

Ce qul montre (R) avec (1).

COROLLAIRE 2 : Soient L/K un corps de fonctions % n varia-

bles, (|.[;);<i<s des valeurs absolues sur L quil coincident

sur K en une valeur absclue |.]|. On suppose que (L,|.|;)/

/(K,|.]) est un corps de fonctions & n variables pour

1<i<s et que (K,{.]) est complet. Solent d,=d(L/X,].| )

le défaut de L/K pour la valeur absolue |.|, .| la norme

sur L définie par {x|=max |x],, ¥ un systéme de représen-

tants de [L¥f= |J IL*], mod.IK*[, €2 :(T,1-10 > T -1,0" la
- 1€i<s -
projection canonique pour v€Y¥. Soient E un sous-K-espace

vectoriel de dimension finie de L et E*=(E,.1)"°. Alors

on a dim E+ 3 dim [ e €;(E’)I/E’°S I d,( I dim e} (E’)),

K veEv K 1<i<s 1<ics v EV ¥
Ei de plus d,=...=d_ =1, on a
dim E+ £ dim [ & ¢€J(E°)1/E’= % $ dim €2 (E”).
X vEY K 1<ix<s 1<i<s vEV K3
Démonstration. Comme (L,|.];)/(K,].]) est un corps de fonc-

tions & n variables il existe Z;,,...,Z; €L tels que |Z,;]|;=
=1 pour 1<j<n, 1<i<s et que les images résiduelles de Z;;
dans ?fTTTTTT soient algébriguement indépendantes sur X.
Par [3]1, th.2, § 7.3, il existe TjEL, 1<j<n avec
]Tj-Zij|i<1 pour 1€i<s. Il est alors facile de montrer que
la restriction & K(T) de |.|; est la valeur absolue de
Gauss associée &4 T et & |.]. Notons K(T)" le complété pour
| .[;, 1<€i<s. Par le corollaire 1 on a d(L/K,[.];)=
=A(CL,|.];>"/K(TY>"*). Soient L;=(L,].1;)", alors (L,fi.I
s’injecte isométriquement dans TfT L; muni de |.[’=
=max |.|;. Ainsi le corcllaire ;fé;; autre chose que le
théoréme 1 § 1.%2.

Nous indiquons maintenant quelques corollaires, nous

renvoyons a [R3] pour les démonstrations.
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CORQOLLAIRE 3 : Soient (L/K;|.|) un corps de fonctions valué

é n variables tel que (L,|.|)/(X,]|.|) soit un corps 93 fonc-

tions & n variables.

l)Soit L DK DK un corps intermédiaire, algébrique (fini)

sur K. Alors d(L/K,|.|)=d(L/K’ ,|.]).d(& /K, ]|.]).

2)S0it L D L’ D K un corps intermédiaire avec L algébrique

(£ini) sur L?. Alors (L’,|.|)/(X,|.]) est un corps ég fonc-
tions i n variables et A(L/K,|.|)=d(L/L?>,|.]|).da(L* /K, | .]).
COROLLAIRE 4 : (EE théoreéme SE Grauert et Remmert [131,

p.119) . Soit (L/K,|.|[) un corps EE fonctions % n variables

tel que K soit algébriquement clos, que (¥K,].|) soit com-

plet et que (L,|«|)/CK,|.]) soit un corps de fonctions &

n variables. Alors on a d(L/K,|.[)=1.

COROLLAIRE 5 : Soient L/K un corps de fonctions é n varia-

bles, n21l,|.} une valeur absolue sur L telle que K soit

complet et que f/ﬁ soit un corps de fonctions & n varia-

bles ; K*'lz~ le complété de la cloture algébrique de K

(pour 1’ unique valeur absolue |.]|, de K*'% prolongeant la

restriction de |.| & K). Alors il existe un corps K, ex-

tension algébrique finie de K avec les propriétés suivan-

tes : pour tout sous-corps fermé K’ de K*'®* avec K, C K,

pour toute valeur absolue |[.]|* de L®'® gui prolonge |.]|,

on a K°L/K® qui est un corps de fonctions & n variables

(o K’L désigne le compositum de K* C K*'¥" C Lrte .

et de L dans (L2 [ 12N, L, [-1P)/E est un corps de
fonctions & n variables, 1=ze(X*L/K’,|.]’), 1=d((X°L/K’,|.]’).
COROLLAIRE 6 (EE théoréme de Gruson [15], th.3,p.686).

Soient (K,|.[) un corps valué complet, n21 un entier.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

iyhe corps (K,|.|) est stable, ¢!’

ii)Le corps K(T,,...,T )=K(T) des fractions rationnelles i

n variables muni de la valeur absolue de Gauss associée &

T et & |.] est stable.

II. Genre et genre résiduel des corps de fonctions valués.

Nous rassemblons dans le paragraphe qui suilt les

yoir [3] p.1586

193



MATIGNON
éléments de géométrie analytique rigide qui seront utilisés
(pour plus de détails nous renvoyons & [R]1,[31,[10]1,[121).

II.1. Réduction des espaces analytiques, analytification
des variétés algébriques

Dans ce paragraphe K est un corps valué complet.

Soient A une K-algébre affinoide, |[.[,, la semi-
norme spectrale sur A,A°={f€A|lfl,,€1>,>,A°°={f€A||F], <1},
A=A°/A%%, alors A est une K-algébre de type fini réduite.
L’application r:X=SpmA4§°=Sme définie par r(m)=s(qmﬂA5+Ann)
(o s:A%9A est la surjection canonique) est surjective. On
dit que r:X»X° est la réduction canonique de 1’affinoide X.
Une partie U de X est appelée ouvert pur (BG formel) de X si
U=zr ' (W) ol W est un ouvert (de Zariski) de Xe© ; un ouvert
formel est en particulier une réunion finie de parties ra-
tionnelles (donc affinoides) de X. Si W est un ouvert affi-
ne de i“, U=r ‘(W) est une partie affinoide de X et la ré-
duction canonigue U° de U s’ identifie canoniquement a W
([31, th.3.1,p.20). Un espace analytique formel (X,%) est
la donnée d’un espace topologique X, d’un recouvrement U=
={U,},¢; de X par des ouverts affinolIdes U; tel que pour
tout i,j€I la partie U, n U; est ouvert pur de U; (les si-
tuations considérées dans la suite seront élémentaires en
ce sens que le recouvrement sera fini et que U; N Uj sera
affinoide). A un espace formel (X,%) on associe une réduc-
tion analytique. Les variétés algébriques affines réduites
U® se recollent le long de U,NU,° en un schéma localement
de type fini réduit sur K, noté (X,%) ; les applications
réductions r,:U,»U% se recollent en une application
r:X*(iT@) (si U est fini, (X,%) est donc une variété algé-
brique réduite). On dit que r:X*(iT@) est la réduction ana-
lytique de X associée au recouvrement pur 4% (ou la réduc-
tion anaT?tique de l’eggace formel (X,4«)).

Dans tout ce_Eui suit le mot variété algébrique sur un
corps K signifie schéma de type fini sur K, séparé. Par
point d’une variété on entendra toujours point fermé.

Pour analytifier une variété algébrique (X,6,) sur K,
on définit sur X une topologie de Grothendieck ¥ et un
faisceau structural & sur (X,¥9). Une partie U de X est

an

X

dite admissible si U=X ou s’il existe Y € X un ouvert affi-

ne, fl,...frEﬁx(Y) tels que la K-algébre 4,(Y) soit engen-

drée par f,,...,f, avec U={x€Y|[fi(x)|$1 pour 1<i<r}. Soit

¢:K[T,,...T,126,(Y) 1’ homomorphisme défini par (T, )=f; et

A=kerey, on pose alors & , (U)=:K<KT,,..,T >/UKLKT,,..,T. > ol
X

K(Tl,..,Tr> est 1’algébre des séries convergentes sur le po-
lydisque unité, on peut montrer que 6 , (U) ne dépend pas
X

de la représentation de U par le choix des f,. 81 V C U E X
sont admissibles, 1l’application restriction 6 , (U)=»0 , (V)
X X

est induite par les applications restriction du faisceau 6.
Enfin on pose @ (X)=1im 6 ,,(U) ol la limite projective
X & X

an
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est prise sur tous les admissibles UZX. Soit U admissible,
un recouvrement {U;},., de U est dit admissible si chaque
U, est admissible, si pour tout V#FX admissible, V C U, il
existe une partie finie F,¢,C I telle que v C-egg )U
1 v
Alors les admissibles et les recouvrements admissibles dé-
finissent sur X une topologie de Grothendieck ¥. On mon-

tre alors que @ est un faisceau sur ((X,¥%) et que le

i

an
X

triplet (X,%,6 ,_ ) est un espace analytique.C’est 1’ana-
X - 22

lytification de X et on le note X*". Soient X une variété
algébrique réduite, Y C X un ouvert affine, f ,f,,...,
f, € 6,(Y) avec 6, (Y)=K[f,,...,f, 1, U={x€Y||f, (x)|<1 pour
1<ig<r} . Alors | .||y défini sur 64,(Y) par [fly=:sup|f(x)]|

x €U

est une norme et on a cahoniquement & an(U)z(@X(Y),”.HU)A
X

et [[.ly n’est autre chose que la norme spectrale de 1’al-
gébre affinoide &6 , (U).
X

IT.R%.Réduction des courbes algébriques et corps de fonc-

tions valués.

PROPOSITION 3 : Soient (X,]|.]|) un corps valué complet, €

une courbe algébrique projective sur K, irréductible et

non singuliére, L=®(¥) le corps des fonctions rationnelles

sur €, €** 1’ analytification de €. Soient T € L transcen-

dant sur K, Z(T)={x € @lT € @g’x), Z(T'1)={xE@|T'1 € O,
U(T)={x € z<T)||T(x)|<1>,U(T'1)=<xEZ(T'1)| ]T'l(x)lsl},
R=@Q(Z(T)); S=0@(Z(T-1))l !l-";lzT)(I‘eSp.

définie sur R (resp.S) par |fl3%.,= max [£(x)]
- - - e e x €U (CT)

3 )

X

|- No¢:i,ry) 12 norme

(resp. "f"1§121/'1')= max 1£¢x) 1), §=(R)"-“151121/T))_;

XxX€U (1/T)
S=(S,l-lg%,,7,) - Soient {]|.|;,1€i<s) les valeurs absolues

sur L qui prolongent la valeur absolue de Gauss |.]| sur

Pt g

K(T) associée &4 T et & |.|, .| la norme sur L définie par
Ifll= max |[f],. Alors on a les résultats qui suivent
1€i<s - - - -

1) Soient f € R (resp.S), ao(T)+al(T)X+...+X'(resp.a0(T'1)+
+a, (T"!')X+...+4X") le polyndme irréductible de f sur K(T),

donc sur KI[T] (resp.K[T '1), alors |fl= max Iaj(T)|é/"j=
- - _ - 0K j«<r
="f"§§T)(resp.ngf Iaj(T'l)léxr-s="f"§§1/T)),

j<r

2) On a L=Fr(R)=Fr(S)=L'xL?x...xL* ou L'=(@,T.T,).L=C,T-T.

3) Les parties U(T),U(T !) sont des parties affinoides EE—

=S50 03%:,0,0" et & (U(M)=R, 6_,,UT H)=5.
4)La famille %= {U(T),U(T ')} est un recouvrement pur de

missibles de ¥*", 0?an(U(T))=(R,".";ﬁT))“,ﬁ?an(U(T'l))=
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g>" et la réduction r:€*"»(¥*",%)=¢& est une courbe algébri-

que, projective, réduite connexe. 92 a r(U(T) N UCT 1Y) qui

est dense dans & et #(&)=L=L'xL%x..xL".
8)Soient 1<ig<s, &, 1’unique composante irréductible de &

telle que f‘=%(£i), Wi=D(?i) c r(U(TY) N &, un ouvert prin-

la norme spectrale sur

cipal non vide de r(U(T)),H.li?l(w 3
- i

1’ ouvert affinoigg admissible r'l(Wi). Alors on a pour tout
- sP 3 3 spP

f E R, Ifli—"f"r'l(wi)i a1nsl I'"r‘l(wi)

c Fr(@@an(r‘l(wi))) une valeur absolue, c’est |.|; (on a

induit sur L C

donc une bijection explicite entre les valeurs absolues

{leliYi¢ics et les compesantes irréductibles de & (resp.

les composantes irréductibles EE r(UCTY))) .

Démonstration. 1)On peut consulter [10] p.56,12,55.

R)C’ est une conséquence du théoréme d’approximation des
valeurs absolues.

3) L’algeébre R est la clBture intégrale de KIT] dans L,
¢c’est donc un KI[Tl-module de type fini, i.e. R= 2 K[Tle, .
Chaque e; est entier sur K[T], quitte & changer1;:<;n e,
avec A € K et |A| assez petit, on peut supposer que e, est
entier sur X°[T]. On a donc R=K[{T,e;,..s5e,1 avec e, entier
sur K°[T]1. Il suit facilement de cela que U(T)={x€Z(T)|
|T(x)l<1}={x€Z(T)|[T(x)lsl,|ei(x)|S1,1si<t}. Ce qui mon-
tre que U(T) est admissible (affinoide) de €*™ (§II.1).
4)0n a U(T) N U(T'1)={x€U(T)||T(x)|=1}. Soient r, :U(T)~
»U(T)° la réduction canonigque de 1’affinoide U(T), D(T)

1’ ouvert principal de U(T)°® associé i T (1’ image de T dans
Z‘j:?ﬁ??7> alors on a U(CT) N U(T'1)=r;‘(D(T)) ; ce gui mon-
t:e gue U(T) N U(T ') est ouvert formel de U(T). On a de
méme U(CT) N UCT ') qui est un ouvert formel de U(T !).
Comme ¥ est non singuliére, %={U(T), U(T ')} est un recou-
vrement de €, donc c¢’est un recouvrement pur. Scit

r:¥*"» (¥°",%)=6 la réduction de €*™ selon le recouvrement
pur 2. Il suit de GA GA ([35]1,[17]1) que ¥€*™ est connexe et
donc & est connexe [10] p.318. Enfin € projectif implique
& projectif ([111, cor.l1 th.5, § 2.5.); on donnera & la
prop.4 § II.4. une démonstration directe de cela. De 1la

formule (1) JP(TIL[=IP(T)|,.IIfll pour tout P(T) € K(T),
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f € L, il suit que T(resp.T'l) ne divise pas zéroc dans
R(resp.S). Ainsi r(U(T) N U(T ')) est ouvert dense de
r(UCT)) (resp.r(UCT '))) donc est ouvert dense de &. I1
suit de cela que #(&)=Fr(R)=Fr(§)=L'x...xL*.
5) Soient 1<i<s, &; 1’unique composante irréductible de &
telle que fi=ﬂ(£i),wi=D(?i) ¢ r{U(TY)) N &, un ouvert prin-
cipal non vide de r(U(T)),H.l;El(wi) la norme spectrale
sur 1’affinoide admissible r '(W,): ainsi ?i,,(U(T))n5i¢0
et fi,r(U(T))nfj=0 pour j#i, ce qui veut dire
que (R) |f;];=1, |[f;];<1 pour j#i. Comme W, est irréduc-
tible on a Huv“i?l(wi)="u";§1(wi)"vui91(wi
;El(wi)induit sur L C Fr(&?an(r"l(wi)))
une valeur absolue notée |.|,. La formule (1) montre que

pour P(T) € KI[T] on a |P(T).fiI1={P(TO}, Ifil] et donc que

)pour tout u,

v € R, ainsi |.

_— -l N . i sp =
lei est transc§ndant sur K. Ainsi on a [2a,T "r‘l(wi)
=max|a;|=]|2Z aiT‘lz. Ce qui montre que |.|, prolonge
|.|g ; ainsi 1l existe j avec [.]|4=].];. Comme on a

[f,1,=1 il suit de (R) que |.[|q=].};-

II.3. Sur les prolongements de la valeur absolue de Gauss

Le ithéoréme qui suit est un résultat clé pour montrer
le théoréme 4 § II.85.
THEORME 3. Soient L/K un corps gg fonctions d’une variable

{].1;},¢cics des valeurs absolues indépendantes sur L qui

coincident sur K en une valeur absolue notée |.|. On sup-

pose que (K;|.|) est complet et que Lyt )/ K ]) est

un corps de fonctions d’ une variable pour 1igi<s. Alors il

existe T € L transcendant sur K tel que {].];},;¢;<s soient

exactement les prolongements g L de la valeur absolue de

Gauss |.|, sur K(T) associée 3 T et & |.].

g - - - - ---- " e —

Démonstration. Il existe T, € L tel que |T;[;=1 et que 1’1i-

mage résiduelle de T, dans f‘=(fTTTTi) soit transcendant
sur K. Par le théor2me d’approximation des valeurs absolues
il existe T> € L avec |T’-T,|,;<1 pour 1<ig<s ; il suit de
cela que T’ est transcendant sur K et que la restriction a
K(T’) de |.|; est la valeur absolue de Gauss I.Ig associée
a4 T et |.]. Soient {].];>,ci<s+s+» 1les prolongements & L

de |.],, ou |.|; pour igs sont les valeurs absolues données
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par 1’hypothése du théoréme. S5i s§’=0, le théoréme est mon-
tré. Supposons s*>0. Soient € 1’unique courbe projective
sur K non singuliére (connexe) dont L est le corps des fonc-
tions rationnelles ([14]1,chap.II,7.4.18), ¥ ={UCT’),U(T " 1Y)
le recouvrement pur de ¥*™ défini selon prop.3,,,§ II.R3,
r’ €™ (¥ " ,% )= & la réduction associée, &, la composante
irréductible qui correspond a |.l; selon prop. 55)). Soit
V un ouvert principal de r? (U(T*)) tel que V N 8; F )
pour 1<i<s et V N &= pour i>s. Ainsi r’ '(V) est un ad-

missible affinoide de €*" et r* i1’ TL(V)AV est la

-1
réduction canonique de r® ! (V) Eg] tﬁ?)S.l. p.20, [101
p.306 et cor. p.311. Il existe T € L = ®(¥) tel que r’ ' (V)=
={x€¥|TE€S,  ,,|T(x) €1}, i.e. r’ ' (V)=U(T) selon la notation
de la proposition 3 § II.2. (c’est le théoréme ci-aprés).
Soit r:€*™» (¥ ",u)=6 la réduction selon le recouvrement par
U={U(T) ,U(T ')} (prop. ,,) ; ainsi r et r’> coincident
sur U(T) avec la réduction canonique. Soient 1<i<s, W, C
cvn 8; un ouvert principal non vide de r(U(T’)) (donc de
V), alors la norme spectrale ".H;?l(wi>induit sur L une
unigue valeur absolue, c’est <1, (prop. 55,,appliquée &
T*). Comme {V N &,),.;., sont exactement les composantes
irréductibles de V, les normes spectrales {"'";E‘(Wi)}l‘i‘s
induisent exactement les valeurs absolues de L qui prolon-
gent la valeur absolue de Gauss sur K(T) associée & [.]| et

& T (prop.Ss),appliquée a4 T). Ainsi le théoréme est montré.

THEOREME : ([111 th.1). Soient K un corps valué complet, X

une variété algébrique, projective équidimensionnelle de

dimension 1, X*® 1’analytification de X et U une partie

affinoIide de X*®. Alors il existe f € ®#(X) une fonction

et |f(x)|<1}.

X

rationnelle sur X, telle que U:{xEXI f€oy

Remarque. Lorsque le corps (K,|.|) n’est plus complet le
théoréme 3 peut &tre faux. De fait Polzin [31] a montré

que la validité du théoréme 3 est équivalente & une pro-
priété sur la réduction analytique de la courbe projective
non singuliére € , , dont LK* est le corps des fonctions ra-
tionnelles, elle est aussi équivalente & la validité du
probléme de Skolem sur la courbe algébrique projective non
singuliére €, sur K dont L est le corps des fonctions ra-
tionnelles selon Cantor, Roquette, Rumely [6]1,[331,[341.
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Voir aussi [21] prop. 4.1. p.88, prop. 4.5. p. 102 et [R5B1.

IT.4. Réduction analytique et réduction algébrique des

courbes.

PROPOSITICON 4. Scient (K,].]) un corps valué complet, L/K

un corps EE fonctions d’une variable, T € L transcendant

sur K, {|.],;},¢,¢<s les valeurs absolues de L qui prolon-

gent li valeur absolue de Gauss |.|g sur K{(T) associée i

|.] et & T. Soient D le diviseur des pdles de T dans L,

L(nD)={f€L|(f)+nD>0}, pour tout n>0 ol (f) désigne le di-

viseur associé & f, A= ® L(nD) la K-algébre graduée dont
- nz0 -

1’addition et la multiplication sont induites par celles

de L. Alors ProjA est isomorphe & ¥, 1’unique courbe sur

K, projective, non singuliére (connexe) telle que #(¥€)=L.

Soient | .1 la norme sur L définie par |f[= max |f]|;, L(nD)=

1<i<s
=(L(nD),{l.1), A= ® L(nD), c’est une K-algébre graduée
n>0 - -

pour la structure induite par celle de A. Scient x,,x, les

éléments EE degré 1 (i.e. de L(1.D) tels que x,=1, x,=T

dans L et x,, x, leurs images dans A.Soient %={U(T),U(T ')}

le recouvrement pur de €*" et r:@a“e(§777%>=a la réduction
définie par la proposition 3,,, § II.3. Alors ProjA est
isomorphe & &, plus précisément on a r(U(T))zD+(;:) et
r(UCT ")) ~ D, (x,).

Démonstration : on a R=6,(Z(T))= LJ L(nD),S:@g(Z(T'l))=

R

nzo
= LJ T *L(nD), 6,(Z(TYNZ(T *))=R[T '1=SI[TIl, ainsi 6, (Z(T))
nz0
~ -1 ~ -1 ~
~ A(xo), O (Z(T™ ")) =~ A<x1)et O ,(Z(TY N Z(T™ 1) ) A(xoxl),

et puisque ProjA=D,(x,) U D,(x,;) il suit que ProjA =~ €.
Soient n21, g€L(nD) avec fgll€1l, (1) a,(T)+a, (T)X+...+X" le
polyndme irréductible de g sur K(T) donc sur KI[T]. Alors
Iaj(T)[gsl et deg(a;d)€n(r-j) (prop. 3,,,§ II.2). Posons
Aj(xo,x )=x," " 304, (x,/%4), on a A;(xq,x,)EL(n(r-j)D,[.I°.
I1 suit de (1) que g "+A,_, (Xg,x,08  '+...+A,(x,,x,)=0 ; ce
qui montre gue g* € A ;:+K ;T. Ainsi ProjK=D+(;o) U D+(;1).
Considérons le diagramme suivant oUu les fléches verticales
sont les homomorphismes canoniques de localisation, « et B8

sont induites par a(g)=g/Xx,* si g€CL(nD),[-1)°,B8¢h)=h/x "
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Re=(R, | .|>° — 5 A * si hE€(T *L(nD),||.l>°%. Alors
l @ et B induisent sur
RO[T"'1=8S%[T] le méme homo-

ReLT '1=8°rT3 SLEEN K(;O;l) morphisme ¥ ; ainsi le dia-
gramme est commutatif. Sa-
I { chant que [|T"h{f=|h| pour
$%=¢s,.H° ——E—é K(;l) tout h€L, on montre faci-

lement que a (resp.B, resp.¥) induit un isomorphisme

U:R — A — (resp.E:g —_—A -,
(%42 (x,)
—A — — ). I1 suit alors de la proposition 33), § I1.2.

resp.¥:RIT '1=S[T1——

que a, B, X, induisent un isomorphisme de ProjK sur ¢&.

IT.5. La normalisation de la réduction

PROPOSITION 58 : Les hypothéses sont celles de la proposi-

tion 4 § I1.4. Soient &, 1€i<s, les composantes irréduc-—

tibles de &, L=(L,l.1>, L'=(L,1-1;),¢;:L=L'X...xL*>L" 1la

projection canonique, B;= @ Ei L(nD), 1’algébre graduée
nzo0

que 1’on note (abusivement) &,A. Alors on a & ;~Projé¢ A

ol &§; est muni de la structure réduite induite. Ainsi 1’'in-
clusion A C ® EiK induit un morphisme
- 1€i<s -

@:8°2°( | | &,)—&. Soient D, le diviseur des pdles de T
1<i<s

dans L',C;= ® L(nD,;) la K-algébre graduée ou L(nD,)=

nx0 - -

={h€Li|(h)+nDi>0). Alors on a &;=ProjC, ol &, désigne la

normalisation de ;. Les inclusions EiX C C, induisent

les morphismes de normalisation B,:8;—>&,, donc un mor-

phisme B:&’= | | & — | | €,. Par suite le morphisme
1€i<s 1<T<s _"

¥=aoB:8>—>E est le morphisme de normalisation EE g . 93

en déduit que le falsceau ¥,6,,/0, est cohérent et gratte-

ciel et donc que le faisceau @,0,_./6, est un faisceau gratte-
Db vttt p z=s 2R

ciel, cohérent sur &.

Démonstration : Puisque L= Fr(A - ) Fr(A )) (prop.3,,,3,,
§ I1.2 et 4 § 1I1.4) il suit que ég (D, (xu) ﬂ &)= 6 (A
et 08 M, (x,)y N &)=¢, (A

(X))’
T (A =
3 (—1)) dans L On a aussi i € (x ))
=(s,A , T (A, — &, A n tant x esp.x au
&, )(x_n_)_ i € (x )_) ( )( yen notan o (resp.x,)
lieu de &;x, (resp.&;x,). A1ns1 $~Pr03(£ A) On a C; % =

LJ L(nﬁi) (resp.C; LJ(T nL(nDi)) ol xo, x, dési-

n>0 ( ) n30
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gnent 1 et T dans L(ﬁi). Ainsi C; )(resp. l(x )) est

i (x
la cldture intégrale dans L' de K[T] (resp. KIT" 1]) De

plus (e, A)(x )(resp ry A( ) est entier sur K[TI]
(resp.K(T 1) et Ti=Fr((c, A)( ))=Fr((€iK)( )) Fr(Cl(x N
=Fr (C, )) Il suit de cela que ProjC, est la normallsa—
tion de PrOJ(e A)

)=

I1.6. Généralisation des formules gg Mathieu

THEOREME 4 : Soient L/K un corps gg fonctions d’ une varia-

ble de genre (1) ¢ dont K est le corps des constantes.

Soient {[.];Y,¢;<s des valeurs absolues sur L distinctes

gqui coincident sur K en une valeur absolue |.| ; on suppo-

se que (L,|.|;)/(K,].]) est un corps de fonctions pour

1€i<s. Soient e;=e(L/K,|.];) 1’indice de ramification, d;=

d(L/K, | .1 lﬁ défaut EE lef; (cor.1 § 1.3), g; lE genre EE

(Ly|l«1;)/CX,1.]) et r; EE degré sur (K,|.|) EE corps des

constantes gg L, .1;/CXs].[). Alors on a la relation

g-i2s-1+ ¥ e;d;r,(g,-1).
1<i<s
Démonstration. A) On suppose (K,|.]|) complet. Soit |.| la

norme sur L définie par |fll= max |f]
1€i<s

a)ll existe TEL transcendant sur K avec les propriétés.ca

i

1)

Les valeurs absolues {].};},¢;<s sont exactement les prolon-

gements é L de la valeur absolue Ei Gauss sur K(T) associée

a |.] et a T. a,, Soient D le diviseur des p8les de T dans

L, L(nD)={f€L/(f)+nD20} et Az-oe (L (nD) .I1>. Alors la
- n>0 T —

K-algébre graduée A est engendrée par (L(D),[-J), i.e . les

élements de degré 1.

®;,est le théoréme 3 § II.3. Remarquons que pour tout
m>1, 1’é&lément T" satisfait aussi @,,. Montrons qu’ il exis-

|1,

te m21 tel que T™ satisfasse gy - Notons L{(nD)=(L(nD),
T 1’ image résiduelle de T dans L= (L," ). Puisque R=
| T(aD) est entier sur KI[T] (prop.4 § II.4 et 3,, § II.2)

nz0

R= = i[T]e.. Scit m;, tel que e;€EL(myD) pour 1<igr. Soit
1<i<r

D, le diviseur des pdles de T dans L' et F={u € T L(m, D, )l

1
1<€icks
il existe m>0 avec T"u€L((mtm,)D)}. Puisque F est un X-

espace vectoriel de dimension finie il existe (1) m,20 tel

¢1) suivant [71.
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que T 'F € L((m,+m,)D). Soient m=m,+m,, A’= @ L(n.mD),
n»0
montrons que A’ est une K-algébre graduée engendrée par

L(mD). Soit f € L(nmD) avec n>l1, alors f s’écrit f=
= T P, (Te,+T " "° avec deg P,<nm-m,,g= 3 R,(De,

icicr I1<i<r
et R, € KIT1. On a donc T

L(nmD) ¢ T T L{(nmD,) prop. 3
1<ic<s

p. 170, que g est entier sur KIT] il suit que g €
€ T1 L(mOBi) ; ainsi (1) montre que T ‘g € L(mD). Par

1€ic<s

-mg

g € L(nmD) et puisque

1y § I1.2. et [3] lemme 6

- m

suite T " "Og=T(n-10m ¢p"lgy ot produit de n éléments de
degré 1. Reste & montrer que ceci vaut aussi pour Tjei si
j<nm-m;. On peut écrire j=am+r avec a<n-1,0<r<m et 0<r<m,
si a=n-1. Dans le premier cas on a Tjei=(T“‘)a Tre, et Tjei=
=(IT")* ' (T"e,) dans le second. Ainsi T™ satisfait a,, et a,,.
B) Soient TEL satisfaisant «a), ?i:f > Li la projection

canonique. Alors 1l existe n, tel que pour tout entier n2n,

dim @ ¢, L(nD)/L(nD) 2s-1. Par la proposition 5.II.5

| | 6, = Proj( ® T,X ou A= e TL(aD) et &,A=

—- i<s 1<ics a0

=® &,L(nD) ; 1’inclusion AC @ €;A induit le morphisme
>0 1<ix<s

@:6+6 et ¥ ‘£ 0, 0./6 =1 ® T ,A/A1  ([161 déf. p. 116) est
& & 1<i<s

un faisceau cohérent, gratte-ciel sur &. De la suite exacte
(1) 026 »a,6.»%20, on déduit(a est affine) () AI_(G.)+X_(F)=
& & K & K

xi(@é)(xi<.) est la caractéristique d’Buler-Poincaré). Com-

me A et donc @ ¢,A est engendré par les éléments de degré
1€ic<s

1 il existe a,b€EN, tels que pour nd>>0 on ait ({141 chap.III
th.2.5.3 et cor. 2.5.4) dim L(nD) an+X (@ ),

X
£ ; L(nD)) = bn+X_(@ ), ainsi pour n>>0, on a

dim_( @&
K 1gigs_
dim_ @ siL(nD)/L(nD) (b a)ntX_(6.)-X_(6,), il suit que
K 1<i<s _K & K
b2a et avec (B) que dim @ &, L(nD)/L(nD)2X (%) . Puisgque
X 1<igs i3

X (9) dim H (6,F) (F est gratte-ciel) et que la suite 0>
4H &, @ )»H (& 0. )4H (&,%F) est exacte (cf. (1)) on déduit

ue X_(@)>d1m_ H &,6.)/H°(&,6 ). Or H°(E,6 Y= T T 6 (&)
¢ K g 160 Ve T8’ T1gigs &,
et H°(£,@£)=@g(€). Comme & est projectif connexe et réduit

(prop. 3,,, § II1.2), €,(E)= F est un corps fini sur K, de
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méme 6, (£,)=F, est un corps fini sur K et comme FC,TTF
1

T<1cs

est une injection on a F C F, pour 1<i<s et donc

dim I I F, /JF 2s-1 ce qui montre B).

K 1<i<s
¥) Soient toujours T satisfaisant a), v € LJ 1LY ,,
1€ic€s
alors A°'£" @ (L(uD),.01)° est un A= @ L(nD) module
nz0 - nzo0 —_—

dert

gradué (§ 0) et le faisceau £, (K")~ ([16]ldéf. p.1186)

est cohérent sur &=ProjA plus précisément A’ s’ identifie &

un sous-A-module gradué QE X(no) ([161, déf. p.50). L’ac-
tion de A sur A’ est ainsi définie : si f € L(nD)

resp.g € L(mD)) avec |f]<€1 (resp. [[g€v) alors |[fg|<y et
f.g € L((n+m)D), on pose alors f.g’=(f.g)". Soit v €

€ LJ IL*¥|; avec 0<v<l, il existe f, € L entier sur K[TI]

1<i<sS
avec [f,],=1/v si v € |L*|, et |f,|;=1 si » & |L*|, pour

1gig<s (théoréme d’ approximation des valeurs absolues quitte
& multiplier par un élément de K[TI1). Soit n, tel que f, €
€ L(nyD), 1l’application f —>ff, de L dans L induit une
application injective de L” dans L et donc une injection
de A-module gradué de A’ dans A(n,) ([16] déf. p.50 du
“twisted-module"). Comme A est noethérien, K(no) de type
fini, on a A’ qui est de type fini, ainsi (A") est cohé-
rent sur £=Pr0jK([16]4prop. 5.11, p. 116).

8)Soient T satisfaisant a),&:Pron (K défini en @)),

&, la composante irréductible de & associée & |.],

(prop.Ss) IT.2 et prop. 4. 11.4), v un systéme EE repré-

sentants de LJ IL¥]; mod.|K*|, £, le faisceau cohérent
T 1cicgs
sur & associé &4 v € ¥ selon ¥), € 1’unique courbe non

singuliére sur K telle que ®(¥)= L et d,=d(L/K,|.|;) alors
on a : X (B )+s-1< b d, 2 X (&,,; ) ou X (.) désigne
K x i -

i
1<ixgs v EYV X i

la caractéristique 4’ Euler-Poincaré. Soient ?::f”e(L,].li)”

la projection canonique. On montre facilement que

(e LMD)’) ® EiX ~ @ Ei” L(nD)’, que 1’on notera
n3o _A _ nxo0 _
abusivement &} A’. Comme &,=Proj(&;A) (prop.5 II.53) il

kg

dEf £, ® 6, = (E: A'Y~. Comme A (donc aussi

i i
_—— @6’
€;A) est engendré par les éléments de degré 1, comme £ =

suit que ¥, .
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=(X”)~ est cohérent (donc aussi £, ,, =(Ei”A”)~), il existe

a, € MN ([141 chap.III, th. 2.5.3, cor. 2.5.4.) tels que

1
pour n>>0 on ait (1) dim e:L(nD)’=a, ;n+¥ (Z,,, > et
¥ X i

(Riemann-Roch) (R) dim L(nD)=n deg D+X (#,). Utilisant (1),
K X

(2) (3), B) 1’inégalité fondamentale cor.2 § 1.3 devient (4)

n deg DX (Fg)+s-1<( 2 2 d;a, ;J)nt > S A X (#, . ).

i —
1<ig<s_» eV 1€igs VEY K i

Par ¥) on a L(nD)’® c., L((n+n,)D) et si 51 est le
diviseur des pdles de T dans LY on a L((n+n,)D C
c L((n+n0)5i) (voir «)), ainsi on a une injection

1<i<s
EYL(nD)’ c—y, L((n+n,)D.). En utilisant Riemann-Roch dans
i 0 i

L', on a pour n>>0, (5) dim ¢’L(nD)’<(n+n,)deg D,+X (6,.)
X X i
(€;=normalisation de &§,). Soit 1gi<s, sachant que pour

v € |[L¥|, on a €’ TL(nD)"={0)}, on déduit de (1) et (3) que

8y 2 a, ;n + 3 X (2, )<S(ntn,)e,;deg D +e,; X (@;,),
v eV v EYV X i
ou e;=e(L/K,]|.];). Compte tenu de la relation [L K(T)]-

= 3 d,e,[L':K(T)] cor. 1 § I.1 et cor. 1 § I1.3), de

1€i<s

deg D=[L:K(T)],deg D,=[L':K(T)] et de (6), on a (7)

' $a, ;ddn+ £ d,;X (£,,, d<ndeg D+3 d,e,n,deg D+
1<i<s vEV i, v X i i
+ Z d,e; X (ﬁs,). Utilisant (4) et (7) pour n>>0, on déduit
X
que deg D= =X 2 a, ;d;. Ainsi (4) s’écrit X (dg)+s-1<
1€ics vEY K

€ 2 4d;X (%,,, ), ce qui est §).
1€igs X i
£)80it toujours &; la normalisation de &,, alors on a

X (Z,,, )SX (F,.) si v € |[L*|;. Soient # le faisceau cons-
- _

i X i
tant des fonctions rationnelles sur &, 9;,1 1’ image cano-
nique de 2, .. ®g£ 6,, dans 2,,,.,®, @&;. Ainsi £, ; est un
i i .
6,.,- faisceau de module cohérent. Montrons que £, , est
: einbutuiulalio i St ===
inversible. Comme Ql,i est sans torsion et comme &; est

une courbe non singuliére il suffit de montrer que la fi-

bre générique de £,

,,i ©St de dimension 1 sur #;. Il existe

ng21l, f,,...,f, € L(nyD),|f;lI<v tels que K”(; y Soit
j -, = Ry, — . 0
; - . -So t max |[f;
engendré par (f;/x, ") ¢ <, SUr A(x y ient 0, I\J\rl

pour 1<i<s, on & O<p;<v. Il existe nI?O,g € L((ny+n,)D) tel
que {g];=p, pour 1<i<s, ainsi g’ € L((n,+n D)’ et [f;/gl<

€1. Comme la structure de X(;o)—module de K”(;o) est indui-

204



MATIGNON

te par 1’ injection de A’ — dans le L-module L, on a

(x¢)
?§/§:°=<fj/g)”(E"/¥3°*“1) pour 1<j<r. Ceci montre que la
fibre générique de £

v, i

g, ; est inversible sur &;. Alors (1) X (2, y=deg 2, .+
X

est de dimension 1 sur ®&,. Donc

i

X (6,.) (Riemann-Roch). Soit B;:8;26, le morphisme de nor-
¥ i
malisation. On a la sulte exacte de faisceaux sur &,:0-

22,4 2B, 2, 2930 ol ¢ est un faisceau gratte-ciel. On a

1
donc X (Q;’i)=X (B x%,,02X (2,,;, ) et avec (1) cela donne
X X X i
() X _(2,,;, )SX_(0,.)+deg 2,
X i 3 i

i

1
;- Montrons que deg ¢, ;<0.
Il existe K, /K galoisien fini, totalement ramifié avec

iKi|> LJ IL¥[;. Notons K,L le compositum de K, et L

(dansliif:), €, 1l’unique courbe non singuliére sur K,, tel-
le que #(%,)=K,L, on a @1=@(K1)d%f i
note {|.1;;},¢j<, les prolongements de |.|; & K,L (r est

SpK, . Pour 1<i<s on

indépendant de i) et |.)],; la norme de K,L définie par |f|,=

[) dans (K,L,[.],) est

= max |[f|;;. L’injection de (L,].
i,

isométrique. Soient K,L=(K,L,].],), KlLij=(K1L,|.|ij),€1j:
:K,;L — K,L'’ la projection canonique. Soient D, le di-

viseur des pdles de T dans KlL,X1= ® (L(D),M.14,), et
n=0

D:KQXI 1’ homomorphisme canonique. Puisqgue K1(; >(resp.K

1(x)
—_— —_— 0 1
est entier sur KIT] (resp.KI[T ']) (prop.3 II.2) il suit

que o0 induit un morphisme fini ¢:£1=Pr0jX148=ProjK. Soient

£ij la composante irréductible de ! correspondante
& |.l;;, et &}j sa normalisation.

Considérons le diagramme suivant &1 ——f—e &
ot les fléches verticales sont

les morphismes de normalisation I T

(qul sont finis) et ¢* est 1’ u- ,

nique morphisme rendant le dia- l_l slj——z—el_l &
gramme commutatif, ainsi ¥’ est lJ l

1’ unique morphisme rendant le diagramme commutatif, ainsi

®> est fini et @’ (&)=, © ;. 16;;78; es* fini (surjec-
i

tif. Soient v € ¥, © € K, avec |n|=v. Définissons un mor-

phisme de #,, -module inversible 0:%,

&, 6,, - 0,
ij i

i
&> j j
i i iij
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Comme 2;,1 est inversible "engendré" par £,, il existe un
recouvrement de £;=Pr0j( -] L(nﬁi)) (prop.5 II.B5) par des
ouverts principaux D+(ue;>;veo utEL(noﬁi), il existe f, €

L(nyD) avec ]f,{I<v et de fagon que Q;’i sur D, (u,) soit
libre engendré par ???f/ul. On définit alors po(D,(u,)) par
P(D,Cu I (e} Ti/ud®1l=¢, ,(F,/m)/u,. Il est alors facile

de montrer gue p(D,(u,)) et o(D,(u,,)) coincident sur

D,(u,) N D,(u,,). Comme &, ,8, 6,. est inversible sur
’ &2 ij
1
glj, comme P#0, on & P injectif. Ceci montre gue Q;,i ®
Oy, est isormorphe & un faisceau d’idéaux de &,, , ainsi

iJ ij
deg(®, ®F,. )<0. Enfin la formule deg(¥, ,®5,, )=
i J

i &
1

1
=[K,L'7:L'ldeg®, , montre que deg ¥, ,<0. Il suit donc de

(R) que €) est montré.

B) Le cas général. a)Le corps K"L: soit K"=(X,|.[)", alors

1’idéal % des nilpotents de la K-algébre K"®,L est un idéal
premier de K"®;L([4]1,§ 17.2,cor.p.134), et M &' Fr(K'®,L/®)
est un corps. Les corps K" et L s’injectent canonigquement
dans M en des corps toujours notés K" et L ; ainsi
M=K"L, le compositum de K" et L dans M. Soit T € L tel
que |T[;=1 et que T soit résiduellement transcendant sur
X. L’injection de K dans L se prolonge par continuité en
une injection de K" dans (Lyt.1)", ainsi il existe un ho-
momorphisme ¥:K"®,L+(L,|.|;)". De plus T € L est iranscen-
dant sur K", ainsi K" et L sont algébriquement disjoints
sur K et kery=m ([4] prop.l, p.132), et ¥ induit une in-
jection p:M=Fr(K"@;L/®)»(L,|.|;>" par suite |.[; induit via
o une valeur absolue |.|; sur M qui coincide avec |.|; sur
L et |.] sur K.

B)Soient K’ le corps des constantes de K'L/K",g’ le

genre de K"L/K",g celui de L/K. Alors g-12[K’:K"1(g’-1).

Soit € la courbe projective non singuliére sur K telle que

@=(¥)=L ([l4lchap.II, 7.4.1.18), € 4-,%i'® x SpK". La va-
SpK
riété €:x-~y est irréductible ([14]1, chap. IV, prop. 4.89),
solent # le faisceau des nilpotents de &, 5 &=(€<K” drea
)

la variété réduite associée & @<K‘> et 72’22 la normali-

sation. On a #(2’)=K"L et les suites exactes O 40, =
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20,20, 0°6,21,0,.2%0, ce qui donne (1) Xy-(F, YA~ (@)t
(X7

g~ D), X~ (@) =X g - (@)X - (F) . Comme #(¥ (~,) C b, =K",

(X"
on a #(€ x-,)={0}. Ainsi X -(#)<0, de plus X;-(F)20 (¥ est

gratte-ciel) et il suit de (1) que XK‘(Q’)>XK*(@@(KA))- Or
(8) Yy~ (@ D=LK K 1(I-g") et Xy~ (O, I=A(0,)=1-g. Ainss
() et (3) montrent B).

¥)La formule du théoréme:Soient e=e (XK’ /K"), d=d(X’/K"),
f=f(X’ /K"), alors on a e(K"L/K*,|.|})=e,/e, d(K"L/K’,|.|}>=

=d;/d, cor.3,§I.3 et r,/f est le degré sur K du corps des
constantes de (K“L,|.|1)—/(K’,].])_. Alors A) appliqué &

K"L/K> et {].|; Y,ci<, donne la relation g’ -1>s-1+ z

Z (d;/d)(e;/e)(r;/f)(g,~-1). Comme [K’:K"1=efd, ;;I;Git
é;lE; que g-12(K’ :K*) (s-1)+ Z d;e;r;(g,-1), ce qui est
mieux que la formule du thé;;é;;.

II.7. Quelques conséquences de la formule sur le genre

Ce paragraphe énonce quelques applications du théoréme
4, elles généralisent les conséquences qui se trouvent dans
H. Mathieu [20], [R1], au cas d’une valuation de rang 1 et
bien souvent dans le cas de valuation discréte les résul-
tats obtenus améliorent ceux de H. Mathieu. Nous terminons
par des exemples d’ égalité dans la formule du théoréme 4.

7.1.La notion de valeur absolue quasi-réguliére

COROLLAIRE 1:‘'’Soient (L/K,).]) un corps de fonctions d’une

variable valué tel que f/f soit un corps de fonctions d’ une

variable. Alors g(L/K)?g(f/f) (EE g(./.) désigne ig genre) .
COROLLAIRE 2: ¢?2Soient (X,]|.|) un corps valué, L/K un corps

de fonctions d’une variable..Alors le nombre EE valeurs

absolues |.|” de L prolongeant |.|, telles que (L,|.|’)/
/(K,|.}) soit un corps de fonctions d’une variable avec
ZC(L, . 1*>/(K,].]))21 est fini.

PEFINITION:Soit L/K un corps de fonction d’une variable.

Une valeur absolue |.|] sur L est dite quasi-régulisgre¢??

(YOvoir [R9] pour le cas ou L/K est transcendant pur.

(2>voir aussi [201, Satz 7 p.609.
¢ yoir aussi [201, p.609.
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si les propriétés suivantes sont satisfaites :1)L/K est
un corps de fonctions d’une variable. 2) g(L/K)=g(f/i)‘
3)r=e=d=1 ou eze(L/K,}.[), d=d(L/K,|.]) et r est le degré
sur K du corps des constantes de f/i.

PROPOSITION 6 : Soient (L/K,].|) un corps de fonctions va-

lué d’une variable tel que f/i solit un corps de fonctions

d’ une variable. Soit LK" le compositum de L et K" dans L%

alors les propriétés suivantes sont équivalentes

i) (L/K,].]) est quasi-régulier,
ii) (LK*/K",].}]) est quasi-régulier et g(LK"/K*)=g (L/K) .

Démonstration : 1) implique ii). D’abord e(L/K,]|.|)=

ze (LK /K", |.1) et d(L/K,|.|)=d(LK"/K",|.|), ainsi

e (LK*/K*,1.])=d (LK*"/K",|.|)=1. Soit K’ le corps des cons-
tantes de LK"/K", on a donc e(K’/K")=1 et d(K’/K",]|.])=1

(cor.3,§1.3). Comme K’ est contenu dans le corps des
constantes de L/K=LK"/X", on a f(X>/K",|.|)=1 ; comme X"
est complet on a donc K’ =K" (ainsi K est dense dans le
corps des constantes de L). La partie BBS) du théoréme 4
montre alors que g(L/K)-12g(LK"/K")-1. Le théoréme 4
montre que g(LK"/K")-12g(L/K)-1 ; on a donc g(L/K)-12
>g (LK"/K*)-12g(L/K)-1 ainsi g(L/K)=g(L/K) implique
g(L/K)=g(LK*"/K"*) et i) est montré.

On peut interpréter de fagon géométrique cette notion
ainsi on a la proposition suivante

PROPOSITION 7 :[R31. Soient L/K un corps EE fonctions d’une

variable |.| une valeur absolue sur L telle que (K,|.|) soit

complet et que L/K soit un corps de fonctions d’une vari-

able. Soit € (resp.¥-) 1l’unique courbe non singuliére sur

K (resp.i), telle que %(@L)=L(resp.%(ﬁf)=f). 92 suppose que

K est le corps des constantes de L, alors les propriétés

suivantes sont équivalentes

(i) La valeur absolue |.| est guasi-réguliére,

(ii) I1 existe une réduction analytique r:%,»% définie par

un recouvrement pur, fini, distingué, avec ¥~¥, ,

(iii) Il existe un schéma projectif Z de type fini, plat

sur K° tel que €, ~Z la fibre générique, fzﬂ(s la fibre

) ==

(n)

spéciale.
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COROLLAIRE 3¢!’ : Soient L/K un corps de fonctions d’une
variable dont K est lg corps EEE constantes, | .| une valeur
absolue sur L quasi-régulieére,|.|”#]|.]| une valeur absolue
sur L qui coincide avec |.| sur K et telle que S YA
/(RTTTT) soit un corps EE fonctions d’une variable. Alors
gL, T-T")/X)=0.

EE particulier Ei (X,].1]) est un corps valué, (L/K) un

corps EE fonctions d’'une variable dont K est lg corps des

constantes avec g(L/K)#0, alors il existe au plus une va-

leur absolue quasi-réguliére sur L/K qui coincide avec |.|

sur K.

COROLLAIRE 4 : Soit (L/K,|.]|) un corps EE fonctions d’ une

variable valué dont K est le corps des constantes et

tel que f/f soit un corps de fonctions d’une variable ;

on suppose que g(L/K)22. Alors la valeur absolue |.]| est

quasi-réguliére si et seulement si g(L/K)=g(L/K).
REMARQUE : Soient (QP,I.IP) le corps p-adique. Soient
a,b€qQ , lal,=lbl,=1 et 2 b(a-b)y#o, Q,(X) le corps des frac-

tions rationnelles & une variable muni de la valeur absolue
de Gauss |.], associée & |.|, et & X. Solent y,tEl]JP(X)“g
avec y?=X(X-a) (X-b), pt?=X. Alors |.[g
ment unique |.|* & L=Q,(X)[y,t]. On a g(L/K)=g(L/K)=1

et e(L/K,]|.|*)=2.

admet un prolonge-

7.2. Cas d’égalité dans la formule du genre.

COROLLAIRE 5 : Soient (L/K,]|.|> un corps EE fonctions d’ une

variable valué tel que L/K soit un corps EE fonctions d’ une

variable, k’ le corps des constantes de f/ﬁ, r=[k’:f],

e=e(L/K,|.1), d=d(L/K,|.1), g(L/K) (resp.g(L/K) le genre de
L/K (resp.f/f).Supposons que K est lg corps des constantes

de L/K et que g(L/K)—l:edr(g(f/f)-l). Alors k’ est une ex-

tension purement inséparable de X. En particulier Ei X est

parfait on a r=1.

Démonstration : a) 93 suppose lg corps (K,|.|) complet.

Soient b€k’ séparable sur i, p(X) le polyndme irréductible

(Yyoir aussi [20]1 Satz 53, p.602, [181,[19] cor.3, p.261 et
[9] Satz 3, p.R0 pour la valuation discréte.
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de b sur f, PX)=p, (X)...p_(X) la décomposition en facteurs
irréductibles dans L[X] donc dans k’[X] avec pl(X)=X—f.
Soit P(X)EK’[X] un polyndme unitaire tel que §(X)=p(X) ; le
lemme de Hensel appligué & P(X)EL"[X] montre que P(X)=

=P, (x)...P_(X) avec P, (X)EL"[X], unitaire irréductible,
F??i?:pi(X), en particulier P, (X)=X-b ol bEL" . Soit K, =K(b)
puisque K,;/K est séparable , L et K, sont linéairement dis-
joints sur K et K, est le corps des constantes de K,L ([7]

th.2, chap.V, §4). Ainsi P(X) est le polyndme irréductible

de b sur L et la valeur absolue |.| de L admet s prolonge-
ments {]|.[,;},¢;¢s & K,L, chacun associé & P, (X). Par cons-
truction K1L1=(K1L,|.|1)sf(ft) ol ET est une racine de

p; (X), ainsi K1L1=f. Puisque E: est séparable sur k', il
suit que le corps des constantes de K,L' est k’(ﬁ?) et

[k’(gj):k’]=deg P;. Comme (K,|.|) est complet, les valeurs

absolues {|.};};(;¢. coincident sur K, avee 1’unique pro-

longement & K, de |.|. Le théoréme 4 et le cor.3,§II.7

donnent : g(K,L)-12s-1+ 3 edlk’ (b ):K(MD)1(g@(b,)-1)).
1<ic<s

Oor g(K,L/K,)=g(L/K), gL (b,)/K)=¢g(L/K) ([7]1, th.5 chap.V,
§6) et T Ik (b,):K(®)1=(Zk (b,):K1)/[K(b):KI=[k’ :K1.

Il sui;<a;;c que g(L/K)—1>;-1+edr(g(f/f)—l). Ce qui montre
que s=1, i.e. deg p(X)=1 ainsi DEX.

B) Le cas général. Soient K"L le compositum de K" et L

dans L%, K’* le corps des constantes de K"L/K", on a (1)
g(L/K)-12[K’> :K"]1 (g (K*"L/K"*)-1) (partie BB) du th.4). Soient
e*ze (K’ /K*), d*=d(K>/K",|.|), f’=[K’:K]l. Par le théoréme 4
et le corollaire 3.II1.7 on a (R) g(XK"L/K*)-1>

2(e/e’ ) @/4” ) (r/f?) (g(L/K)-1), ainsi avec (1) et (R), on
déduit que g(K"L/K")-1=(e/e’)(d/d’)(r/f*)(g(L/K)-1). Par
) cela veut dire que k’ /K’ est purement inséparable et
puisque K’ /K" est purement inséparable ([7]1th.5,chap.V,§6)
on déduit que k’ /K est purement inséparable.

Exemple 1 : Soit m21, on peut EXSEE g(L/K)-1=

=e(L/K, | . 1> (g(L/K>-1), g(L/K>)=2m-1 et e(L/K,}.|)#1 : soient

K=(@,,1.1,) le corps p-adique, n=2m+1, aiEQp, 1€i<n avec

a, =0, 1=|a2|p..=|an|p,!;!(Zi—;j)io. Soient QP(X) le corps
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des fractions rationnelles, y,tEQP(X)“'g, y2=_TfT (X-a;),
pt?=X. La valeur absolue de Gauss sur Q, a;;;;;ée & |1,
et X se prolonge de fagon unique & L=®P(X)[y,t] en une va-
leur absolue }{.]*. On a g(L/K)=2m-1, g((ZTTfTT)/i)=m,
e(L/K, | .|*)=2.

Exemple 2 (1. 50it m20, on peut avoir g(L/K)-1=r (g(L/K)-1),

g(L/K)=2m+1 et r=2 (ainsi K n’est pas parfait, cor.5)

Exemple 2.1. ([RR] communication privée). Soit K un corps
discrétement valué complet dont le corps résiduel X n’'est
pas parfait (donc infini), avec car.K=0 et car.K=2. Soit
h(X)EK®°[X] unitaire de degré m+2, on suppose que E(X) a m+2
racines distincts dans f, que h({X) (resp.h(X)-4) a une ra-
cine a (resp.b) dans K avec a=b et que c“¢K. Soient KO

le corps des fractions rationnelles & une variable,
v,2€EK(X)*'® tels que y?>+h(X)y+h(X)=0, z?’=c(X-a)(X-b). La
valeur absolue de Gauss se prolonge de fagon unique en une
valeur absolue |.|* sur LzKX)[y,zl. On a g(L/K)=2m+1,
g(L/K)=m+1, e(L/K)=1, d(L/K)=1 et r=2.

Exemple 2.2 : Soit K un corps complet avec car.K=0, car.ﬁ=2,
a,b€K avec |a|=]b]=1, [K[a*,5%1:K1=4, n€K avec |2]<|n?]|<1.
Soient K(X) le corps des fractions rationnelles, y,zEK(X)2'¢®
avec y?=zaX?+u?b, z?za+n?X2"*!, La valeur absolue de Gauss
sur K(X) associée & |.| et & X se prolonge de fagon unique

3 L=K(X)[y,2] en |.|”. On a g(L/K)=2m+1, g(L/K)=m+l, r=2.
Exemple 3 : Soit m20, on peut avoir g(L/K)-1=d(g(L/K)-1)
avee g(L/K)=2m+1, d=d(L/K,|.[)=2 :

a) El existe un corps (K,].]) valué complet, car.K=0,

car.K=2, c€K tel que Jec|=1, d(K(c*)/K,|.|)=2 et S(c®,K)<
<]2] (SE §(.,K) désigne la distance & K). Soient (Q,,].]y)

le corps 2-adique, K1=(Q2“g)A le complété de la clbture
algébrique de Q,. Soient q#2, un nombre premier, {e, Y50
une suite d’éléments de K, telle que e,=2"', e, =(e,,,0? et
w,= £ e,. 8o0it F(X)EK,(X) le corps des fractions ration-

" ock<n
nelles, alors la suite ([F(w,)|y),cy 5t stationnaire ainsi

D les exemples 2.1 et 2.2 sont différents puisque L/K est
séparablement engendré dans 2.1 mais pas dans 2.2.
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[FX) 1% " 1im|F(w,) |, définit une valeur absolue sur K, (X)
qui prolon;e .1, ([24]1 prop.4,p.218). Soit Y=(X-w,)/(W,-w,)
alors |Y|=1 et 8(Y,K,;)>|2|. Montrons que S(Y*,K)>|2]. On
applique les techniques de Kaplansky ([241 §0.2 p.197).
Puisque K,[Y] est dense dans K, (Y) on calcule [Y-P(Y)?
pour P(Y)E€K,[Yl. Pour w€K, on a P(Y)='Z Pi(w)(Y—w)i o
P, (Z)€K,[Z], ainsi Y—P(Y)2=w—Po(w)2+(ii;Po(w)Pl(w))(Y‘w)+
+..., 81 bien que pour w suffisamment "“proche" de Y on a
(1) PO =Py () [>12] [P, (w)] et |Y-P(YD?[=]w-P,(w)?|>
>12]|1-2P,(w)P (w)]|. Scit P(Y) avec [P(Y)]=1 on déduit de
(1) que |Y-P(Y)?%[|>|2]| ainsi 6(Y”,K1(Y)))[2[. Alors
(K=K, (YD), [.])" et c=Y satisfont a).

8) EE construction EE corps EE fonctions L/K. Soient

(K,|.]) définis en @), h(X)EK®°[X] unitaire de degré m+2 tel

que ﬁ?ijﬁf[X] ait m+2 racines distinctes dans ﬁ, que h(X)
(resp.h(X)-4) ait une racine a (resp.b) dans K avec Z=E#0,
ainsi |b-al=|4]|. Soient K(X) le corps des fractions ration-
nelles & une variable, y,z€K(X)®*'? tels que y2+yh(X)+h(X)=0
zz=c(x—a)(x—b). La valeur absolue de Gauss sur KX) asso-
ciée & |.] et &4 X se prolonge & L=KﬂX)[y,z] de fagon uni-
que en une valeur absolue notée |.|’, alors on a g(L/K)=

=2m+1, g((@,1.1°)/K)=m+1 et d(L/K,|.|’)=2.
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