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INTRODUCTION

Soient L/K un corps de fonctions d’une variable dont K est
le corps des constantes, (Vi)icics» S valuations propres sur L
qui colncident sur K avec une valuation Vo. On suppose gque les ex-
tensions résiduelles L% /K% sont des corps de fonctions d’ une va-
riable.

Dans le cas ou (K;v,) est discrétement valué, i.e. vo(Kx)=Z,
H. Mathieu [Math] a montré 1’ inégalité suivante reliant le genre
g(L/K) du corps de fonctions L/K et le genre g(fv4/§V0) des corps
de fonctions (fvf/fv°)l<i<s

() g@/K)-1 > )  e,r, (g@ /K °)-1)
I<i<s

ol : e; est l’indice de ramification de 1’extension valuée

(L,v;)/(K,vy), & v v
r; est le degré sur K ° du corps des constantes de L '/K °

Dans [Mal nous avons généralisé 1’ inégalité (1) au cas ou
Vo, est de rang 1, i.e. Vy(K*) ¢ R,;. Précisément nous avons mon-

tré 1’inégalité

v v
(2) g(L/K)-1 > Y e;d;r, (g(@ '/K °)-1) + s-1 ou d, est le
1€i<s
défaut du corps de fonctions valué(L/unEMa] p. 180).
A



Dans ce travail nous étudions le cas général. Nous montrons

1’ inégalité

v v
(3) g(L/K)-1 2 Z eidiri(g(f i /X 9y-1) sans condition sur les
1<i<s
(V) ,cics 81 (K,v,) est hensélien et si (K,v,) est quelcongue sous
la condition que les v, sont deux & deux indépendantes sur L.

L’ invariant d; qui intervient dans (3) est une généralisa-
tion du défaut qui intervient dans (). Plus précisément, soit
(L/K,v) un corps de fonctions d’une variable valué, on suppose que
1’ extension résiduelle est un corps de fonctions d’ une variable.
Soit ¥ un systéme de représentants de v(L*)mod.v(K*) alors le dé-
faut du corps de fonctions valué est défini par

dim; E
(4) d(L/K,v) = : Sup ou le "suppremum'' est pris sur
Y dim ’E
VEY K
les sous-K-espaces vectoriels de L non nul de dimension finie et
vf = : {x € E | v(x) 2 V)Y mod.{x € E| v(x) > v).

Dans un premier temps s’ inspirant de [Mal th.1l p. 184, on
montre 1’ inégalité

[L:XK(T)]
(5) d(L/K,v) < inf o 1’ "inf" est pris
T e (L/K) f (L/K(T) ,v)

sur les éléments T € L, résiduellement transcendants, e(.]|.) dési-
gne 1’indice de ramification et f(.].) le degré résiduel.

En raffinant les méthodes de Lamprecht [Lal et Mathieu
[Math] nous montrons (sous 1’ hypothése K" infini) que 1’ égalité
vaut dans (5).

Cette égalité permet d’ étudier le comportement du défaut
dans la composition des valuations ainsi que par 1l’extension des
scalaires par le complété du corps des constantes.

Ensuite nous montrons (3) dans le cas ou (K,v,) est com-
plet et les (Vv,;),¢;<s Sont deux & deux indépendantes. La méthode
utilisée consiste d’abord en une généralisation du théoréme 1 de
[Ma]l et ensuite un raffinement de la méthode de Mathieu [Mathl
gquil ne peut ici s’appliquer directement.



Le cas général se déduit par une récurrence analogue &
celle utilisée par Bourbaki pour démontrer la relation
"Se;f, €< n" ([Bkil th. 1 p. 143).

Avec Jack Ohm [Ma-Oh I,II] nous avons pu mener plus loin
cette étude dans le cas particulier ou L/K est transcendant pur.
Nous y avons défini plusieurs notions de défaut et étudié leurs
liens.

Dans le cas des corps de fonctions valués F.V. Kuhlmann
[these] puis indépendamment J. Ohm [Oh] ont démontré 1’analogue
du théoréme de Grauert-Remmert (cf. [Mal cor. 4 p. 193) pour le
défaut hensélien des corps de fonctions. Dans [Kul on trouvera
une étude détaillée de ce défaut.

Dans [Gr-Pol, B. Green et F. Pop ont étudié la bonne ré-
duction dans les corps de fonctions valués dans le sens de
P. Roguette [Rol]. Combinant la méthode de E. Lamprecht [Lal et
le changement de base ils se raménent au cas du rang 1. C'est
ainsi qu’ils ont donné la premiére démonstration de 1’ inégalité
g(L/K) 2 g[LY/K") qui est un cas particulier de (3).

0 - NOTATIONS

Corps résiduel, groupe des valeurs

Soit (M,v) un corps valué, on note I' (M) (ou ', si aucune
confusion n’est & craindre) le groupe des valeurs v(M*). On note
M" (ﬁ si aucune confusion n’est & craindre) le corps résiduel.

Si x € M, v(x) = 0 on note %' (ou x) son image dans MY .

Degré résiduel, indice de ramification

Soit (M,v)/(N,v) une extension algébrique finie de corps
valués, on note f(M/N,v) le degré de 1’ extension résiduelle
MY/N' et e(M/N,v) 1’ordre du groupe abélien T (M /T (N).

Valuation de Gauss

Soient (X,v) un corps valué, K(T) le corps des fractions
4 une indéterminée sur K. On note v? la valuation de Gauss sur
K(T) associée & v et T et définie par

v'() a,T') = inf v(a;), a, € K
i i



I - CORPS DE FONCTIONS VALUES : LE CAS D’ UNE VALUATION

Dans toute cette partie

L/K est un corps de fonctions d’une variable, v est une valuation
non triviale sur L telle que
LY/K"Y soit un corps de fonctions d’une variable (il revient au
méme de dire qu’il existe T € L avec v(T) = 0 et T transcen-
dant sur K' i.e. la valuation v induit la valuation de Gauss Vg
sur K(T). Ainsi :
', (L)/T,(K) est un groupe abélien fini, on choisit
¥ un systéme de représentants dans T (L) .
Soit E un sous-K espace vectoriel de L, & v € ¥ on associe
e K'-espace vectoriel
E=: {x € E| v(x) 2 v} mod. {x € E| v(x) > v}, sa dimension ne
dépend que de la classe de v mod.T' (K). Soit T € L, v(T) = 0,
T résiduellement transcendant on note

d,,x(T) =: [L:K(T)] / e(L/K,v) f(L/K(T),V)

§ 1. Le défaut des espaces vectoriels

Théoréme I.1. Soient E un sous-K-espace wectoriel de L de dimen-

sion finie et T € L, v(T) = 0 résiduellement transcendant alors
dimyE
< dy, (D)
Y dim E
VEY KX

Avant de donner la preuve nous établissons un lemme

Lemme I.2. Soient (K,v) un corps valué, K(T) le corps des frac-
tions rationnelles a une indéterminée sur K,vg la valuation de
Gauss sur K(T) associée & v et T. Soit M une extension algébrique
finte de K(T) munie d’ une wvaluation v qui coincide avec vg sur
K(T). On note {mn,,...,n,} un systéme de représentants de
I'(M)mod.T (K) .

1) Soit W un sous—iv-espace vectoriel de dimension finte
de Mv, alors il existe en entier m > 1 tel que 1’ homomorphtisme ca-
nonique de i?fﬁ) ® W dans E?TFF.W soit surjectif.

K



2) Soient F un sous-K-espace wvectoriel de dimension finte

de M, F, = :{(x/mn,) €M"|x € F,v(x/m;) > 0) et m > 1 tel que 1’ homo-
morphisme canonique de K(T") ® (Z fx ) dans f(Tm).(Z f, ) soit
X i J .

bijectif. Alors 1’ homomorphisme canonique ¢ de K(T") ® F dans
K(T")F est bijectif et si z € K(T") ®, F i1 existe a; € K(T™),
b, € F avec z = ) a, ® b, et z = ) a;b,,v(z) = inf v(a;b;).

X ; !

i i

Preuve. 1) est une conséquence de 1’égalité N Ker™m™y = K pour
u€M*

tout m € N.
2) Soient (f;);¢;<n, une base du K-espace vectoriel F,
Pi
2= Y —f,, P,P, € KIT"] et v(P) = 0. On a P, = ) i,, T"
1<ig<n P J
ot A,, € K, ainsi Pz = ) &, T"J avec ¢, = ) A, f, € F.
J 1

Si 2j = 0 pour tout j alors A;; = 0 pour tout i,j et donc P, = 0.

Sinon guitte & multiplier par A € K*, on peut supposer que

— —_—
APz AL
inf v(A;) = v(mw; ). Alors [ J = z {——— ] T"J et le choix de m
j o L i T,
APz T T’
montre gque Vv [ J= 0. Ainsi z = Z Qj e et wlz) = inf V{Ej ———}.
T Jj P j P
0
Preuve du théoréme I. Il s’agit d’une adaptation de la démons-
tration du théoréme 1 p. 184 de [Mal.
On note e = e(L/K,v). Soient (m;), ;¢ des €éléments de

L* tels que ¥ = {v(W,;Y,¢ice-

@) Soit V un sous-K-espace vectoriel de dimension finie

de L, alors V_ %¢T {(x/m )" € i I x € V,v(x/m,) = 0} est un sous-
i

K-espace vectoriel de dimenstion finie de L et on a

dim,V € e d,,x(T) dim ) V,
X i .



Preuve. Soit a = dim (X V:_)4 Comme f/i est un corps de fonctions,
X i :

il existe un corps extension de degré a de & (engendré par un élé-
ment), ainsi 11 existe un corps M extension de L avec
@ =[M:L] = [M":L"] ol v désigne encore 1’unique prolongement de
la valuation & M.

Soit m 2 1, un entier tel que 1’ homomorphisme canonique
de () V, ) ® K(T") dans () V, )K(T") soit bijectif (lemme I.2).

i

1 K i 1
On déduit de cela que dim () V, )= dim ) V, YK(T").
X i . KeT®y | .
On applique alors le lemme p. 189 de [Mal & 1’extension M

de i(Tm) et au R(Tm)—espace vectoriel (Z v, y . K(T™). Ainsi il existe

i i

(al) cicmr des éléments de M avec f = [L:K(T)] et

(1) M= e &l JECT"S () ¥, J-
1<k<mf i !

Soit A, € M avec v(A,) = 0 et A, 2 @, .

(2) Montrons que : ) A, K(T™)V = e A, K(T™V
1<k<mf 1<k<mf

Soient v, € K(T")V, on va montrer que

(3) V(Z A, v,) = inf v(v,), ce qui impliquera (2).
k
Quitte & multiplier v, par un élément de K, on peut
supposer qu’il existe i, avec inf v(v,) = v(m;, ). Il suit du
L] 0
lemme I.2. que v, s’écrit v, = Z Ay,j; Vi, ; avec A, € K(T") , vy,
J

¥ i
et v(Ak’j) 2 0,v( ) 2 0.

nio
Ainsi (v,/m; )_ € i(Tm). V., . Comme il existe k, avec

0 i
v(vy, /ny; ) = 0, on a (v, /T, )_ # 0. Par suite (1) montre que
0 0 0 0

Z a, (v, /1, > # 0 et ainsi que v( Z Ayv,) = v(mn,; )
k 0 0 _— k 0

€V



Il suit de (R) et du lemme I.2 que

dim M 2 mf dim K(T")V = mf dim V.
K(T™) K(T™) K

mais

[k(T)
[M:K(T")] = [M:L][L:K(T)ﬂ(ﬁ(Tm)] = mef d,,,(T) «

ainsi,

dim V € e(L/K)d,, 4 (T) dim () Vm ).
K X i 1

B) soient T', (L) mod.T (K) = C,;X...XC_, la décomposition
groupe abélien en produit de groupes cycliques. Alors il existe
Pis+..p, € L avec les propriétés suivantes

B,) Pour 1 £ j £ r, on a v(p;) générateur de C;

By) St n = (n;,...,n.) € 27, on note pl 1’ élément

P ...p" et E,n 9¢T{(x/p2) €L | x € E et v(x/p%) > 0)

P =
-

alors on a pour 1 € i € s et N 2 1.

Z f,n = @ fpn ou e; = card. Cj
-Nejénj<ej -Nejsnj<ej
1<j<r Ilsjgr

Clairement il existe 0;,...,0, € L satisfaisant B,,.

+ 11 existe m > 1 tel que 1’ homomorphisme canonigque

K(T™) ® )3 E ,n| —— K(T™) ) E n
K |-Ne;<n; <e; z -Ne ;<n; <e; e
(4) 1<j<r

N

soit bijectif (lemme I.2.)

v
Il existe g = (g,,..,&,) € N" tels que E.Edff Z £, N,
j=1
soient tous distincts pour -e; N € n; < ey, 1 < j < r. Il suit
de (4) que Z TP (x-2) E ,n est une somme directe.
-Ne ;<n;<e; L

1<j<r

du



- g‘

Posons o; = T pj, ainsi on a gb = T "(2-10p" 2 et

En=T"¢(£-2) E n , ainsi B,, est vérifiée (clairement 0,;,...,0,

B

p P
- -

satisfont B,,).
Y) La formule

Soient N > 1 un entier, o défini par B) et

F = Z EEE, a = (a;,+...,a,) € N" avec 0 < a; < e;. Il suit
O<n;<Ne
de (Bz) que F a = @ E a-n et que Z F a est une somme
L 0<n<Ne; = O<a <e; >
1<j<r 1<j<r
r
directe, ainsi F = @ p2E et donc que dimyF = [ (Nej+1)]dimKE.
0<n;<Ne j
Comme E n est K-isomorphe & E B+§’ pour e = (e;5...,€,.) on a
b 5
(5) dim ) F a= (N+1)" [ ) dim E 3}
K 0O<a;<e & O<a; <e K 2
1<j<r 1<j<r

Puisque {v(p?), 0 < a; < e;, 1 £ j < r) est un systéme de
représentaﬁht de T', (L) mod.T,(K) on peut appliquer a) & V = F.

Compte tenu de (8) et de ce que e = e;...e_ On a
bg Ne ; te ;
dimgE <[ | {—————}dL,K(T) [ y dim E EJ
j=1 “Ne,#1 O0<a; <e K &~
1<j<r

Comme N est arbitraire et que E a est K-isomorphe & g pour

YV o= v(ﬁﬂ), on déduit v) . it

Définition I.3. On appelle défaut du corps de fonction valué

(L/X,v) le nombre réel 2 1,

d(L/K,v) = Sup
E X dim "E
VEY K

ou le “supremum” est pris sur les sous-K-espaces wvectoriels non
nuls de L/K de dimension fintie.




Corollaire I.4. Soit T € L,v(T) = 0 résiduellement transcendant

alors

d(L/K,v) € d,, x(T).

THEOREME I.5. Soient (L/K,v) un corps de foncttitons d’ une varitable
valué. On suppose que LY /K’ est un corps de fonctions d’ une varia-

ble alors
r (L/K) (g (L/KY-1) > e(L/K,v)d(L/K,v)r(LY/K*) (g(LY/K")-1)

ou

r (L/K) (resp.r(fv/fv)) désigne le degré sur K(resp. K') du corps
des constantes de L/K (resp. T /K" .

g (L/K) (resp.g(fv/iv)) désigne le genre du corps de fonctions
L/K (resp. LY /K").

e(L/K,v) désigne 1’ indice de ramification de 1’ extension valuée
(L/K,v) et

d(L/K,v) le défaut du corps de fonctions valué (L/K,Vv) cf. déf I.3.

Avant de passer & la preuve nous donnons quelques défini-
tions et rappels de résultats dus & Lamprecht [Lal et Mathieu [Mathl].

DEFINITION I.6. Soit {/k un corps de fonctions d’ une variable. Si1 X
est un anneau de valuation discréte de {/k on note vV, la valuation
associée. Soit D({/k) le groupe des diviseurs de 2/k ; c’est le
groupe libre sur les anneaux de valuation discréte de !/k

On notera D = Z n, [x] un él1ément de D(L/k) 1’ entier

deg D = Z n, est le degré du diviseur D. Ce groupe est ordonné

par la relation ! X n,[x] > 0 st et seulement si n, =2 0 pour
tout x. St f € & on note (f) = Z v, (F)ixl; le diviseur de f,
Z, = X v, (f)I[x] le diviseur des zéros de f et

v, (f) 2 O
P, = Z v, (f)[x] le diviseur des pbles de f.

v, (f><0

Soit A une partie de f£. L’ ensemble des diviseurs D tels
que (f) + D 2 0 pour tout f € A, si il est non wvide admet un
plus petit élément mW(A). On a T (A) = Z n,[x] ol n, = max -v, ().

fEA
En particulier si 1 € A et st m(A) existe alors n(A) 2 O.

Si A est un sous espace vectoriel de { de dimension
finie alors W(A) existe, de plus st k est infini et si 1 € A
i1 existe f € A avec P, = m(A) ([Mathl, Hilfsatz p. 599).




&

Preuve du théoréme I.5. Soit ¥ un systéme de représentants

dans T (L) , , des éléments de I' (L)/T (K).

Pour v € ¥ on choisit f, € L avec v(f,) = v, si v = 0
on prend f, = 1.

Soit D un diviseur de L/K, L(D) = {f € L|(f)+D > 0)}.
On suppose que f, € L(D) pour tout v € ¥ et soit D, = D+(f,) 2 O.
Les espaces vectoriels ”I?B) et f?ﬁj) = (L(D)/fv)_ sont
f—isomorphes.
On note m(D,) le diviseur de L°/K' associé & la partie
A = L(D,) de L' (définition I.6).

Notons e = e(L/K,v). Soit m(eD) le diviseur de LY/K'
associé & A = L(eD) (définition I1.6). Alors

(1) e deg n(D,) < deg mn(eD).
En effet soit A, € K avec v(A,) = ev, et t, = (A,/f;) .
Soit f € L(D) avec v(f) 2 v alors
(f/f,) = t, (f°/A,) € t, L(eD) C L(mn(eD)-(t,)) ainsi
e n(Dy) < m(eD) - (t,) d’ou résulte (1).
Le théoréme I.1 appliqué & 1’espace vectoriel L(D) donne

(2) dim L(D) < d(L/K) Z dim L (D) d (L/K) Z dim L(D,)
K vEY X vE€EY K

N

d(L/K) ) dim L(u(D,))

VEY K
Il existe D qui satisfait les propriétés suivantes

D+(f,) 2 0V v € ¥ ,
(3) {deg D > (2g(L/K)-2) r(L/K)
deg m(D,) > (2g(TL°/K")-2)r (T°/K")

En effet, soit T € L, v(T) = 0, résiduellement transcen-
dant. Soit D > 0 et n € N* tels que (f,T")+D > 0 pour tout v € 7
et n > Max((2g(L/K)-2)r(L/K), (2g(L°/K")-2)r(LY/K")). Clairement
T"™ € L(D,) pour 0 £ m £ n et » € ¥ ainsi (3) est satisfait. Notez
que {D, ¢ € N* satisfait aussi (3).

Si D satisfait (3) on a (Théoréme de Riemann-Roch)



dim L(D) = deg D + r(L/K) (1-g(L/K))

(4) { K
dim L(u(D,)) = degmn(D,)+r(T*/K") (1-g(@L"/K")).
K
Ainsi les inégalités (1) et (2) donnent avec (4)

(5) degD-d(L/K)degn(eD) < r (L/K) (g (L/Ky-1)-e (L/K)d (L/K)r (L¥/K")
(g (LY/K")-1)

(86) Montrons 1’ inégalité : deg D-d (L/K)degn(eD) = O (d’ ol
résulte le théoréme avec (8)) .

@) Le corps K¥ est infint

Ainsi D satisfaisant toujours (3), il existe T € L(eD)
tel que le diviseur des pdles de T soit m(eD) (c.f. fin de la

définition I.6). Ainsi

<deg eD > [L:K(T)]
degn(eD) = f(L/K(T),Vv)

De plus il suit du corollaire 1.4 que

deg eD-d(L/K)e degn(eD) 2 [L:K(T))1-d(L/K)ef (L/K(T),V)
> [L:K(T)1-d(T)ef (L/K(T),v) > 0

B) Le corps X® est fint

Soit L(X) le corps des fractions rationnelles & une indé-
terminée sur L. On prolonge v & L(X) par la valuation de Gauss
associée a4 v et X et on la note toujours v. Ainsi X est transcen-
dant sur L".

Soit R un anneau de valuation discréte de L/K, m son idéal
maximal, alors (R ®; K(X)), est un anneau de valuation discréte de
LX) = Fr L ®; K(X) [Chl, chap. V. §5, ainsi 1’ application
R - (R ®; KZX)), induit une injection des groupes de diviseurs
D(L/K) cD(L(X)|K(X)) qui conserve le degré. De méme résiduelle-
ment on a une injection D(LY/K")'c— D(LX)"/KX)").

Ainsi @) appliqué au corps de fonctionsvalué L(X)/KX)

donne 1’inégalité

(7) deg D - d(LX)/K(X)) deg I(eD) 2 O
(1’ application m commute 3 1’ extension des scalaires K(X)/K) .



(8) Montrons gque d(L(X)/K(X)) > d(L/K) d’ou résultera (6) avec (7).
En effet si E est un sous-K-espace vectoriel de L de dimen-
sion finie alors "E ® K(X) ~ * E ® K(X) ainsi
K K
dim; E dimg 4, F

ol

) dim "E Y dim 'F
ve€Y K VEY K (X)

F = E % K(X). Ainsi (8) résulte de la définition du défaut.

THEOREME I.7.- On reprend les hypothéses du théoréme I.5..On
suppose de plus que K est le corps des constantes de L/K i.e.

r(L/K) = 1 et que

g (L/KY-1 = e(L/K,v)r(L/K,v) (g(L"/E")-1) > 0

alors il existe T € L résiduellement transcendant tel que
[L:K(T)] = e(L/K,v)f(L/K(T),v ) ; ainsi v est 1’untque prolonge-
ment & L de la valuation de Gauss sur K(T) assoctié a v,y et T.

Preuve. Il suit du théoreme I.5 que d(L/K) = 1. On reprend la
démonstration précédente et on suppose toujours que D satisfait
(3), ainsi (B5) et (B6) deviennent deg D = deg n(eD). De plus on a

deg D + 1 - g(L/K) = dimy L(D) = Z dim "L(D) <
v K

< ¥ dim L@wD,>) = ) deg n(D,)*er (1-g (L /K"
v K v

< deg Tr(eD)+er (1-g(LY/K"')) = degD+1-g(L/K).

Ainsi "L(D) = L(n(D,) et cleg D = e deg n(D,) pour tout
v € ¥. En particulier

(1) deg D = e deg m(D).

Soit n € N*, puisque L(D)" € L(nD) il suit (définition I1.6)
gue n (D) € m(nD) et avec (1) on déduit que n n(D) = mw(nD).

Quitte & changer D en nD il suit du théoréme de Riemann-
Roch qu’il existe T € L((D)) = L(D) dont le diviseur des pbdles
est (D). Ainsi

0 = deg D - e degn(D) > [L:K(T)] -ef(L/K(T),v) 2 O
et donc [L:K(T)] = e(L/K)Tf(L/K(T)).

Le reste suit de [Bkil théoréme 1 p. 143.




Corollaire 1.8 : Green-Pop [Gr-Pol. Sous les meémes hypothéses que
le théoréme I.5. On suppose de plus que K est le corps des cons-
tantes de L/K et que g(L/K) = g(fv/iv) > 2 alors on a bonne réduc-
tion dans le sens de Roquette [Ro]l i.e. on a g(L/K) = g(fv/iv) et
i1 existe T € L résiduellement transcendant avec

[L:K(T)1 = f(L/K(T),v).

Preuve. Il suit du théoréme I.4 que 1’'on a e(L/K)d(L/K)r(fv/ﬁv)=1,
ainsi e(L/K) = d(L/K) = r(L'/K') = 1. On peut donc appliquer le
théoréme I.7.

THEOREME I1.9. On reprend les hypothéses du théoréme 1.5. On suppo-
se de plus que K'Y est infini. Alors i1l existe une constante posti-
tive c(L/K,v) et une suite (T, )new d’ é61éments de L, résiduelle-
ment transcendants avec

<o < [L:K(T,)l-e(L/K)d(L/K)f(L/K(T,)) < c(L/K,v)
n < f(L/K(T,))

Ainst .
[L:K(T)]
d(L/K) = inf , ou 1’ ”"infimum” est pris sur les
T e(L/K)f(L/K(T))

T € L, résiduellement transcendants.

Preuve. Reprenons encore la démonstration du théoréme 1.5 et soit
toujours D satisfaisant (3), puisque K est infini on a montré
cf. partie a) Jjointe & la relation (5) qu’il existe T € L rési-
duellement transcendant avec
0 g TLix(N] — e (L/K) (LK) FeLinvm) <
e (L7k)(deg D - d(L/Bddeg T(eD)) € c(L/K)
ol

c(L/K) = e(L/K)r (L/K) (g (L/K)-1)-e (L/K/d(L/K)x (T*/K") (g L7/K")-1) .

Ainsi puisque si D satisfait (3), nD le satisfait aussi
pour n € N*, on en déduit une suite (T, )new d’ éléments de L
résiduellement transcendant gqui satisfont le théoréme I1.9. Le
reste suit avec le corollaire I.4.

Dans le cas ol le corps résiduel K’ est fini on a le
théoréme suivant qui permet de se ramener au cas ou le corps
résiduel est infini.



THEOREME I1.10. On reprend les hypothéses du théoreme I.6.
Soit L(X) le corps des fractions rationnelles a une indéterminée.
on le munit de la valuation de Gauss associée a v et X, on note

encore v cette valuation.

Alors
d(L(X)/K(X),v) = d(L/K,v).

Preuve. On reprend la démonstration du théoréme I.3. Il suit
des inégalités (8), (6) et (7) que

degD degD c(L/K,Vv)
0  —— - dLIX)/KXK)) € — - d(L/K) <
deg m(eD) deg m(eD) e deg m(eD)

ol c(L/K,v) est défini au théoréme I1.9. Et puisque deg m(eD)
peut €tre pris aussi grand que 1’on veut 1’égalité en résulte.

§ 2. Le comportement du défaut dans 1’ extension des
scalaires par le complété du corps des constantes.

I.11. Le corps de fonctions LK/K et A, %, ..

Soit (L/K) un corps de fonctions d’ une variable dont K
est le corps des constantes. Soit v:L* » T une valuation sur L,
on suppose que LY/K' est un corps de fonctions d’une variable.
Soit (K,v) c—, (L,v) le complété de (K,v) resp.(L,v) ol on note
encore v l1’unique prolongement viL* = T de v.

Soit T € L,v(T) = 0, résiduellement transcendant sur K,
alors T est transcendant sur K ainsi L et K sont algébriguement
disjoints sur K([Bkil] prop. 12 p. 108).

Soit ¢ 1’ homomorphisme de K-algébres L @, K » L transfor-
mant X ® y en xy pour x € L, y € K, % le noyau de ¢. Alors %
est 1’idéal des nilpotents de L ®y K ([Bkil prop. 1 p. 133) et
il induit un isomorphisme de Fr (L ®, K/®) *¢f LK dans le
compositum de L et K dans L.

Soit K’ le corps des constantes de LK/K, il existe
Rirxsy € p" (p=car.K,A, 5,, = 1 si p = 0) tel que pour tout
X € L transcendant sur K on ait

[L: KX 1]

[LK:K® (X)]

de plus [K’:K] divise A, 3, % . ([Del pp. 106 et 127) .



THEOREME I1.12. Sous les hypothéses de 1.11, on a

A,k duxox = [K:Kldy .

Preuve. @) K¥ est infini.
Soit T € L, résiduellement transcendant alors

W [L:K(T)] d, , (T d, , (T
= = <
[K* : K] [LK:K(T)]1 d, 7, 5D d; 2.8
(1) ainsi A,5,5 d, 7,5 € [KKld, 4
d’ aprés le théoréme I.9.

Pour montrer 1’autre inégalité on procéde en deux étapes
Soit K, C K une extension séparable de K avec f(/K0 algé-

brique purement inséparable.

(2) Montrons que : d = d,,x, ou LK, désigne le compositum

7/ K
0 0

de L et K, dans LK. Puisque K,/K est séparable LK, = Fr(L ® K;,).

K

Soit E un sous-K-espace vectoriel de L, puisque L et K,

sont linéairement disjoints sur K ([Bkil, cor. p. 134 et prop.
p. 137), on a dimKDEKo = dimy E et puisque E est dense dans
K,E(K C K, ¢ K et K cofinal dans L), il suit que

dim; EK, dimE
(]

) dim VEK, Y dim E
VEY X, VEY X

ainsi dp,x € dyyx ,x
0O 0
Soit T € L, transcendant sur K alors
[L:K(T)] d,,x (D dy 5 €T
1 = = { ——
[LKO:KO(T>] drx /x (T dirx ,x

0 0 0 0

ainsi dox ,x € d, , x (théoréme I1.9), ce qui montre (R) .
0 0
Maintenant soit T € LK résiduellement transcendant tel
que d, 3,35 (T) soit proche de d; %, % (théoreme 1.9). Il existe
une extension finie K, de K, dans K avec T € Ky (LK,), ainsi il
a a

existe @ € N avec T® € LK,, mais d,3,5(T) = d, 5(T" ) ainsi
/%

10



a

on peut quitte & changer T en TP supposer que T € LK,. Alors

[LKO:KO(T)] dLK (D (T) dL}( I K L/K
0 0 0 0

(3) §(T) = = > =
[LE:K(T)] d 7, 7D d, 5, 5(T)  dy 5 5D

En fait 8(T) est indépendant de T € LK, transcendant sur
K, ([Del p. 127) . On le note §. Soit Tc € L résiduellement trans-

cendant, on a

[LKy:K,(Ty)) [L:K(T,y)] Axosx
S = = =

[LK:K(T,)) [LK:K(T,>1 [K’:K]

ainsi (3) devient

o~ o
ALk dp,x
2>

[R* +R1  dy3,7(D)

d’ou 1’ inégalité avec le théoréme I.9.

~ A
AL]\’/K dL/K

[K’ :K) dy 5%
By K'Y est fini

Soit LR(X) le corps des fractions rationnelles & une indé-
terminée, on prolonge v par la valutation de Gauss associée a Vv
et X et on la note encore v.

On note K, = KX), L, = L&), K; = corps des constantes
de Llﬁl/ﬁl. Notons que 1’ extension Rx de K est séparable
(cf. [Ma-Oh II] prop. 2.4.8), ainsi si T € L est résiduellement
transcendant on a

AL X [L:K(T)] [L,:K, (T)] [L,:K, (T)] AL v oox
gd et = = = - 11 1
[K’ : K] [LK:K(T) [LK(X):K(X)(T)1 [LK,:K, (T)] [K;=EQJ
dL 7/ K

et d’aprés @) on a ¢ =



Mais (théoreéme I.10) d, 4 =d,,x et dyx(xy.,x = ALk, %"
1 1
Et le théoréme suit de l’éga}ité dL‘;_./;\,‘4 = dL§(§>/§(x>'
Puisque Klv est infini, que K(X) est dense dans K, et
que K, est séparable sur R(X) 1’ égalité suit comme dans la démons-

tration a) .

§ 3. Le comportement du défaut dans la composition

des valuations.

Soient K un corps, v,v’ deux valuations, R,, R,, leur
anneau de valuation respectif, on écrira (cf [Z-S]) v’ < v si
R, & R,. ¢ K. Eans ce cas 1’ image canonique de R, dans le corps
résiduel K, = K" de (K,v’) est 1’anneau de valuation d’ une
valuation v de K,, de plus le corps résiduel if de (Kl,V) s’ iden-
tifie au corps résiduel K' de (K,v) .

THEOREME I1.13. Soient L/K un corps de fonctions d’ une wvariable,
w,Vv deux valuations de L, W,,sV, leur restriction respective a K.
On suppose que fv/iV est un corps de fonctions d’une wvartable

et que w < v. So1it ;(resp.vo) la valuation itndutite par v(resp.v,)
sur L resp. K, alors (LH;)/(KR;O) est un corps de fonctions d’ une
variable valué.

Soient e(v]|v,) (resp.e(wlwo),e(glvo)) 1’ indice de ramifi-
cation de 1’ extension valuée (L,v)/(K,v,) (resp.(L,w)/(K,w,),
(L9 /(K ,V0)).

Soient d(vlvo)(resp.d(w]wo),d(;|;o)) le défaut du corps
de fonctions valué (L, v)/(K,vy) (resp.(L,w)/(K,wo),(Ll,;)/(Kl,go)).
Alors on a

(1) e(wlwo)e(;l;o)
(2)  dw|wydd(V]V,)

n

e(v|vy)
d(v|vy).

n

Preuve. Soit T € L, v(T) 0 et TY transcendant sur K°'
Alors w(T) > 0 et soit T, = T" alors v(T) = v(T,) = 0 et
TI = T%, ainsi v induit sur K,(T,) la valuation de Gauss associée
a T, et ;o et (LllKl(Tl),;) est une extension algébrique finie de
corps valués.

On a les suites exactes ([Bkil th. 1 § 8 n°3 p. 144)



d’ ol la suite exacte
£ ¢
0 v/ — Podly == I /T, =% 0 4
0

v
0 0

la formule (1) en découle.

)
(1):1/’ c Ny unsysteme de
repre sentants cles €lements

de

Pour (2) on procéde en deux étapes

léere étape : K' est infini.

A) L’inégalité d(w|w,)d(v|v,) = d(v|v,).
Soient ¥ C = (resp. % c T',) un systéme de représentants
de 't mod. T+ (resp. T, mod.I', ). Soié*w mod. I'+/T'w= alors
(-]

v = 8(7)+W’ C T, est un systéme de représentants de r, mod.Fvo.
Soient A € % et m, € L tels que v(m,) = A. Soient

T € 7 et w, € L tels que V(ETW) = 17, alors m,w, € L et
v(t,w. ) = A+e(T).
Soit E un sous-K-espace vectoriel de L de dimension finie,
E . ENF
on a KAOFw o [—J , ainsi dimyE € d(w|w,) Z dim [——J
T P(AYEW K ° T,
EN" i T F NV E "
Posons F, = [———] , alors ‘F"' = ] et donc 1FA7 o~ [ ]
n:ll Iw wn:/l.
et puisque
E
dim {——J < d(v|v,) ) dim FHY
X °%on, TEY XY,
il suit que c Ty 4A v
dimE € d(w|w,)d(V|vy)) ) dim E
P(AYEW TEY K ¢

ce quil avec la définition de d(v|v,) donne 1’inégalité.

B) L’inégalité d(w|lw,)d(v|v,) < d(v|v,).
Soit T € L,v(T) = 0 et T résiduellement transcendant pour
v, t = T* est alors transcendant et V(t) = 0 et t¥ = TY. Ainsi
K(T)" = K" (t) et
[L:K(T)] 2 e(w]|w,) d(w|w,) f(L/K(T),w)
f(L/K(TY ,w) > e(V|Vv,0d(V|Vy)f(L/K(T), V)
d’ ol
[L:K(T)] > e(w|w,)e(V|vy) dw|wy)d(v|V,)f(L/K(T),v)




ce qui avec 1’ égalité (1) donne

[L:K(T)]

> dwlwy)d((v|v,y).
e(v|vy) F(L|IK(T),v)

d’ou 1’ inégalité (cf. théoréme I1.9)
A(v]vy) = dwlwy)d(V|vy).

2eéme étape. K'Y est fini.

Soit L(X) le corps des fonctions rationnelles sur L & une
indéterminée, on prolonge v(resp.w) par la valuation de Gauss
v:(resp.w:) associée 3 X et v(resp.w). Il est facile de montrer
que la restriction & K(X) de vi(resp.w§) est (Vvo)E (resp.(wy)E)
avec des notations évidentes et que wj < vi. Ainsi il suit du
théoréme 1.10 que

d(wlwy,) = d(wg|wgyg)
d(v]vy) = d(vi|v,
Ad(v|v,) = d(vi|v,é

ce qui raméne la 2°™° étape & la 1°7°:



II - Corps de fonctions valués : le cas des valuations indépendantes

§ 1. Les extensions algébriques de K(T)A

PROPOSITION II.1. Sotent (K,v,) un corps wvalué complet, K(T) le
corps des fractions rationnelles a une indéterminée, on note encore
vy, ta valuatton de Gauss associée a v, et T et K(T)“= (K(T),VO)A.
Sotent (M;), ;< des extenstions algébriques finies de K(T) v,

une valuatton de M, quti prolonge Vv, sur K(T)A. On suppose que les
groupes de valeurs I', (M,) sont identiques, on note I' le groupe

totalement ordonné I', (M;). Soitt M = T_T M,,¢,:M > M, la projec-
' 1<ic<s
tion canonique et w la norme sur M définie par w(x) = infv, (&, (x)).
1<ic<s
— _V _V —
on note M* = | [ M ', ta K(T) °-algébre M" s’ identifie & la
1<ic<s

v

K(T) °-algéebre {x € M|w(x) = 0} mod.{x € M|w(x) > 0). On note

v

L M¥ » M ! 1a projection canonique.
1) Soit e = e(M,/K,v,) alors il existe M ,,...,0, € M
tels que Vv,.& (TL;) = ... = v .& (n;) pour 1 < j € e et que

{w(m,)] 1 € i € e} soit un systéme de représentants de
I' mod. T (K) .

v
0
v

2) Soitent W un sous-X ®-espace vectoriel de dimension
finie de Mw, alors i1l existe un entier m =2 1 tel que 1’ homomor-
v — —
phisme canonique de K(T™) ° ®xc, (W) dans K(T").&, (W) soit bijec-
tif pour 1 <€ i € s.
3) Soient F un sous-K-espace vectoriel de dimension
finie de M, F, = {(x/m;)” € M"|x € F,w(x/m;) > 0} et m > 1

4
J

tel que 1’ homomorphisme canonique de K(T") ® (Z F, ) dans
J' J

=

K(T™) . ( Z Fn ) soit bijectif. Alors 1’ homomorphisme canonique

J' i
¢ de K(T™) ®, F dans K(T®) F est bijectif et si z € K(T™) ®,F,
il existe a, € K(T") , b, € F avec z = ) a, ® b, (somme finie),

z = ) a,b, et w(z) = inf w(a,b;).
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Preuve. Nous montrons 3) le reste est immédiat.

On montre 4’ abord le résultat sans la complétion, préci-
sément en recopiant la démonstration du lemme I.<Z on montre que
si z’ € K(T")F il existe G, € K(T") et ¢, € F tels que z = ) G,¥,

avec w(z) = inf w(GjEj)‘ En particulier si fgy,...,f, est une

base de F sur K, c’est encore une base de K(T")F sur K(T™) .

Le reste de la démonstration est une adaptation du corol-
laire 1.6 de [Ma-0h 1]. Nous reprenons la terminologie de [Ma-Oh 11].

Puisque (K,w) est cofinal dans (M,w),w confére & F une
structure de K-espace vectoriel topologigque ou les ouverts sont
définis par @ € T et V, = {x € F| w(x) > a}. Ainsi si f,,...,f est
une base de F sur K alors on a [Bki] prop.4 p. 120

BJ/K : il existe ¥ > 0 dans I' tel que pour tout az,...,a, dans K,
wQa, f,) € inf{w(a,f,)| i = 0,...,n) +¥.

Par construction T™ satisfait la condition inf/F, ainsi
comme dans la proposition 1.2 [Ma-Oh,1] on montre que 1l’on a
BJ/K(T™) . Notez que la condition f, = 1 dans [Ma-Oh-1] n’est pas
nécessaire ici puisque T® ¥ est transcendant sur K¥. Il suit com-
me dans la proposition 1.5 de [Ma-Oh 11 que f,,...,f, sont indé-
pendants sur K(T™) .

Soit z € K(T") ®,F non nul alors ¢(z) = ) F, f, ol
F, € K(T") non tous nuls. Soit F; € K(T") avec
w((Fi-F;)fi) > w(p(z)), (ceci est possible puisque K est cofinal
dans M) . Soit 2z’ = z F; f, € K(T™)F alors d’apres (1)

i

z’ =) G,¢, ol G; € K(T"),¢,€ F
J

w(z’) = inf W(Gjﬂj)
ainsi
pCz) = ) (F;-F\)f, +) G; &; et
i J

w(p (2)) = inf (wW(F,-F)f; w(G,2;))
i,]

Définition II.2. Soit (K,v) un corps walué de groupe de valeurs r,
soit I', la "cloture divisible” de I te r. . ' ®,0, c’est un groupe
totalement ordonné contenant I de plus [E] th. 13.12 p. 101, si L/K
est une extension algébrique de &retew—aigiodrigue—de (K,v) pour
tout anneau de valuation B de L au-dessus de celut de v il existe
une seule valuation w de L dont 1’ anneau de valuation est B, qut

prolonge v et dont le groupe des wvaleurs est contenu dans Tc.




Désormais les wvaluations dans les extensions algébriques

de (K,v) seront atinsi canoniquement choisties.

Le théoréme qui suit est 1’analogue pour les valuations
du théoréme 1 p. 184 de [Mal.

THEOREME II.3. Sotent (K,v,) un corps valué complet, K(T) le
corps des fractions rationnelles & une indéterminée, on note
encore v, la valuation de Gauss assoctée a4 V, et T et
K(T) = (K(T),v,) . Soit I' la cldture divisible de
TV° (K) = I"v. (K(T)) .

Soient (L), ,¢;<s des extensions algébriques finties de

K(T)A, v, une wvaluation de L, quti prolonge Vv, sur K(T)- avec
I,, (L,) € T. Soit dS(T) = [L,:K(T) 1/e(Ly/ K,;,v,)f(L,/K(T),v;)
pour 1 € i <€ s. On munit 1’ algébre L = | | L, de la "norme"
w définie par 1<i<s

w((x,,...,Xg)) = inf v, (X)) .

i
{x €L | w() =2 v
mod.{x € L|w(x) > v).

1

Pour v € T on définit * (L)

Par définition de w, " (L)* s’ identifie a | |’ (L,) ' et on note
1<jss

¢, la projection sur
Soient E un sous-K-espace wvectoriel de dimension finte

de L, ¥ un systéme de représentants de I mod. T', (K). Alors on
©

v Vi
L, .

a les relations

(1) dimgE + ) dim [ @ Ye, CEM/E" <
VEY X 1<igs

< ) as(mr ) dim e, ("EM)]
1<ig<s VEY

=

st de plus dj(T) = 1 pour 1<i<s on a

(2) dimyE + ) dim [ e ¢, CEV/'EY = } Y dim e, ("E") .
VEY K 1<i<s 1<igs  v€Y K

Indications sur les démonstrations : On reprend la démonstration
du théoréme 1 p. 184 de [Mal avec des modifications évidentes des
notations et on utilise & la place de la proposition 2 §I.1 la
proposition II.l qui est son analogue pour les valuations. Indi-
quons seulement comment le cas général se ramene au cas ou tous
les T, sont égaux. Soit G le sous groupe de I engendré par les

1




r,., 1<i<s, alors G mod.F%.est fini pour 1<i<s et il existe une ex-

tension M,/L; avec unicité du prolongement de v, et telleque T'[j (M,)=G
)

et [M;:L,;] = card.G mod.I'; (extension totalement ramifiée) . Le

z by 4 .
théoréme pour l | L, est une conséquence de celui pour | I M, .
1€i<s 1<i<s
Dans le cas df (T) ..=d¢(T)=1 on applique (1), 1’autre iné-

galité est évidente.

Corollaire II.4. Soient L/K un corps de fonctions d’ une vartable,
v une valuation sur L telle que LY/KY soit un corps de fonctions
d’ une variable. On suppose que (K,v) est complet. Soit d(L/K,v) e
défaut du corps de fonctions wvalué (L/K,V) (déf. I.1). Soit ¥ un
systéme de représentants de ', (L)mod.T, (K) .

Soient T € L, résiduellement transcendant sur K alors

[LY:K(T) "]

(1) d(L/K,v) <
e (L/K) £ (L/K(T))

De plus si K'Y est infini on a

dim,E [LY:K(T)"V]
(2) d(L/K,v) = Sup ——— = inf =
E Y aim B T e(L/K)fL/K(M))
VEY X
[L:K(T)]
= inf )

T e(L/K)f (L/K(T))

ou le supremum est pris sur les sous-K-espaces vectoriels de L
de dimension Ffinie et 1’ infimum sur les T € L résiduellement

transcendants.

Preuve. On applique le théoréme II.3 & 1’extension LY de KZT)V
ce qui donne (l1). Le reste est une conséquence immédiate du
théoréme 1.9 et de 1’inégalité [LY:K(T)V'] € [L:K(T)I.

Corollaire II.5. On reprend les hypothéses du corollatre

I1.4. On suppose 7V infini. Alors il existe une constante POSt-—
tive c(L/K,v) et une suite (T, ),y 4 €éléments de L, résiduelle-
ment transcendants avec

0 € [L:K(T )1-(LV:K(T,)"]

0 € [L:K(T_ )1 - e(L/K(Tn))f(L/K(Tn))d(L/K)s c (L/K,v) -

n < £f(@L/KT))).




Preuve. Soit (T, ),y Satisfaisant le théoréme I.9 alors
OKIL:K (T, )]l-e(L/K)d (L/K)f (L/K(T D)) € c(L/K,Vv) et

0 € [LY:K(T_)"1 -e(L/K)d(L/K)f (L/K(T,)) (corollaire II.4)
le résultat suit de [ﬁV:KZTn)VJ < [L:K(TH)1].

§ 2. Application aux corps de fonctions valués

THEOREME II.6 Soient L/K un corps de fonctions & une vartiable,
(V,) cics» s valuations 2 a 2 indépendantes sur L qui coinci-
dent sur K en une valuation v,. On suppose que les extensions
résiduelles L% /K’ sont des corps de fonctions d’une variable
et que les groupes de valeur th(L) sont des sous-groupes d’ un
méme groupe totalement ordonné T .

on suppose que (K,v,) est complet.

Soient T € L, résiduellement transcendant pour 1<i<s
et df (T) ::[ﬂvi:KZT)Vﬂ/e(L/K,vi)f(L/K(T),vi).

Soit w la “norme” sur L défintie par w(x) = inf v, (x),
¥ un systéme de représentants de w(L™) = U v, (L)
1<i<s
mod. I'. (K). Si v € ¥ on définit 'L = :{x € L|w(x) > v}

v

0
v

mod.{x € L|w(x) > v} qui s’ identifie au produtt I 'L 1,

1<i<s
Soit Y€, la projection sur »IV¢ . Soient E un sous-K-espace
vectoriel de L de dimenstion fintie, E = {x€E|w(x)2v) mod.{x€E|

w(x)>v) alors on a

(1) dim B + ) dim [ e ‘¢, (CE)I/'E <

K vev K 1<i<s
< Y as(m () dim e  ("E)) .
1<ig<s VeV K
A
. . ANy
Preuve. Soit A 1’ homomorphisme diagonal L — [ l L., A est une
1<i<s
2 . . ave o, .
isométrie de (L,w) dans ( I L ,inf v,) et son 1mage est dense
1<i<s

ainsi 1’ inégalité (1) esi le théoreéme II.3 appliqué au sous-espace
ve
vectoriel A(E) de ( | | L ,inf v,).
1<i<s i



THEOREME II.7. Soient L/K un corps de fonctions & une variable,
(V,) cics» S valuations 2 & 2 indépendantes sur L qui coincident
sur K en une waluation v,. On suppose que les extensions résiduel-
les LY /K'e sont des corps de fonctions d’ une variable et que
(K,v,) est complet alors

r(g(L/K)-1) > ) e, d, r,(g@ /K )-1)
1<ig<s
ou
r(resp.r;) est le degré sur K(resp.ivi) du corps des constantes
de LY¢ /X%,
e; est 1’ indice de ramification de 1’ extension valuée (L/K,vy),

d. est le défaut du corps de fonction walué (L/K,v;),

1

g (L/K) (resp.g(fvi/fvi)) est le genre du corps de fonctions
L/K(resp.LYYK" ) .

v
Preuve. lére étape. K ° est infini.

D’ abord on montre facilement)[Math] Satz 1, bp. 598}qu’il
existe T € L résiduellement transcendant pour v,, 1 < i € s, ainsi
(V,) cics induit la valuation de Gauss sur K(T) associée & v, et T
et donc sans changer les données numériques du probléme on peut
supposer gque TVJ(L) c T = : la cldture divisible de TVO(K), pour

I<igs.

Soient e = | e,, 7V un systéme de représentants > 0 de

1<i<s
I' mod. T'(XK*),0 € ¥. Puisque les valuations sont deux a deux indé-
pendantes on peut choisir pour v € v, f, € L avec f, = 1 et pour

v Z 0, v,(£f,) = &, (»)v ou 6;(¥) = 0 si v g I',., (L) et 1 sinon. Soit
Ay € TVO(K) avec ev = v, (A,). “

Soit D un diviseur positif de L/K tel que
D+(f,) 2 0 Vv € ¥, le théoréme II.6 appliqué 4 1’ espace vecto-
riel L (D) donne
(1) dim L(D) € ) d$(T) ) dim *e,"L(D)

K 1<i<s VE ¥ K

On veut évaluer dim ”Ei”L(D). Pour cela considérons

X

1’ homomorphisme injectif de K-espaces vectoriels

v
i

p, : e, L)
s

=

- T, 'z e, (z/1,)



Soient (définition I.6) d) = m(o, (e, "L (D))
et m,(eD) = m(e, L(eD)).

Montrons que
(2) e deg d, < deg @, (eD).

En effet soit z € L(D) avec v, (z) = v pour tout 1,

alors (z/f,)° = (2°/A,) (A,/f¢). Ainsi si t} = &,(x,/f;) on a ,
Ei(z/fu)e € L(m; (eD)-(t})), ainsi par définition de d, on a
ed! < m,(eD)-(t}) d’ou (2) résulte puisque deg(t}) = 0.

Il existe D qui satisfait en sus les propriétés suivantes

deg D > 2r (g (L/K)-1)
(3) { v
deg d! > 2r, (g(L '/K ')-1).

En effet soit T € L, résiduellement transcendant pour
(Vi) 1cijcs- S0it D > 0 et n € N’ tels que (f,T")+D>0 pour tout
V € ¥ et n > Max (2r (g (L/K)-1), 2r, (g (L’ /K'Y )-1) Clairement
e,T™ € ”?ivETB) pour O<m<n et v € v N T, (L).

Si D satisfait (3) on a (théorémé de Riemann-Roch)

dim L(D) = deg D + r(l-g(L/K))
(4) K g v
dim L(d!) = deg d! + r, (1-g((@ /K ).
X
Ainsi les inégalités (1) () donnent avec (4)

deg D - )  dS(T) (e ,/e)deg m,(eD) < deg D - ) di(T)) deg d, <
1<igs 1<igs v
(3) v v
< r@/K-1)- ) e, di(Mr; (@ /K H-1)
1<i<s

Cette inégalité vaut pour tout T € L résiduellement
transcendant pour (v,),¢;cs-

Puisque K% est infini, il résulte de Mathieu [Mathl,
Hilfsatz p. 599 qu’il existe T € L (eD) tel que le diviseur des
pdles de ?i T soit m, (eD), ainsi deg eD > [L:K(T)] et
degm, (eD) = f(L/K),v,;) pour Il<i<s. D’ autre part les valuations
(Vi)1¢;¢cs €tant indépendantes sur K on a [Bki] prop. 2 § 8 n® <
[L:K(T)] > )  e,di(T)f(L/K(T),v,) ainsi

1<ig<s



(6) 0 < deg D - )  dS(T) (e,/e)deg m, (eD)
1<i<s

ce qui avec (5) et joint au corollaire II.4 donne 1’ inégalité
souhaitée.

v

28me gtape. K ° est fini.

On fait 1’extension des scalaires paoar—te—cerps—Ekl—des—_
scatetres par le corps K(X) des fonctions rationnelles & une indé-
terminée sur K, et on prolonge v, & L, (X) par la valuation de
Gauss associée & v, et X. L’inégalité résulte de la lere étape
appliquée aux corps de fonctions L; (X)/K(X) et a4 ces valuations

moyennant le théoréme I.10.

THEOREME II.8. On reprend les hypothéses du théoréme I1.6,
alors 1’ inégalité (1) wvaut avec df(T) remplacé par d(L/K,v,).

Preuve : Le cas général se déduit comme précédemment du cas ou
K% est infini. Supposons donc ceci réalisé.

Reprenons D satisfaisant (3) dans la démonstration du
théoréme II.7, alors nD satisfait aussi (3), ainsi il existe une
suite d’ éléments T, € L résiduellement transcendants tels que

0 € [L:K(T )1 - Z e85 (T,)f (B/RCTy) o vy)
1<i<s

eV e V
<6 =r(e@/K)-1)- ) e; d, r;(g@ /K HH-1)
1<i<s

divisant par eiof(L/K(Tn),vi) et passant & la limite il suit
avec le corollaire II1.4 gue lim df (T,) = d@/K,v; ) pour 1<i <s.
0 0
n

THEOREME I1I1.9. Soient L/K un corps de fonctions a une vartiable,

K’ le corps des constantes de L/K. Soient (V) ,¢icss S valuations
deux & deux indépendantes sur L qui coincident sur K; en une valua-
tion v,. On suppose que les extensions résiduelles L {/K % sont

des corps de fonctions d’une variable alors

r(L/K) ((L/K)-1) > Y  e(L/K,v,)d(L/K,v)Hr@ /K (@ /K H-D)
1<i<s
ou
r (L/K) (resp.T (LYC /KY¢)) est le degré sur K(resp. XKYi) du corps
constantes de L/K(resp. Ve /KYe)



e (L/K,v,) est 1’ indice de ramification de l’extension valuée
(L/K,v ),

d(L/K,v,) est le défaut du corps de fonctions wvalué (L/K,v,),

g(L/K)(resp.g(f“Vivﬂ) est le genre du corps de fonctions L/K
(resp. L' /KY¢).

Preuve. Soit T € L résiduellement transcendant pour v, &alors

[L:K(T)] [L:X’ (T)]l [K’ :K]

e (L/K,v;)f(L/K(T),v,) e(L/K ,v)f(L/K' (T),v)e (K /K,v;)f (K /K,v,)
ainsi il résulte du théoréme I.9 dans le cas ol K °
du théoréme I.9 joint au théoréme I1.10 dans le cas ou E® est fini

17 égalité

est infini et

e (L/K,v,)d(L/K,v,)r (L /K %) v v
(1 = e(L/K’ ,v)d@L/K ,v)r (@ /K Y
r (L/K)

Ainsi le théoréeme II.9 se raméne au cas ou K’ =K ce que nous
supposons maintenant.

Soit LR/K le corps de fonctions extension des scalaires
par K du corps de fonctions L/K (cf. I.11) et Qi 1’ unique prolon-
gement de v, & LK c, LY¢. Le théoréme II.7 appliqué au corps de
fonctions LK/K et aux valuations Qi gqui sont deux & deux indépen-
dants donne 1’ inégalité

(2) r (LK/K) (g (LK/K)-1) 2
> ¥ e@k/EK,va@yk,vor@ /K H@d /X H-D

1<i<s

et puisque e(LR/K,Qi) = e(L/K,v,;), que (théoreme I1.12)
A,7,7 d(LK/K,v,) = r(LK/K) d(L/K,v,) et que [Del th. 3 p. 136,
g(L/K)-1 > A, 7 (g (LE/K)-1) le théoréme suit de (2).

(K
THEOREME II.10. Soient L/X un corps de fonctions & une variable,
(Vi) 1cics» S valuations distinctes de L qui coincident sur K
en une wvaluation v,. On suppose que les extenstions résiduelles
TV /K¥Y sont des corps de fonctions d’une variable et que le

corps valué (K,v,) est henséltien alors

r(L/K) (6(L/K)-1) > Y  e(L/K,v,)dL/K,v)r@ /K %) (@ '/K °)-1)
1<i<s



ou

r(L/K)(resp.r(fo/ivi)) est le degré sur K (resp.fvi) du corps
des constantes de L/K(resp.L' /KY¢),

e(L/K,v,;) est 1’ indice de ramification de 1’ extension valuée
(L/K,v ),

d(L/K,v,) est le défaut du corps de fonctions wvalué (L/K,v ),

g(L/K)(resp.g(fVC/iVi) est le genre du corps de fonctions
L/K(resp. LY /KY¢) .

Preuve. On note K’ le corps des constantes de L/K.
On montre le théoréme par récurrence sur le nombre s de

valuations.
Si s = 1 c’est une conséquence du théoréme I.5
Si s > 1, on suppose le théoréme démontré pour s-1 valuations

et on le démontre pour s

A) Les s valuations sont deux & deux indépendantes.

Puisque (K,v,) est hensélien les valuations (Vi) icics
coincident sur le corps des constantes K’ de L/K, ainsi ce cas
est conséquence du théoreéme II.Q.

B) Les s valuations (v,;),¢;¢s Re sont pas deux a deux

indépendantes sur L.

On définit une partition (I,),cy <, de [1,s] par la condi-
tion que deux éléments i,,1i, de [1,s] sont dans le méme I, si et
seulement si v, et v, sont dépendantes sur L.

1 2

B.1. On suppose qu’il existe au moins deux valuations indé-

pendantes. (ainsi 2<r<s).

Soient RV; 1’ anneau de valuation de v, et %, g L 1l’anneau
de valuation de L engendré par les R,, pour i € I,([Bkil, prop. 4
p. 138). Soit T € L, résiduellement transcendant pour (Vi) ,cics
(IMath] Satz 1. p. 598). Les anneaux de valuation &, N XK’ (T) sont
deux & deux comparables [Bkil cor. p. 111, ainsi on peut supposer
que %, N K’ (T) Cc...C &, N K’ (T). Il suit de [Za-Sa II] lemme 4
p. 53 et cor. 1 p. 55 qu’ il existe %7,...,8,_,,8, des anneaux de
valuation de L tels que &7 D @, pour 1l<igr, BT = B, et
¢ N K’ (T) = %, N K (T) pour l<i<r.

#% est 1’ anneau de valuation de la valuation w, de L et
par construction les (w;),¢;¢, sont 2 4 2 indépendantes, elles

coincident sur K’ avec une valuation w, (R, C R, ;_K’) et T est
0 o



résiduellement transcendant pour (W) ¢ i<y ainsi on peut appli-
quer le théoréme II.9 au corps de fonctions L/K et aux valuations
(W) cijcr- Alnsi on a 1’1inégalité

(1) r(L/K) (g(L/K)-1) 2

> Y  e@/K,w)d@L/K,w)r (@ */K Yy (g (T */K °)-1).
1<k<r

Soit k, 1<k<r, alors R, R

une valuation Vi sur L'R et Vg ést le composé w, Vi [Za-Sa II]

. pour i € I, ainsi v,; induit
cor. 1 p. B85. Les valuations Vi, i € I, colincident sur K% avec

une valuation 70 et puisque (K,v,) est hensélien il en est de

méme de (KWO,VO) [Za-Sa II] cor. 1 p. 55, ainsi elles coinci-

dent sur le corps des constantes de T*/K% L’ hypothése de récurrence
donne 1’ inégalité

2) v (@ */X % (g@ */K HX 9H-1) 2>

w w v

A\ w v v \'2
> Ye@*& S VHad@ /K °v)Hr@ K OH@Eed /K -1
€1,
_V _w o
puisque L ! = (L *) V4,
Le théoreme suit alors de (1), (2) et du théoréme I.13.

B.2. Les s-valuations sont deux & deux dépendantes

(ainsi r = 1).

L’ inégalité (1) devient

w

(1') r(L/K) (g(L/K)-1) > e(L/K,w,)d(@/K,w)r (@ '/K 9@ /K °)-1)

Maintenant on a s valuations v, sur le corps de fonctions
LY /JKY et il en existe au moins deux indépendantes par construc-
tion de w,, ainsi B.1l) donne 1’ inégalité

2’y r((@ /X %) (g((@ /K "-1) 2

°,vor@ /K 9 @@ /K 9H-1)

> ) e(@ 'K ", vp)d@ /X
1<ig<s

et on conclut comme précédemment avec (1’) et (R’ ).
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