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Présentation

Soient & un corps algébriquement clos de caractéristique p strictement posi-
tive, R un anneau de valuation discréte complet de corps résiduel k, et de corps
des fractions K de caractéristique nulle contenant une racine primitive p-iéme de
'unité ¢ ; on désigne par 7 une uniformisante de R, et par vg la valuation de K
normalisée par vy (7) = 1. Soit K® une cléture algébrique de /A, on notera encore
vk I'unique extension de vk & K% On désigne par Gg =Gal(K*/K) le groupe
de Galois absolu de K.

Une courbe algébrique sur k est dite semi-stable si elle est connexe, réduite,
avec comme uniques singularités éventuelles des points doubles ordinaires. De
telles courbes apparaissent naturellement au bord de la compactification de Deligne-
Mumford Mg de ’espace des modules grossier des courbes projectives lisses sur
k de genre g {voir [2]).

On appelle disque formel (resp. couronne formelle d’épaisseur e € Nyo) sur 12

, — o R[[Ty, T3]
le R-schéma D := Spec R[[T]] (resp. C, := Spec T.T, — )
de la fibre générique de D (resp. C.) ¢'identifient aux points du disque ouvert
{1y € K*|ug(Ty) > 0} (resp. de la couronne ouverte {1y € K*0 < vg(Tp) < e}),
modulo 'action de G .

Soit X une courbe sur R, de fibre générique Xy lisse et géométriquement
connexe, et de fibre spéciale X}, semi-stable. Si z est un point fermé de Xj, le
R-schéma Spec O X,z (o0 O x,z désigne le complété de 'anneau local Ox,;) est un
disque formel si z est un point lisse et une couronne formelle si z est un point
double. Dans ce dernier cas, I’épaisseur ¢ de la couronne formelle est appelée
épaisseur du point double dans X. On associe naturellement & la courbe X un
graphe métrique T'x : Les sommets de 'y sont les composantes irréductibles de
la fibre spéciale X, et les arétes de I'y correspondent aux points doubles. La
longueur d’une aréte est alors 1’épaisseur du point double correspondant dans X.

Dans [6], B.Green et M. Matignon ont étudié les automorphismes d’ordre p
du disque formel. Un tel automorphisme ¢ posséde un nombre fini de points fixes
dans la fibre générique géométrique de D, qu’on supposers rationnels sur K et
en nombre supérieur ou égal & 2. Il existe alors un unique modele semi-stable
minimal M(Dg, o) de Dk = D Xgpec g Spec K qui déploie les spécialisations des
points fixes en des points lisses et distincts. La fibre spéciale de ce modéle est un
arbre de droites projectives, se croisant en des points doubles ordinaires sur k,

). Les points fermés
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relié & la transformée stricte £, du point générique de la fibre spéciale de D. On
lui associe comme ci-dessus un arbre métrique I'}, orienté & partir du sommet
correspondant & F.,, qu'on appellera racine de 'arbre. On montre alors que les
points fixes se spécialisent dans les bouts. Par ailleurs, étant donné un point fixe
Zy de o, I'action de o sur 1’espace tangent est donnée par la multiplication par
une racine primitive p-iéme de 'unité ("o 1, olt hy est un élément non nul de F,
qu’'on appelle donnée de Hurwitz en Z;. Le résultat principal de [6] peut alors
s'énoncer ainsi:

THEOREME 0.1, (B. Green, M. Matignon)

Notons, pour toute aréte positive a de I':, m(a) + 1 le nombre de points fires
de o qui se spécialisent aprés a.

St 5 est un bout de I}, correspondant ¢ la droite projective E,, soit I, 'en-
semble des points fires de o qui se spécialisent sur E;, oy 'unique aréte po-
sitive de sommet terminal s. Il existe alors une fraction rationnelle non nulle
Us € k(E;), unique d la multiplication d’une puissance p-iéme prés, tel que le
dwiseur de la forme différentielle w, 1= ;3 , qui est uniquement déterminée, soit

8

égal a

(m(ace) = 1)[oo] = Y lsp(2)],

TCF;

ot co est le point de E; correspondant 4 Uaréte a., el sp(z) est la spécialisation
du point fite x € Fy sur Ey. De plus, le résidu de w; en sp(xz) est égal & la donnée
de Hurwitz de o en z.

St s est un sommel de 1'%, correspondant 4 une droite projective F,, qui n’est
pas un bout de 17, il existe une fraction rationnelle non nulle t, € k(E,), unique d
l'addition d’une puissance p-iéme preés, tel que le diviseur de la forme différentielle

w, 1= di,, qui est uniquement déterminée, soit égal @
(m(ae) = )foo] = Y (mla) + 1)L,
acart(s)

ou oo est le point de E; correspondant ¢ Uaréte a., et t, est le point de E,
correspondant o l'aréte a pour toute aréte positive a d’origine s.

Le résultat principal de ce travail est la réciproque a ce théoréme. Pour
I'énoncer de fagon concise, on est conduit & dégager une notion combinatoire
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appelée arbre de Hurwitz. Cette notion est adaptée aussi bien & 'étude des auto-
morphismes d’ordre p des disques formels que ceux des couronnes formelles. Elle
sera présentée au chapitre 5.

Nous abordons également dans ce travail certaines questions de relevement ga-
loisien sur les courbes. Plus précisément, soit C' une courbe algébrique projective
et semi-stable sur k; on se donne également un sous-groupe fini G de Auty(C),
agissant librement sur un ouvert dense. Nous considérons le probléme de P'exis-
tence d’un relévement de (C, G) en un couple (C, &), ol C est un K-schéma propre
et plat, normal, de fibre générique lisse sur K, de fibre spéciale C, muni d’une
action de @ prolongeant celle sur C. Lorsque C' est lisse, B. Green et M. Matignon
ont démontré que le probléme admet une solution sur R = W (k)| 5/1] dans le cas
ol les groupes d’inertie de (C, G) sont cycliques, de p-exposant inférieur ou égal
4 2 (voir [5] théoréme III 1.3) ; toujours dans le cas lisse, une conjecture de Oort
dit qu'un tel relévement existe pour un R convenable si G est cyclique (voir [12]
et [13]). Dans [16], M. Saidi montre que si le revétement de courbes semi-stables
C — C/G est modérément ramifi¢, un relevement existe si et seulement si le
revétement est kummérien ; dans ce cas, on peut prendre R = W (k). Dans cette
direction, nous montrons dans le chapitre 4 le théoréme de reléevement:

THEOREME 0.2.

On suppose que les groupes d'inertie de (C,G) sont cycliques, de p-erposant
inférieur ou égal d 2, et que l'action de G sur C' est kummérienne. Quille ¢
faire une extension finie de K, il existe un R-schéma C normal, propre, plat, de
fibre spéciale C, de fibre générique lisse et géométriquement connexe sur K, muni

d’une action de G relevant celle sur C.

Le premier chapitre est consacré A des rappels succints sur les courbes semi-
stables: Nous rappelons la définition d’une courbe stable, son application & la
compactification de ’espace des modules grossier des courbes lisses de genre g
(que nous n'utiliserons pas dans la suite) ; nous introduisons les déformations
verselles des points d’une courbe semi-stable et enfin nous donnons un énoncé .
relatif au quotient d'une telle courbe par un groupe fini d’automorphismes.

Le deuxiéme chapitre introduit la couronne formelle sur B et ses propriétés
géométriques. On y donne un certain nombre de définitions utiles pour son étude,
ainsi que quelques résultats élémentaires concernant ses automorphismes.

Le troisieme chapitre expose quelques techniques de recollement formel, ins-
pirées des travaux de D. Harbater et de K. Stevenson ([8] et {9]). Dans ce travail,
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ces techniques sont appliquées & des questions de relevement galoisien dans le
chapitre 4 et également lors de la construction d’automorphismes d’ordre p d'un
disque ou d’une couronne formelle aux chapitres 5 et 6. Pour ce qui concerne le
probleme du relévement galoisien, le résultat essentiel de ce chapitre est le prin-
cipe local-global (Théoréme 4.1), qui montre comment un tel probléme (sur des
courbes) peut se traiter par voie locale. Plug précisément, si un relévement {C, G)
existe, et si x est un point de ramification du morphisme quotient ¢ — C/G, on
obtient une action du sous-groupe d’inertie G; de GG en z sur la fibre formelle de
C en z, c’est-a-dire sur le spectre de ’annean local complété de C en z, qui est
un disque formel si z est un point lisse de C' et une couronne formelle st z est un
point double ordinaire de C. Inversement, le principe local-global montre qu’il
suffit de construire, pour tout z point de ramification de ¢ — C/@, une action
de G sur le disque formel (resp. une couronne formelle) si  est lisse sur C' (resp.
est un point double de C) relevant laction de G, sur Spec Og, pour construire
un relévement de (C, G).

Dans le quatrieme chapitre, nous présentons une premiére construction simple
d’automorphismes d’ordre une puissance de p d’une couronne formelle & partir
d’automorphismes de disques formels. Ceci nous permet de relever un automor-
phisme d’ordre p ou p? d’un point double ordinaire sur k& en un automorphisme
d'une couronne formelle, en se ramenant 3 ’étude analogue pour les points lisses
(voir [5]). En application, nous démontrons le théoréme de relévement cité plus
haut.

Dans le cinquiéme chapitre, on commence par rappeler certains résultats
concernant la réduction des p,-torseurs sur une courbe algébrique sur K. Ces
résultats constituent I'ingrédient essentiel de la preuve du théoréme 0.1. On définit
ensuite la notion d’arbre de Hurwitz. Soit I" un arbre fini, connexe. Une donnée
de Hurwitz A sur I est un systéme H := (K, 7o, dg, €, m, h) oli:

— K est une extension finie du corps des fractions K de 'anneau de valuation

discréte Ry := W (k)[(], ot ¢ est une racine primitive p-iéme de 1’unité.

— rp est un sommet de I, pris comme origine de 'orientation de T.

— dp est un entier divisible par p — 1, vérifiant 0 < dy < vk (p).

— ¢ est une application de ’ensemble des arétes de [ dans N telle que pour

toute aréte a on ait €(a) = €(@). En particulier, ¢ définit une métrique sur
le graphe obtenu en retirant les arétes a telles que e(a) = 0.

— m est une application de I'ensemble des arétes de I dans Z.
— h est une application de ’ensemble des arétes de I' dans Z/pZ.
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On demande que ces données satisfassent un certain nombre de conditions, que
nous ne précisons pas ici. Un couple (I', H) constitué d'un arbre I' et d’'une donnée
de Hurwitz sur I' est appelé arbre de Hurwitz. Un automorphisme d'ordre p
d’un disque formel sur R définit canoniquement un arbre de Hurwitz (T, H,):
L’arbre I'; est obtenu & partir de I’arbre "2 défini plus haut en ajoutant une aréte
positive a, pour chaque point fixe z de ¢, dont le sommet origine est le sommet
correspondant & la composante de M(Dg, o) sur laquelle se spécialise z. Le corps
K est le corps des fractions de R, le sommet ry correspond a 'adhérence n de
la, transformée stricte du point générique de la fibre spéciale du disque formel
dans M(Dg,a); Uentier dy cst la valuation de la différente de I'extension de
corps valués (K, vy) /(K”, vy ), o0t K est le corps des fractions de R[[T]], et vy
est la valuation de XC correspondant au diviseur 7 de M(Dg,o); Papplication e
restreinte & I* est la métrique de cet arbre, et on étend cette application par 0
sur les arétes correspondant aux points fixes; les applications m et & sont définies
quant & elles par l'intermédiaire des différentielles données par le théoréme 0.1.
Nous ne préciserons pas plus ici et invitons le lecteur & aller voir ce chapitre pour
plus de détails. On montre alors le théoréme de réalisation :

THEOREME 0.3.

Soit (T, H) un arbre de Hurwitz, avec H = (K,ro,dy,¢,m, k), en notant R
Uanneau de valuation de K, (T, H) provient d’un R-automorphisme d’ordre p de
R[[Z]] si et seulement si il vérifie les conditions DIi] ci-dessous (1 <4< 3):
DI1] La racine ry est de valence 1.

DI2] Toute aréte a aboutissant & un sommet mazimal vérifiee(a) = 0 et m(a) = 0.

D3] Soit s un sommet de valence supérieure ou égale d 3.
Si s est multiplicatif, il existe une fraction rationnelle @, dans k(P') et une in-

7 .
jection js de ar(s) dans P'(k) telles que le résidu de w, := - * en j,(a) soit égal
8

¢ hia) et que

div(ws) = — Z (m(a) + 1)[js(a}].

acar(s)
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Si s est additif, il existe une fraction rationnelle G, dans k(P') et une injection
Js de ar(s) dans P'(k) telles que, pour w, := diis, on ait

div(wy) = = > (m(a) + 1)[js(a))-

aEar(s)

Nous donnons par ailleurs un critére suffisant, mais non nécessaire, pour as-
surer 'existence de formes différentielles w, vérifiant D[3].

Le sixitme chapitre traite des automorphismes d’ordre p des couronnes for-
melles, ne permutant pas les bords de la couronne. On définit également 1’arbre de
Hurwitz associé & un tel automorphisme, et on montre un théoréme de réalisation
également dans ce cadre. Enfin, on donne un résultat concernant 1’arbre de Hur-
witz d'un automorphisme d’ordre p d’une couronne formelle avec conducteurs
aux bords plus petits que p.
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Notations

Dans toute la suite, R désignera un anneau de valuation discréte complet, de
corps des fractions K (le plus souvent de caractéristique nulle), de corps résiduel
k, supposé algébriquement clos et de caractéristique p > 0; 7 désignera une
uniformisante de R, et K® sera une cloture algébrique fixée de K.

Si M est un R-module, on notera M le k-espace vectoriel M ®g k.

Si A est une R-algtbre, Ax (resp. A) désignera A®p K (resp. A®gk), et pour
un idéal premier p de A, on notera fip = AQ le complété de A, pour la topologie
p-adique.

Si X est un R-schéma, on notera X}, := X Xgpe g Spec k sa fibre spéciale et
Xk = X Xspec g Opec K sa fibre générique.

Si 71,...,T, sont des indéterminées, on notera R{Ti,..., T} la R-algébre
des séries restreintes, c’est & dire la sous-R-algtbre de R[[T1,...,7,]] formée des
séries

Z Ay, Lyt T telles que lim Ay, =0

it tp =400
(Ul,...,b’n)ENﬂ

On désignera par R[[T]|{T*} la R-algtbre des séries de Laurent f := }_ 5 a,1",
3 coefficients dans R, avec lim,_,_s a, = 0. C’est un anneau de valuation discréte
complet, d’uniformisante 7 et de corps résiduel &((t)).

Si (A, 9M) est une R-algebre locale compleéte, z appartient a 91, et m est un
entier premier a p, on désignera par (1 + x)% = 1+ e + ... la valeur de la

série du bindéme en z.
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CHAPITRE 1

Généralités sur les courbes semi-stables

1. Définitions

Soit S un schéma, une S-courbe semi-stable est un S-schéma X plat, dont les
fibres géométriques sont connexes, réduites, de dimension 1, avec pour uniques
singularités éventuelles des points doubles ordinaires.

De plus, on dit que X est une courbe stable sur S si elle est propre et de
présentation finie, semi-stable, et si toute composante irréductible rationnelle
d’une fibre géométrique de X — § rencontre les autres composantes en au moins
trois points. Une courbe stable X — S est en particulier localement d’intersection
complete donc admet un faisceau dualisant wx/g, qui est relativement ample. En
fait, w® X/ ¢ est relativement trés ample.

2. Espace des modules grossiers des courbes stables

L'intérét de la notion de courbe stable est qu’elle conduit & une compactifica-

tion naturelle M de 'espace des modules grossier M, des courbes lisses de genre

g > 2 sur Z. On construit tout d’abord un sous-schéma fermé H, de Hlle5g( 25,

oll Py(n) := (6n —1)(g — 1), qui représente le foncteur qui a un schema S associe
r ensemble des clesses d’isomorphismes de courbes stables f : X — S munies d'un
isomorphisme P(f,w% X/ s) — ]P‘59 =6, Le schéma M sera alors obtenu en prenant le
quotient géométrique de H, par PGL(5g — 6). On montre que c’est un schéma
projectif sur Spec Z.

3. Théoréme de réduction semi-stable

Le théoréme ci-dessous est plus ou moins équivalent & la propreté de mg. Plus
exactement, il énonce le critére valuatif de propreté pour le champ algébrique des
courbes stables de genre g.

THEOREME 3.1.

Soit X une courbe algébrique sur K propre, lisse et géométriquement conneze,
de genre supérieur ou égal & 2. II existe une extension finie K' de K et une courbe
algébrique stable sur le normalisé R' de R dans K' dont la fibre générique s’iden-
taﬁe a .XK X Spec K S’pec K’
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4. Déformation des points lisses et doubles

Soit C la catégorie dont les objets sont les W{k)-algébres locales noethériennes
complétes de corps résiduel %, et les morphismes les homomorphismes de W{k)-
algébres. Si H une k-algébre locale noethérienne compléte et A un objet de C,
une déformation de & A est la donnée d’un couple (H, ) ou H est une A-
algébre locale, compléte, plate sur A et ¢ un k-isomorphisme de H ®4 & sur H.
Si (Hi,¢1) et (Ha, o) sont deux déformations de H 3 A, un isomorphisme de
(Ha, 1) sur (Ha, o) est la donnée d’un A-isomorphisme ® de H; sur Hs tel que
w20 (®®4 k) = 1. On note Défy : C — Ens le foncteur qui & un objet A de C
associe l'ensemble des classes d’isomorphisme de déformations de H & A.

4.1. Déformation des points lisses.

PROPOSITION 4.1. La déformation triviale & W(k) du foncteur Défy,y est
verselle. Autrement dit, si A est un objet de C et (H,p) une déformation de
k[[z]] & A, il existe un isomorphisme de déformations

(A[[Z]], AllZ]} ®a k = &[=]]) = (H, ).

PREUVE. Si (#, ) est une déformation de k[[z]] & A, il existe Z; dans H
relevant z. Soit ® 'homomorphisme de A[[Z]] sur H qui envoie Z sur Z;; comme -
®® 4 k est un isomorphisme et H et A[|Z]] sont complets, ® est surjectif. De plus,
si N est le noyau de @, la platitude de H sur A entraine que N = M4 N, ott M4
est 1'idéal maximal de A. Le lemme de Nakayama montre alors que N = 0 et ®
est donc un isomorphisme. O

4.2, Déformation des points doubles.

WHIX Y, T k9] .
de a W{R|T
du foncteur Défk[([m,%,]] est verselle. Autrement dit, si A est un objet de C et (H, p)
zy
k([z, y]]
(zy)

tel que H soit isomorphe d

ProprosITION 4.2. La déformation

a A, il existe un homomorphisme v : W(k)[|T]] — A

A%, Y]]
(XY — (1))

une déformation de
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PREUVE. Soit {(#, ¢) une déformation de @) a A;si X (resp. V) est un

relevement de z (resp. y) dans H et si f appartient & 9%, H, on voit aisément par
récurrence sur 7 qu’on peut écrire f =ag + Y., 4(@X” + 0, Y") mod M H
avec, pour tout entier v, a, dans U,

Soit Xg (resp. ¥p) un relévement de z (resp. y) dans H. Comme XpYy ap-
partient & 9M4H, on peut éerire XoYy = ag(0) + X ,0(au(0) XY + a_,{0)Y])
mod ML H avec, pour tout entier v, a, dans My En posant X, = X —
Ssola—u{0)¥y et Y1 =Yg =350 (0)X§ 7, on obtient que X1 Y; —ag(0) ap-
partient & 94 H. Par récurrence, on construit ainsi une suite (ap(n), Xy, ¥y) avec
ap(n) € ML, X, reldve z, ¥, releve y, et telle que pour tout entier n, Xp41 = Xy
mod MAHIH, Yy = Y, mod MEMH et X, Y, — 30, , ao(¢) appartienne &
M H. En posant X = limy, 400 Xp, ¥ :=Hmy o ¥ et @ 1= > nen Go{n), on

. o . AlIX,Y .

trouve XY = a. On obtient ainsi un homomorphisme @ de (—)g-/—;—l]j sur ‘H qui
_ —a

se réduit modulo 9,4 en un isomorphisme. On conclut comme pour le cas des

points lisses que ® est un isomorphisme. L’homomorphisme cherché u envoie T'

sur a. O

kl[z, yli

5. Action d’un groupe fini sur une courbe semi-stable
Rappelons sans démonstration la proposition 4.2 de [11]:

PRrROPOSITION 5.1, Soit X — S une courbe semi-stable projective sur un
schéma S normal, intégre, excellent. On suppose que G est un sous-groupe fini
de Auts X, alors le quotient X/G existe et c’est une courbe semi-stable sur 5. Le
morphisme X — X/G est fini et envoie le liev lisse de X — § dans celui de
X/G—S.
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CHAPITRE 2

La couronne formelle d’épaisseur e

Soient X un corps discrétement valué complet, d’anneau de valuation R, et
K*® une clture algébrique de K. On notera 7 une uniformisante de R, et & son
corps résiduel, qu’on supposera algébriquement clos et de caractéristique p > 0.
Le but de ce chapitre est de rassembler quelques notions et résultats utiles dans
I’étude des automorphismes de la couronne formelle d’épaisseur e sur R, ol e est
un entier strictement positif. Commencons par rappeler la

DE&FINITION 0.2. On appelle couronne formelle d’épaisseur e le R-schéma
R[[Z1, Zs]]

C, := Spec ——.
P (2&2& —'WB)

1. Premiéres propriétés et définitions

R[[Z 1, ZQ]]

LZIZE —'We)
intdgre, noethérien et de dimension 2. Un élément f de A, s’écrit de maniére
unique comme une série de Laurent & coefficients dans

(x) =) @l +) a7

v>0 v>0

L’anneau A, = est local complet, d’idéal maximal (7, Z1, Z5),

Cette remarque conduit & la

DEFINITION 1.1. On appelle coordonnée de Laurent sur la couronne formelle
e 12 e : .
d’épaisseur e un élément de A, tel que 7 appartienne a A4, et, pour tout f dans

A,, il existe une unique famille {a, ).z telle que
7Te

= zv _ (=)

I a’U+Z(aU +a (Z))

>0
T _ Rz, 2N
Autrement dit, si 2’ := Z,ona..Ae-a 27 — 7o)

DEFINITION 1.2. On appellera bord de la couronne formelle le point générique
d’une composante irréductible de la fibre spéciale de C.. Une couronne formelle
posside done deux bords. Si Z est une coordonnée de Laurent sur C., alors I'idéal
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e
premier pz := (m, EZ—) de A, est un bord de C,. On dira que pz est le bord
correspondant & 7.

Si 7 est un bord, Panneau local O, , est un anneau de valuation discréte,
d’uniformisante . On notera v, la valuation correspondante du corps des frac-
tions K, de A, qui prolonge vx. Le corps résiduel de (K., v,) est un corps de séries
de Laurent en une variable sur &, qu’on notera k((n)). Si Z est une coordonnée de
Laurent avec i = pz, on notera également vz = v, ; on a alors k((n)) = k((2)), ol
z =7 mod 7. On vérific que si f appartient & A, f = ag + 3,5 (2, 2" + a—, (%)),
alors

vy(f) = lg’gél('vg(ay) + e max(0; —v)).

On remarquera que le complété de O, , s'identifie & R[[Z]]{Z}.

Le corps résiduel £((n)) de (K., v,) est muni d’une valuation discréte ord,,
normalisée de fagon & ce qu’une uniformisante de &({n)) ait pour valuation 1. Si
/ est non nul dans K., f sécrit de manidre unique f = 7% ), avec fy dans
Oc,»- On note alors ord,(f) := ord,(fy), olt fy est 'image résiduelle de f; dans
k((n)). Si Z est une coordonnée de Laurent correspondant au bord 5, on vérifie
que pour f =ag+ Y., 0(@ 2" + a_u(T)"),

ordz(f) := ord,(f) = min{v € Z|vg(a,) + e max(0; —v) = vz(f)}

I’application wz : K, = Z x Z U {co}, qui & f non nul associe (v,{f), ord,(f))
est une valuation de rang 2, de corps résiduel k, en munissant Z x Z de 'ordre
lexicographique.

2. Théoréme de préparation de Weierstrass et conséquences

Soit d un entier strictement positif. Rappelons qu'un polynéme de degré d
d

Z c;T* & coefficients dans R est dit distingué s’il est unitaire et si 7 divise ¢

=0

pour 0 < ¢ < d. On dispose alors d’un énoncé de type préparation de Weierstrass:
LEMME 2.1.

Sotent Z une coordonnée de Laurent de C,, 7' = ’TZ—E, et f € A, non inversible,

avec vz (f) = 0, (en particulier, ordz{(f) > 0); il existe alors un polynéme

distingué P a coefficients dans R et un inversible U de A, tels que:

Zordza(f)f — ,n—”Z(f)P(Z)U
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De plus, le degré de P est alors ordg(f) + ordz: (f).

Par manque de référence adéquate dans la littérature, nous en donnons ci-
dessous une preuve, trés technique, qui consiste & se ramener au théoréme de
préparation de Weierstrass pour le disque formel. Le lecteur pourra sans in-
convénient la laisser de coté dans un premier temps (ou définitivement s’il est
trés confiant).

PREUVE. Posons vy := ordz(f), on définit les endomorphismes de A R-
linéaires w, ¢, pr>?, pr<f par:

w3 bZ8 Y b, FY) =Y by Z”

v20 v>0 ¥>0
W(Z b, 2" + Zb,VZ”’) — Zbyzu + 2 b, 7"
v20 v>0 v=0 d<pr<y
20N 8,20+ Y by Z”) =Y b7
¥>0 v>{0 >0

pr<l i=id s, - pr?
Remarquons que, pour tout g € A., ¢ = ¢(g)+Z""w(g). Montrons qu'il existe

g € A, tel que w(gf) = 1. Pour f dans A, w(gf) = wige(f)) + w(Z2™qw(f))-
Or, st h € A, w(Z™h) = pr=(k). Il suit:

Vg e A, wigf) = qu(f) +wlge(f)) — pr°(qu(f)).

Soit # : A, — A, l'opérateur w o —% — pr>?, Pélément w(f) étant inversible

dans A,, trouver ¢ tel que w(gf) = 1 revient & trouver W := qw(f) tel que
(id4, + 0)(W) = 1. Par définition de v, (f) € (7, Z), donc DU‘%AE c (m Z).
Posons § 1= wo%%. On a #(1) = 6(1). Comme pr>%ow = 0, il suit par récurrence
sur n que Vn € N #7(1) = §"(1). Ecrivons ﬁ(Jf% = mfi+ Zf3, w(Z fa) est divisible
par ¢ dans A,. Donc 6(1) € wA,. Par récurrence sur n € N, 67(1) = §*(1) €
™ A,. Posons alors W := Y, ,(=1)"0°*(1). On a (idy, + 8)(W) = L. Soit ¢ ==
Ww(f)~L. On a alors w(gf) = 1. En regardant le coefficient de Z"° dans ¢f, on
en déduit aisément que g est inversible. Done, f = ¢ 'h, ol les coefficients de 2 Y
pour » > v dans h sont tous nuls, L.e. Z*°h € R[[Z]]. Le théoréme de préparation

de Weierstrass dans R[[Z]] permet donc d’ ecrlre Z¥h = 7" Puy, avec r € N, u;
inversible et P un polyndme distingué. Si U := ¢~ 'uq, ona 20 f = 7" PU. Comme
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P est unitaire en Z, on a vz(P) = 0. Donc vz(f) = r. De plus, le degré de P
vaut:
deg(P) = ordz(P) = ordz(f) + v = ordz(f) + ordz(f).
]

COROLLAIRE 2.2. L’anneau A, ®g K est principal. De plus, en choisissant
une coordonnée de Lourent Z sur la couronne formelle C, d’épaisseur ¢ sur R,
les points fermés de la fibre générique de la couronne formelle C, d’épaisseur e
s’identifient auz points de la couronne ouverte sur K°®

C.:={a € K0 < vg(a) < e},
modulo action de Gal(K*/K).

D<\k(Z) <e

LEMME 2.3.

Soit (2],25) un couple d’éléments de A, := k{21 2]

(leg
une uniformisante de la branche z; = 0 (resp. z; = 0). Il existe alors des coor-
données de Laurent Z] et Zy sur C, telles que Z] mod 7 = 2}, Z) mod 7 = 2}
et Z{Zh =w, ot w € R, vg(w) = e.

, tel que 2} (resp. z) soit

PREUVE. Comme 2| est une uniformisante de la branche z; = 0, on peut
éerive 21 = ap21(1+ 3,50 aw2)). De méme, 25 = fyze(1+ 3., Bo25). Relevons
ay, et 3, en a,,b, dans R. Posons w = aphym® et

Z=a0Z(1+ > a2+ 5,257

v>0 v>0



3. AUTOMORPHISMES DE 4. SUR R 21

Alors, Z! est une coordonnée de Laurent, et si Z; := 2, alors
1

pi=boZe(l+ > 0, ZY) (14> b7y

v>0 v>0
Enfin, il est clair que Z; mod m = z; pour ¢ = 1, 2. O

3. Automorphismes de A, sur R

Soient Z une coordonnée de Laurent sur C,, correspondant au bord 7, et
n' I'autre bord de C,, un R-automorphisme o de C, est déterminé par la série
oZ. De plus, soit ¢ permute les bords, auquel cas ¢Z est une coordonnée de
Laurent relative au bord %/, soit o laisse fixe 1 et 7', auquel cas ¢Z est une
coordonnée de Laurent relative au bord n. Dans la suite, on va s'intéresser & des
R-automorphismes d’ordre fini de C,. Dans le cas d’'une action modérée, on a le
résultat élémentaire:

PRrROPOSITION 3.1.
Soit o un automorphisme d’ordre n premier & p de C,, ne permutant pas les bords,
tel que o induit un automorphisme d’ordre n des deus composantes irréductibles
de Cor. Alors, il existe une coordonnée de Laurent Z et une racine primitive
n-i¢me 6 de DVunité dans R tels que 0(Z) = 8Z, et donc o(Z') = 67'Z' pour
Zh= zrj

Z

REMARQUE 3.2. Lorsqu'il existe des parameétres z et 2’ sur les deux branches
de la fibre spéciale de la couronne formelle C, tels que ’action induite sur A, soit
donnée par 5(z) = Oz, et 5(2') = #712', olt 0 est une racine primitive n-itme de
I'unité dans k, (n,p) = 1, on dit que 'action est kummérienne.

PREUVE.
On peut éerire 0(Z;) = sZ1(1+ Y, o(a,Z7 +a_,Z5)). Alors, il existe une unique
racine primitive n-iéme € de 1'unité dans R tel que s = # mod 7. Posons Z =
Zi4+0"1a(Z4) + -+ 0~ HemH(Z)). 1L suit que o(7) = 6Z. 1l reste & voir que
Z
7 est une coordonnée de Laurent. Or, 7 = n mod (m, Z1, Z,), donc A est un

1 1
inversible de A4,.

La R-algébre A, posstde des involutions naturelles permutant les bords, &
savoir les involutions o, (@ inversible de R} définies par 0,(Z1) = aZs. Le résultat
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suivant nous dit que réciproquement, toute involution permutant les bords est
conjuguée dans Autp.A4. & un o, pour a convenable:

Prorosirion 3.3.
Pour toute involution o de la couronne formelle C, permutant les bords, il existe
une coordonnée de Laurent Z sur C, et un élément w de R de valuation e, tels
que

PREUVE.

Soit ¢ une telle involution. On peut écrire, modulo 7, o{2;) = 2u, ol u est
un inversible de A,. Donc, quitte & changer d’uniformisante z,, on peut supposer
que o(z} = 29 (et donc que o(z;) = 21).

On écrit a présent o(Z1) = Z3(> 00 @ 2]+ 00 0-pZ43). Onaalors vy (a,) > 1
pour tout v non nul. On peut donc écrire o(Z;) = Z,(1 + 7V)~*. En appliquant
o & cette égalité, on trouve o(Z,) = Z,(1+na(V)). Or, comme o(Z,)a (%) = 7°,
on en déduit que V' est invariant par o.

Soit W un inversible de A,. Posons Z := Z;W. On cherche W et w tels que
o(Z) = %. On doit donc résoudre I'équation m*Wa(W) = w(l + 7V). On va
trouver W et w par approximations successives:

Posons W) := 1 et ag = 1. On construit par récurrence des suites (W,,) ¢ AT
et (o) € BN vérifiant pour tout entier n:

Wy =W, mod 7\ apiq = o, mod 7™ et

(Wao(W,) — an(1+7V)) € 7™ AC.

On suppose donc construits Wy,..., W, et ag,...,a,. Remarquons déja que
W, = 1 mod 7. Notons W,a(W,,) 1= a,(1 + 7V) + 7"y, ol g est invariant
par o dans A.. Il existe alors f dans A, et b € R tels que g = b+ f +of
mod 7. (En effet, modulo 7, § = ap + 3, @2l + 3., o aw2b ; Pinvariance de
g par ¢ entraine que ¢, = «_, pour tout v entier. Relevons o, en a, dans R
et posons f 1= ) . qa.Z7, b= ag, on a alors la relation attendue). Si on pose
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W1 = W, — 7" f et a1 = o + 7710, on trouve:

Wn+1U(Wn+1) =

(Wﬂ _ ﬂ_n+1f) (O’(Wn) _ 7Tn+10’f)

Woo (W) — 7" W f — 7 a(W,) f + 7t fo f
Woo(W,) — a"lof — 7" f mod %2
on(1+7V)+ 7" g — f —0f) mod z"*?
ap(1-+7V) + 7"+ mod 7"+

{1+ 7V) mod 7™

Si on pose maintenant W := limy,_, .o, Wy, et w 1= 7°lim,_, 1o 0, alors

m*Wo(W) = w(l + 7V) et-donc o{Z) = —.

w
Z
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CHAPITRE 3

Techniques de recollement formel

Soit K un corps discretement valué complet, de corps résiduel & algébriquement
clos, et 2 son anneau de valuation ; considérons une R-courbe formelle semi-stable
X, si z est un point fermé de la fibre spéciale A, := X xgk, X peut alors étre vue
comme recollement de la fibre formelle de = et de I'ouvert &'\ {z}. Les données
du recollement sont inscrites dans une suite exacte de R-modules (2.1). Cette
remarque est le point de départ d’une technique de construction de relévements
sur R de revétements de courbes semi-stables sur & (4.1).

1. Un lemme d’algébre topologique

Le lemme suivant sera utilisé constamment dans la suite. On fixe une uniformi-
sante m de R. Par un R-module M complet pour la topologie m-adique, nous
sous-entendrons ici un module séparé et complet. On rappelle que pour tout
R-module M, on désigne par M le k-espace vectoriel M ®p k.

LEMME 1.1.
(i) Soit My LN M; un homomorphisme de R-modules, on suppose My complet
et My séparé pour la topologie m-adique.

Si Uhomomorphisme de k-espaces vectoriels My % Wy est surjectif, alors ¢
est surjectif.
(i) Sous les mémes hypothéses, si de plus My est plat sur R et @ est un isomor-
phisme de k-espaces vectoriels, alors ¢ est un isomorphisme de R-modules.
(11i) Soient u : M, — My et v: My — M3 des homomorphismes de R-modules
tels que vou = 0, on suppose My et My complets, et My séparé pour la topologie
m-adique. On demande également que les modules My et Mz soient plats sur R,
c’est-a-dire sans torsion. _ ~

Si la suite de k-espaces vectoriels 0 — My — My — Mz — 0 est ezacte,
il en est de méme de la suite de R-modules 0 —» My — M, -2 My — 0.

PREUVE,
(i) Soit B € M. Comme ¢ est surjectif, il existe ap dans M, tel que ¢{ay) =
B—mf, ot B € M. On construit alors par récurrence deux suites ¢y, et 3, telles
que QS(O&R) B — Wﬂn+1 Sia:= +0% ", ¢( ) 3.

(ii) Soit N le noyau de ¢. Comme N est fermé dans M, il est complet, et en
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particulier séparé. De la suite exacte 0 — N — M, —¢—> My — 0 et de la
platitude de M, sur R, on déduit la suite exacte:

0—N =M -5, —0
Il suit de I’hypothése que N = mN, et donc N =[] "N = 0.
(iii) L’exactitude & droite résulte de (i). Pour finir, on applique (ii) & ’homo-
morphisme ¢ : M; — ker(v). (Remarquons que ker{v) est plat sur R car sans
torsion). O

2. Une suite exacte de recollement

Soit X un R-schéma formel affine, de dimension 1, topologiquement de type
fini, normal, plat sur R. On suppose que la fibre spéciale X de X est semi-stable.
Soient z un point fermé de X, et A’ = X \ {z}. On distinguera les trois cas
suivants:
cas (a): x est un point lisse de X et X est irréductible. Le diagramme [D,] ci-
dessous est commutatif: (Les morphismes i, A’ et ¢ sont les homomorphismes de
localisation-complétion.)

P, xt P N

o) O(X)

LT

O(X)yy <2 OX)fy) —= (O )l

(m

cas {bl): z est un point double ordinaire de X, et X est irréductible. Le dia-
gramme [D;] ci-dessous est commutatif: (Les morphismes h, A’ et ¢ sont les
homomorphismes de localisation-complétion.)

Px x! fx.x

OX") O(X) Ox

S E
~ L4 A 2
O(X) 5 -, O(X) iy — (Oxz)n x (Oxa)p,
cas {b2): z est un point double ordinaire de X, et X est formé de deux compo-
santes irréductibles passant par z, correspondant aux deux idéaux premiers ou-

verts minimaux p; et pp de O(X). Le diagramme [DZ] ci-dessous est commutatif:
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(Les morphismes h, A’ et ¢ sont les homomorphismes de localisation-complétion.)

raX,w

o) O(X) Ox

hfl h ld)
O(X)), x O(X')}, <5— O(X), x O(X), —2= (B0}, x (Ol

Px,xt

PROPOSITION 2.1. Soient X une courbe formelle affine, plate et topologique-
ment de type fini sur R, x un point fermé de X et X':= X\ {z}.
(a) Si x est un point lisse de la fibre spéciale de X, quitte a4 restreindre X, la
suite ci-dessous est exacte:

0 — O(X) 25 O(X") x Oxy = (Oxg)ly — 0

ot les homomorphz’smes A et 8 sont définis par A(f) = (px,x(f): Px([f)) €t
(', 9) = op o h(f) — dlg).
(b) Si z est un point double ordinaire de la fibre spéciale de X, quitte d restreindre
X, la suite ci-dessous est exvacte:

0 — O(X) 2 OX) x Ony —5 (Oa) % (Oa)h, — 0
ot les homomorphismes A et 8 sonl encore définis comme ci-dessus.

REMARQUE 2.2. Cette suite exacte apparait dans les travaux d’Harbater et
Stevenson ([9] section 1) dans le contexte d’égale caractéristique, pour des courbes
3 singularités quelconques.

PREUVE.
11 résulte de la commutativité des diagrammes [D,] dans le cas (a), [Dj] ou [D}]
dans le cas (b), que # o A = 0. On va donc pouvoir appliquer le lemme 1.1(iii).
Regardons maintenant comment se présente la situation modulo 7.
(a) On commence par traiter le cas ol la fibre spéciale X de A& est la droite affine
sur k. La suite ci-dessous est exacte

0 — k[t] 2 kft, ¢ x K[[t] = k((#)) — 0

Dans le cas général, quitte & restreindre X, on peut supposer qu’il existe un
morphisme étale f : X — Spec k[t] tel que f~1(p) = {z}, ol p est 'idéal premier
() de k[t]. Or, X Xspec k) Spec kt, t1] = f7(Spec k[t,¢7']) = X \ {z} = X',
d’oit O(X) @4y kt, 1Y) = O(X’). De plus, O(X) @y k[[2] ~ Ox.s, et
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O(X) @i k(1) ~ (e, X,m)f\w)- Un morphisme étale étant plat, la suite ci-dessous
est exacte:

0 — O(X) 25 O x O, 5 (O, o)y = 0

On applique alors le lemme 1.1(iii} pour obtenir la suite exacte annoncée.
(b) On part de la suite exacte

k[t1, 0] A, k[[tl, fal] -
(t1t2) (at2)

On en déduit le résultat comme précédemment si X est étale au-dessus de Spec ([fllt’tﬁ],

avec un unique point double au-dessus de p := (¢1,%2). Dans le cas général, quitte

a restreindre X, on peut supposer qu'il existe des morphismes étales Z % X et

Z 4, Spec (tl—’t"sl, avec g surjectif et g 1(z) = f~1(p) = {z}, ol z est 'unique

point double de Z. Or, la suite ci dessous est exacte:

0— O(Z) — O(Z\{2}) x Oz, —» (Oz,2)5 % ((’A)Z,z);;‘g —50

DAG plusa O(.’\Z \ {z}) = O(X \ {m})A ®C9(X) O(Z)J C;jz,:z = éX,m ®O(X) O(Z) et
(OZ”")QE X (OZ,z)% = (((Z’);“,,),71 (Oxz)p,) ®oixy O(Z). On déduit de la fidele
platitude de g que la suite ci-dessous est exacte:

Pour conclure, il suffit d’appliquer le lemme 1.1iii). |

0 —» k[t t71] % K[tg, t51] x — k(1)) x k((t2)) — 0

EXEMPLE 2.3.
Si X est le disque unité fermé standard, c¢’est-a-dire X = Spf R{T'}, et z := (=, T,
la suite exacte (a) donne

0 —s R{T} = R{T,T7"} x R[[T]] = R[TI{T"'} — 0.

EXEMPLE 2.4.

. . < RrR{1, T
Si A est la couronne fermée standard d’épaisseur e, ¢’est-a-dire X’ = Spf M—

(ThTy — me)’
et z := (7, T1,T2), la suite exacte (b) donne

R, To) A [[Tl, Tz]] s,
(M- e) (T )
oud(f,g,h) = (f —h,g—h) (avec les identlﬁcatlons évidentes en termes de série
de Laurent).

0— R{T1, T7 "} R{Ty, Ty '} x RITATT I R[LBI{T ' = 0 -
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3. Lemmes de recollement

Les lemmes qui suivent seront fondamentaux dans la construction donnée au
chapitre 5 d’automorphismes du disque formel & partir d’'un arbre de Hurwitz.
L’idée est de construire un homomorphisme surjectif semblable & 1’homomor-
phisme € de la suite exacte de recollement 2.1. Alors, dans certains cas particu-
liers, comme par exemple dans les lemmes qui suivent, il est aisé de reconnaitre le
noyau de 8, en regardant ce qui se passe en réduction. Nous donnons une preuve
compléte dans le premier cas, pour illustrer la simplicité de la méthode. Nous
laissons au lecteur le soin de vérifier le deuxiéme lemme.

LEMME 3.1. On se donne des éléments ay,...,a, de R distincts deur ¢ deuz
modulo w. On note, pour i de 1 a v, a; (resp. 3;) Uinjection canonique de la
R-algébre R{Z,(Z — a;) ‘hej<r (vesp. R[Xi]]) dans R[[Z ~ ai]l{(Z — ai)™'}
(resp. R][X)){X;'}). On se donne également des isomorphismes de R-algébres
i s RIXIH{X; ') = R[Z - ai]l{(Z — a:) 7'}
‘_ Si 0 est ’homomorphisme de R-module de R{Z,(Z—a;) "  hi<j<r X[ [1 <icr RIXi]
| dans [],cic, BI[Z — ail)l{(Z — @)™} défini par o
g(fO)flﬁ ey f?‘) = (al(fﬂ) - 1/)1 o ﬁl(fl)ﬂ s }ar(fﬂ) - 1)[)'." Oﬁ?‘(fr)):

| pour fy dans R{Z,(Z —a;) ' hcj<r €t fi dans R[[X;]] pour 1 <4 <r, alors 0 est
i surjective et son noyau N est une R-algébre de séries entieres restreinies en une
variable (autrement dit de la forme R{Zy}).

PREUVE. On voit immédiatement que N est une sous-R-algebre de R{Z, (7 —
a;) Y h<jer X [icicr RIXi]]. On posera z := Z mod met, pouride 1 ar, z; :=
X,; mod 7. De "homomorphisme de R-modules #, on obtient un homomorphisme
de k-espace vectoriel
G:=00rk: klz, (2 - 8;) hajer x [] Kllmll = J] &),
1<i<r 1<i<r
l Comme 9);(a;(z;)) est une uniformisante de k((z—a;)), quitte & changer le pa-
rametre X;, on peut supposer que ;(@;(xi)) = 2—a;. On voit alors immeédiatement
que 0 est surjectif et son noyau est égal & &[z]. Il suit alors que 6 est surjectil, et
on obtient donc la suite exacte:
0o N = R{Z,(Z-a;)) " hejorx [] RIXI = [] BlZ-all{{(Z-a)"} 0

1<i<r 1<i<r
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Alors, N ®p k s’identifie au noyau k[2] de @ car [], ;. RI[Z — a]){(Z — a;)~*}
est plat sur R. Relevons z en un élément Z; de N, on a alors N = R{Z,}. 0O

On démontre de maniére identique le lemme:
LEMME 3.2, Soient e une entier strictement positif, 3 Uinjection canonique de

% dans R[[Z:){Z5 '}, a Vinjection canonique de R{Z} dans R[[Z ']]{Z}
142 —

et ¥ wn isomorphisme de R-algébres de R[[Z5]|{Z;'} sur R|[Z7V{Z}. Si 0
désigne 'homomorphisme de R-modules
R([%,, Z]|
(Z122 —— ’ﬂ’e)
défini par 0(f, g) := a(f) — ¥ o S(g), alors B est surjectif, et son noyau N est une
algebre de séries entiéres en une variable, & coefficients dans R (autrement dit de
la forme R[[Z]]).

0: R{Z} x — R[[Z7'{2}

4. Principe local-global pour les revétements de courbes formelles

Soit f: Y — X un morphisme séparable fini entres courbes algébriques
sur k, connexes, affines, réduites. Soient z un point fermé de X et X’ Vouvert
complémentaire du point z. On suppose X' lisse sur k, f étale an-dessus de X'
et 'image réciproque de x réduite & un point fermé y. On se placera dans l'une
des deux situations suivantes:

(A) z (resp. y) est un point lisse de X (resp. Y).
Soient ¢ (resp. z) une uniformisante de X (resp. Y) en z (resp. y). On suppose

Ovy = Kll2]] = &[[t]][21/(P(2))
olt P est un polynéme d'Eisenstein séparable de k[[¢]].
(B) z (resp. ¥) est un point double ordinaire de X (resp. Y,

kl[t1, ta]] _ k[[z1, z]] _ @X,m[zlazz]
(t1t2) (2122) (P(21),Q(22), 2122)
oll P (resp. @) est un polyndme d’Eisenstein séparable de k[t,]] (resp. k[[t2]]).

@X,z = et @y,y
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THEOREME 4.1. (Principe local-global.)

On conserve les hypothése et notations du peragraphe précédent. Soit X un
schéma formel affine normal, plat et topologiquement de type fini sur R, de fibre
spéciale X. On note X' l'ouvert de X' correspondant & X'. La restriction de f au-
dessus de X' s’étend de maniére unique (& isomorphisme prés) en un revétement
étale f': Y — X.

On se donne une @X,m—algébre A finie, normale, R-plate et un diagramme
commutatif o lignes exactes:

0 TA A Oy, 0
0—>= 70y, — Ox, Oxa 0

(i) Il existe alors un revétement fini f : YV —> X relevant f tel que Y est normal,
fix = [ et [ induit Ueztension C’A);gm — A.

(ii) Si de plus f est galoisien de groupe de Galois G, et si A est munie d’une action
de G de sorte que A = Oh et que ’homomorphisme de R-algébres A — Oy,y
soit G-équivariant, le revétement f: Y —= X est galoisien, de groupe de Galois
G, relevant l'action surY .

PREUVE. On commence par traiter le cas (A):
(i) La R-algébre (Ox,q)(y ost isomorphe & R[[T]{T~ 1}, C'est donc un anneau de

valuation discréte complet. Comme A Ra, ., (O,Y m)(w) est fini sur (Op: m)(ﬂ-), il est
semi-local complet. On a de plus le diagramme commutatif:

A®o,, (Ox.) ™% Fr(Oy,) = k((2))

T

(Ora)fyy —225 Fr(Oxq) = k(1)

Il suit que A4 ®p, (O, m)’(",,r est local complet, noethérien, d’idéal maximal
engendré par 7. C'est donc un anneau de valuation discréte complet. Soit P
un polynéme unitaire de (Oy, o) [X] relevant P € k((#))[X]. L’anneau local

A®s,, (O, =)(yy ¢tant hensélien, la racine 2 de P dans k((z)) se reléve en une
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racine Z de P dans A ® Ox ). L’homomorphisme de (Ox )0 -algébres
Ox.z W/ () ()

(P(X))
qui envoie X sur Z est un isomorphisme: Il nous suffit d’appliquer le lemme

1.1(ii), car c’est vrai au niveau résiduel par hypothése.
L'anneau O(V')@o(x) (Ox,s){y est fini sur (Oxq)(y, done semi-local complet.

O') ®ox (@x,z)f\w} N
(7)

2 A ®@x,w (@X@)?ﬂ)

= oY)
= O
= k(=)
L’anneau O()") @o(x (@X,x)f\ﬂ) est donc en fait local complet, noethérien, d’idéal

maximal engendré par m. C’est donc un anneau de valuation discréte complet.
Comme ci-dessus, on en déduit ['isomorphisme de (Ox,m)?w)—algébres

@ T Ayr X w )
L{% — O(Y') o) (Ox)im)

qui envoie X sur Z', ot Z' est une racine de P dans O(Y')®oy Xr)(é;g’m)f\w} relevant
2.
Soit g := uow™'. (est un isomorphisme de (@X,m)’("ﬁ)—algébres:

~ M ~
O') ®owy (Oxe)imy = A®g, , (Ox)iny-
Notons 6 ’homomorphisme de O(X}-modules défini ci-dessous:

OWV)xA 5 48s, (Ox)ly
(K,9) +—puhel)—g®1

Remarquons que 6 est surjectif d’aprés le lemme 1.1(i). On voil aisément que
son noyau A est une sous-O(X)-algébre de O()') x A. Comme A4 = O(Y) est

fini sur O(X) = O(X), le lemme (i) dit que A est fini sur O(X). En particu-
lier, A est topologiquement de type fini sur R. En vertu du lemme 1.1(iii), les
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homomorphismes canoniques ci-dessous sont des isomorphismes.
A®O(A’} O(X’) =~ O(y’) et A@o(,ﬁg) @;}_"m ~ A

Le revétement f: Y := Spf A — X convient.

(ii) Pour le cas galoisien, remarquons tout d’abord que A’ est muni canonique-
ment d’une action de G relevant I’action sur X’. On en déduit une action de & sur
O(Y') ®ox) (@X,m)’("w). 11 suffit de voir que 'isomorphisme 4 donné ci-dessus est
équivariant. Comme T est égal & I'identité de k((z)), il est G-équivariant. Ainsi,
sio € G, u(o(Z)) =o(u(Z) mod x. Comme tous deux sont des racines de P,
ils sont égaux, ce qui achéve la preuve de (ii).

Placons nous & présent dans le cas (B): On remarque que, pour ¢ = 1,2,
(Ox,)h. est isomorphe & l'algébre R[[L])){T '}, Clest done un anneau de va-
luation discréte complet. L’anneau A @, (@x,m)gi est fini sur (@X,m)%, donc
semi-local complet. On a de plus les diagrammes commutatifs pour ¢ = 1, 2:

Ag,, (Oxa)h =5k((2))

i

| |

(O )t —22" k((t:))

On en déduit comme dans le cas A un isomorphisme de (@le);\i -algébres pour
i=1,2:

O(y’) Bo(x) (@X’w)gi = A ®@X,z (@X’m);\i

Notons # I'homomorphisme O()’) x A 23 A R, . (Oxa)h x A8, (@%m)fa\z
de A-modules défini par: :

(W, g))=(m{f ®1) —g® L, mk®1)—g®l)

On finit comme pour le cas A en considérant A := ker@. Le revétement f :
Y = Spf A —> X convient. Le cas galoisien se traite comme dans le cas (A), en
montrant que py et pg sont automatiquement équivariants. O

REMARQUE 4.2. Le cas (A) est traité par des méthodes rigides par B.Green et
M. Matignon dans [5] (III 1.1). Toujours dans ce cas, une preuve cohomologique
a 6té donnée par J. Bertin et A. Mézard ([1]).
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ProrosiTIiON 4.3.
Soient o une involution de Y, X = Y/{0o), y un point double de Y fize par o,
au-dessus du point . On suppose que o permute les deux points génériques de
Spec (’A)y,y, x est alors régulier. De plus, on peut trouver zy, 2z, t = 21 + 2y tels

A A kllz, =
ue O = H[1], O, = 202
Soit X un schéma formel affine normal, plat et topologiquement de type fini sur R,
de fibre spéciale X. Il existe alors un revétement 2-cyclique Y de X' prolongeant

Y - X.

et o(z1) = z3.

PREUVE. Remarquons tout d’abord que l'on dispose d’un relévement local
équivariant évident (avec e un entier strictement positif)

R[[Z1,Z2]] mod m_ k[z1,22]]
(Z123—7) (z122)
P v
mod ©
R[[T)] —— k[[t]]

avec Y(T) = Z1 + Zy, et 0(Z,) = Zs, 0(Z,) = Z1.

On note X’ 'ouvert de X' correspondant & X’. Comme ci-dessus, la restriction
de f au-dessus de X' s’étend de maniére unique (& isomorphisme prés) en un
revétement étale f': ) — A", galoisien de groupe (o).

L’anneaun O(y’)®o(;yf)(@,t',m)&,) est fini sur (@X,m)?ﬁ), donc semi-local complet.

Comme de plus O() ®opr) (O )y = O) Q0w k() = k(1)) X k((2)),
O') ®oa (@x,x)e,r) est le produit A; x Ay de deux anneaux locaux. En fait,
A; est une R-algebre qui est un anneau de valuation discréte complet, d'unifor-
misante 7, de corps résiduel k((2;)), pour i = 1, 2. Il suit que A; est isomorphe 2
R[[Z]){Z;'}. On notera u I'isomorphisme équivariant de O(Y") ® o) (Ox,2)m
sur R[[Z1]]{Z; '} x R[Z:)l{Z5"'} qui envoie un relévement Z! de z sur Z; et
o(Z;) (qui est un relévement de z3) sur Z, . Notons # 'homomorphisme

) x 7772 s RIZN T < Rz, )
défini par 8(g, h) = u(g® 1) — (d1(h), p2{h)), ou ¢; désigne 'injection canonique
R[[Z1, Zy]
(leg — ﬂe)
la R-algébre ker 6. d

— R[[Z;]|{Z;'}. Comme précédemment, on conclut en considérant
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CHAPITRE 4

Construction d’automorphismes de couronnes formelles

Soit K un corps discrétement valué complet de caractéristique nulle, de corps
résiduel & algébriquement clos de caractéristique p > 0; on note R son anneau de
valuation, qu’on suppose fini sur ’anneau des vecteurs de Witt W (k). Le chapitre
précédent montre que pour construire un relévement formel sur B d’une courbe
semi-stable sur & avec action d’un groupe fini, on doit construire un relévement
local pour la fibre formelle d’un point fermé y fixe sous l'action du groupe. Une
telle fibre formelle est un disque formel si ¥ est un point lisse et une couronne
formelle si y est un point double. Le cas des disques formels a été traité dans [5].
Ici, on montre que le cas des couronnes formelles s’en déduit, au moyen d’une
construction géométrique trés simple.

1. Existence d’automorphismes d’ordre p" de couronnes formelles

LEMME 1.1. Notons Ky le corps des fractions de W (k). On suppose l'exten-
sion K /Ky galoisienne. Soient r un entier supérieur & 1 et & un automorphisme
d’ordre p" de k[[z]]. Sil existe un automorphisme d’ordre p” de R[[Z]] fizant O et
relevant ¢, alors pour toute racine primitive p’-iéme de ["unité C(tr) dans K9, 4l

eziste un automorphisme o d’ordre p* de R[[Z]|, fizant O et relevant o, tel que

do I
@(0) = C(r)-

PREUVE. Le groupe de Galois Gal(K%9/Kj) agit sur l'ensemble des automor-
phismes ¢ d’ordre p” de R[[Z]] fixant 0 par I'action sur les coefficients de la série
o(Z). De plus, si 7 € Gal(K*9/Ky), on a o™ = &. Comme Gal(K™/K;) permute
transitivement les racines primitives p™-itmes de 'unité, on en déduit le résultat
annonce. O

LEMME 1.2. Soit ¢ un R-automorphisme d’ordre p" de R[[Z]], fizant 0. I
eziste p dans K, avec vg(p) > 0, une racine primitive p"-iéme de ['unité CfT) et
un paramétre Z' du disque fermé vy (w) > vk (p) tels que a(Z') = {(, 24",

PREUVE. Notons B := R[[Z]], A := R|[[Z]]° = R{[T]]. L'extension de corps
FrB/FrA est donnée, d’aprés la théorie de Kummer, par une équation VP =,
ot u € A, u#0. Sion restreint le disque & un sous-disque fermé (de parametre

Zy = =) centré en 0, on aura R{Z,}" = R{Tp} pour un Ty convenable (par
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exemple la norme de Zp). Si la valuation de p est suffisamment grande, 0 est le seul
point de ramification, on peut alors supposer que u s’écrit « = TO"(1+EV>0 a,TY),
avec vi(a,) > 0 pour tout » > 0 et (h,p) = 1. En utilisant Bezout, on peut
supposer h = 1, et finalement, quitte & changer le parametre Tp, que v = Tp.
Mais (Rig% est intégralement clos et contenu dans R{Z;}, donc finalement,

R{Zy} = %ﬂ—% et Z':=Y est un parameétre de R{Zp} qui convient. O

REMARQUE 1.3. La preuve ci-dessus montre que si 7 = 1 et si ¢ posséde un
unique point fixe, I’automorphisme ¢ est linéarisable sur R[[Z]], on retrouve ainsi
la, proposition 6.2.1 de [6]. C’est une question ouverte de savoir si, pour 7 > 1,
le résultat est encore vrai: La remarque 6.2.2 de [6] semble erronée. Toutefois, si
0¥ posséde un unique point fixe, alors o est encore lindarisable sur R[[Z]].

ProrosrTion 1.4.

(i) Pour tout entier r > 1, quitte & faire une extension finie de K, il existe un

entier e > 1 et un automorphisme d’ordre p” de C, qui induit un automorphisme
d’ordre p" de chague branche de C, .
k[, 2]

(2122)

du point double, qui induit un automorphisme d’ordre p* (1 < r < 2) de chaque

branche, alors, quitte & faire une extension finie de K, il existe un entiere > 1 et
kl[z1, 2]

(2122)

(i) 8% & est un automorphisme de Spec ————==, ne permutant pas les branches

un R-automorphisme o d’ordre p™ de C, qui induit & sur C., = Spec

PREUVE.

Soit 7 > 1, on fixe une racine primitive p"-ieme de l'unité {,y dans K g On
considere deux E-automorphismes oy et oy d’ordre p” de D fixant 0, on supposera
les points de £, (resp. F,,) rationnels sur K. Pour ¢ = 1, 2, il existe un unique

h; inversible dans (Z/p"Z) tel que ZZ( 0) = Q(’;‘;l. D’apres le lemme qui précede,
il existe un parametre W; d’un sous-disque fermé D) := {w € Dl|vx(w) > e}
de D := Dy centré en 0 tel que o;(W;) = C(}:‘;IW@. En utilisant le lemme 1.1, on
peut supposer que h; = —hs (noter que &, ne change pas). On construit alors un

automorphisme d’une couronne formelle de la fagon suivante:
R{W:, Ws}

(W1W2 — 71'60)
w1 —1
défini par og(W;) = g(’j;) Wi, og(Ws) = C(':?) W,. Notons, pour ¢ = 1,2, j

Soit eg un entier positif ou nul, notons gy l'automorphisme de
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I'inclusion (};—E[if]-]_{‘:f—% = R{X;, X'} = R{W, W'} (ol X; s'¢crit X; =
- — : : R[[Z:)1{X:}

W, 1 1 A i —1 . = —_— .
N1 + mg;) dans R{X;, X; ' }). On munit, pour i = 1,2, (ZX, — %) (resp
R{WI)WQ}

m), d’une structure de R[Z/p"Z|-module par L. f; := ol f; (resp. I.fo :=

clfy) pour I € Z/p"Z. On définit alors un morphisme
RIAMNX) | RIZ)(G) R, W)
(Z1X1 — 7rel) (ZQXQ — 7|-€2) (W1W2 — ?TeO)

de R[Z/p"7)-modules par 0(f1, f2, fo) = (71(/1) — fo, j2(f2) — fo). On obtient ainsi
une structure de R[Z/p"Z]-module sur le noyau de 0, qui s’identifie au K-module
(212} — meotertes) (z122)
et donc par le lemme 1.1 (ii) du chapitre 3, on montre que ker f est isomorphe
3 A, avec € = ey + €1 + ez). On en déduit un automorphisme d’ordre p” d’une
couronne formelle d’épaisseur e qui induit &.

8 — R{Wy, W'} x R{Wy, W, '}

. (En cffet, on vérifie aisément que ker # est égal &

3

L assertion (i) résulte alors de [5], théorémes II 4.1 et 5.5. L'assertion (i)
résulte quant & elle de [6] I, paragraphe 3.3.3. 0

COROLLAIRE 1.5.
On considére des entiers a et n, avec 1 < a < 2 et (n,p) = 1. Soit & un auto-

kllz, 2 . .
morphisme d’ordre p°n de H—lgﬂ , ne permutant pas les branches, indutsant

(2122)

un automorphisme d’ordre p*n de chaque branche. On suppose de plus que 7"
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agit de maniére kummérienne (voir chapitre 2, 3.2). Alors, quitte & faire une
extension finie de K, & se reléve en un automorphisme d’ordre p°n de C., pour
un entier e > 1 convenable.

PREUVE.

Comme 5 agit de maniére kummeérienne, quitte & changer de paramétres,
on peut supposer 67" (z1) = 0z et 3" (z) = # 'z, ol 0 est une racine primi-
kl[z1, 2]]

formé des éléments
(z122)

tive n-iéme de l'unité dans R. Le sous-anneau de

k X1, Tg . . .
fixes sous &7 est alors M, ou z; = z'. L’automorphisme &" induit un

(z122)
kl[z1, %]

T1To

R[[Xlﬂ XQ”
(X1X2 — ﬂ-en)
(quitte A faire une extension finie de K'). Ecrivons

T(Xy) = X1 (1+7b+ Y (@ XY +a_,X5)).

automorphisme 7 d’ordre p® de . Cet automorphisme se reléve alors en

un automorphisme 7 d’ordre p® de , pour un entier e convenable

v>0
YA
Considérons la R-algébre M, ol Z; reléve z; pour ¢ = 1, 2. En identifiant
(leg — ?Te)
Rl X7, X R||z1, Z.
X, =27, (—XI[[X——;—_—W% est un sous-anneau de (Z%,f:-;]—j) Posons
#H2) = Z(l+ab+ Y (0,27 +a_,Z;™))7,

v>0
7 prolonge alors 7 et est d’ordre p®. De plus 7 commute avec 'automorphisme u
d’ordre n défini par u{Z;) = 67;. Par suite, le groupe engendré par ¥ et u est
cyclique d’ordre pn, et un générateur convenable reléve 4. O

2. Application au relévement galoisien

On considére une courbe algébrique Y sur &, propre, connexe, semi-stable,
muni d’un sous-groupe fini G de Aut,Y, opérant librement sur un ocuvert dense.
Soit y un point double de Y, de stabilisateur G, cyclique. Le sous-groupe H, de
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G, formé des automorphismes ne permutant pas les branches analytiques du point
double ¥ et d’ordre premier & p est muni de deux caractéres Xy,1, Xy,2 : Hy — k*
correspondant & l'action de H, sur l’espace tangent en y. Suivant [16], on dira
que Paction de G sur Y est kummérienne si, pour tout point double y de Y,
de stabilisateur cyclique, on a Xy 1Xxy2 = 1. Cette définition coincide avec la
précédente (chapitre 2, 3.2) lorsque G est cyclique d’ordre premier & p.

THEOREME 2.1. On suppose que les groupes d’inertie de (Y, G) sont cycliques,
de p-ezposant inférieur ou égal & 2, et que Uaction de G sur' Y est kummérienne.
Quitte & faire une extension finte de K, il existe un R-schéma Y normal, propre,
plat, de fibre spéciale Y, de fibre générique lisse et géométriquement connere sur
K, muni d’une action de G relevant celle sur'Y.

PREUVE. Soit X := Y/G le quotient de ¥ par . C’est encore une courbe
semi-stable (voir [L1] prop. 4.2). Soient z1,..., 7, € X les points de branchement
de f: Y — X. On choisit un point y; au-dessus de z;, 1 <1 < s, et on
note I; son sous-groupe d’inertie, qui est par hypothése cyclique d’ordre p®n;,
ott ¢; € {0,1,2} et n; est premier & p. Pour 1 < ¢ < 5, on note U; un voisinage
affine de z; inclus dans la réunion des composantes irréductibles passant par z;,

et V; = f—l(Ui). On notera également Uy Pouvert dense X \ {z1,...,z,} et

Vo= Tgl(Uo). On sappose que y; est un point lisse (resp. double) pour 1 <7 <7
(resp. i > 7) (cette hypothese ne dépend pas du choix de Yi)-

On fixe un générateur o; de I;, pour i < s. Si i > r, le sous-groupe 17 des
automorphismes de (’A)y,yi ne permutant pas les branches du point double est
d’indice au plus 2 dans I;. On suppose que I7 = I; pour 7 <1 < g et que I? est
d’indice 2 dans I; si ¢ > g. Dans ce dernier cas, on peut supposer que o? engendre
I?.

Si i < 7, il existe un morphisme surjectif R[[Z]] — Oy, (de noyau engendré
par ) tel que o; se releve en un automorphisme d’ordre pn; de R[[Z J](voir [3]).

Sir < i< g, daprds le corollaire 1.5, quitte & faire une extension finie de

R[[Z,, Zs]] A

K, il existe un entier e; et un morphisme surjectif ( — Oy, (de

212 — 7Te")
noyau engendré par 7) tel que o; se releve en un automorphisme d’ordre pin; de
R[[Z1, Z»j]
(leg — 71"65) .
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Comme ci-dessus, quitte & faire une extension finie de K, o2 se reléve en un
R Zl: ZQ ~ pf“ni
(—H — OY,yu d’ordre T

On suppose désormais tous ces choix effectués, (en particulier, R assez gros
pour obtenir les relévements locaux ci-dessus). Il existe un R-schéma A" propre et
plat, normal, de fibre générique lisse sur K, de fibre spéciale X, dont I'épaisseur
au point z; est pe; si r < i < g. On notera X le R-schéma formel complété de X
le long de sa fibre spéciale, et If; I'ouvert de X correspondant 3 U,.

Il existe un morphisme étale U] - U; (qu’on peut supposer surjectif, quitte
a restreindre U;) tel que le morphisme V! — U/ obtenu par changement de base
a partir de V; — U; soit décomposé, ie V] = Indf,W; , olt W/ est la composante
connexe de V; contenant 'unique point au-dessus de y;. Si 1 < ¢, en utilisant
les relevements locaux choisis et le théoréme 4.1 du chapitre 3, on construit
un relévement W, — U de ﬂW; compatible avec l'action de ;. Pour ¢ > g,
la proposition 4.3 du chapitre 3 nous permet d’effectuer un dévissage pour se
ramener au cas ou f; = [;. On utilise alors & nouveau la proposition 4.1 pour
construire un relevement W; — U! pour i > g.

Posons alors V} := IndZW]. Clest un relévement de f};, compatible avec I'ac-
tion de G\ Un argument de descente étale (voir [4] lemme 3.6) permet alors de
construire un relevement V; — U, galoisien de groupe G, de V; — U;. L'uni-
cité du reléevement du lieu étale nous permet de recoller ces relévements en un

automorphisme de

relevement 4 X de f, galoisien de groupe G. Comme f est propre, le théoréme
d’algébrisation des faisceaux cohérents ([7] corollaire 5.1.6) permet de construire
une Oy-algébre cohérente A dont le complété s’identifie & la O z-algébre cohérente
Oy Posons alors ) := Spec A. L'action du groupe G sur Y se reléve de maniére
unique en une action de G sur V. Le couple (Y, G) convient. O
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CHAPITRE 5

Arbres de Hurwitz et disques formels

Dans tout ce chapitre, R sera un anneau de valuation discréte complet, de
corps des fractions K de caractéristique nulle, de corps résiduel & algébriquement
clos de caractéristique p > 0; on notera vk la valuation de K, normalisée par
vg(m) = 1, ol 7 est une uniformisante fixée de R. On supposera que [t contient
une racine primitive p-ieme ¢ de 'unité, et on posera A = { — 1; on a alors
vr () = (p — Dok (A).

1. Réduction des pu,-torseurs

1.1. Les schémas en groupes G™ et H,.

On rappelle ici la définition de certains schémas en groupes qui interviennent
dans la réduction des p,-torseurs. Pour plus d’informations concernant ces schémas
en groupes et leurs applications & la déformation d’Artin-Schreier & Kummer, on

]

renvoie 4 [14]. Pour tout entier n strictement positif, on note G (") .= Spec R|z,

7z 4 1
le schéma en groupes affine sur R dont la structure est donnée ci-dessous:
— comultiplication :
1
T — Rz, ——— Rz, ———
Blz, 7T”£E+1] [= 7r“:c+1]®R [z w”:c—l—l]
z —zrzRl+1l®@zr+1"z@2
— colnverse:
1 1
R bl R El
= W”ZE-I—].] z ?T'”‘IE-I-].]
T
m —_—
mrr 4 1
— coldentité
1
R —+ R
["'B7 ﬂnx + 1]
z =0

La fibre spéciale de G g’identifie canoniquement au groupe additif G, sur
k: par aillleurs, la fibre générique est isomorphe au groupe multiplicatif G, sur
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K : Plus précisément, on définit un homomorphisme de schémas en groupes o,
de G dans Gy, par '’homomorphisme de R-algébres de Hopf:

—
e+ 1
(TR |

Rlu,u™] — Rz,

On a alors la suite exacte pour la topologie fopf :
(1) 06" ™ Gpr — jnGmp, — 0

ot R, := R/(7™) et j, est I'immersion fermée de Spec R, dans Spec R. (voir
[14]). On voit alors que o, @ K est un isomorphisme.

(m"z+1)P -1
: T

on définit alors un homomorphisme de R-schémas en groupes ¢,, de G dans
G () par:

est & coeflicients dans R;

Pour 0 < n < wg(A), le polyndme

1 1
y o T —+ R )
Rly meﬂ] [ )
(n"z +1)F -1
Yy —
e

L’homomorphisme ¢,, est une isogénie de degré p, on note H, le noyau de ¢,
et on obtient la suite exacte pour la topologie fppf :

(2) 0— H, - ¢ 2= gl g

Le schéma en groupes H, est fini et plat sur B, de degré p. Sa fibre générique
est isomorphe au groupe y, k. Si 0 < n < vx(A), sa fibre spéciale est le groupe
radiciel oy ; si n = vk (A), sa fibre spéciale est un groupe étale isomorphe & Z/pZ.

1.2. Torseurs fppf sous H,.

Soit n un entier strictement positif, X un R-schéma, on déduit de la suite
exacte (1) la suite exacte

HY(X,G,) = H'(Xp,Gn) — HYX, 6™ - HY(X,Gy,) = PicX
ou X, := X Xgpee g Spec Ry,,. En particulier, on a le

LEMME 1.1. §i PicX = 0 et si HY(X,G,,) + HYX,,G,,) est surjective,
HY(X,6M) = 0. En particulier, si X = Spec A, avec A une R-algébre factorielle
et compléte pour la topologie m-adique, H(X,G™) = 0.



1. REDUCTION DES p,-TORSEURS 43

Soit X un R-schéma, si 0 < n < vg()), on déduit de la suite exacte (2) la
suite exacte

HO(X,G™) — H(X,G%™) — HY (X, H,) —» HY(X,6™)

COROLLAIRE 1.2. Si0 < n < vg()), PicX = 0 et 5i HY(X,Gr) = H*(Xy,Gn)
est surjective, H'(X,Hy) = HY(X,G0™)/HO(X,G™). En particulier, si X =
Spec A, avec A une R-algébre factorielle et compléte pour lo topologie m-adique,

HY(X, H,) = GP(4) /G (4).

REMARQUE 1.3. On peut concrétement reécrire le corollaire de la maniére
suivante: On considére une R-algtbre A factorielle et compléte pour la topologie
m-adique, un torseur sous H, au-dessus de Spec A est alors de la forme Spec B,

avec
oo A
T (wthwd1)P—1 ’
hfad —u

ol u appartient & A. Deux éléments u; et up de A définissent le méme torseur s'il
existe v dans A tel que

e+ 1% -1
uy = uy(7"v + 1) + (——W%*.
1.3. Torseurs fppf sous .

On a la suite exacte de schémas en groupes commutatifs, pour la topologie

fonf:
p— P
1= iy = G =5 Gy — L.
On en déduit, le

LeMME 1.4.
Soit X un R-schéma, si PicX = 0, HY(X, p,) = H(X,Gn)/H(X,Gn)?. En
particulier, si X = Spec A, avec A une R-algébre factorielle,

HI(X’ ftp) = G (A)/ G (A).

REMARQUE 1.5. Comme ci-dessus, on peut reformuler concrétement le lemme
de la maniere suivante: On considére une R-algebre A factorielle, un torseur sous
tp an-dessus de Spec A est alors de la forme Spec B, avec

_ Al
(P —w)
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ou u est une unité de 4, unique & la multiplication prés d’une puissance p-iéme
d’une unité de A.

1.4. Réduction des torseurs de Kummer de degré p.

PROPOSITION 1.6,

Soit X := Spec A un schéma affine plat sur R, dont les fibres sont intégres
et de dimension 1; on suppose que A est une R-algébre factorielle et compléte
pour la topologie p-adique. Sott Y — X un pp-torseur étale non trivial, donné
par une équation yP = f, ou f est inversible dans Ay, et Y le normalisé de X
dans Yy ; on suppose que la fibre spéciale de Y est intégre. Soit 1 (resp. 1) le
point générique de la fibre spéciale de X (resp. Y ). Les anneauz locauz Ox,; et
Oy sont alors des anneauz de valuation discrété d’uniformisante w. Notons §
la valuation de la différente de Oy,y /Ox,. On distingue alors trois cas suivant
la valeur de 6.

Réduction multiplicative: § = vk (p)

Si6 = vg(p), Y est un py, g-torseur pour la topologie fppf, donc Y = Spec B,
Afy]
(y? — u)

puissance p-iéme d’une unité de A prés.
Réduction additive (resp. étale): 0 < § < vx(p) (resp. § = 0)

510 <0 <wvg(p), onad =vg(p)—n{p—1), ot n est un entier tel que
0 <n <wvr(h), et Y est un torseur sous H, pour la topologic fopf, donc est
donné par Y = Spec B,

avec B = , 0t u est une unité de A, unique & lo multiplication d’une

Alw]
B .=
n 1 _1 H
((ﬂ' w;n)p _ u)
A
ou u est un élément de A. De plus, si B est isomorphe d o ] , alors
mrwtl)P—1 o
npn
n 1% -1
il existe v dans A tel que v’ = u(n™v + 1)? + (™ +pn) :
T

PREUVE.

Notons YV := Spec B, ot B est une A-algébre finie, normale. On peut écrire
f = 7" fy, ol 7 est un entier, fy appartient & A et n’est pas divisible par 7; on
peut en outre supposer 0 < 7 < p. Supposons 7 > 0, alors comme y appartient &
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B, et B est réduit, y = 7%y, avec ¥’ dans B et s > 0. Mais alors, fo = 7SPTy'P,
donc fy appartient & 78, Comme 20 est entier sur A, en considérant un polynome
T

unitaire de degré d qui 'annulle, on voit que f¢ est nul. Comme A est intégre,
fo est nul, i.e. fy appartient & 74, ce qui contredit sa définition. Ainsi, r = 0 et
donc f appartient & A, f # 0. En fait, comme 7 est irréductible dans A et f est
inversible dans Ag, f est inversible dans A. .
Aly

On suppose tout d’abord que f n’est pas une puissance p-iéme, alors W
y —

est intégralement clos, contenu dans B et de méme corps des fractions, ainsi il
est égal & B. On a alors § = vk (p) et Spec B est un torseur sous fi,.

On suppose & présent que f est une puissance p-iéme modulo 7. Il existe donc
un g dans A, nécessairement inversible, tel que f = ¢ mod =. Remplacant f par
g P, on peut alors supposer que f = 14 7%y, ol hy appartient & A et hg # 0.
Si on avait rg > pug (), alors 1+ 7™ A serait une puissance p-ieme dans A et
le torseur Yx — Xx serait trivial. Ainsi ro < pug(A). Si 1y = pug(}), ¥ est un
torseur (étale) sous H,, (x). Sinon, on écrit la division euclidienne r, = pgo + S,
0 < 59 < p. En posant y := 7%y, + 1, on obtient

(quy(} + 1)? -1

= 7% ho.
P40

Supposons sy > 0, on a alors yp = 7y}, avec yp dans B. De la relation

1+ 7Ry = (1 + 7%t1y})P, on tire alors la contradiction hg = 0. Ainsi, 1o = pgo,
avec gy < vi(A). Si kg n’est pas une puissance p-iéme, on a fini. Sinon, on peut
réappliquer le méme processus et on tombe aprés un nombre fini d’étapes sur une
équation y? = 1 + #P"h, avec ou bien n = vg(A) et on a une réduction étale, ou
bien n < vg(A), b n’est pas une puissance p-iéme et on a un torseur sous H,,
donc radiciel en réduction. d

EXEMPLE 1.7. Soit A := R{T,(T — 1) ' h<icr, X = Spec A vérifie les
conditions de la proposition précédente. Un pp-torseur au-dessus de sa fibre
générique se prolonge donc en un torseur SOus fip (on dira qu'on a réduction
multiplicative) ou sous H, (on dira qu'on a réduction additive si n < vx(A) et
étale si n = vk (A)).
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Le corollaire suivant est essentiel pour la construction d’automorphismes d’ordre
p du disque formel & partir d’un arbre de Hurwitz. Il permet en effet d’écrire ex-
plicitement, sur un parameétre convenable, 'action d’un tel automorphisme au
bord du disque.

COROLLAIRE 1.8. Soit A .= R[IT||{T~'}, B une A-algébre finie de degré p,
plate sur R el G un groupe p-cyclique d’automorphismes de B ; on suppose que A
s’identifie @ B®, et que B est un corps, extension purement inséparable de degré
p de A = k((t)). L'anneau B est alors un anncau de valuation discréte complet
d’uniformisante m, de corps résiduel de la forme k((2)); st Z reléve z dans B,

B = R[[Z]|{Z'}. Soit § la valuation de la différente de B sur A.

(A) §i 6 = vi(p), Spec B — Spec A est un fppf-torseur sous u,, ‘et ainst il

A
eriste une unité u dans A tel que B = ypi' De plus, u est unique ¢ la
— U

multiplication d’une puissance p-iéme prés d'une unité de A. En particulier, la
aa ) L .

forme différentielle w := — est uniguement déterminée. De plus, le résidu h de
U

w appartient o Fy,.

Notons ¢ l'unique isomorphisme de G sur Z/pZ tel que pour o € G, on ait
oy = (y on a alors deuz cas:
a) Si le résidu h de w est non nul, alors y = Z", ot Z est un paramétre de B,
et, pour o € G, 07 = (#*9Z. Dans cette situation, on dira que le torseur a une
réduction multiplicative stable.
b) Si le résidu h de w est nul, alors Uentier m := 1+ orduw est positif et premier
& p. De plus, (pour un choiz convenable de u) il existe un paramétre Z de B tel
guey =1+ Z™ et, pour o € G,

3=

o7 = C%e‘»v(ﬂf)z(l + ¢~ %) (grﬁ(ﬂ) ~1)z™™

Dans cetie situation, on dira que le torseur a une réduction multiplicative instable.

(B) §5i 0 < § < vk(p), Spec B — Spec A est un fppf-torseur sous H,, ot n
est un entier donné par vx(p) = 6 +n(p — 1). Ainsi, il eriste u dans A lel que
Alw]
B=—
()
sance p-iéme prés. En particulier, la forme différentielle w := du est uniquement

déterminée. L’entier m =1+ ordi(w) est premier 4 p.

, 0 ¢ k((tP)). De plus, i est unique & laddition d’une puis-
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Notons ¢ l'unique isomorphisme de G sur Z/pZ tel que pour o € G, on ail
o(n%w+ 1) = (PN (7w + 1), On a alors w= Z™, ou Z est un paramétre de B,
et pour o € G, 02 = C#‘ﬁ(”)Z(l + () — 1)§‘¢(“)Z‘m)ﬁ

PREUVE. Comme k est algébriquement clos, B est un corps k((z)) de séries
formelles en une variable sur k. Soit Z dans B relevant Z, il suit du lemme 1.1 du
chapitre 3 que B = R[[Z]}{Z '}. On est donc dans la situation de la proposition
1.6 (Remarquer que A est principal, donc factoriel).

(A) On suppose tout d’abord que & = vg(p). La proposition 1.6 montre alors
que Spec B — Spec A est un fppf-torseur sous py,, donné par

Alyl
(yp —u)

(a) Si ord,u est premier & p, alors il est égal modulo p au résidu & de w := — Y En

particulier, ce résidu est un inversible de IF,. De plus, y est modulo 7 la pulssance
h-itme d’une uniformisante z de B. Comme B est hensélien, y = Z%, ol Z reléve
z dans B, ainsi Z est un paramétre de B. Le calcul de 02 est 1mmed1at

(b) Si maintenant ord,& est divisible par p, on peut le supposer nul. Alors, si
W= %u, on a 1+ ordw = 1+ ordda positif et premier & p. En particulier, le
résidu de w est nul. Alors on peut écrire @ = 1+, ., (m G ¢7 +8¢™ mod gl
ot les ¢; et a sont dans R. En multipliant Y par 1-—¢, 7, on se ramne A ¢1=0.En
appliquant successivement ce processus, on peut supposer que 4 §’écrit 4 = 1+at™
mod t™*1 avec @ # 0. On a (§ — 1)? = '™, ol ¢/ est une uniformisante de ATl
en résulte que 7 — 1 est la puissance m-ieéme d’une uniformisante de B. Comme
B est hensélien, y = 1+ Z™, ot Z est un parametre de B. Le calcul de 0Z est
immédiat.

(B) On suppose & présent que 0 < § < vk(p), alors, d’apres la proposition
1.6, Spec B — Spec A est un fppf-torseur sous Hy,, ol vg(p) =& + (p—1)n. 1l
est donc donné par

Alw]
(jvr"uH—l —1 ’LL) ’

et

B =

I! résulte de la proposition 1.6 que % est unique & I'addition d’une puissance p-
ieme pres, donc Ia différentielle di est bien déterminée. Les assertions suivantes
se démontrent de facon analogue au cas multiplicatif. (d
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DEFINITION 1.9,

Soit ¢ : Spec B — Spec 4 un torseur comme dans le corollaire précédent, on

notera wy la 1-forme différentielle égale & — si la réduction est multiplicative,

@
donnée par I'équation y? = u, et égale & dz si la réduction est additive ou étale,
donnée par 'équation (z"w -+ 1)? = 1+ 7#"u. On dira que wy est la 1-forme
différentielle associée au torseur ¢.

ProrposIiTioNn 1.10.

Soit C, la couronne formelle d’épaisseur e, o un R-automorphisme d’ordre p
de C, ne permutant pas les bords. Le quotient C := (C.)/(c) est alors une couronne
formelle d’épaisseur pe ; on notera @ le morphisme quotient C, — C. On suppose
que Yx est étale. Soient 1 et ' les bords de C,, leurs images par ¢ sont les bords
de la couronne quotient. Si Z est une coordonnée de Laurent sur C., on note

VA
dépendent pas du choiz de Z ).

Soit p tel que 0 < wx(p) < e, on définit alors une valuation v, (resp. vy)
du corps des fractions IC, de O(C,) par: v,(f) = min{vk (f(2))|vk(2) = vk(p)}
(resp. v, est la valuation au bord n définie au chapitre 2). Soit d, (resp. d,) la
valuation de lo différente de lextension de corps valués (KCp,v,)/(K,v,) (resp.
(KCervy)/ (K2, vy) ). On a alors:

-m+m =0.

~ Pour 0 <wg(p) <e, d, =d, +m{p— Dvk(p).

— St py est radiciel, soit wy, la différentielle associée au torseur

Z yA
m = ord, (a_ — 1) et m' := ordy (% - 1). (On remarquera que m et m' ne

@y Spec Oc, » — Spec @5#)(”)
(voir 1.9). On a alors m = —(1 + ordyw,).

PREUVE.

Quitte & échanger les bords, on peut supposer m > (. Comme @g est étale, la

. o N p \
fonction -~ 1 ne posséde pas de zéro sur la couronne, donc d’aprés le lemme 2.1

Z
du chapitre 2, on a alors m+m' = 0. De plus, on peut écrire G(Z ) —1=7712",
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oll ¢ est un entier et U est un inversible de O(C,). Alors,

o= (0= 1)y (- 1) =4l = 1)+ mlp - Dox).

VA
On conclut en remarquant que ¢(p — 1) = (p — 1)v, (9—(2—) - ) = d,. Enfin, la

derniére agsertion résulte du corollaire 1.8. O

2. Définition d’un arbre de Hurwitz

Soit I un arbre fini connexe, orienté & partir d’un sommet fixé r, appelé racine
de I'arbre. On notera soml (resp. arT") ensemble des sommets (resp. arétes) de
T, Pour tout sommet s de I', ar(s) (resp. art(s)) sera l'ensemble des arétes (resp.
arétes positives) d’origine s; le nombre d’arétes d’origine s est la valence du
sommet s. Pour toute aréte a de T, or(a), tr(a) et @ désignent respectivement
Porigine, le sommet terminal et I’aréte opposée de a. Une n-chaine dans I' est un
sous-arbre Iy avec somTy = {s;,0 < i < n} et arly = {0;,;,0 < @ < n}, olt
or,(a;) = 8; et tro{a;) = Sit1. La chaine Ty est positive si a; est positive pour
tout 3. Pour tout sommet s il existe une unique chaine d’origine r, et de sommet
terminal s, on la notera I';.

I orientation de larbre induit une relation d’ordre sur soml’, & savoir 51 < sg
si et seulement si il existe une chaine positive dans T' d’origine s; et d’extrémité
$o. Un sommet maximal sera un sommet maximal pour cette relation d’ordre.

e

racine
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DErFINITION 2.1. Etant donné un arbre T, fini et connexe, on considére les
données suivantes:

— Une extension finie K du corps des fractions K de ’anneau de valuation
discréte Ry := W(k)[(], ot ¢ est une racine primitive p-itme de I'unité.

— Un sommet ry de T'; on oriente I" & partir de rq.

— Un entier dy divisible par p — 1, vérifiant 0 < dy < vk (p).

— Une application € de arl’ dans N telle que pour toute aréte ¢ on ait ¢(a) =
e(a). En particulier, ¢ définit une métrique sur le graphe obtenu en retirant
les arétes a telles que €(a) = 0.

— Une application m de arl’ dans Z.

— Une application A de arl’ dans Z/pZ.

On définit alors, pour tout sommet s, un entier d(s) par:

d(s) ==do+ (p— 1)( Z m(a)e(a)).

On dira que la donnée H := (K, 7o, dg, €, m, h) est une donnée de Hurwitz sur
I', ou encore que (I', H} est un arbre de Hurwitz, si les conditions H[i], 1 <4 < 7,
ci-dessous sont réalisées:

H{1] Pour toute aréte a, m(a) = —m(a) et k(@) = —h(a).

H[2] Pour toute aréte a, m(a) = 0 si et seulement si h(a) # 0 mod p. De plus,
si m(a) # 0, m{a) est premier & p. :

HI[3] Un sommet s de valence strictement supérieur a 1 est V’origine d’au moins
trois arétes distinctes, et on a les relations:

Z (mla)+1)=2 et Z h{a) =0 mod p.
acar(s) aCar(s)

HI4] Si a est une aréte positive telle que ¢(a) = 0, alors son sommet terminal est
maximal. Si de plus m(a) = 0, on dira que a est une feuille .

H[5) Pour tout sommet s de I, 0 < d(s) < vk(p).

On dira alors qu'un sommet s de I est:
— multiplicatif si d(s) = vk (p),
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— additif si 0 < d(s) < vk(p),
— étale si d(s) = 0,

H([6] Si a est une feuille, Uorigine de @ est un sommet multiplicatif.

HI7] 8i s est additif ou étale, pour toute aréte a d’origine s, h{a) =0 mod p.

Si (T'y, H,) et (T'y, Hso) sont des arbres de Hurwitz, on dira qu'’ils sont équivalents
si il existe un isomorphisme de Ty sur 'y qui transporte H; sur Ha.

CIONVENTION 2.2, Dans tous les dessins d’arbres de Hurwitz que nous don-
nerons, les feuilles seront indiquées par des arétes fléchées d leur extrémité mazi-
male. Par ailleurs, lorsqu’on désirera indiquer une valeur de m sur une oréie de
Varbre, on indiquera par une fleche ou milieu de Uaréte l'orienlation de celle-ci
pour laguelle on indique cette valeur (pour Uaréle inverse, la valeur de m est alors
évidemment son opposée. )

DEFINITION 2.3. Soit (I', H) un arbre de Hurwitz, et ¢ une aréte positive de
I. Considérons le sous-arbre ['[a] dont 'ensemble des sommets est constitué de
Vorigine de a et des sommets s de I" tels que tr(e) < s. La donnée de Hurwitz H
induit alors une donnée de Hurwitz H[a] := (K, or(a), d(or(a)), €, m, h) sur ['[a],

DEFINITION 2.4. Soit (I, H) un arbre de Hurwitz.

[M] Si s est un sommet de I' multiplicatif de valence supérieure ou égale & 3,
on dira qu'il est réalisable si il existe une fraction rationnelle @, dans k(t) et une
injection j, de ar(s) dans P! (k) telles que:

~ Si @ est une aréte d’origine s, le résidu de 2% en js(a) est égal & h(a).
8
~di( %) = 3 (mla) + 1)l
8 e€ar(s)
[A] Si s est un sommet de I additif de valence supérieure ou égale & 3, on dira
qu’il est réalisable si il existe une fraction rationnelle @, dans k() et une injection
js de ar(s) dans P'(k) telles que:

div(di,) = — Y, (m(a) + 1)[5(a)].

a€ar(s)
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REMARQUE 2.5. Trés souvent, nous aurons a considérer le cas ol un seul
des m{a) est positif (par exemple pour I’étude du disque formel). Le probléme de
I'existence d’une forme différentielle comme ci-dessus se raméne & I’existence d’un
point & coordonnées distinctes d’une certaine sous-variété algébrique, en général
non irréductible, d’un espace affine sur & (voir la preuve de 7.6). La dimension de

. r ] . by m hY
I'espace de ces formes différentielles solutions de notre probléme est alors [—], olt
p

m est I'unique m(a) positif (voir la remarque 7.5). En particulier, nous retrouvons
la finitude de ’ensemble des solutions dans le cas oi m < p ([6]).

3. Arbres de Hurwitz provenant d’un automorphisme d’ordre p du
disque formel

Les automorphismes des disques formels (ouverts ou fermés) conduisent na-
turellement & des arbres de Hurwitz. On fixe une extension finie K de Kj, et on
note I son anneau d’enfiers.

EXEMPLE 3.1. Soit o un R-automorphisme d’ordre p de R|[|Z]] (resp. R{Z}),
on note £, 1’ensemble des points fixes géométriques de o dans la fibre générique
Dx (resp. Dg) de D := Spec R[[Z]] (resp. D := Spec R{Z}); on supposera que
le cardinal de F;; est égal & m+ 1 et que les points de F,, sont tous rationnels sur
K. On considére le modeéle minimal M(Dy, Fy) (resp. M(Dg, F,)) déployant les
spécialisations des points fixes en des points lisses et distincts, soit T I’arbre dual
de sa fibre spéciale, orienté & partir du sommet 7y correspondant A la transformée
stricte du point générique de Dy (resp. de la fibre spéciale de D). Pour tout
sommet s de I}, notons F; le sous-ensemble, éventuellement vide, de F, formé
des points qui se spécialisent sur la composante correspondant & s. On note I,
Iarbre orienté défini par:

— L’ensembie des sommets de I, est la réunion disjointe de somI™ et de F,,
(resp. de somT%, de F, et d’un singleton {s.}). Si z est un point de F,
on notera s, le sommet associé.

— L’ensemble des arétes positives de I'; est la réunion disjointe de ar' T et
de F, (resp. de somI, de F, et d’un singleton {a,,}). Si = est un point de
F;, on notera a, 'aréte positive associée.

— Si a est une aréte positive de I}, on a or, (a) = ors (a) et tr, (@) = s (a);
pour tout point z de Iy, si s est 'unique sommet de T'* tel que z € Fj,
alors or, (a;) = s et ir, (a;) = s, ; enfin, dans le cas du disque fermé formel,
on a or, (Gee) = 7o et ir, (Ge) = Seo-
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On définit une donnée de Hurwitz H, := (K, rg,dy, €, m, h) sur ['; de la fagon
suivante: _

— L’entier dy est égal & la valuation de la différente au bord n du disque
formel.

— Si @ est une aréte de I, e(a) est égal & 1'épaisseur du point double corres-
pondant dans la fibre spéciale de M(Dx, Fy); sinon, on pose e(a} = 0.

— Soit @ une aréte de [',. Si a est une aréte de ['% (resp. a = a, ou z est
un point de F,), elle correspond & un point double orienté z, de M, :=
M(Dx, o) (resp. & la spécialisation Z de z dans la fibre spéciale de M,).
Soit &, e bord de la couronne formelle Spec @ My .z (LESD. le bord du disque
formel Spec @MU@) Spec @, Mo,z Qui correspond & Porigine de a. On notera
O, le Tocalisé-complété (Ou, 4, )L, €t w, la 1-forme différentielle associée
au torseur Spec O, — Spec @7 §'il a réduction radicielle (voir 1.9). On
pose alors m(a) := —(1 + ordg w,) si ce torseur a réduction radicielle, et
sinon m{a) est le conducteur de Hasse de 'extension O, r k/O7 g k.
On pose de plus A{a) = 0 si la réduction du torseur est additive ou étale
ct h(a) = Résg, w, sl la réduction est multiplicative. Par ailleurs, m(@,) =
—mfa,) et h(@z) = —h{a,). Enfin, dans le cas du disque fermé formel, on
note Oy, 1= R[[Z71]]{Z}, et we la 1-forme différenticlle associée au torseur
Spec Oy —» Spec @7, On pose alors m(ae) = — (1 + 0rdeces), h(8eo) = 0
si la réduction du torseur est additive ou étale et m(ae) = —(140rdootoo);
h(ts) = RéSeoos 81 la réduction est multiplicative.

PROPOSITION 3.2. Avec les définitions ci-dessus, (T'y,Hs) est un arbre de
Hurwitz. De plus:

— Pour toute aréte positive a, m(a) > 0.

— Sia est une feuille, son sommet origine est un sommet magimal de Iy, En
d’autres termes, les spécialisations des points de F, sont dans les bouts de
la fibre spéciale de M,. Il en résulte que pour toute aréte positive a, en
notant F, I’ensemble des feuilles de T'[a], m(a) -+ 1 = card(Fy).

— Tout sommet de valence supérieure ¢ 3 est réalisable.

REMARQUE 3.3. Cette proposition est une reformulation, dans le langage des
arbres de Hurwitz, des résultats de [6]. La preuve ci-dessous est & quelques détails
prés la méme que celle exposée dans l'article cité au-dessus, nous ne la redonnons
que pour illustrer la notion d’arbre de Hurwitz. On remarquera que dans le cas des
arbres de Hurwitz provenant d’un automorphisme d’ordre p d’un disque formel,



54 5. ARBRES DE HURWITZ ET DISQUES FORMELS

la donnée de I'arbre et de la racine permet de retrouver la valeur de m(a) pour
toute aréte a. Ce ne sera plus le cas pour les arbres de Hurwitz provenant d’un
automorphisme d’une couronne formelle.

DEFINITION 3.4. On dira qu'un arbre de Hurwitz provient d’un automor-
phisme ¢ d’ordre p du disque formel (ouvert ou fermé) s'il est équivalent &

(Foy Ho).

PREUVE.
HI1] Si a est une aréte de 1, la relation m(a) = —m(a) résulte de 1.10. Sinon, elle
découle de la définition. Par ailleurs, la relation h(a) = —h(a) découle également
de la définition.

H|2] Soit a une aréte de I',, on peut, quitte & changer g en &, supposer ¢ posi-
tive. En particulier, 'origine de a n’est pas un sommet maximal. Supposons tout
d’abord 'origine de ¢ multiplicative, la forme diflérentielle w, est alors logarith-
mique, donc ’ordre de w, est supérieur & —1. Alors m(a) = 0 est équivalent &
ordg,w, = —1, ce qui est équivalent & h(a) = Résg,w, # 0 mod p. Si maintenant
on suppose l'origine de a additive ou étale, on a par hypothése h(a) = 0 et comme
w, est maintenant une différentielle exacte, on ne peut pas avoir ordg, w, = —1.
Ainsi, m(a) = 0.

H[3] Le fait qu’un sommet ne peut pas étre de valence égale & 2 résulte de la
minimalité du modéle M, Soit s un sommet de I'}, correspondant & une droite
projective E,, et I, I'ouvert affine de F, complémentaire des points doubles et
des spécialisations des points de F;. On note E! la composante au-dessous de F
dans le quotient de M, par o et E’ I'image de E, dans El

Soit M, le complété formel de M le long de sa fibre spéciale, et &; le sous-
schéma formel affine de M de fibre spéciale E,. On définit de manidre ana-
logue 8;. La R-algtbre A, = O( 3) est compléte pour la topologie m-adique et
factorielle. En notant B, := (&), on considere alors la réduction du torseur
Spec By — Spec A,, qui est radicielle.

Si la réduction est additive, donnée par une équation (7"w+ 1)P = 1+ 7Py,
la différentielle w, := d@, est uniquement déterminée. Comme F, est une courbe
lisse, w, n’a ni zéro ni podle sur E’; On a alors

div, = — Z (m(a) + 1)[ta).

aCar(s)
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(En notant ¢, 'image dans E!du point de E; correspondant a l'aréte a). La
relation 3 ... y(m(a) + 1) = 2 est alors simplement le fait que le degré de w;
est égal & —2. De plus, comme s est additif, pour toute aréte a d’origine s, on a
h(a) = 0 par définition. Ainsi, la somme des h(a) est clairement nulle.

Sila réduction est multiplicative, donnée par une équation y* = u,, la différentielle

. us . P -y aat . 4 .
Wy 1= est uniquement déterminée. Comme F; est une courbe lisse, wy n’a ni

L]
zéro ni pole sur EI. On g alors

divw, = — Z (ma) + 1){t,).

acar(s)

et pour a dans ar(s), le résidu de w, en ¢, est h{a). Les relations ) ¢, (ma) +
1) = 2 et 3 cusy Pa) = 0 traduisent alors respectivement que le degré de w, est
—2 et le théoréme des résidus.

En particulier, on voit dés & présent que les sommets correspondant & des
droites projectives sont réalisables.

H[4] est immédiat. (Les feuilles correspondent aux points de F).

H|5] résulte du

LEMME 3.5. Soit s un sommet de 1. Le point générique de la composante F,
définit une valuation discréte v, du corps des fractions K de R[[Z]] (resp. R{Z}).
Leentier d(s) = do + (p — 1) gearer, Mla)e(a)) est alors égal ¢ la valuation de
la différente de Uextension (IC,vs)/ (K%, vy).

La preuve est immédiate, en utilisant la proposition 1.10, par récurrence sur
le nombre de sommets de I';.

H([6] Une feuille correspond & un point fixe de o, en particulier, la composante qui
le porte a pour différente vx(p), c’est-a-dire 'origine de la feuille est un sommet
multiplicatif.

H{7] est immédiat d'apres la définition.

La donnée H, est donc bien une donnée de Hurwitz sur I';. Soit @ une aréte
positive, et s son origine. Considérons le modéle M, de Dx obtenu a partir de
M, en recontractant les droites projectives correspondant aux sommets & tels
que 'y passe par a. Ces droites se contractent en un point 2z, de E,; qui est
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alors lisse sur M,, soit Z, un parameétre du disque formel (’A)Mmzu, i.e. @Ma,za =
04,

-1] >
g -
0. Secit ag une feuille de I';. Son origine s est un sommet de I't, multiplicatif.
Supposons qu’il existe une aréte a positive de T de sommet origine s, on a
alors m(a) > 0. Comme d(tr, (a)) < vg(p) = d{or,(a)), on doit avoir m(a) = 0.
Plus généralement, pour toute chaine positive d’origine s, le sommet terminal
est multiplicatif. Prenons une telle chaine, maximale. La derniére aréte est une
feuille. De son sommet origine s’ ne partent que des feuilles par maximalité. De
la relation 3 ey (mla’) +1) = 2 et du fait qu'il existe au moins deux feuilles
d’origine &', on déduit la contradiction m(a) < 0 pour I'unique aréte positive de
sommet terminal §'. Ainsi, toute aréte d’origine s est une feuille.

Soit a une aréte positive de I';. Si @ est une feuille, alors m(a) = 0, et
cardF, = 1. 5i a n'est pas une feuille, le sommet terminal s de a est de va-
lence supérieure & 3. Done, daprés H[3], m(a) + 1 = > "y c v (s (mla’) + 1), Par
récurrence sur le nombre maximal de sommets d’une chaine positive reliant le
sommet terminal de a & une feuille, on peut alors supposer m(a') + 1 = card Fy,
pour toute aréte positive ¢’ d’origine s. Comme F, est la réunion disjointe des
F, on a alors m(a) + 1 = cardF,. Remarquons qu’on peut aussi déduire cette
formule du théoréme de préparation de Weierstrass. O

R[[Z,]]. On a alors, d’apres la proposition 1.10, m(a) = ordy,

4. Théoréme de réalisation pour le disque formel

THEOREME 4.1. Soit (T', H) un arbre de Hurwitz, avec H = (K, 1o, dy, €,m, h) ;
en notant R Uanneou de valuation de K, (T, H) provient d’un R-automorphisme
d’ordre p de R[[Z]] si et seulement si il vérifie les conditions D[i] ci-dessous
(1<i<3):

D[1] La racine vy est de valence 1.

D[2] Toute aréte aboutissant ¢ un sommet mazimal est une feuille.

DI[3] Tout sommet de valence supérieure ou égale 4 3 est réalisable.

La partie directe du théoréme, due & B. Green et M. Matignon, a déja été
prouvée, 4 'exception de D[1], qui résulte de la construction du modéle minimal :
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En fait, le sommet terminal de 'unique aréte d’origine ro correspond au plus petit
disque fermé contenant tous les points de £y,

REMARQUE 4.2. Quitte & faire une extension finie de K, on peut toujours
se ramener au cas ol la valuation dy de la différente au bord du disque for-
mel est nulle, au moyen d'un recollement convenable d’une couronne formelle
semi-ouverte avec action d'un automorphisme d’ordre p. En effet, soit o un au-
tomorphisme d’ordre p du disque formel, avec m + 1 points fixes dans la fibre
générique. Posons vk (p) = do + (p — 1)ng, d’apres le corollaire 1.8 du chapitre 5,
il existe un parameétre Z au bord du disque formel tel que

0Z = (w Z(1 4 AT ™)

Considérons maintenant automorphisme oy d’ordre p de la couronne formelle

- RIVI{W}
semi-ouverte Spec — - ————, donné par:
(VW - p)
ooV = CRV(L+ V™),
avec p™ = Ax~"™(¢~1, On utilise alors un lemme analogue au lemme 3.2 pour

construire un prolongement de ¢ & un disque formel plus grand, en identifiant
W = Z~1, et le choix de oy montre que l’automorphisme obtenu agit sans inertie
au bord.

5. Construction d’automorphismes d’ordre p

Le but de cette partie est de donmner les résultats constituant le coeur technique
de la preuve de la partie réciproque du théoréme 4.1. Notamment, on va, Voir que
I’étape essentielle est la construction d’automorphismes d’ordre p du disque fermé
3 partir d’un arbre de Hurwitz. On fixe une extension finie K de Kj, et on note
R son anneau de valuation ; 7 désigne une uniformisante de R

PROPOSITION 5.1. Soit T un arbre fini conneze et H = (K, ri,d1, €,m, h) une
donnée de Hurwitz sur T'; on suppose que (', H) vérifie les conditions suivantes:
— La racine r est de valence supérieure ou €gale 4 3
_ Toute aréte a d’origine v, vérifie e(a) = 0. En particulier, le seul sommet
non maximal est la racine 1.
_ 11 existe une unique aréte ay d’origine r1 qui n'est pas une feuille (i.e.
m(a} # 0).

— La racine r1 est réalisable.
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Alors, si R désigne l'anneau de valuation de K, il existe un automorphisme o
d’ordre p du disque fermé formel Spec R{Z} dont [arbre de Hurwitz associé est
équivalent & (I',H), et tel qu'il existe un parameétre V de R[[Z'[[{Z} avec o(V) =
(ARG (1 -+ oWy mlan)) ey

feuille
m#)
e=l
feuille
=() rI
feuille

PREUVE.

Remarquons tout d’abord que si le nombre de feuilles a de (I, ) est m + 1,
alors on a m(a;) = —m d’aprés la condition H[3|. De plus, la racine est multipli-
cative d’aprés H([6]. Soit #,, et j,, vérifiant les conditions de [M]. Pour simplifier
les notations, on notera @ := u,,, et t, := j;(a) pour toute aréte ¢ d’origine
r1. On peut supposer ¢,, = -o0c. Alors, quitte & multiplier % par une puis-

sance p-iéme, ce qui ne change pas la différentielle —, on peut supposer que
U

T = [Juep(t—t)™®, o0l F désigne I'ensemble des feuilles distinctes de a;. Soit T},
dans R relevant ¢,, et u un élément de la R-algébre A := R{T, (T — T,)~*}ser re-
AlY]
(Y7 —u)
l’automorphisme de A-algébre (d’ordre p) o tel que ¢(Y) = (Y. Le k-morphisme
Spec B — Spec A est un revétement purement inséparable de degré p de Pou-
vert affine PL \ {c0, ¢, }acr, et dii ne posséde ni zéro, ni péle sur cet ouvert, donc
Spec B est lisse, et c’est un ouvert de la droite projective sur k de la forme
P; \ {00, 24 }aer, OU les z, sont des éléments de k distincts deux & deux. Autre-
ment dit, on a B = k{z, (2 — 2,) " !ser. Soit Z (resp. Z,) un relévement de z {resp.

levant . Notons B := , c’est une A-algébre libre de rang p. On considére



5. GONSTRUCTION D'AUTOMORPHISMES D'ORDRE p 59

%,) dans B (resp. R), comme B est plat sur R, on a B = R{Z,(Z - Z2)  Yaer-

Soit w la forme différentielle Tu

Pour ¢ € F le résidu de 3 en t, est h{a) # 0 mod p; il résulte alors de la
proposition 1.8 (A,a) que BR4R([T-T,J{(T-T.) ")} = RlIZ-ZI{(2—Z.)""},
et I'action induite par celle de o est donnée sur un parametre convenable X, par
(X)) =¢ hia)™! (X(z))- Remarquons que cette action se prolonge canoniquement
en une action sur R[[X(y]]. Soit N le noyau de I'homomorphisme (surjectif) de
R[{o)]-module ¢ : B X [[,cp Rl[X@]] = [eer BllZ — ZoJI{(Z - Z,)~1} défini
par ¢(b, (f.)) = (b® 1 — f,)eer. D'aprés le lemme 3.1 du chapitre 3, la R[{o}]-
algébre N est alors de la forme R{Z,}. De plus, I'arbre de Hurwitz associé a
automorphisme o de R{Z;} est isomorphe & (', ). La derniére assertion résulte
de la proposition 1.8 (A,b), car ordedt = —(m(a1) -+ 1). O

COROLLAIRE 5.2. Soit [' un arbre fini connegse et H = (K,r1,dy,€,m, h) une
donnée de Hurwitz sur I ; on suppose que (I', H) vérifie les conditions suivantes:

— La racine ry est Uorigine d’une unique aréle ag, et €(ag) # 0, m(ag) # 0.
— S a est une aréte positive d’origine r1 = tr(ag), o est une feuille. En
particulier, 1 est multiplicatif.

— Le sommet vy est réalisable.
Alors, il existe un automorphisme o d’ordre p du disque ouvert formel Spec R[[Z]]
dont larbre de Hurwitz associé est équivalent & (U, H), ef tel qu’il existe un pa-
ramétre X de R[[Z11{Z7'} avec o(X) = Cm(}lo)X(l +W”K(*)*”0Xm(a°))_m; ot
ng est un entier donné par la relation vk (p) = do + (p — 1)ne.

feuille
m#=0
®
r &0 feuille
0 h=0

feuille
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PREUVE.

Soit H' la donnée de Hurwitz sur I' définie par
H = (K,r,di, €, m,h),

ol dy := dy + m{ag)(p — 1)e(ao), €'(a) = e(a) si a ¢ {ap, @}, et ¢'(ap) = 0. Alors,
(I, ') vérifie les hypotheses de la proposition 5.1 (avec a; = @y). Il existe ainsi
un R-automorphisme ¢ de R{Z}, d’ordre p, dont 'arbre de Hurwitz s’identifie &
(T', H'), et tel qu’il existe un parameétre V de R[[Z~11]{Z} tel que 'action induite
de & sur V soit donnée par o(V) = (m V(1 + 7?xAV =) ot m = mlag) > 0
R[[Z1, Zs]]

(ZI ZQ — 'I'Te) ’
du R-automorphisme (d’ordre p) o(Z;) = ¢~m Z;(1 4+ avxPN=emZm)—o Soit 4
lisomorphisme de R-alebres de R[[Z,]]{Z;'} sur R[[Z~'|][{Z} qui envoie Z, sur
V', ¢ est g-équivariant; en utilisant le lemme 3.2 du chapitre 3, on obtient un
automorphisme o de R[[Z;]] dont Parbre de Hurwitz associé s’identifie & (I, ),
et le parameétre au bord Z’ := Z; posséde la propriété attendue; en effet, vx (p) =
d(r1) = dy + em(ap){p — 1), donc ng = em. O

et A = ¢ — 1. Notons e := €{ag) et considérons la R-algtbre

PROPOSITION 5.3. Seit I un arbre fini conneze et H = (K, 1, d1, €, m, h) une
donnée de Hurwitz sur T'; on suppose que (I', H) vérifie les conditions suivantes :

— La racine r| est additive.
— Il exisie une unique aréte a; d’origine r vérifiant m{a;) < 0.

— Sia est une aréle d’origine r1 distincte de a1, Uarbre de Hurwitz (Ty, H,)
provient d'un R-automorphisme o, d’ordre p d'un disque formel D,, et il
existe un parameéetre X, au bord de D, tel que

0u(Xa) = TR XG(1 4 N X (@) 7@,

oth ny est Uentier défini par la relation vi(p) = d(ri) +ni(p —~ 1).
— La racine r| est réalisable.

Alors, si R désigne l'annesu de valuation de K, il existe un automorphisme o
d’ordre p du disque fermé formel Spec R{Z} dont Uarbre de Hurwitz associé
est isomorphe & (', H), et tel qu’il existe un paramétre V de R[[Z7){Z} avec

o(V) = A V(1 + qoxM-mymion)) "ty
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PREUVE.

Par la condition H[3], onam := m(ad) = —mfas) = -1+ Z (m(a) + 1).
acar{ri N\{a1}

Soit u,, et j,, vérifiant les conditions de [A]. Pour simplifier les notations, on
notera % := i,,, et t, 1= j.(a) pour toute aréte a d’origine r;. On peut sup-
poser t,, = -oo. Alors, quitte & ajouter 4 4 par une puissance p-iéme, ce
qui ne change pas la différentielle d@, on peut supposer que les poles de @
sont les t,, pour a dans ar(ry) \ {a1}. Soit T, dans R relevant Z,, et u un
élément de la R-algébre A = R{T,(1T' — T,) '}ser relevant @. Notons B :=

AW]

( (FP1W1)p—1
TPRL

phisme de A-algébre (d’ordre p) o tel que o(W) = (W + & 11'"1 Le k-morphisme
Spec B — Spec A est un revétement purement inséparable de degré p de l'ouvert
affine IP}, \ {00, ta}acar(r)\{e:}> donné par I'équation w” — u, et di ne posséde ni
7éro, ni pole sur cet ouvert, donc Spec B est lisse, et c’est un ouvert de la droite
projective sur & de la forme P} \ {00, 2, }acar(r: )\ (a1}, OU les 2, sont des éléments
de k distincts deux & deux. Autrement dit, on a B = k[z, (z — 2) " acartri\{ar}-
Soit Z (resp. Z,) un relevement de z (resp. z,) dans B (resp. R), comme B est
plat sur R, on a B= R{Z,(Z — Z,) ' }eeartri )\ (a1}

Pour a € ar(r:) \ {a1}, on.a 1+ ords—y,du = —m(a) # 0 mod p; il résulte
alors de la proposition 1.8 (B) que B ®4 R{[T — T][{(T — T,)™")} est égal &
R[[Z - Z,){(Z — Z,)7'}, et Daction induite par celle de o est donnée sur un
paramétre convenable X, de R{[Z — Z,)[{(Z — Z,)~'} par

o(X,) = ¢m@X,(1+ g N)-m gmla)y=5(a)
Soit 4, I’isomorphisme équivariant de O(Da)f\w) = R[[X.J{X,} sur
R[[Z - Za){(Z — Za,)"l} qui envoie X, sur X’a. En utilisant le lemme 3.1 du

. c’est une A-algébre libre de rang p. On considére automor-




62 5. ARBRES DE HUEWITZ ET DISQUES FORMELS

chapitre 3, on construit alors une R-algeébre de la forme R{Z;}, muni d'un R-
automorphisme o d’ordre p, dont 'arbre de Hurwitz associé s’identifie & (", H).
De plus, comme ord.di = —(m(ay)+1), la proposition 1.8 (B) montre l'existence
d’un parametre V' vérifiant les conditions attendues. a

Comme précédemment, en en déduit le

COROLLAIRE 6.4. Soit I' un arbre fini conneze et H = (K, 7o, do, €, m, h) une
donnée de Hurwitz sur I'; on suppose que (I', H) vérifie les conditions suivantes:
— La racine ry est additive ou étale.
— 1l eziste une unique aréte ag d’origine ry.
- St a est une aréle d’origine ry = tr(ag) distincte de a; = ay, 'arbre de
Hurwitz (L4, H,) provient d’un R-automorphisme o, d’ordre p d’un disque
formel, tel qu’il existe un paramétre X, avec

0a(Xa) = CiﬁXa(l + w”(*)‘ﬂlxgn(a))—mlu—)?

ot ny est entier défini par la relation vy (p) = d(r1) + ni(p — 1).
— Le sommet r| est réalisable.
Alors, si R désigne {'anneau de valuation de K, il eziste un aqutomorphisme o
d’ordre p du disque formel Spec R[[Z]] dont I’arbre de Hurwitz associé est iso-
morphe & (', H), et tel qu’il existe un paramétre X au bord du disque formel

avec o(X) = C_m_(t?ﬁX(l +7T”K(A)‘“°Xm(a°))_méo5, ot ng est Uentier défini par la
relation v (p) = do + (p — 1)ng.

6. Démonstration du théoréme 4.1

On raisonne par récurrence sur le nombre maximal N > 3 de sommets d’une
chaine d’origine rp et de sommet terminal maximal. Notons Py la propriété
suivante: Tout arbre de Hurwitz vérifiant les conditions Dli], o 1 < ¢ < 3,
et dont le nombre maximum de sommets d’une chaine d’origine ry et de som-
met terminal maximal est inférieur ou égal & N, provient d’un automorphisme
o du disque formel, tel qu'il existe un paramétre X au bord du disque, avec
o(X) = ¢l X (1 4 nvx N =no xmlae)y sty

La propriété Ps résulte du corollaire 5.2.

Si maintenant N > 4, on suppose Py_; démontrée; soit (I', %} un arbre de
Hurwitz vérifiant les conditions D[i], o 1 < 1 < 3, et tel que le nombre maximal
de sommets d’une chaine d’origine ry et de sommet terminal maximal est égal &
N. Alors, les hypothéses du corollaire 5.4 sont vérifiées, et donc I’arbre de Hurwitz
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(T, #) provient d’un automorphisme d’ordre p d’un disque formel, avec un bon
parametre au bord.

7. Un critére de réalisabilité

7.1. Notations. Soit I un ensemble fini, non vide, on note P; I'ensemble
des partitions de I. L’ensemble P est en bijection avec 'ensemble des relations
d’équivalence sur I: Plus précisément, si R est une relation d’équivalence sur
I, la partition associée est par définition I’ensemble des classes d’équivalence;
réciproquement, si P est une partition, on définit une relation d’équivalence sur
Ipari=j mod P sietseulement siil existe J dans P tel que i et j appartiennent
a J. La partition associée & la relation d’égalité sur I sera notée P-.

11 existe une relation d’ordre naturelle sur Py, & savoir P < P’ si et seulement
si pour tout J' dans P, il existe J dans P tel que J' C J. Autrement dit, si la
relation d’équivalence correspondant & P’ est plus fine que celle correspondant a
P.

7.2. Le k-schéma X_. Soient m un entier positif premier & p, I un en-
semble fini & m + 1 éléments, ¢ := (e;)ier une famille d’éléments non nuls de
F,, telle que >, ;e; = 0; on notera X, le sous-schéma fermé de Spec k[Tilier
didéal (3°,; &1} ) 1<vcm—1,(up)=1- DOIt T 1= (t;) un point rationnel sur & de X,
il définit une partition P, de I telle que i = j mod P; si et seulement si ; =7;.
Pour une partition P fixée de I, on notera X, p le sous-schéma fermé de X,
d'idéal (T; — Tj)i=; mod p- En particulier, X, p_ = X. On notera X p l'ouvert de
X, p complémentaire de la réunion des X, p/, avec P’ < P. On remarquera que

£o(k) = {z € X,(K), P, = P}

LEMME 7.1. Soit P une partition de I, différente de P_. alors si z = (t;) est
un point rationnel sur k de X, avec Pp = P, on a > ies€i = 0 pour tout J dans
P.

- PREUVE. Pour J dans P, notons ay = t; pour n'importe quel ¢ dans J, ce qui
est bien défini car P = P,. Alors,on a y_ ;. p(>";c; €i)ay = 0 pour v variant de 0
5 m — 1. Comme P est différente de P., le cardinal r de P est inférieur ou égal
4 m. Les ay étant distincts deux & deux, on déduit des r premiéres équations la
relation ), ; ¢; = 0 pour J dans P. [

DEFINITION 7.2. On dira qu'une partition de I est e-adaptée si pour tout
J dans P, on a Zie ;€ =0 mod p. On notera P;, 'ensemble des partitions
e-adaptées de I.
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COROLLAIRE 7.3.
(a) 5i P est une partition de I, e-adaptée, alors X, p est isomorphe & ’espace
affine AL = Spec k[Aj]scp. En particulier, X, p est de dimension cardP.
(b) Soit Yy 1= Upcp, , Xep, alors Xg,ea est la réunion disjointe de Y, et de
X; = ;,P:.

PREUVE.
(a) L’isomorphisme en question est donné par l'isomorphisme

k[Liier
(Tz - Tj)izj mod P

qui envoie T; sur Ay, o J =4 mod P.

(b) résulte du lemme 7.1, qui entraine que X, (k) est la réunion disjointe de
Y,(k) et de X7 (k). o

— k[As)sep

PROPOSITION 7.4.
(a) Les composantes irréductibles de Y, sont les X, p, ot P est une partition
maximale e-adaptée.
(b) Si il existe une partition mazimale e-adaptée avec cardP < [%] + 1, alors

X; (k) est non vide.
(c) 8i X;(k) est non vide, Uouvert X} est régulier.
PREUVE. L'assertion (a) est claire. Pour toute composante irréductible Z de
X, la dimension de Z est supérieure ou égale & m—+1—(m-—1— [E]) = [E] +2.
- p

. p m
Soit £ une partition maximale e-adaptée avec cardP < [—]+1, alors X, p n’est

pas une composante irréductible de X,, et une composante irréductible de X,
contenant X, p doit alors rencontrer X (k). Il reste & voir I'assertion (c): On voit

immédiatement que I'espace tangent en un point fermé de X, est de dimension

UL . ) 5 . : : 4 LI
[—] + 2, donc inférieur & la dimension en ce point. On applique alors le critére

jacobien. O

REMARQUE 7.5. Le stabilisateur Sy := {2z — az + bla € k*,b € k} dans
PGL(2, k) du point oo dans P*(k) est de dimension 2, et agit librement sur X}.
Si X;(k} est non vide, le quotient de X} par I'action de S, est donc une variété

algébrique affine sur & de dimension {%]
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7.3. Critére de réalisabilité,

PROPOSITION 7.6, Soit (T',H) un arbre de Hurwitz, et s un sommet de L.
(a) Supposons que s est multiplicalif, et qu’il existe une unique aréle ag d’origine
s telle que m{ag) # 0. Notons m := —m(ag), I := ar(s) \ ag et h = (h(a))aer,-

Alors, si il existe une partition mazimale h-adaptée P de I avec

m L
cardP < [—]+1, le sommet s est réalisable.

(b) Supposons que s est additif, et qu’il existe une unique aréte ag d’origine s telle

que m(ag) < 0. Notons m = —~mf(ag), I, la réunion disjointe de I} := ar(s) \ ao
et d’un ensemble fini & m+1— card(I!) éléments, et e = (e;)icz, la famille définte
par e; .= m{i) sii € I, et g; = —1 sinon.

Alors, si il existe une partition mazimale e-adaptée P de I, avec
m
cardP < [-—]+ 1, le sommet s est réalisable.
p

REMARQUE 7.7. La proposition précédente généralise la proposition 111 4.5.1
de [6]. Plus précisément, avec la terminologie employée dans cette proposition, le
fait que (h;) appartienne au lieu critique revient & dire que la partition grossiere
est maximale, ce qui pour m < p est équivalent an critére 7.6. Par ailleurs,
I'exemple III 4.7 de ce méme article prouve que le critére n’est pas nécessaire.

PREUVE.
{a) On cherche %@ := @, sous la forme @& = H(t_t,;)’“, en convenant que
i€l
j.(ag) = oo et que h; désigne un représentant de h(i) dans Z, avec la relation
> icr, hi = 0. Soit z 1= ¢7", on a alors & = [];¢,,(1 - t;z)™, d’od

d—_ﬂ = f(z hit' T zvdz.
u v=0 iel,

d . . \ d
La relation div(&) = - Z (m{a)+1)[js(a)] est alors équivalente & ordoogu =
uS
acar(s)
m — 1, ce qui revient  dire que (¢;) est un point rationnel sur k de X;. On utilise
alors la proposition 7.4.
(b) On cherche @ := %, sous la forme

[Lierop (6 — %)
HEEI!, (t - t%)m(z) )

Uy =
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On convient que js(ap) = oo. Comme ci-dessus, on montre alors que la relation

div(da,) =~ > (m(a) + 1)[jis(a))]

acar(s)

revient & dire que (Z;) est un point rationnel sur & de X;. O

COROLLAIRE 7.8. 5% p = 2, tout sommet non mazimal d'un arbre de Hurwitz
est réalisable.

Ce dernier résultat peut se démontrer aussi directement, en exhibant un point
de X}(k), avec I un ensemble de cardinal pair et e; = 1 pour tout ¢ dans I.

8. Un exemple avec p =5

On donne ici un exemple d’arbre de Hurwitz provenant d’un automorphisme
d’ordre 5 d'un disque formel sur un anneau de valuation discréte complet d’inégales
caractéristiques (0,5), sans toutefois préciser ni K, ni la différente A la racine
(qu’on peut toujours sans restriction supposer nulle, i.e. on peut supposer que
I'automorphisme agit sans inertie au bord), ni la métrique (Pour un K donné, il
y a en général plusieurs métriques possibles). Par souci de concision, sur la figure
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n’apparaissent que les valeurs non nulles de k& et de m. On a numérote les arétes
qui ne sont pas des feuilles.

~

h=-1 h=1

h=1

p=5

ProPOSITION 8.1.
Soit Ky le corps des fractions de W(k)[], ot k est un corps algébriqguement clos
de caractéristique 5 et ¢ une racine primitive 5-iéme de lunité. Il existe une
extension finie K de Ky et une métrique € sur ['arbre ci-dessus telle que 'arbre
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de Hurwitz obtenu provienne d’un automorphisme d’ordre 5 du disque formel sur
P’anneau de valuation R de K, opérant sans inertie au bord, avec conducteur de
Hasse 32.

PREUVE.

1 .

Posons K := Ky[A®m#], o1 A = (—1. Dans ce cas, on peut par exemple prendre

la métrique suivante (bien évidemment, c’est trés loin d’8tre la seule possibilité
pour un corps aussi ramifié) : Les épaisseurs des arétes a; sont:

- €(ap) := 33. ‘
— €(a1) := 792.
— ¢(ag) 1= 96.
— €(a3) := 96.

- €(aq) = 1056
- €(as) = 2112
— e(ag) := 528.
- ¢(ay) :== 528.
— €(ag) = 1056.
— €{ag) 1= 704.
— e(ayg) := 528.

Avec un tel K et la métrique définie ci-dessus {avec la racine étale), on obtient
un arbre de Hurwitz en utilisant la définition de m et de h donnée sur le dessin.
Il reste & voir que les sommets de valence supérieure & 3 sont réalisables. Pour
cela, on applique la proposition 7.6:

Les sommets multiplicatifs sont tous réalisables, car la partition grossiére est
maximale dans chaque cas.
Le sommet additif origine de as est réalisable: La partition e-adaptée

{(4: _13 _1a "15 ml)} (4: _1; _13 _1) _1): (1> _1)}
de e := (4,4,1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,—1,—1) est maximale, de cardinal
3=[H]+1.
Le sommet additif origine de ag est réalisable: La partition e-adaptée
{(4,-1,-1,-1,-1),(3,-1,-1,-1),(2,-1,-1)}
de ¢ := (2,3,4,-1,-1,-1,-1,-1,—-1,—1,—1,—1) est maximale, de cardinal
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Le sommet additif origine de a, est réalisable: La partition e-adaptée
{(1,1,3),(4,-1,-1, ~1,-1},(-1, -1, -1,-1,-1),...,(-1,-1,-1,-1,=-1)}
(ot (=1,—-1,—1,-1,—1) est répété 5 fois) de ¢ := (L, 1,3,4,4, ~1,...,=1) (ol

—1 est répété 29 fois) est maximale, de cardinal 7 =[] + 1.
(]
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CHAPITRE 6

Automorphismes d’ordre p d’une couronne formelle

Soit X un corps discrétement valué complet, de caractéristique nulle, de corps
résiduel k£ algébriquement clos, de caractéristique p > 0. On note R I’anncau de
valuation de K, et 7 une uniformisante de R. On suppose que K contient une
racine primitive p-iéme de l'unité ¢ = A + 1. Enfin, e est un entier strictement
positif.

1. Modéle minimal d’une couronne ouverte avec action d’un
automorphisme d’ordre p

Considérons un R-automorphisme o d’ordre p de la couronne formelle C,
F. I’ensemble de ses points fixes géométriques dans C. g := Ce Xspec r SPEC K,
(éventuellement vide). De plus, on supposera tous les points fixes rationnels
sur K. 11 existe un unique modéle minimal M(C, x,0) de C. x pour lequel les
spécialisations des points de F), sont lisses et distinctes: Si F;, est vide, M(Ce.x,0)
est égal & C,. Sinon, il est construit de la fagon suivante: Choisissons une coor-
donnée de Laurent Z sur C., on commence par éclater les idéaux (7%, Z), ol a
décrit I’ensemble des valuations prises par les points de Fj,. On obtient ainsi
une chaine de droites projectives reliée & chaque extrémité & la transformée
stricte d’un des deux bords de C.. Si le modele ainsi obtenu ne sépare pas les
spécialisations des points de Fj, on éclate encore les fibres formelles contenant
plus d’'un point de F, (ce sont des disques formels) pour obtenir le modéle mini-
mal cherché. Sa fibre spéciale est un arbre de droites projectives, relié aux com-
posantes correspondant aux transformés strictes des bords. La chaine de compo-
santes irréductibles obtenue dans la premiére étape, menant d'un bord & l'autre,
s’appelle la chaine fondamentale . Les composantes de la chaine fondamentale
seront dites fondamentales.

2. Arbre de Hurwitz associé & un automorphisme d’ordre p d’une
couronne formelle

Soit T* I'arbre dual de la fibre spéciale de M, = M(C,x, ). Choisissant
I'un des deux bords 7 de C., on oriente I'% & partir du sommet 7, correspondant.
Soit T, I'arbre orienté décrit ci-dessous:

- L’ensemble des sommets de T, est la réunion disjointe de soml’; et de F,.

Le sommet correspondant & un point z de F;, sera noté s,.
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— L’ensemble des arétes positives de I'; est la réunion disjointe de ar'T% et
de F,,. I’aréte positive correspondant & un point z de F; sera noté a,.

— Si z est un point de F;;, le sommet terminal de a, est s, et 'origine de a,
est le sommet de I} sur lequel se spécialise z.

Soit s un sommet de I ; le point générique de la composante irréductible
correspondant & s définit une valuation discréte v, du corps des fractions K,
de A.. On note é(s) la valuation de la différente de l'extension de corps valués
(fCe vs)/(KCZ, v5). D’apres la proposition 1.6 du chapitre 5, on a 0 < 6(s) < vx(p).
Un sommet s de I'} sera dit multiplicatif si (s) = vi(p), additif si
0 < d(s) <vg(p) et étale si §(s) = 0.

On définit une application € := ¢, de arl', dans N: Si a est une aréte de I,
elle correspond & un point double z, de M(C, x, o), on définit alors e(a) comme
étant ’épaisseur de z, dans M(C, x, o). Si maintenant ¢ = a,, o1l z est un point
de F,), on définit e(a) := 0.

On définit une application m := m, de arT', dans 7 et une application h := h,
de arl’, dans Z/pZ de la fagon suivante: Soit a une aréte de I',. Si @ est une aréte
de T'* (resp. o = a,, oll = est un point de F,), elle correspond 4 un point double
orienté z, de M(C, k, o) (resp. & la spécialisation de z dans la fibre spéciale de
M(Ce i, 0)). Soit &, le bord de la couronne formelle (resp. du disque formel)
Spec @Mo’aza qui correspond & l'origine de a. On notera @, le localisé-complété
(& ,\/L,,,,ﬂ)gz . On note w, la 1-forme différentielle associée au torseur Spec &, —

Spec OF si ce torseur est radiciel en réduction. On pose m(a) := —(1 + orde, w,)
et h{a) égal au résidu de w, si V'origine de a est un sommet multiplicatif. Si
maintenant l'origine de a est un sommet additif, on pose m(a) = —(1 + ordg, w,)

et h(a) = 0. Sil'origine de a est un sommet étale, m(a) est le conducteur de Hasse
de extension O, @ k/O7 ®g k. Enfin, m(a,) = ~ma,) et h(ds) = —h{ag).

PROPOSITION 2.1.

La donnée H, = (K, 1y, 6(ry), €5, My, hy) est une donnée de Hurwitz sur
I'y. On dira que {'arbre de Hurwitz (T'y,H,) est Uarbre de Hurwitz associé d
Pautomorphisme o de la couronne formelle d’épaisseur e. Par ailleurs,

~ (Loi de variation de la différente) Pour tout sommet s de Iy, on a
5(s) =d(s):=6(rs) +(p=1) Y mla)e(a),
aCartly

ot Iy est la chafne d’origine v, et de sommet terminal s.
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— Le cardinal de F, est égal @ m{ay) + mlay), ot a, (resp. ay ) est l'unique
aréte d’origine , (resp. Ty ).
— Les sommets de valence supérieure ou égale & 3 sont réalisables.

— Un sommet mazimal est soit le sommet terminal d’une feuille, soit Ty, ot
n' est le bord de la couronne opposé ¢ n (ry est le sommet terminal de la
chaine fondamentale).

— i a est une feuille de (U, H,), alors Uorigine de a est soit un sommet

mazimal de T%, soit un sommet fondamental.

— Il existe au plus deuzx sommets fondamentauz qui sont multiplicatifs. De
- plus, s'il y en a deuz, il existe une aréte qui les relie.

PREUVE. Le fait que H, soit une donnée de Hurwitz se montre exactement
de la méme fagon que pour le disque. En particulier, on prouve de méme que les
sommets de valence supérieure ou égale & 3 sont réalisables. La loi de la variation
de la différente résulte de la proposition 1.10 du chapitre 5. _

Soit s un sommet maximal. Supposons s non fondamental, on note alors a
'inique aréte de sommet origine fondamental et de sommet terminal non fonda-
mental qui apparait dans la chaine positive T's. L’arbre de Hurwitz (T';[a], H,[a])
provient alors d’un automorphisme d’ordre p du disque formel, on sait alors que
s est le sommet terminal d’une feuille de (T5[a], Hsla]), donc de (T's,Ho). Si
maintenant s est fondamental, comme il est maximal il doit étre égal & 7.

Montrons & présent la formule donnant le cardinal de F, c’est-a-dire le nombre
de feuilles de V'arbre de Hurwitz ([',, H,). Cela peut se voir par récurrence sur le
nombre de sommets fondamentaux:

Siil n'y a que deux sommets fondamentaux, F, est vide, et la proposition 1.10
montre la formule.

Soit N > 3, supposons la formule démontrée pour les automorphismes d’ordre p
de conronnes formelles dont Parbre de Hurwitz posséde N —1 sommets fondamen-
taux. Soit o un automorphisme d’ordre p d’une couronne formelle C d’épaisseur
e dont Uarbre de Hurwitz posséde N sommets fondamentaux. Alors, si s est le
sommet fondamental sommet terminal de 'aréte a, et a 'unique aréte fondamen-
tale d’origine s, 'arbre de Hurwitz (I';[a], Hs{o]) provient de 'automorphisme o
restreint & la couronne formelle C[a] de fibre générique formée des points @ tels
que €(a) < vg(Z(x)) < e, ot Z est une coordonnée de Laurent sur C. Le nombre
de feuilles de (I';[a], Ho[a]) est alors m(a) + m(ay). Si b est une aréte non fon-
damentale de T, d’origine s, le nombre de feuilles de (T4 [b], H,[b]), qui provient
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d’un automorphisme de disque formel, est égal & m(b)+ 1. Donc, si T désigne V'en-
semble des arétes non fondamentales d’origine s, le cardinal de #, est, d’aprés
Hi{3|:

> (m(b) + 1)+ m(a) + mlay) = —(m(@y) +1) +2 — 1+ m{ay)
bel
= m(ay,) + m(ay)

1l reste & voir la derniere assertion. Pour s un sommet fondamental distinct
de r, et ry, soit a; 'aréte fondamentale de sommet terminal s et aq 'aréte fon-
damentale d’origine s. Alors la pente de la variation de la différente le long de la
chaine fondamentale est égale & m(a;)(p— 1) avant le sommet s et & m(ag)(p—1)
aprés. Donc, la variation de la pente au passage de s est égale, d’apres H[3], a
— D acar(s)artas,a (@) +1) <0, car pour une aréte a non fondamentale d’origine
s, (Tela], Hs[a]) provient d’un automorphisme d’ordre p du disque formel et donc
m{a) > 0. La variation de la différente le long de la chaine fondamentale est donc
une fonction continue, linéaire par morceaux et concave (i.e. la pente diminue).
Supposons qu'il existe un sommet fondamental multiplicatif, et prenons s le plus
petit d’entre eux. Alors, soit s est maximal, et alors c’est le seul sommet mul-
tiplicatif fondamental, soit il existe une (unique) aréte fondamentale a d’origine
s et alors m(a) > 0. Si m(a) = 0, le sommet terminal de a est multiplicatif, et
ensuite la différente doit chuter, donc les éventuels sommets suivants ne sont pas
multiplicatifs. Sinon, s est le seul sommet multiplicatif fondamental. [l

3. Théoréme de réalisation

Comme pour le cas du disque, on peut donner une caractérisation des arbres
de Hurwitz provenant d’un automorphisme d’ordre p d’une couronne formelle
{ne permutant pas les bords). Nous ne donnons pas une preuve complete de ce
théoréme, au sens ol le procédé de recollement utilisé est juste esquissé. Nous
renvoyons le lecteur au cas du disque pour des détails.

THEOREME 3.1.
Soit I' un arbre fini, conneze et H := (K,ry,dy, €, m, h) une donnée de Hurwitz
sur T'. Alors (I',H) provient d’un automorphisme ¢ d’ordre p d’une couronne
Jormelle (ne permutant pas les bords) si el seulement si il vérifie les conditions
Clil, 1 <i <4 ci-dessous.

C|1] La racine ry est de valence 1
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C[2] T existe un unique sommet mazimal vy de Ty tel que lunique aréte a d’ori-
gine T vérifie e(a) # 0. On appelle alors la chaine reliant To & 7§ la chaine
fondamentale, et on la notera Tg. Les sommets (resp. arétes) de la chaine fonda-
mentale seront dits fondamentauz (resp. fondamentales).

C[3] Si s est un sommet mazimal de T, distinct de 1y, l'unique aréle de sommet
terminal s est une feuille.

C[4] Tout sommet de valence supérieure ou égale 4 3 est réalisable.

De plus, 'épaisseur de la couronne formelle est alors lu somme 37 o ry) €(0)
des longueurs des arétes fondamentales..

PREUVE.

Soit o un automorphisme d’une couronne formelle, ne permutant pas les
bords. C[1] résulte de la construction du modéle minimal. Les assertions res-
tantes ont déja été vues.

Montrons maintenant la réciproque. On suppose donc que ([, H) vérifie les
propriétés C[i], 1 < i < 4. On voit alors immédiatement le

LEMME 3.2. Sis est un sommet fondamental et a une aréte non fondamentale
d’origine s, Uarbre (U[a), H[a]) vérifie les propriétés Dli], 1 <1 < 3 du théoréme
4.1 du chapitre §.

On procéde alors par récurrence sur le nombre N de sommets de la chaine
fondamentale.

Supposons d’abord N = 2. L’arbre de Hurwitz est alors réduit a sa chaine
fondamentale, d’aprés C[1] et C[2] (r) est maximal). Notons ¢ I'unique aréte
positive de I', et e := €(a), qui est non nul d’apres C[2]. Si la racine rq est
additive ou étale, alors m(a) est premier & p. Soit n 'entier déterminé par vk (p) =
do+n(p—1), Z une coordonnée de Laurent sur C, ; 'automorphisme o de C, donné
par o(Z) =( i) Z (14 W”Zm(“))‘ﬁ%ﬂj a alors un arbre de Hurwitz équivalent a
(T', 7). Si maintenant rq est multiplicatil, h(a) # 0 mod p. L’automorphisme o
de C, donné par o(Z) = ¢ ~#1 Z a alors un arbre de Hurwitz équivalent a (T, #).

Supposons maintenant N > 3, et le théoréme démontré pour N —1, Soit s le
sommet fondamental qui est Porigine de 'unique aréte o’ de sommet terminal 7.
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Soit 'y le sous-arbre de T obtenu en retirant les arétes positives d’origine s, et
Hi la donnée de Hurwitz restreinte de H sur I';. Alors, la chaine fondamentale
de (I'1,H1) possede N — 1 sommets, et (I'y, H;) vérifie les conditions C[i], pour
1 < < 4. Il existe alors un automorphisme ¢, d’ordre p de la couronne formelle
d’épaisseur ey = 37 i o €(6) = € — €(a’). dont l'arbre de Hurwitz est
équivalent & (I'y, H1).

Par ailleurs, soit I'; le sous-arbre de I’ de sommets s et rf et dont 'unique
aréte est a, et Hy la donnée de Hurwitz restreinte de H sur I's. D’aprés le cas N =
2, il existe un automorphisme ¢y d’ordre p de la couronne formelle d’épaisseur
ez = €(a') dont Yarbre de Hurwitz est équivalent a (I'z, Ha). Par hypothése, s
est réalisable. Soit (u,, j;) vérifiant les conditions de [M] si s est multiplicatif, et
celles de [A] si s est additif (Le sommet s ne peut pas &tre étale). On construit
a l'aide de u, et du lemme 3.2 un automorphisme d’ordre p de R{Z, Z7'}, et on
peut alors recoller d'un c6té la couronne d’épaisseur e; munie de oq et de 'autre
la couronne d’épaisseur e;, munie de automorphisme ¢,. On obtient alors une
couronne formelle d’épaisseur e munie d’'un automorphisme o dont I'arbre de
Hurwitz est équivalent a (T, H). O

4, Un critére suffisant de réalisabilité

Soit s est un sommet de I', ot (I',’H) est un arbre de Hurwitz satisfaisant
les conditions C[i], i # 5. Si s n’est pas un sommet fondamental, ou si s est
un sommet fondamental tel que m(a;)m(az) < 0, ol @1 et ay sont les deux
arétes fondamentales d’origine s, on peut lui appliquer le critére 7.4. La seule
différence avec le cas du disque provient de 1’éventuel sommet fondamental s tel
que m(a1) < 0 et m{ay) < 0.

4.1. Le k-schéma V.

Solent my et my des entiers positifs premiers a p, J un ensemble & my + my
éléments. On se donne une famille e := (e;);c; d’éléments inversibles de F,, telle
que > ;& = 0. On notera V; le sous-schéma fermé de Spec &[T}, X;|;e; d’idéal
engendré par les .., eT7, ou 1 < v < my, (v,p) = 1, par les Y, e, X7, ot
1 <v < mg, (v,p) =1, et par les T;X; — 1, i € 1. Alors, pour toute composante

irréductible Z de V,, dimZ > [%] + [@} + 2.
N P

Soit = := ({;,¢;") un point rationnel de V, sur k, il définit une partition P, de
I telle que + = j mod P; si et seulement si ¢; = ;. Pour une partition P fixée de
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I, on notera V, p le sous-schéma fermé de V, d’idéal (T;=T3), (Xi—X;))i=j mod P-
En particulier, V, p_ = V.. On notera V;'p l'ouvert de V, » complémentaire de la
réunion des V, pr, avec P’ < P. On remarquera que

;P(kj) = {:U € Xg(k)npm = P}

LEMME 4.1. Soit P une partition de I, différente de P—. alors siz = (t;,1; ")
est un point rationnel sur k de V, avec P, = P, ona ;6 = 0 mod p pour
tout J dans P.

La preuve est identique & celle donnée pour X, au chapitre 5. On en déduit
de méme le corollaire et la proposition ci-dessous:

COROLLAIRE 4.2,
(a) Si P est une partition de I, e-adaptée, alors Vy,p est isomorphe d

k[As, Bylsep
(A;jBy—1)°
En particulier, V. p est de dimension cardP.
(b) Soit Q, := Upep, Ve, alors Vorea est la réunion disjointe de @ et de
Ve =Ver ﬁ
PROPOSITION 4.3.

(o) Les composanies irréductibles de Q. sont les Vo p, ou P est une partition
mazimale e-adaptée.

(b) Si il existe une partition mazimale e-adaptée avec cordP < [%] + [%] +1,

Gﬁ,ﬂk = Spec

alors V. (k) est non wvide.

4.2. critére suffisant de réalisabilité.

Nous ne donnons ici que le critére pour un sommet fondamental s pour lequel
les deux arétes a; et ay fondamentales d’origine s vérifient my = —mfay) > 0 et
my = —m(ag) > 0.

PROPOSITION 4.4.

(a) Supposons que s est multiplicatif. Notons I, := ar{s) \ {e1,02} et b =
(h(a))ge1,. Alors, si il existe une partition mazimale h-adapiée P de I, avec

card(P) < [_77_1_1_] -+ [@] +1, le sommet s est réalisable.

(b) Supposons que s est additif. Notons I la réunion disjointe de ensemble fini
I = ar(s) \ {a1,02} et d'un ensemble fini & my + my — card(I]) éléments, el
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e = (ei)ic1, la famille définie par e; := m(3) sii € I' et e; = —1 sinon. Alors, si il
existe une partition mazimale e-adaptée P de I, avec card(P) < [Epl—] + [@] +1,
p

le sommet s est réalisable.

PREUVE,
(a) On suppose s multiplicatif. On peut supposer oo = js{a1) et 0 = j,(as2), et on
pose js(a) = t, pour a dans I;. Remarquons que la relation

3 (mla)+1) =2
acar(s)

entraine cardf, = m; + my. On peut alors chercher %, sous la forme
Ty = [ [ (& = ta)™®

g€l

di :
olt ordi_gtiy = ordi—gefs = 0. Posons w, ;= —, le résidu de w, en t, est alors
5
h{a). Un petit calcul montre que la relation

divw, = (my — 1)[o0] + (me — 1)[0] = Y _[ta]
acl,

est alors équivalente 3

Zh(a)tz =0, —-mg<v<m, (v,p)=1

acly
c’est-a-dire que (£,,¢;?) définit un point de Vi (k). On applique alors le critére 4.3.
(b) On suppose s additif & présent. On peut supposer oo = j,(a1) et 0 = j,(as),
et on pose j,{a) = t,. Remarquons que la relation

Z (mla) +1) =2
acar(s)

entraine Y .. (m{a) + 1) = my 4+ me. On peut alors chercher #; sous la forme

g = Hiels\lg (t )
5 HQEI; (t _ ta‘)m(a) )
ol OIdyofly = Ordi—gotly = 0. Posant w, := di,, la relation

divws = (my — 1){oo] -+ (mg — 1)[0] Z(m(a) + 1)[t,]

acl)
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est alors équivalente a

Zeit;’ =0, —my<v<m, (¥p =1L
i€l

c’est-3-dire que (£;, ;1) définit un point de V*(k). On applique alors le critére
4.3. B O

5. Involutions de couronnes formelles en inégales caractéristiques
(0,2) avec conducteur 3 & chaque bord

Soit ¢ une involution d'une couronne formelle en inégales caractéristiques
(0,2) avec conducteur 3 & chaque bord. Alors I'arbre I'; est de l'un des 17 types
sutvants. De plus, si T' est un arbre de cette liste, on peut trouver une donnée de
Hurwitz qui la réalise.
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6. Structure des automorphismes d’ordre p & petits conducteurs

Dans ce qui suit, o désigne un automorphisme d’ordre p de C., qui ne permute
pas les bords, opérant sans inertie aux bords. On fera ’hypothese ici que my <p
et mg < p, ot my + 1 et my + 1 désignent les conducteurs aux bords 7; et 7.

6.1. L’arbre de Hurwitz d’un automorphismes d’ordre p & petits
conducteurs.

THEOREME 6.1. Soit ¢ un automorphisme de C, d’ordre p, ne permutant pas
les bords, qui opére sans inertie aux bords. Soit m; le conducteurs au bord n;,
i =1,2. On note r; le sommet correspondant au bord n;. Sim; <p et my <p, la
chaine fondamentale de larbre de Hurwitz de o contient au plus deuz sommets
en dehord de 11, ro. De plus, s'il y en a deuz, ils sont multiplicatifs. Autrement
dit, Uarbre de Hurwitz Ty, H,) (avec pour fizer les idées la racine r1) est de l'un
des trois types ci-dessous:

Type I: e > (5= + - )ox((— 1)
Sie > (G- + ﬂ—i;)va()\), la chaine fondamentale de ’arbre de Hurwitz (L', H,)
est formée de la racine r1, origine d’une aréte ay de sommet terminal multiplicatif
s1, lui-méme origine d’une aréte dont le sommet terminal sy est multiplicatif el
enfin du sommet vy (sommet terminal de ay). De plus, pour i = 1,2, il y a

ezactement m; feuilles d’origine s;. Enfin, €(a;) = Evy(/\).
%

—

m, feuilies mzfeuilles

— T

I \\\V/// 2

m=m; m=0 m=’-m2
h=0 00 h=0
£= L’ml vih) o0 E= Urnzv(h)

Type IT: e = (- + m%)qu(C —1)

mi
Sie = (= + 7 vk (}), la chaine fondamentale de Varbre de Hurwitz (Cy, Hy)
est formée d’un sommet mulliplicatif s, reli¢ & r; par une aréte a; au sommet T;,
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pour 1 = 1,2, De plus s est le sommetl d’exactement my + my feuilles. Enfin,
1
e(a;) = —uvg(A).

(]

m,+ rr12feuilles
\
1, o2
= m =-m
1?=om h=0
wll’m1 v} e=1/m, vi)

Type III: e < (o= + =)ok (¢ — 1)

Sie< (m%—i- m%)vK()\), la chaine fondamentale de Uarbre de Hurwitz (I, Hy)
est formée d'un sommet additif s, relié ¢ r; par une aréle a; au sommet vy,
pour 1 = 1,2. Le nombre d’arétes non fondamentales d’origine s est inférieur d
inf(mq, my). Si a est une telle aréte, et si m(a) < p, les arétes positives d’origine
le sommet terminal de a sont des feuilles. Il y o au plus une aréte a d’origine s
pour laquelle m{a) > p. Enfin, €(a;) < E—UK()\) pour i =1,2.

£

( A
r t
1. 02
m_—ml m=-m,,
h=0 h=0
e<l/m vQ))  e< 1/m, i)




6. STRUCTURE DES AUTOMORPHISMES D’ORDRE p A PETITS CONDUCTEURS 83

PREUVE.

L’automorphisme o posséde m; + my points fixes. Ainsi, la chaine fonda-
mentale est formée d’au moins trois sommets. Soit s un sommet fondamental
différent de ; et 7o, on note @, 'unique aréte fondamentale positive d’origine le
sommet terminal s et a; I'unique aréte fondamentale positive d’origine s. Suppo-
sons m(a;) > 0 et m{az) > 0. En particulier, s est un sommet additif réalisable,
on prend les notations de [A]. Soit w = di&,. On peut supposer j;(G) = +oo et
tq, = 0. Comme ordy,diiy = m{a;) > 0, quitte & ajouter une puissance p-ieme, on
peut de plus supposer @, de la forme

PO
! HaEar*"(s)(t - ta)m(a)
avee deg(P) = D carr (s (@), €t P(t) # 0 pour o dans art(s). Prenant la
coordonnée z := t~', en notant @ le polynéme Q(z) := :EEGE”JF(-*)T”(“)P(%), on a
alors
o Q)
s = .
Haea.r"‘(s)(]‘ - tax)m{ﬂ‘)

Comme par ailleurs 1 < 1 + ordeew = m(a1) < My < p, on a le développement
en série de Laurent

2, = 1+ az™®)  mod g™+

ol v est non nul. Mais alors,

Q(z) = (1 + az™) 4 zme I (g)) [T (1 —tez)™,

acart{s)

Ona (3 cu(s) m(a)) —(m(a1)) £ X pcar+(s) ™@) ~m{ay) = 2-card(ar(s)) < 0.
Le coefficient de #™®) dans Q(z) est donc & # 0. Or, le degré de @ est égal &
D ecart(s) M{@), on obtient donc une contradiction. On ne peut pas avoir m(a;) >
0 et m(ay) > 0. 1l existe donc au plus une aréte fondamentale positive a telle que
mla) > 0, et c’est donc forcément 'aréte d’origine 7. De méme, la seule aréte
fondamentale positive a telle que m{a) < 0 est 'aréte de sommet terminal r5. On
voit qu’il y a trois cas: Notons s; le sommet terminal de I'aréte aq d’origine 71,
et ag I’aréte fondamentale positive d’origine s1.

Si m(ag) = 0, s est multiplicatif, et le sommet terminal s, de a est multi-
plicatif. On tombe sur le type I. On a my = m(ay), les arétes positives d’origine
s distinctes de a sont des feuilles, et la relation 3, (m(a) + 1) = 2 montre
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qu’il y en a m;. De méme, il y a my feuilles d’origine sy (le sommet terminal de
ag). Le calcul de €{a;) se fait en utilisant la loi de variation de la différente. On a
alors e > ¢e(ay) -+ €(ay) = (;%1— + miz)v,r{()\)

Supposons a présent m(ag) < 0 et sy multiplicatif. Alors le sommet terminal
de ap est r2. On tombe sur le type II. On voit alors que les sommets non fon-
damentaux d’origine s; sont des feuilles, et la relation 3 .. . (m(a) +1) = 2
montre qu'il y en a my + my. On voit alors facilement que e = €(a1) + €(a2) =
R = (T2 )]

Supposons enfin m(ap) < 0 (i.e. m{ap) = —my) et 81 additif. Soit ¢ le nombre
d’arétes non fondamentales d'origine s = s;. On peut alors supposer, avec les
notations de la proposition 4.4,

o1 deg(P) = Sz, (@), 4s(@1) = 00, ja(az) = 0, ju(a) = ta # 0 pour a dans I,
P(0) [Lcr, P(ta) # 0, et ordoodiiy = my — 1, ordgdfiy = mp—1. On a @, = 14-0t™
mod t™F1 oft o # 0. Ainsi,

P(t) = (14 at™ + ™ (z)) [T(1 - £,1)™),

acll

Or, deg(P) = 3> e mla) = m1 + mg — ¢ Sima < ¢, on a deg(P) < my et
on obtient alors une contradiction en remarquant que le coefficient de ™2 doit
étre . Done g < my, et en regardant également le dévelloppement de %, en oo,
on voit que ¢ < my. Le fait qu’il y ait au plus une aréte non fondamentale a
d’origine s pour laquelle m(a) > p résulte de m; + my < 2p. Si @ est une aréte
non fondamentale a d’origine s pour laquelle m{a) < p, toute aréte d’origine
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tr_(a) est une feuille d’apres le théoréme 111 3.1 de [6]. Enfin, la loi de variation
de la différente entraine que e < (- + -=)vx (A).

- dyfp-1)
4D /6D p

vy |

penlemy  \Pente-m,

V) ¢ V(i) e ()

Type ] Type Il Type 111
Il

6.2. Exemples du type I.
La méthode de construction indiquée dans la preuve de la proposition 1.4 du
chapitre 4 conduit & des automorphismes du type I, si on part de deux automor-
phismes du disque formel dont les points fixes sont équidistants. Réciproquement,
le lemme ci-dessous montre que tout automorphisme du type I s’obtient de cette
maniére.

LEMME 6.2. Soit ¢ un automorphisme d’ordre p d’une couronne formelle ne
permutant pas les bords, dont l’arbre de Hurwitz est réduit ¢ deuz sommets reliés
par une aréte a telle que m(a) = 0. Alors, il existe une coordonnée de Laurent Z
sur lo couronne formelle telle que o(Z) = ¢*Z, ou (4,p) = 1.

PREUVE.

Notons e 'épaisseur de la couronne formelle, le quotient de C. par o est une
couronne formelle d’épaisseur pe. Prenons une coordonnée de Laurent T sur la
couronne quotient, le morphisme C, — Cpe = Ce/ (o) induit un torseur étale au-
dessus de la fibre générique. Soit y? = u(T') une équation de ce torseur, oll # est un
inversible de Q(Cpe) ® K. On écrit u = T7(1+g), ot g est dans l'idéal (7, Z, =)
Si on avait p|r, alors la réduction & I'un des deux bords serait additive, ce qui
contredit m(a) = 0. Ainsi, 7 est premier & p, et quitte & changer de coordonnée
de Laurent, on peut supposer g = 0. Mais alors, Z = y est une coordonnée de
Laurent sur G, et o(Z) = ¢tZ, ot (£,p) = 1. O
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6.3. Un exemple explicite d’automorphisme du type II.

L'exemple ci-dessous est du type II. C'est le seul exemple explicite (¢’est-a-
dire donné par sa série de Laurent) d’automorphisme d’ordre p d’une couronne
gque nous connaissons.

EXEMPLE 6.3. On suppose ici p # 2 et B = W (k)[¢]. Considérons, pour « et
b deux entiers positifs distincts modulo p:

A,:g( ¢+ ¢ A(cb—ca))
T2 - e

(On remarquera que vr{C? — (%) = vg(A).)
La matrice A est d’ordre p car dans GL(2, K), on a

A=p! (%ﬂ 8.,) P avec P := G —;\)

Dans GL(2,k), A induit la matrice (d’ordre p) A = (l(bl_ o) (1)), et A définit
2
un automorphisme o4 d’ordre p de la droite projective Py par

€+ ¢z + A= ¢
AU = N2+ (¢ + <)
L’automorphisme o4 laisse alors stable la couronne ouverte 0 < v (%) < 2ug(}):

AHE =X AT =Y A*
W—g W——Z) danSRHZa‘Eﬂ

04 opere sans inertie, avec conducteur 2 aux deux bords.

De cet exemple, on peut déduire des automorphismes d’ordre p de couronnes
formelles, avec conducteurs m+1 aux deux botds; il suffit de faire le changement
de base 7 = W™, avec m premier 2;‘), p. Dans le cas p # 2, on trouve ainsi

I'automorphisme d’ordre p de R[[Z, A—;—]], oll R= W (k)[Aw]:

UA(Z) =

oa(Z)=Z(1+ 1+

g
Ca + Cb zm

1 )\*1 b _ ra 1
o(Z) = Z(1 + Y (1 + —E(f_;gb—“zm)m
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6.4. Un exemple du type III.

Nous allons donner un exemple, & 1'aide des méthodes de la géométrie rigide.
Le principe est le suivant: On cherche un revétement p-cyclique C de Pi ayant
une réduction semi-stable formée de deux composantes irréductibles se coupant
en un point double ordinaire. Ce point est nécessairement stable sous I'action de
G := Z/pZ. Les points de C se spécialisant au point double forment alors une
couronne ouverte, stable sous I'action de G ([15], 3.3.2).

EXEMPLE 6.4.

Soit m un entier premier & p et o € K9 tel que Jug (M) < vg(a) < vk(}),
considérons le revétement p-cyclique f de PL donné par I’équation
B 1 - oIy
C 1—aP(l+ aPA) T .

T1 est ramifié en 2m points. Au dessus de la couronne 0 < vi (7] ") < Zug(a),
on obtient une couronne ouverte, nécessairement stable sous l'action de G :=

Z./pZ, avec conducteur m + 1 & chaque bord. Si o est un générateur de G, o est
de type 1IL

YP

P

m composantes non
fondamentales
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PREUVE.
On supposera que R contient une racine m-iéme de A. Au-dessus du disque
Dy : vg(T1) > 0, on obtient I'équation dans R{7}}
Y?P=  (1-a"TT)(14+oP(1+ o PA)TTY) mod AP
14+ XPTT" mod wAP
Posons Y := AW, + 1; 1 suit

AWy +1)P -1
(AW: + 1) =77 modw
AP
Ainsi, résiduellement, I’équation du revétement est w! — wy = 7.
_
¥ m
Posons maintenant T, := T au-dessus du disque Dy : wvg(T2) > 0,
1

I'équation du revétement est
1— T
— aP(1 + o PAP)- 1T
= (1+a )1 - oIyl +a?(1 —a PA")T™ mod wAP)
= (L+a?A) Y1 AT mod 7AP).

Y= (1+ orfW’)-l1

Aprés une extension éventuelle finie de K, en posant AW, + 1 := (1 + ofp)\p)%Y,
on obtient I'équation

AWy 4+ 1) —1
(AWa + 1) = -17" mod 7.
AP
Ainsi, résiduellement, ’équation du revétement est wh — wq = —¢*.

En notant f : ' — P le revétement ci-dessus, {f 1(D,), f~1(Ds)} est un re-
couvrement pur de C' ([3], p164). La réduction associée E de C est formée de deux
composantes irréductibles £ et Ep, données respectivement par les équations:
wi —wy = 1" et wh — wy = ~15. La courbe E; (resp. E3) est étale au-dessus de
la droite affine Spec (k[t1]) (resp. Spec (k[t2])), totalement ramifié & I'infini avec
conducteur m+ 1. Il reste & voir que F; et Ey se coupent suivant un point double
ordinaire. Considérons la suite exacte de Op-modules déduite de la normalisation
¢: E— E.

0= 0= .05 —+F =0

ou F est un faisceau gratte-ciel de support le lieu singulier de . Quitte & faire
une extension finie de K, il existe un modéle propre et plat £ sur R de C, dont la
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fibre générique est lisse et la fibre spéciale s'identifie & £ ([3] p168). De 'égalité
des caractéristiques d’Euler-Poincaré résiduelle et générique pour £, L.e.
¥(0c) = x(Og), on déduit :

x(0g) = x(Op) + x(F) = x(Oc¢) + x(F)

Sig, g1, g2 désignent respectivement le genre de C, E; et Fy, on obtient
dimy HNE, F)=1-g1+1-ga—(1—g)

Or, d’aprés le théoreme de Hurwitz,

l-g=p-m{p—1)
1
1_91:1—92210—“5("”"‘1)(?“1)

et finalement dimy H°(E,F) = 1. La réduction E possede donc un seul point

singulier qui est un point double ordinaire.
O
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