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Soient K un corps valué non archimédien complet, X le complété de la
cloture algébrique K de K. Si K est séparable sur K (ce qui est le cas en
caractéristique zéro) les sous-corps de K contenant K sont classifiés par les
sous-groupes fermés de G = Gal(K/K), le groupe de Galois de K sur K. On
peut montrer que G classifie aussi les sous-corps fermés de K contenant K
[4,6]. En effet, le point de départ est un résultat de Tate-Sen-Ax qui décrit

Paction de G sur K et qui s'énonce ainsi:

THEOREME (1, 13, 15].  Soient K un corps complet pour une valeur
absolue non archimédienne et K un complété dune cloture algébrique K de
K. Alors, le sous-corps de K des élements invariants par le groupe Aut(K/K)

des K-automorphismes de K (qui opére par continuité sur K) est ladhérence
de la cléture radicielle de K.

Il suit alors dans le cas ou K est séparable sur K que 'application
F > FN K définit une bijection de ’ensemble des sous-corps fermés de K
contenant K sur les sous-corps de K contenant K (dont Papplication
réciproque est L — L ou L est 'adhérence de L dans K).

En revanche si K n’est plus séparable sur X, la théorie de Galois n’a plus
d’utilit¢ puisque les automorphismes laissent stable la partie radicielle.
Néanmoins lorsque K est un corps local, ¢’est-a-dire un corps complet pour
une valuation discréte a corps résiduel parfait, on peut décrire les sous-corps
fermés de K. L’application L — L est une application surjective de I'ensemble
des sous-corps de K contenant K sur I'ensemble des sous-corps fermés de K
contenant K [6]. Cette application n’est pas injective, plus précisément on a
pour KcLcK

L L 81 Y, o + (0
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ou p est la caractéristique de K, L*® I'extension séparable maximale de K
contenue dans L, L7 “ la cloture radicielle de K dans K et Dy signifie
différente de M sur K.

Notre étude se place dans le cadre suivant: K est un corps valué (non
archimédien) complet, K(X) est une extension transcendante valuée d’un
complété d’une cléture algébrique K de K. D’abord nous montrons qu’un
corps fermé F intermédiaire entre K et K(X) (complété de K(X)) est soit
contenu dans K ou tel que K(X) soit une extension algébrique finie de F
(proposition 1). Si la caractéristique résiduelle de K est nulle, nous montrons
que les corps algébriquement clos intermédiaires entre K et K(X) sont K et
K(X). Ainsi les résultats obtenus sont ceux que I'on peut raisonnablement
espérer. En revanche lorsque la caractéristique résiduelle est p >0 la
situation est assez surprenante: en effet, il existe upe infinité de corps fermés
algbriquement clos intermédiaires entre K et K(X). Donnons une consé-
quence dans un cas simple: soit F,((7)) le corps local de caractéristique
p > 0 admettant pour corps résiduel le corps I, & p éléments; alors [F,((7)),
le complété de la cloture algébrique du corps local F,((7)), contient une
infinité de sous-corps fermés algébriquement clos.

Ces résultats sont aussi en relation avec une étude que nous avons faite

sur le groupe des K-automorphismes continus de K(X) [7,8]. Soit 4,

ensemble des Y de K(X) tels que Y &K, |Y — X|<inf, g |X —x| et
|Y|=|X|. Soit Y€ 4,. Alors, I'application de K(X) dans K(Y) qui a une
fraction rationnelle /° (X ) associe f(Y) est un K-isomorphisme isgmétrique qui
se prolonge donc en un K-isomorphisme isométrique entre K(X) et K(Y)
Cest-a-dire en un K-endomorphisme continu de K(X ) (tous les K-
endomorphismes continus de K(X) sont en fait de cette forme). Les résultats
précédents montrent que si la caractéristique résiduelle p de K est non nulle
cet endomorphisme n’est pas nécéssairement surjectif alors qu’il 'est toujours
si p=0. Autrement dit, 'orbite de X par le groupe Aut,,, (K(X)/K) des K-
automorphismes continus de K{X) est 4, si la caractéristique résiduelie de K
est nulle, sinon cette orbite est dense dans 4, et distincte de A4
(proposition 3).

0. CLASSIFICATION DES EXTENSIONS TRANSCENDANTES
VALUEES DE DEGRE 1

0.1. Notations

Si E est un corps, on désigne par E une cléture algébrique de E; si E est
valué par une valeur absolue non archimédienne |-|, on note | E* | le groupe
des valeurs du groupe multiplicatif E*, E® Panneau de valuation de E, E®®
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Pidéal de valuation de E, E (ou E’) un complété de E; enfin on appelle
caractéristique résiduelle de E la caractéristique du corps résiduel E°/E
Toutes les valeurs absolues considérées sont non-archimédiennes.

0.2. Classification des extensions valuées transcendantes de degré 1

[12, chap. 2; 2, Sect. 10 et Sect. 10, ex. 2]

Soient K un corps valué complet algébriquement clos, K(X) une extension
transcendante de K. Il existe exactement trois types d’extensions de la valeur
absolute de K a K(X). Soit r, =inf, ., | X — x|.

1° type. 1l existe x,, 7 € K tels que | X — x,| = ry = |7|. Alors K et K(X)
ont méme groupe des valeurs et le corps résiduel de K(X) est une extension
transcendante pure du corps résiduel de K, de degré de transcendance 1. On
dit que K(X) est une extension (valuée) “inerte” de K.

Soit Y=n""(X—x,), on a pour tout x € K |Y —x|=max(l,|x|). En
décomposant P(Y)=39 ;a,Y' en produit de polyndmes de degré 1 on
montre facilement que |P(Y)=max;|aq;[, ce qui montre que
|K*|=|K(X)*|. Il suit aussi facilement que le corps résiduel de K(X) est
I’extension transcendante pure k(y) de k ou k est le corps résiduel de K et y
Iimage résiduelle de Y. On peut toujours construire une extension valuée
transcendante de degré I du 1°' type d’un corps K [2, Sect. 10].

2¢me type. 11 existe x, € K tel que | X —x,|=r et r&|K*|. Alors K et
K(X) ont le méme corps résiduel et |K(X)*|=|K*|r’. On dit que K(X) est
une extension (valuée) “rotalement ramifiée” de K.

Soit Y=X—x,,a, b€EK*, i,j €N avec i +#J, alors |aY’| # |bY’| puisque
|K*| est un groupe divisible. Ceci montre que

14

a,Y

¥ =max|a, Y|
1

i=0

et ainsi que |K(X)*| =|K*|r’. Soita€E K on a

n+1

i a1 (@ i 1Y]> |l
Y gty —aly) s YD

et

n‘ 1 Y n+1
=— - i |Y
lloam +— (=) si Y] <|a

ce qui montre que K[Y, 1/Y] est dense dans K(Y) = K(X). Plus précisément
tout élément f€ K(X) s’écrit de fagon unique sous la forme f=3,.; a;Y"
avec lim;_ . |la;| r'=0et | f|=max,|a,]r’. Si|K*|=R_, (ou R, désigne
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les nombres réels strictement positifs), il n’existe pas d’extension de K
transcendante de degré 1, valuée, du 2°™° type.

3°m¢ type. Pour tout xEK on a |X —x|>r. Alors K et K(X) ont le
méme groupe des valeurs et le méme corps résiduel. On dit que K(X) est une
extension (valuée) immédiate de K.

Soit P(X)=b[]L, (X —a,) EK[X], il existe xE K tel que [X —x|<
|X —a;| pour 1<i<d Ona

a x—X
Pe)=b[] (X—a)x (1 J.

@=b]] a)x 1+ ¥—a
ce qui montre que |P(x)— P(X)| <|P(X)|, ainsi |[K*|=|K(X)*| et tout
polyndme de K(X)° est congru & un élément de K° modulo K(X)°. Soit

a€ K, il existe xE K tel que |[X —x|[<|X—a|etona

1 :<', (x—X)i . 1 X()C—X)"Jrl
X—a = (x—a)"'  (X—a) ’

X —a

ce qui montre que K|[X] est dense dans K(X) et donc que K et K(X) ont le
méme corps résiduel. Si X est maximalement complet il n’existe pas d’ex-
tension valuée transcendante de degré 1 du 3°™° type de K.

1. SOUS-CORPS FERMES DE K(X)”

Nous rappelons d’abord des propriétés des fonctions analytiques sur un
corps valué (Section 1.1) qui sont indispensables pour I'étude des sous-corps
fermés de K(X) (Section 1.2).

1.1. Fonctions analytiques sur un corps valué |3, théoréme 1.1]

Soient E un corps valué, #€E, r>0 un nombre réel, D=
lzE€ Efjz— 8| <r} (resp. D= {z € E/|z — 0] < r}); on note #; , 'ensemble
des fonctions E-analytiques sur D, c’est-a-dire des séries entieres f(Z) =
Yis0adZ —0) ou a,EE, telles que lim;  |a;|r'=0 (resp. lim,,
la;| r'* =0 pour tout réel r’ tel que 0 < r’ <r).

Soit f(Z) =Y ;50 a(Z — 0)' € #; ;,. On définit | f|,, par

|/ |p = max |a,]| r' Q)

Si le groupe des valeurs de E est dense ou si son corps résiduel est infini, on
a

/@y = sup 1 /@) @)

Si z est un zéro de f, onazekE. (3)
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Si E est algébriquement clos et si f est sans zéro dans D, on a
| f(Dlp =1a,] > la;| 1 pour tout i > 0 4)
et

| f (D), =1|f(2) pour tout z € D. (5)

1.2. Sous-corps fermés de K(X)~

PrROPOSITION 1. Soient K un corps valué complet, K(X) une extension
valuée de K telle que X & K, F un corps fermé intermédiaire entre K et
K(X)". Alors, si F nest pas inclus dans K, K(X) est une extension
algébrique finie de F.

Démonstration. Soit Y € F, Y & K. Montrons que X € K(Y) . Soient
ry = inf | X —x|, c=inf |Y — x| 6)
xek xeK
et D={z€ KEX)/|X—zi <ry}. Pour chaque f(Z)€ KEX)(Z) sans pole

dans D il existe une suite (x;) d’¢léments de K telle que x; ne soit pas un pole
de f, | X — x;| tende vers r, et

o= lim |f (). (™)

Soient (Y,(X)),cn une suite d’éléments de K(X) convergente vers Y et, pour
tout n, f,(Z)=Y — Y, (Z). A cause de (6) Y,(Z) est sans pdle dans D, donc
J.(Z) aussi et les relations (7) et (6) montrent que

S D)lp 2 c. (8)
On a f,(X)=Y — Y, (X), donc il existe n, tel que (avec (8))

[ fusXN=1Y = Y, (X)] < e < |/ Z)lp-

11 résulte alors de (5) que f,, (Z) a un zéro 6 dans D, d’aprés (3) € K(Y) .
Soit D, ={z€ K(Y) (0)/lz—6|<ry}=DNK(Y) (f). On a

JueilZ)=S(2) =Y, ((Z) = Y (2) EK(Z),

par conséquent, d’apres (6), f,,,(Z) —f,(Z) est sans zéro dans D; il suit
donc de (5)

| o i(Z) =Ll Do, = | 11(Z) =S D)o =Y 1(Z) = Y (2],
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La relation (9) montre que (f,(Z)) est une suite convergente d’éléments de
k) e),p, €t (8) montre que sa limite f(Z) est non nulle. On a

J@O= lm fX)= lim (Y—Y,(X)=0

donc, d’aprés (3), X € K(Y) (6) = K(Y) .

Remarque 1. Le lemme 1 de [7] montre que KZY) =KEX), mais on ne
peut en déduire que X est algébrique sur K(Y) .

Remarque 2. La proposition 1 montre donc que F = K(X), ainsi les sous-
corps fermés et algébriquement clos de K(X) doivent étre recherchés en
considérant des extensions de K engendrées par des éléments de X(X) n’ap-
partenant pas & K(X).

Remarque 3. Si le corps K est algébriquement clos, on peut montrer un
analogue du théoreme de Liiroth. Tout sous-corps fermé F de K(X), tel que

F+K, est de la forme F=K(Y), ou Y n’appartient pas nécessairement a
K(X) ([9])

2. SOUS-CORPS FERMES ET ALGEBRIQUEMENT CLOS DE K(X)
EN CARACTERISTIQUE RESIDUELLE ZERO

On montre qu’il_n’existe pas de corps fermé algébriquement clos non
trivial entre K et K(X) si la caractéristique résiduelle de K est nulle. On en
donne deux démonstrations, 'une “analytique” utilisant la proposition 1,
lautre suggérée par Marius van der Put, utilisant les modules universels des
différentielles continues.

THEOREME 1. Soient K un corps valué complet de caractéristique
résiduelle nulle, K(X) une extension transcendante valuée de K. Alors, les
seuls corps fermés algébriquement clos intermédiaires entre K et K(X) sont K
et K(X).

Démonstration. On peut supposer K algébriquement clos. Soit Y € KZX ),
Y & K, alors

’extension KEY )(X)/KEY) est immédiate. (10)
Cette formule résulte de
’extension K(Y)/K est du méme type que K(X)/K (109

(le type d’une extension a été rappelé au paragraphe 0). En effet (10')
implique (10) de maniére évidente si I'extension K(X)/K est du 3°™ type, si
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K(X)/K est du 1°" type (resp. 2°™ type), (10") montre que K(X) et K(Y) ont
méme corps résiduel (resp. méme groupe des valeurs). Montrons (10’). Soit
Y € K(X) tel que |Y —Y'|inf ., |Y —x|. Pourtout xEKonalY—x|=
|Y' —x|, donc r,=inf,x|Y—x|€E|K*| si et seulement si ry =
inf, ., | Y —x| € |K*| et il existe x € K tel que |Y — x| =r, si et seulement
si il existe x € K tel que | Y’ — x| =ry.. Par conséquent K(Y)/K est du méme
type que K(Y')/K, qui est du méme type que K(X)/K car Y' € K(X)
implique K(Y") = K(X).
Soient Y, et Y, deux éléments de K(X) alors

K ¢ K(Y,) cK(Y,) ¢ K(X) implique K(¥,) = K(Y,). (11)

En effet, (10) dit que K(Y )(X) est une extension immédiate de K(Y ), donc,
d’aprés le “Defektsatz” d’Ostrowski [10; 2, Sect.8, ex. 9] on a

(K(Y X)) = (K(Y )(X))‘, par suite (K(Y (X)) —K(X) La proposi-
t10n 1 implique que les corps fermes et algébriquement clos entre K(Y,) et

(K(Y YX)- —K(X) sont K(Y) et K(X) d’ou (11).

Soient K(Y) un corps fermé et algébriquement clos intermédiaire entre K
et K(X) et tel que Y € K, alors il existe un isomorphisme isométrique entre
K(Y) et K(X), En effet, si K(X)/K est du troisiéme type, le “Defektsatz”
montre que K(X)=K(X) et la proposition 1 implique que K(Y) =K (X)
Si_ K(X)/K n’est pas du troisiéme type, comme (10) montre que K(Y)(X)/
K(Y) est du troisiéme type, les extensions K(X)/K et K(Y)(X)/K(Y) ne sont
pas alors du méme type, donc

inf |X—y| < inf | X —x|.
xeK

yeK(Y)

Par conséquent, il existe y € K(Y) tel que (puisque K(Y) est dense dans
K(Y))

| X —y|< inf | X —x]|. (12)
x€eK

L’application de K(X) sur K(y) qui a une fraction rationnelle f(X) associe
f(y) est, d’aprées (12), un 1somorph15me isométrique, qui induit un
isomorphisme isométrique entre K(X) et K(y), d’autre part K(y) K(Y)
puisque y € K(Y)

Soit K;K(Y);K(X) et soit ¢ lisomorphisme isométrique précédent
entre K(Y) et K(X). On a

Kso '®() S KT s KX)

qui contredit (11), donc KEY) n’existe pas.
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Deuxiéme démonstration du théoréme 1. Une démonstration utilisant les
modules des différentielles continues [11] nous a été suggérée par
Marius van der Put. Soit K un corps valué et L une extension valuée de K, on
note (dy x, 27 ) le module universel des K-différentielles bornées de L [11].
Le lemme suivant est une conséquence simple du théoréme 6.1 de [11].

LEMME 1. Soient K un corps valué de caractéristique résiduelle nulle, L
une extension valuée de K et E une extension valuée de L. Alors la suite de
E-espaces de Banach

0—’QL/K®E—’~QE/K—’-Q[}/L—’O

est exacte (a et § sont les homomorphismes naturels).

Reprenons les notations du théoréme 1 et supposons K algébriquement
clos. Quitte a faire une translation de X par un élément de K on peut
supposer que

si K(X)/K n’est pas du troisiéme type,
alors | X|= in£ | X — x| =ry. (13)
XE

Soit D une K-dérivation de K(X) dans un K(X) -espace de Banach (M, ||-]|).
un calcul facile montre que, sous I’hypothése (13), on a pour tout
S(X) € K(X)

DU LS ry DI

donc D est continue. Il en résulte que Q% x,~/x est de dimension 1 sur K(X )
Le lemme 1 appliqué a K, K(X) et K(X) joint au fait gue .QK(X)/K(X) = {0}
(corollaire 6.3 de [11]) montre que la dimension sur K(X) de QK(X)/K est 1.

Soit Y€ K(X) YE&K; le lemme 1 appliqué a K, K(Y), K(X) montre alors
= {0}, donc que K(Y) = K(X) (d’aprés (6.3) de [11]).

que 2%-_

K(X)/K(Y)
Remarque. Si la caractéristique résiduelle de K est non nulle, on a

05 %ok = 10}, donc la méthode précédente n’est pas applicable.

3. SOUS-CORPS FERMES ALGEBRIQUEMENT CLOS DE K(X)
EN CARACTERISTIQUE RESIDUELLE POSITIVE

Dans le cas de caractéristique résiduelle positive nous montrons qu’il
existe une infinité de sous-corps fermés algébriquement clos intermédiaires
entre K et K(X). Pour ce faire on construit (Section 3.2) un élément Y de
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K(X) tel que __%K(Y) o= K(X) Le corps K(Y) étant K- isomorphe et
isomeétrique a K(X) il s’ensuit que K(Y) posséde la méme propriété que
K(X), ainsi on déduit 'existence d’une infinité de sous-corps fermés algébri-
quement clos. L’outil principal est la différente des extensions algébriques
séparables (infinies) de corps valués ainsi que la notion de corps hyperparfait
dont nous donnons les propriétés au paragraphe 3.1.

3.1. La différente dans les extensions valuées et les corps hyperparfaits

Nous disons qu’un corps valué K de caractéristique résiduelle p # 0 est
hyperparfait si tout élément de K est convenablement approché par la
puissance p-ieme d’'un élément de K. Le résultat principal de ce paragraphe
est la proposition 2 selon laquelle la différente &%, est de valeur absolue 1
(i.e., sup,eg, 1x| = 1) si le corps K est hyperparfait.

DEFINITION |14, chap. III, Sect. 3|. Soient K un corps valué complet et L
une extension de K algébrique, séparable et de degré fini. On désigne par
Tr, 4 la trace de L sur K et on appelle différente de L sur K 'idéal &,  de
'anneau de valuation L° de L dont I'inverse est ainsi défini:

Dk =1xEL/Tr, ,(xL°) < K°}.

Comme dans |4]| on définit la différente pour les extensions infinies de
corps valués.

DEFINITION. Soient K un corps valué complet et [ une extension
algébrique, séparable de K. On appelle différente de L sur K I'ideal &,  de
L° défini par:

"@L/K = ﬂ (gLi/K ' LO)

ou lintersection est prise suivant ’ensemble des corps L, intermédiaires entre
K et L et de degrés finis sur K.

On appelle valeur absolue de &, , le nombre réel note | %, | et défini par

|2kl = sup |x|.

xXe Dy ik
Nous aurons aussi besoin de la notion suivante:

DEFINITION. Soient K un corps valué, E un K-espace normé de
dimension 7, ||| sa norme. Soit ¢ un nombre réel tel que 0 < ¢ < 1. On dit
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qu’une base (e;),c;<, de E sur K est une c-base de E sur K si pour tous
A+ 4, appartenant a K, on a

n
N de;

i=1

c su . .
Sup (A e <

LEMME 2. Soient K un corps valué complet, M une extension de K,
algébrique, séparable et de degré n. Soit ¢ un nombre réel tel que 0 < c < 1.
Alors il existe une c-base (e;),;., de M sur K possédant les propriétés
suivantes:

max |e;| < 1, e, =1,
1€ign

oy — 1 -1 -1
|Z x| < l‘g?é‘n le*|<e™ ' |k
ou (eff),cicn désigne la base duale de (e)),.;., par rapport @ la forme
bilinéaire (x, y) — Tryx(xp).
La démonstration est la méme que celle du lemme 8 de [5].
DEeFINITION.  Un corps valué XK de caractéristique résiduelle p non nulle

est dit Ayperparfait s’il est parfait et §’il existe une constante ¢, vérifiant les
propriétés suivantes:

0 <1,

pour tout x € K il existe y € K tel que |x —y°| < ¢y |x|.

On appelle constante de perfection du corps K toute constante ¢, vérifiant
les relations précédentes.

Remarque. Un corps de caractéristique positive est hyperparfait si et
seulement si il est parfait. Si K est hyperparfait, il en est de méme de K.

LeEMME 3. Soit K un corps hyperparfait de caractéristique résiduelle p,
soit ¢ = inf ¢, ou ¢y parcourt les constantes de perfection de K, alors on a

c< | p|p/(p—1)‘
Démonstration. Soit ¢y une constante de perfection de K. Soient x € X et
X¥EK tels que |x — x| cg|x|. Soient x, =x—x* et X, EK tels que

|x, — #| <cxlx,]. On a

|x — (F + X,)"| < max(cg, | p| ex”) x],
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par suite max(ck, | p| c¥”) est une constante de perfection de K. Si ¢ = inf
¢k on a donc max(c?, | p|c'P) > c.

PROPOSITION 2. Soit K un corps hyperparfait. Alors la différente Zg i
est de valeur absolute 1.

La démonstration nécessite deux autres lemmes.

LEMME 4. Soient K un corps hyperparfait de caractéristique nulle et N

une extension algébrique de K tels que la différente &, soit de valeur
absolue 1. Alors N est hyperparfait.

Démonstration. On suppose que lextension N|K est finie. Soient
0 <c<1et(e),c;c, une c-base de N sur K telle que (lemme 2)

e =1, max |e;] < 1 et 1< max JeX|<e
1<ign 1<ign

Choisissons ¢ tel que | pjc¢™? < 1. On a pour tout i = 1,...., n
[1—Try(e;ef)"] <1
et pour tout i #J
| Tryx(e;ef)"| < |ef].
Soit x =37, 4;ef, 4, € K et soit i; tel que

max |4;ef| =|4;e7|.

1<ign

lx[ ™ 2> Try, x(x(€f)") =14;,|,

donc (ef);<;<, est une c”-base de N sur K. Soit ¢y une constante de
perfection de K. Soit x =}/, 4] avec 4; € K et pour tout i = 1,..., n soit
A, €K tel que |4, — A1 ckl4;]. On a

1 - p
x— <_\_ /l,.e,-)

i=1

<max(ee™? | ple™?) x|

Pour ¢ suffisamment proche de 1, ¢, =max(cyc™?, |plc™”) est une
constante de perfection de N. Avec le lemme 3 il en résulte le cas général.

LEMME 5. Soit K un corps valué complet de caractéristique zéro et de
caractéristique résiduelle p non nulle. Soient £ > 0 un nombre réel et a un
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élément de K de valeur absolue 1. On suppose qu’il existe un élément G de K
tel que

a _dp! < ’p|(p—s)/(p~l).
Alors on a

|Z krarw| 2| PI"

Cest le lemme 5 de [5].

Démonstration de la proposition 2.  Si K est de caractéristique p > 0, c’est
une conséquence de la proposition 10 de [5]. Supposons donc K de carac-
téristique nulle. II suffit de montrer que pour tout extension galoisienne L de
K contenant une racine primitive { p-i¢éme de I'unité, on a |2, | = 1. Soit L
une telle extension de K, n son degré; posons n =gp” ou g est premier a p.
Soit M un sous-corps de L de degré ¢ sur K. La racine de l'unité ¢ appartient
a M. On a |Z,,,|=1. En effet, supposons qu’il existe x € &, tel que
|x| > 1, [K*| étant dense, soit 7 € K tel que 1 < |n| < |x|, on a

n
Tryy x (x . ?) =qne K’

ce qui est faux. Il reste donc a prouver que |Z, ,,,| = 1. Le corps M est hyper-
parfait (lemme 4) et contient une racine primitive p-iéme de l'unité, des
lemmes 3 et 5 on déduit donc que, pour toute extension cyclique F de M, 'on
a |Zpy|=1. Puisque Aut(L/M) est un p-groupe, la proposition est
démontrée.

Nous aurons aussi besoin des deux lemmes suivants:

LEMME 6. Soient K un corps valué complet de caractéristique p > 0, L
une extension algébrique séparable de K, de différente non nulle et telle que
le corps L soit parfait. Alors K est un corps parfait.

Démonstration. Les racines p-iémes des éléments de K sont dans L
puisque ce corps est parfait. Soient donc ¢ >0, xE K et y € L tels que
|x — yP| < &. Soient c tel que 0 < c <1 et (e;),;<, une c-base de K(y) sur K
donnée par le lemme 2, c’est-a-dire telle que

e, =1, max |e;] <1 et
1<i<n

1T?<Xn le¥| < (c |@K(y)/K|)_l < (e |@L/K|)—1
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posons y = Y7, A;e; ou les A, sont dans K. Alors, pour i 1
AR = Trgyx(¥0el’)
d’ou puisque Try,) x(e?) = (Try,x(€,e/))f =0
AZ = Try (Y — x) €f7),

donc

|7 = 21 <|(” — x) ei?| <e(e| 2, k)
par suite |x — 45| < & (¢ |Z, x|) 7. Le corps K est donc parfait.

LEMME 7. Soient K un corps valué complet, L une extension algébrigue
séparable de K et N une extension algébrique finie et séparable de L. Alors
les corps N et L sont linéairement disjoints sur L et la différente g, est
l'adhérence de la différente &, .

Démonstration. Soient G = Aut(K/L) et H=Aut(K/LNK). On a
G < H, donc LMK < L?°, dou la linéaire disjonction de N et L sur L.
Soient ¢ tel que 0 < e < 1, x € Z g et y €N tels que [x — y| < e. On a pour
tout z € N

Ty (vz) = Trg,p(yz) = Trgp(xz) + Trg,e((y — %) 2)

donc y € Z ;. Par suite (Z ;) D% 5t

3.2. Le théoréme principal

THEOREME 2. Soient K un corps valué complet de caractéristique
résiduelle non nulle, K(X) une extension transcendante valuée de K. Alors il
existe une infinité de corps algébriquement clos et complets intermédiaires

entre K et K(X).

Donnons d’abord un résumé de la démonstration pour K de caractéristique

zéro. On construit une extension L, , de K(X )" qui posséde les propriétés
suivantes: d’une part |2, xo,-| % O, d'autre part il existe YE (L, ) tel
que pour tout n 20, ¥ possede une racine p"-iéme dans (L, ,) notée Y "
Il s’ensuit que_le corps K v = (U5 K(¥Y? ") (LOO'X) est hyperparfait. Sl
on suppose K(Y) = K(X) on déduit que |Z, %, ,°|=1 parce que K, ,
est hyperparfait, et que (7, _ %y, »7|= 0 parce que |, _ x| # 0. D’ou
la contradiction.
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Démonstration du théoréme 2. On suppose que la valeur absolue de K
est non triviale. Outre les résultats du paragraphe 3.1, la démonstration
nécessite de nombreux lemmes. On peut supposer K algébriquement clos, soit
p # 0 sa caractéristique résiduelle. Pour tout y € K(X) posons

r,= inf |y — x| (14)
xeK

quitte a changer X en aX +f ou « et § sont des éléments de K on peut
supposer que X vérifie la condition (C) suivante:

1. siextension K(X)/K est du premier type,
X|=ry=1,
2. si extension K(X)/K est du deuxiéme type,
(©) oo
| X| = ry,
3. si I’extension K(X)/K est du troisiéme type,
| pllX] <rx.

3.2.1. Construction de L, y, extension algébrique séparable de K(X ) de
différente non nulle

LEMME 8. Les hypothéses sont celles du théoréme 2, on suppose de plus
K algébriquement clos et que X vérifie (C). Soit a un élément de K tel que

|al| X]'P < ry. (15)

Alors le polynéme P(Z) = Z° —aZ — X de K(X) [Z] est irréductible.

Démonstration. Soit z € K(X)~ tel que P(z)=0. Il résulte aisément de
(15) que

2] = |X|". (16)
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— Si K(X)/K est du premier type: soient k le corps résiduel de K, X la
classe de X dans le corps résiduel de K(X) qui s’écrit alors k(X); compte
tenu de (C), P(Z) a pour image canonique dans k(X)|Z], P(Z) = Z* — X qui
est irréductible.

— Si K(X)/K est du deuxiéme type, on a, d’aprés (16) et (C), |z|' =
| X|? = riP & |K(X)"| pour i, 1 <i<p, donc z engendre une extension de
degre p de K(X)A.

— Si K(X)/K est du troisiéme type. Les extensions algébriques de K X"
sont alors immeédiates, donc de degré sur K(X)~ une puissance de p (d’aprés
le “Defektsatz”: [10; 2, Sect. 8, ex. 9]; par conséquent P(Z) est réductible
dans K(X) [Z] si et seulement si z € K(X) . Supposons que z € KX), il
existe /(X) € K[X] tel que

|z =/ (X)) <|pllz}. (17)

On a

P(f(X))ZP(f(X))—P(Z)=(f(X)—Z)<p}; f(X)"_"izi—a)
donc, avec (15), (16) et (17)

|P(f (X)) <[pliX]. (18)

Les polynomes g(Z)=f(Z) —af(Z)—ZEK|Z] et f(Z)EK|Z] sont,
d’aprés la définition de r, sans zéro dans D(X,r,)=1{y €& K(X)/
X —y|<ryh car DX,ry)NK=g, donc dans D(X,r)={y€K(X)/
|X —y|<r} pour r>ry suffisamment proche de ry. Posons pour tout
w € K(X)

[@2)=Y afo)Z - w).

i>0

Les relations (4) et (5) appliquées a D(X,r), a g(Z) d’une part et f(Z)
d’autre part, montrent que pour tout w € D(X,r)NK

| 8(X) =] g(w)] > | pay(@)”" " a(w) —aa(w) 1| r

et
|/ (X)) =S (@)l =|ag(w)| > [a,(@)
d’ou ’on déduit avec (16), (17), (18) et puisque g(X) = P(f (X))
| pag(@)”~" a\(w) — aa,(w) = 1| <| p[|X]|ry’ (19)
[ag(@)] > |a(w)| ry. (20)
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La relation (19) et la condition (C) impliquent

| pag(w)’ " —al|ay(w)i=1
qui donne, combinée avec (20),

| pag(w)” — aag(w)| ry' > 1. (21)
Mais il suit de (17), (16), (C) et (15)

| pag(w)’ | = pl|X] <7y
laay(w) =lal|X|"" <ry

qui contredisent (21).

LEMME 9. Les hypothéses sont celles du lemme 8. Soient w € K, ¢p(w) =
w? —aw et z&€ K(X) une racine de P(Z)=2Z" —aZ — X. Alors |z — w|P =
lo(@)—X]| et r,=ry".

Démonstration. On a | P(w)| =|p(w) — X| et d’autre part, puisque P est
irréducible sur K(X)" > K on a | P(w)| = |w — z|?, d’ou la premiere formule.
La seconde en est une conséquence, tout élément de K s’écrivant ¢(w) pour
un w € K convenable.

LemMME 10. Les hypotheéses sont celles du lemme 8. Soit (a,),c une suite
d’éléments de K telle que

pour tout n € N, | PIP" 1 X| <@, [P | X|VP < 1y, (22)
H la,|+# 0. (23)
nenN

Soit (X,)nen la suite déléments de K(X)~ satisfaisant X, =X et pour tout
neN, X0, —a,,X,,, —X,=0. Soient L,,=KX) (X,), Ly,=
Unen Ly x- Alors, pour tout n€N, L, y est une extension séparable de
degré p de L, , et la différente de L y sur K(X)" est non nulle.

Démonstration. 1l résulte de (22) et des lemmes 8,9 que pour tout
neEN*

X, | =X (24)
ry, =ryi"" (25)
lplanI<|an+ll|Xn|]/p<rX,,' (26)

Ces formules permettent de montrer le lemme. En effet, (26) et le lemme 8
montrent que L, y/L, , est de degré p, (26) montre aussi que P, ,(Z) =
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7z’ —a,,,Z — X, et son polyndme dérivé P, (Z)=pZ"~ ' —a,,, n'ont pas
de racine commune, donc L, ., y/L, , est séparable. Soit A€ K tel que
|X,/A?|<1, alors X,,,/A est racine de Q(Z)=2Z"—(a,, /A" ")Z
—X,/A? €L}, 4|Z], donc (si Q'(Z) désigne le polyndme dérive de Q(Z))

. X
1gjLn»(1.,\'/l—n,)r1> ’Ql ( 1+1>"

d’aprés (26); donc

; |a +l‘
|—6ZLn+I.X/Ln.X| > A;—l

pour tout A € K tel que |X,/A”| < 1. Avec (24) il vient donc

5 |a +1|
’@Ln+l,x/l‘n.x|> lX‘(D‘nl)/(P"+l)'

Finalement
] + oo + o ;an+1l
|9Lx,x/K(X>' = HO |'@Ln+l.x/Ln.X|> no |x|(p—1)/<p"+ ) #0
n= n=

d’apres (23).
3.2.2. Construction de Y € KzX )etde K, , tels que K,  soit hyperparfait

LEMME 11. Les hypotheses sont celles du lemme 10, on suppose de plus
que

lim |a,/”"=0. (27)

n—+cc

Alors la suite (X%'"),c\ d'éléments de K(X) est convergente, sa limite Y
posséde les propriétés suivantes

(X —Y|<ry, YEK et Y vérifie (C). (28)

Remargue. 1l existe des suites (a,),., d’éléments de K satisfaisant (22),
(23) et (27). En effet soit 7 € K tel que 0 < |z| < min{1, r, | X|~"?}. Pour n

481/90/2-15
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suffisamment grand soit a,EK tel que a® '=7" et on définit
convenablement les premiers termes de la suite (a,).

Démonstration du lemmell. On a X5, =a,, X,,,+X,, donc, en
elevant 4 la puissance p"-iéme

XP"+11_XP"+ Y‘ ( )(an+1 n+1) XP" :

d’ou I'on déduit

+1
| X2 — X2"| < max
1<i<pn

(7 )e

l' n+1
Soit m un entier tel que O < m< n, on a (pour n suffisamment grand)
la,, | <1 (d’aprés (27)), d’ou

(7).

qui implique avec (27) et (29) que pour tout m € N

p" e
( i >(an+1Xn+1) Xy
par suite, avec (24)

n—1
|Xﬁ+l _Xp"

n

| < max | X |1-ie- bt

9
1<ig<pn (29)

prn—m

1@y i1l si. p"TmigLp"

< .
S |pIm si 1<igp™™

lim sup [ X7} — X%"| < | p|™ max{|X|'?, | X]}
n—+ o0

d’ou, en faisant tendre m vers I'infini, la convergence de la suite (X2").
Pour établir (28) montrons que pour nEN et i=1,...,p" on a

(7)e
i n+1

La formule (22) implique |a,,;|”"|X|"?~' <ry|X|™"' dont il résulte (30)
pour i=p"; pour i=1,.,p" —1ona

)
qui avec (C) donne (30). Les formules (29) et (30) montrent que ’on a pour
tout nE€N

X (30)

/’l
la,.,|' | X|@Pmae=D <tp|( ry )"’
n+1 }X|

|Xpn+l _Xpn| < rX.

n+1
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Il résulte que
! k+1 k
X7 —X| = Z X5 —XP)| <ry
k=0

donc

Y —X| <ry
et cette formule implique que Y & K et que Y vérifie (C).

LEMME 12. Soient K un corps valué complet algébriquement clos et de
caractéristique résiduelle p positive, K(Y) une extension transcendante valuée
de K telle que Y vérifie (C). Désignons par Y" " une racine p"-iéme de Y,
posons K, , =K(Y*™") et Koo y= U per Ky y-

Supposons que la caractéristique de K est nulle, alors

— =1/ "+
ry ]

— 31
Y] @31)

]p1< i°'(Z1<r.+1.)'/Kr:.)'|<Cn |p| ou Ch= [

et
|@Koo‘y/l(0'y* =0. (32)

Démonstration. Le lemme 9 permet de montrer que ry,—»= (r,)*”" donc
Y?™" vérifie (C). Par conséquent le lemme 8 appliqué a K, , = K(Y*™")" et
au polynéme Z” — Y”™" montre que K, ., , est une extension de degré p de
K, y. Donc en changeant Y en Y?™" on voit qu’il suffit de montrer (31) pour
n=0.

Soit u =3"2-) ;Y (a;E€ K,.y) un élément de K, ,. Montrons
max |a,;Y"?| < e, lul. (33)
ogig<p—1

-— Si K(Y)/K est du premier type, alors, compte tenu de (C), le corps
résiduel de K , est une extension de degré p de celui de K, ,, engendrée par
la classe de Y'”. Donc max|a;| = 1 implique |u| =1 puisque la classe de u
est non nulle; d’ou (33),

— Si K(Y)/K est du deuxiéme type, (C) montre que | Y? '|& |K(Y) *|,
donc les |a; Y”?| sont deux a deux distincts, d’ou (33).

— Si K(Y)/K est du troisiéme type, on peut supposer par densité que
u € K[Y'?]. Pour tout w € K écrivons

u= ) aw)(¥'"” —w) ou aw)EK. (34)

i>0
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Un calcul élementaire montre que

=X N a@) )i rel oy (35)
i>0 0<j<i/p JP

On a a, € K[Y], écrivons a, = a,(Y) et soit r > r, tel que le polyndme a,(Y)
soit sans zéro dans D(Y,r)={z € K(Y)/|Y —z| K r}. D’aprés (5) on a pour
tout w’ € D(Y, r)

(oY) = |as(@"))-

Soit w € K tel que w” € D(Y, r), la formule (35) implique donc que

wl=la@)= | N a@)cre|. 6o
130 0<j<i/p JP

D’autre part on a pour tout i >0

<min{1,] p/@=0"). (36)

> (7 e
o<j<irp \JP
En effet puisque K est de caractéristique nulle soit { € K une racine p-iéme
de l'unite, {# 1; on a pour tout /=0,...,p — 1

a-oy= % v, )e
= v (s (0 )enr) e

0<r<p—1 o<i<ip \JPtT
jp+r<i

done Y224 (1 =8 =p Yocjcis (H)(=1)Y7, dol la formule (36').

Choisissons w € K vérifiant les hypothéses précédentes et tel que de plus
|w|=|Y|"”, les formules (36) et (36’) impliquent alors

|ag| < max {|a,(@)]| Y]"” min(L, | p|"*= "7} 37

Soit u(Z) =35 a{w)Z — w)' € K[Z]. L’extension K(Y'?)/K étant du
troisiéme type, il existe r > r,, tel que w(Z) nait pas de zéro dans
DYV, r)y={z€K(Y)/|z— YV?| < r}. Soit w € D(Y'?, )" K (tel que de
plus |w| =|Y|'?), les formules (4), (5) et (34) montrent que

|u| = |ay(w)| > |a(w)]| Y —w|"  pourtouti>1
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donc, avec le lemme 9
1 1 1 Vs N 1 z N1 z' 1 2 Y :'//n -~ - PR NN
U] = [aglw)] > aw)| Ty =|adw) ry” pour tout 7 2 1. (338)

11 suit alors de (37) et (38)

lag| < |u| max
i>0

i/p
(ﬂ) min(1, | p|/0~ D=1
Fy
donc, puisque Y vérifie (C)

ry —(p—U)/p
|m<wgﬂ) = ¢y |ul

et cette formule appliquée a uY~*” montre que |a,||Y|** <c,|ul; par
conséquent (33) est démontrée.

La formule (33) montre que (Y"?),, ,_, est une cy-base de K, ysur K,
(paragraphe 2.2). La base duale de (Y”?),_;.,_, (pour la forme bilinéaire
G )= Try, ke, (x9)) étant ((1/p) Y™")gcic,p_1» il en résulte (31) pour
n=0. La formule (32) est une conséquence immédiate de (31).

LEMME 13. Les notations sont celles du lemme 12. Alors le corps K,
est hyperparfait.

Démonstration. Si K est de caractéristique positive, K , est parfait.
Supposons donc K de caractéristique nulle. Soit P(Y? )= gq,Y""" €
K[Y?™"]. Si K(Y)/K n’est pas du troisiéme type, (Y'7"""),,, est une l-base
de K[Y?™"""] (puisque en particulier Y* "*" vérifie (C)), donc

[P(Y?") — By?™" M| <1 pl | P(Y") ot PY? "y =\ gy

Si K(Y)/K est du troisiéme type, il en est de méme de K(Y” ")/K. Soit
r > ry,-n tel que le polyndme P(Z) n’ait pas de zéro dans

DY, ={z€ K" )Y —z|<r},

soit w ED(Y? ", r)NK et écrivons P(Y?") =3 afw)(Y? " —w); soit
P(Z)=7Y ajw)"? (Z — "), un calcul facile montre que pour tout i € N

n . o i y?™" i, .
7 =) = (1 =y <ol e - o
Y~

dont il résulte avec (4)

—-n ~ —(n+1 Ypi” —n
Py = By < LI ey,

yp—"
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Or d’aprés le lemme 9

YP™ (YN Y
PT_ () 1Y

=
Fyp—n ry Iy

Finalement, quel que soit la nature de I’extension K(Y)/K, on a

—-n Y —(n+1 Y
)~ By < LIy,

Y

En appliquant ceci aux numérateurs et dénominateurs des éléments de
K(Y?™")(n € N) et compte tenu de | p||Y|/r, < 1 (d’aprés (C)), il en résulte
que K, v =,5oK(¥Y*") est hyperparfait.

3.2.3. Fin de la démonstration du théoréme 2

Soit (a,) une suite d’¢léments de K vérifiant (22), (23) et (27). Soient
L, x le corps du lemme 10 et Y défini dans le lemme 11. Supposons

EX) =K(Y). (39)

Onak,,c (LOO‘X)A < (Ky.y)", donc il existe une extension algébrique
M de K, , telle que (L, ) =M [4;6, théoréme 2]. Le corps K, , étant
hyperparfait (lemme 13), la proposition 2 implique que |@M/Kw’y| = 1, donc,
le corps M est hyperparfait (d’aprés le lemme 4 en caractéristique 0, sinon M
est parfait car il contient X, ;). Comme M = (L, ») , il en résulte que /e
corps (L OO,X)A est hyperparfait.

Si la caractéristique de K est positive: le lemme 10 dit que L, , est une
extension algébrique séparable de K(X) de différente non nulle et le corps
(Lo, +)" est parfait (car hyperparfait); ainsi le lemme 6 implique que K(X)~
est parfait, ce qui est faux comme le montre le lemme 8 appliqué au
polynéme Z” — X. La relation (39) n’est donc pas vraie.

Si la caractéristique de K est nulle, le lemme 12 (appliqué a K(X)) et le
lemme 10 disent que

7 -1=0
| Kw,,(/x(xﬂ (40)

|@LW‘X/K(X)A1 =1
d’autre part, en considérant les extensions de corps K(X) <Ly

L, xK x d’une part et K(X)” <K, y <L, K, x dautre part, on a

|@Loo,xKoo‘x/K(X)"| = |@Lw,xKW‘X/LOO,X| : l@Lw,X/K(Xﬂ

et

|@L®_xxm‘x/1<(x)‘| = 1@1400‘,(1(001/1(@.,(‘ . |@K®,X/K(X)“
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qui donne avec (40)

0

I@Loo,me,x/Loo.x' =

d’ou, avec le lemme 7 appliqué a L =L, , et aux extensions finies de L ,
contenues dans L K, »

Ly 30 K o gt o™ | = O- (41)

D’autre part, le corps (LOO‘X)A étant hyperparfait, la proposition 2 montre
que

|"@(L1.X):/(Lm./\’)'| =L (42)

Or (L x) D (Lux) - Ky .y les formules (41) et (42) sont donc contradic-
toires, I’hypothése (39) est par conséquent fausse.

On a prouvé que |Y —X| < r, (d’aprés (28)). La relation |¥ — X| < ry
implique que K(Y) et K(X) sont isométriquement isomorphes par l'ap-
plication qui a une fraction ratioqnelle f (Y) associe f(X); donc il existe un
isomorphisme isométrique ¢ de K(Y) sur K(X), on a

Kgo ' (K1) K(Y) £ KX).

On peut recommencer ce raisonnement avec ¢ ' (K(Y))=K(p '(Y)) c
K(Y).... Ceci termine le théoréme 2 lorsque la valeur absolue de K n’est pas
triviale. Ce sont les valeurs absolues du 3°™ type (qui ne peuvent étre
triviales sur K') qui ont obligé a cette restriction. Cependant, une variante des
raisonnements précédents (la suite (a,) des lemmes 10 et 11 est alors formée
d’é¢léments de K(X)...) permet d’obtenir simplement le théoréme 2 lorsque K
est trivialement valué.

Remarque 1. | Cette démonstration donne une construction explicite d’un
élement Y de K(X) tel que K & K(Y) & K(X).

Remarque 2. Soient p un nombre premier et F,((X)) le corps local de
caractéristique p admettant le corps [, a p éléments pour corps résiduel, le
théoréme 2 montre que F,((X)) contient une infinité de sous-corps fermés
algébriquement clos.

4. Le GROUPE DES K-AUTOMORPHISMES CONTINUS DE K(X)

Soient K un corps valué complet, K (X) une extension transcendante valuée
de K et @ Papplication du groupe Autcom(K(X)/K) des K-automorphismes
continus de K(X) dans le groupe Aut(K/K) des K-automorphismes de K qui
4 0 € Aut,,,(K(X)/K) associe sa restriction a K. Dans [7] et [8] nous
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avons étudié l'image de @; les résultats des paragraphes2 et 3 nous
permettent d’en préciser le noyau. Soit ¢ € Ker @ = Aut,,,,(K(X)/K) (le
groupe des K-automorphismes continus de K(X)), on a o(X) € K, |o(X)| =
|X| et |o(X)—X|<inf,z|X — x| puisque pour tout x € K, |o(X)—x|=
|o(X —x)|=|X — x| (car o est une isométrie puisque continu). Donc a un
élément o de ker @ = Acho,,t(f(Xj/I?) on peut associer ’¢lément o(X) de
Ay, l'ensemble des Y € K(X) tels que Y€K, |Y|=|X]| et |[X — Y|<inf, ¢
|X—x|. On est donc amené a étudier l'orbite de X par le groupe
Aut g (RCO/K).

PropoSITION 3. Soient K un corps valué complet, K (X) une extension
transcendante valuée de K, ry=inf, g|X—x| 4y,={Y€KWX)/Y€&K,
[Y|=|X|, [X—-Y|<ry} et G=Aut,, (KX)/K) le groupe des K-

automorphismes continus de K(X). Alors

(1) si la caractéristique résiduelle de K est nulle, lorbite de X par G
est 4y,

(2) si la caractéristique résiduelle de K est non nulle, Forbite de X par
G est contenue et dense dans A, mais distincte de A,

_Démonstration de la proposition3. Soit 6 € G, on a o(X)E 4, et
K(X) =K(o(X)). Inversement, soit Y € 4, alors I'application de K(X) dans
K(Y) qui a une fraction rationnglle f(X) associe f(Y) induit un K-
isomorphisme isométrique de K(X) sur K(Y), clest-a-dire un K-
endomorphisme continu de K(X), qui est un isomorphisme si et seulement si
K(Y) = K(X). Le théoréme 1 (resp. le théoréme 2) montre donc que Porbite
de X par G est 4, (resp. est difféerente de 4,) si la caractéristique résiduelle
de K est nulle (resp. non nulle). L’enfemble A4, M K(X) est dense dans A, et
pour Y € 4, NK(X) on a K(Y) = K(X), donc I'orbite de X par G est dense
dans 4,

_Remarque. Soient D(X, ry) (resp. D(X, ry)) 'ensemble des éléments z de
K(X) tels que |X —z| <7y (resp. | X —z| <ry). Alors on a D(X,ry)cdy <
D(X,ry). Si la valuation de K est du 3°™ type, on a 4, = D(X, ry).
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