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PROLONGEMENT DE LA VALEUR ABSOLUE DE GAUSS
ET PROBLÈME DE SKOLEM

PAR

MARC POLZIN (*)

RÉSUMÉ. — Dans cet article nous nous intéressons au problème suivant : soit
(K, | • |o) un corps value ultramétrique, non nécessairement complet, L / K un corps de
fonctions d'une variable sur JC, { | • |z}i<î<s des valeurs absolues sur L qui prolongent
| • |o, telles que le corps résiduel (L, | • |i) de (L, | • |i) soit un corps de fonctions d'une
variable sur (JC, | • |o), le corps résiduel de K. Existe-t-il T 6 L, transcendant sur
K tel que {| • |i}i<i<s soit exactement les prolongements à L de la valeur absolue
de Gauss sur K(T") associée à T et à | • |o? Nous donnons une condition équivalente
en termes géométriques en utilisant la réduction analytique des courbes algébriques en
géométrie analytique rigide (THÉORÈME 1) et nous montrons (THÉORÈME 2) comment
ce problème est relié à un problème arithmétique étudié par Skolem.

ABSTRACT. — In this article we are interested with thé following problem : let be
{K, | • |o) a valued field, non archimedean, not necesseraly complète, L / K a function
field ofone variable over A\{ | • |z}i<t<s a set of absolute values on L which extend | • |o
and such that thé residue field (L,| • \i) of (L,| • [,) is a function field of one variable
over (JC, | • |o) thé residue fieids of K. Does it exist T G L, transcendental over K such
that { | - | i } i<z<s is exactiy thé set of ail extensions to L of thé Gauss valuation on
K(T) associated to T and | • |o? We give a geometrical équivalent condition, using
analytical réduction of algebraic curves, by help of technics providing from rigid
analytical geometry (THEOREM 1) and we show (THEOREM 2) how this problem is
connected with an arithmetical problem studied by Skolem.

0. Introduction

Soient (K, | • |o) un corps muni d'une valeur absolue ultramétrique,
L / K un corps de fonctions d'une variable dont le corps des constantes
est purement inséparable sur K. On s'intéresse aux valeurs absolues | • |
sur L qui prolongent | • |o et telles que

(A) (L, | • |)/(^, | • |o) soit un corps de fonctions à une variable

(*) Texte reçu le 23 juillet 1986, révisé le 17 juin 1987.
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104 M. POLZIN

OÙ [L, \ -1) (resp. {K, \ ' |o)) désigne le corps résiduel de (Z, ) • |) (resp.
(^Ho)).

Une telle valeur absolue est caractérisée par le fait qu'il existe T ç. L
tel que |T| = 1 et que l'image résiduelle de T soit transcendante sur
K = (K, | • |o) ; il suit de cela que | ̂  a^l = max \di\, on dit alors que
| • | est la valeur absolue de Gauss sur K(T) associée à \ • |o et à T.

Soient { | • \i}i<i^s des prolongements à L de | • [o satisfaisant (A).
L'objet de plusieurs articles [De 1,2], [Lai], [Ne], [Pô] est d'établir une
relation entre le genre de L / K et les genres de (L, | • \i)/(K, | • |o); ils
obtiennent une relation sous la condition

(B) qu'il existe T ç. L transcendant sur K tel que {\'\i}i<i<s soient
exactement les prolongements à L de la valeur absolue de Gauss sur
K(T) associée à T et à | • |o.

La question est donc de savoir si tout système de valeurs absolues sa-
tisfaisant (A) satisfait (B). La réponse est positive dans le cas où (K, \ - |o)
est complet [Ma2, théorème 3]. En général la réponse est négative, ici nous
donnons une condition (C), nécessaire et suffisante sur {(K, \ ' \o)'^L/K}
pour que tout système {| • \i}i<i<s de valeurs absolues sur L (satisfaisant
(A)) satisfasse (B). Cette condition (C), que nous allons expliciter est ap-
pelée propriété de Skolem locale parce qu'elle est reliée au problème de
Skolem.

Soit K le complété de (JC, | • |o), alors le nilradical 9^ de K 0j< L est
premier, de plus K et L s'injectent canoniquement dans Fr(K <S>K L/^l),
le corps des fractions de K <S)K L/^l et que l'on note LK ; ainsi L K / K
est un corps de fonctions d'une variable.

On dit que {(K, | • \o)',L/K} satisfait la propriété (C) si pour tout
fii /2? • • • -, fr e L les propriétés i) et ii) suivantes sont équivalentes :

(C) i) II existe un anneau de valuation discrète R de L K / K (i.e. un
anneau de valuation discrète avec Fr(Jî) = LK et R D K ) tel que
fi e R et que \fi(R)\o < 1, pour 1 <i <r, où fi(R) désigne l'image
de fi dans le corps résiduel M de R (qui est fini sur K) et où | • |o
désigne l'unique prolongement à M de la valeur absolue de K,
ii) il existe un anneau de valuation discrète S de L / K ( i.e. un anneau
de valuation discrète avec Fr(5) = L et S 3 K) tel que fi ç. S et
que fi(S) soit entier sur K° pour 1 < i < r, où K° est l'anneau
de valuation de (K, [ • |o) et où fi(S) est l'image de fi dans le corps
résiduel de S qui est fini sur K.
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VALEUR ABSOLUE DE GAUSS ET PROBLÈME DE SKOLEM 105

Par suite la condition (B) sera en particulier satisfaite dès que (X, | • |o)
sera hensélien. Par ailleurs les travaux de RUMELY [Ru], ROQUETTE
[Ro2] et MORET-BAILLY, SZPIRO [Mo-Ba, Szp], [Mo-Ba] montrent que la
condition (G), donc (B) est assurée si (K, | • |o) est un corps de valuation
discrète dont le corps résiduel est algébrique sur un corps fini.

Terminons par quelques mots sur les démonstrations. L'équivalence
de (B) et (C), î.e., le THÉORÈME 2 du paragraphe 3 passe par une
interprétation géométrique de (B) en utilisant la réduction analytique des
courbes algébriques en géométrie rigide, en particulier des résultats de
[Fr-Ma], [Mal] et [Ma2].

Je tiens à remercier ici J. FRESNEL et M. MATIGNON, sans l'aide et le
soutien desquels cet article n'aurait pu aboutir à son terme.

1. Corps de fonctions values, courbes, réduction analytique

1.1. Réduction des espaces analytiques, analytification des
variétés algébriques.

1.1.1. Réduction des espaces analytiques [Bo2], [Fr], [Fr, vdP]. — Dans
tout ce paragraphe K désigne un corps value complet. Soient A une K-
algèbre afcnoïde, || • ̂ sp la semi-norme spectrale sur A,

A° = {/ € A ; ||/r < 1}, A00 = {/ e A ; Il/Il8? < 1}, A = A°/A00,

alors A est une JC-algèbre de type fini, réduite. L'application

r : X = SpmA —. Xe ^SpmA

définie par r(Wt) = s (v^Jl H A° -j- A00) (où s : A° -^ A est la surjection
canonique) est surjective. On dit que r : X —> Xe est la réduction
canonique de V affinoïde X. Une partie U de X est appelée ouvert pur
(ou formel) de X si U = r^ÇW) où W est un ouvert (de Zariski) de Xe;
un ouvert formel est en particulier une réunion finie de parties rationnelles
(donc affinoïdes) de X.

Une J^-algèbre affinoïde A est distinguée si elle est réduite et s'il existe
un entier n > 0, un homomorphisme surjectif (p : K{T\^... ,Tn) —>• A
tel que la norme spectrale [| • H^ sur A soit la norme induite par y? (Voir
[BGR, définition 2, p. 254]). _

Si W est ouvert affine de Xe, U = r"1^) est une partie affinoïde
de X et la réduction canonique U° de U s'identifie canoniquement à W
(Voir [Bo2, théorème 3.1, p. 20]); on dit dans ce cas que U est un ouvert
affinoïde formel (ou pur) de X.
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106 M. POLZIN

Un recouvrement affinoïde admissible U = {Ui}içi de X est dit pur (ou
formel) si pour tout i,j ç. 1 la partie UiC\Uj est ouvert pur (ou formel) de
(/i ; on dit alors que (X, U) est un espace analytique formel (les situations
considérées dans la suite sont élémentaires en ce sens que le recouvrement
sera fini et que Ui H Uj sera affinoïde). On dit que le recouvrement U est
distingué si les -ft^-algèbres affinoïdes Ox(Ui) sont distinguées.

Soient X un espace analytique, U = {Ui}i un recouvrement formel de
X tel que Ui FI Uj soit un ouvert affinoïde formel de Ui pour tout î,j. A
l'espace formel (X,U) on associe une réduction. Les variétés algébriques
affines réduites (sur K) Ui se recollent le long des Ui^\Ujc en un
schéma localement de type fini réduit sur K, noté (X^U) ; les applications
réductions ri : Uj —f U^ se recollent en une application r : X —^ (X^U)
(si U est fini, {X^U) est donc une variété algébrique réduite). On dit que
r : X —^ (X, U) est la réduction analytique de X associée au recouvrement
purU (ou la réduction analytique de l7 espace formel (X,^/)).

1.1.2. L'analytification des variétés algébriques [Fr], [Pr, vdP]. — Dans
tout cet article le mot variété algébrique sur un corps K signifie schéma,
séparé de type fini sur JC, par point d'une variété on entendra toujours
point fermé (lorsqu'il s'agira de schéma le mot point sera utilisé sans
restriction).

Dans tout ce paragraphe 1.1.2, K désigne un corps value complet.
Pour analytifier une variété algébrique (X,0x) sur K, on définit sur
X une topologie de Grothendieck Q et un faisceau structural Ox^ sur
(X^G)' Une partie U de X est dite admissible si U = X ou s'il existe
Y C X un ouvert affine, /i,...,/r 6 Ox(Y) tel que la ^-algèbre
Ox(Y) soit engendrée par /i,..., /r avec U = {x e Y ; \fi(x)\ < 1 pour
1 < i < r}. Soit (p : K[T^T^... ,Ty.] -> Ox(Y) l'homomorphisme défini
par y(Ti) = fi et 21 = kery?, on pose alors

„ ^^ déf K(Ti^..,Tr)Ox^(U) = —^_————
UK{ l ^ , . . . , l r )

où K{T\^ Ta, . . . , Tr) est l'algèbre des séries convergentes sur le polydisque
unité [Fr, vdP p. 54], on peut montrer que Ox^ÇU) ne dépend pas
de la représentation de U par le choix des fi. Si V C U C X sont
admissibles, l'application restriction Ox^ÇU) —>• Ox^ÇV) est induite par
les applications restrictions du faisceau Ox' Enfin on pose Ox^ÇX) =
}lmOxskn(U) où la limite projective est prise sur tous les admissibles
t7^x.

Soit U admissible, un recouvrement {Ui}içj de U est dit admissible si
chaque Ui est admissible, si pour tout V ^ X admissible, V C U, il existe
une partie finie Fy C I telle que V C [Jiçp Ui.
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VALEUR ABSOLUE DE GAUSS ET PROBLÈME DE SKOLEM 107

Alors les admissibles et les recouvrements admissibles définissent sur
X une topologie de Grothendieck G. On montre alors que Ox^ est un
faisceau sur (X, G) et que le triplet (X, G, Ox^) est un espace analytique.
C'est l'analytification de X et on le note X^ ; selon ces définitions on voit
qu'un admissible U de X^ avec U ^ X^ est affinoïde.

Soient X une variété algébrique intègre, Y C X un ouvert affine,
/ij2,...,/re0xOQavec

Ox(n=^[/l,/2,...,/r],

U = [x ç Y ; |/,(X)| < 1 pour 1 < i < r}.

Alors I I • ||t/ défini sur Ox(Y) par ||/||t/ ^ sup^ç^ |/(^)| est une norme
et on a canoniquement Ox^ÇY) ^ (Ox(Y)^ || • \\u)^ et || • ||[/ n'est autre
chose que la norme spectrale de l'algèbre affinoïde Ox^ÇU).

1.2. Réduction des courbes algébriques associées à un corps
de fonctions value.

Définition 1. — Soient (J^, | • |) un corps value, K(T) le corps des
fractions rationnelles à une variable sur K. On appelle valeur absolue de
Gauss sur K(T) associée à | • | et à T la valeur absolue notée | • \g et définie
par | ]̂  o'iT^\g = maXî |aJ pour tout ai ç. K.

PROPOSITION 1 [Ma2, proposition 3, § 2]. — Soient (K, | • |) un corps
value complet, C une courbe algébrique projective sur K, irréductible et
non singulière, L == %(C) le corps des fonctions rationnelles sur C, C^
l'analytification de C. Soient T ç. L transcendant sur K,

Z(T) = [x ç C ; T e Oc,.}, Z(T-1) == {x ç C ; F-1 e Oc,.},
U(T) = {x e Z(T) ; |r(.r)|<l},

t/(r-1) ={xç z(T-1) ; ir-1^)! < i},
R=Oc{Z(T)), S=Oc{Z{T-1)),

et II • II^/T) (resp. [| • H^T-I)) lo' norme définie sur R (resp. S) par

W(T) = ̂  \fW\ (^P- W(T-.) = ̂ .^ \fW

~D _ ( • D I I i i ^ P ^ ç _ (Q I I H » ? \
JIL — V^î II • llt/(T)^ ^ ~ ̂ î II ' \\U(T-1))'

Soient {| • \i}i<^i<^s les valeurs absolues sur L qui prolongent la valeur
absolue de Gauss | • \g sur K(T) associée à T et à | • |, || • || la norme sur
L définie par ||/|[ = maxi<i<a \f\i. Alors on a les résultats qui suivent.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



108 M. POLZIN

1) Soient f C R (resp. S ) , ao(T) + a^(T)X + • • • + X7' (resp.
ao(T~1) -h alCr"1)^ +•• • - ( - XT) le polynôme irréductible de f sur K(T),
donc sur K[T] (resp. K[T~1]), alors

^\a,(T)\^= 11/11^,

resp. ^Ja,(r-1)!̂  = W^y

2) On a L = Fr(fl) = Fr(5) = L x L x .. • x L où L =_(L, | • |,),
L = (L, I I • I I ) où Fr{R) désigne l'anneau total des fractions de R. (resp.
Fr(5') désigne l'anneau total des fractions de S).

3) Les parties U(T), U(T~1) sont des parties affinoïdes admissibles
de C^,

Oc^{U(T)) = (A, I I . ll8^, Oc^(U{T-1)) = (5, I I . 11^-.))-

Oc^(U(T)) = R, Oc^(U(T-1)) = S.

4) L'ensemble U = {U(T),U(T~1)} est un recouvrement pur de
C^ et la réduction r : C^ —^ (C^^U) = £ est une courbe algébrique,
projective, réduite, connexe. On a r(U(T) D U(T~1)) qui est dense dans
£ et Ti(£) = L = L x L x - " x L8. (1ï(£) est l'anneau des fonctions
rationnelles sur £^ cf. Définition 3, § 3).

5) Soient 1 < i < s, £i l'unique composante irréductible de £ telle que
L = %(fi), Wi = D(f^) C r(U(T)) H £z un ouvert principal non vide de
r(U(T)), I I • H^i/ry.) la norme spectrale sur l'ouvert affinoïde admissible
^(Wi). Alors on a pour tout f ç R, \f\i = V^-i^y ainsi || • H^i^^
induit sur L C Pr^Oc^Çr^ÇWi))) une unique valeur absolue, c'est | • \i
(on a donc une bijection explicite entre les valeurs absolues {| • \i}i<i<s
et les composantes irréductibles de £ (resp. les composantes irréductibles
de r(E/(T))).

1.3. Le corps LK et ses valeurs absolues.

Définition 2. — Soient (K^ \ • |) un corps value, K le complété de K,
L / K un corps de fonctions à une variable dont le corps des constantes est
purement inséparable sur K. Il s'ensuit que l'idéal 9Î des niipotents de la
7^-algèbre K Ç^K L est un idéal premier [Bki, § 17.2, corollaire, p. 134],
ainsi M ^= Pr(K 0j< I//91) est un corps (FrA désigne l'anneau total des
fractions). Les corps K et L s'injectent canoniquement dans M en des
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VALEUR ABSOLUE DE GAUSS ET PROBLÈME DE SKOLEM 109

corps toujours notés K et L; ainsi M est le compositum des corps K et
L, c'est pourquoi on note M par LK.

PROPOSITION 2. — Soient (K^ [ • |) un corp5 value, K le complété de
K, L/K un corps de fonctions à une variable dont le corps des constantes
est purement inséparable sur K, W (resp. H )̂ l'ensemble des valeurs
absolues | • [ / sur L (resp. LK) qui prolongent \'\ et telles que (L, | • |')

(resp. (LK, | • [')) soit un corps de fonctions à une variable sur (K, | • |)

(resp. (K, | 'D). Alors l'application \ • |' i-̂  | • [^ de H^ dans W est une
bijection (| • |̂  désigne la restriction de \ '\ / à L).

Démonstration. — Montrons que l'application est injective. Soient | • |i,
| • [2 € W avec | • |iL = | • |2L, ^ = Eza^ e LK^ di ç K.biC L, x^ 0.
Il existe a\ ç. K avec \a[ — âi\\bi\\ < inf(|a:|i, \x\^). On a

x = ̂  aibi = ̂  a'ibi -+- ̂ (a, - a^.
i î i

Ainsi |.r|j = l^^a^ilj pour j = 1,2. Comme a\ € -ftr on a |^o^|i =
I Si ̂ Ma, ainsi |.z-|i = |.r|2. Ce qui montre que l'application est injective.

Montrons que l'application est surjective. Soient | • | € W et T ç. L
tels que |T|' = 1 et que T soit résiduellement transcendant sur K. Soit
L = (L, | • l')^ l'injection de K dans L se prolonge par continuité en une
injection de K dans L; ainsi il existe un homomorphisme ^ : K (S>K L —>
L. De plus T ç. L est transcendant sur K^ puisque résiduellement
transcendant, ainsi K et L sont algébriquement disjoints sur K et ker^? =
9Î [Bki, §17.2, proposition 1, p. 132]. L'homomorphisme ^ induit une
injection p : M = Fr(J^ 0j< ^/ç^) —> L' ^8LT suite le prolongement
canonique de | • |' à L induit (via p) une valeur absolue | • |" sur M = LK
telle que |. [^ = | • I'.

2. Prolongement de la valeur absolue de Gauss
et réduction analytique

Le but de ce paragraphe, le THÉORÈME 1, est de montrer qu'une
valeur absolue | • | sur un corps de fonction L / K peut être considérée
comme l'unique prolongement d'une valeur absolue de Gauss sur une
extension transcendante pure de K si et seulement si une propriété d'une
certaine réduction analytique de la courbe CL est satisfaite (CL est l'unique
courbe sur K, projective, non singulière dont L est le corps des fonctions
rationnelles).

Pour faire cela nous avons besoin de deux résultats préliminaires, le
LEMME 1 et la PROPOSITION 3.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



110 M. POLZIN

LEMME 1. — Soient k un corps, A une k-algèbre de type fini, de dimen-
sion 1, intègre, B la normalisation de A dans Fr(A), {9?ti, m^,..., yjts}
l'ensemble des idéaux maximaux de B tels que A^nm, ne soit pas normal,
f e 97ti H ̂ 2 ... H m s. Alors il existe un entier N > 0 tel que /N ç A.

PROPOSITION 3. — Soient K un corps value complet, X une variété
algébrique sur K, projective, réduite, pure de dimension 1, X^ Uanaly-
tification de X , U un recouvrement distingué pur, fini et r : X^ —^ £,
la réduction analytique associée. Soient zi, z^,..., Zr 6 X tels que r(zi)
soit régulier pour 1 < i < r, que £ - {r(^i),..., r(zr)} soit affine et que
^i) 7e r(z^) pour i ̂  2'. Alors il existe f ç Ox(X - {^,..., Zr}) tel que
f t ^x,zi pour 1 < i < r et que

r - l ( £ - { r ( z , ) , . . . , r ( z ^ ) ) = { z ç X ^ / e Ox^ et \f(z)\ < 1}.

Démonstration. — Voir [Pz, Proposition 3, p. 21].
THÉORÈME 1. — Soient L/K un corps de fonctions d'une variable

dont le corps des constantes est purement inséparable sur K, [ • | une valeur
absolue sur L^ telle que L/K soit un corps de fonctions d'une variable
où L (resp. K) désigne le corps résiduel de L (resp. K ) ; notons \'\o la
restriction de | • | à K. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) II existe T ç. L transcendant sur K tel que \ ' \ soit l'unique
prolongement à L de la valeur absolue de Gauss sur K(T) associée à
| • |o et à T.

ïi) II existe Z ç. LK transcendant sur K tel que \ ' \ soit un prolon-
gement à LK de la valeur absolue de Gauss sur K(Z) associée à Z et à
| • |o et qui possède la propriété qui suit. Soient r : C ^ —> £ la réduction
analytique associée à Z, é*i la composante irréductible de £ correspondant
à [ • | ; alors pour tout ouvert non vide W C £\, il existe Xw € CL tel que
r(y) ç. W, pour tout point y ç C^ au-dessus de xw

iii) Soit Z ' ç. LK transcendant sur K tel que [ • | soit un prolongement
à LK de la valeur absolue de Gauss sur K(Z') associée à \ ' |o et à
Z ' . Soient r' : C^ —> £f la réduction analytique associée à Z ' f , £[ la
composante irréductible de £' correspondant à | • [ ; alors pour tout ouvert
non vide V C £[, il existe xy e CL tel que r\y) ç. V pour tout point
y € C^ au-dessus de xy-

Démonstration.
i) implique ii). Soient T e L satisfaisant i),

P : C L ^ P K (resp.p:C^-^P^)

TOME 116 — 1988 — ?1



VALEUR ABSOLUE DE GAUSS ET PROBLÈME DE SKOLEM 111

le morphisme défini par l'inclusion K(T) c L (resp. K(T) c LK), soient
U^T) = {x e P^ ; T e Op^ et |r(^)| < i},

K

Ui(T-1) = {x e P^ ; T-1 € Opi,,, et IT-1^)! ^ 1},

^(T) ={xçC^;Tç Oc^y et |T(;r)| ̂  1},

U(T-1) = {x € <7^ ; F-1 € Oc -,. et \T-\x)\ ̂  1}.
L K

Alors ^i = {E/i(T),C/i(T-1)} (resp. U = {[/(r),E/(r-1)}) est un recou-
vrement pur de P1- (resp. C^). On a

U(T) = p-'^iCT)) (resp. [/(F-1) = p-^U^T-1))).
Soient ri : P^ ̂  P^ la réduction définie par U^ r : C^ -^ £ celle définie
par U, il suit que p induit un morphisme surjectif et fini ~p : £ —^ P3- avec
Pof = nop. K

% ̂  p^•i -i' — ",
Comme | • | est l'unique valeur absolue prolongeant la valeur absolue de
Gauss sur K(T) associée à | • |o et à T (§ 1.3, PROPOSITION 2), on a
£ = £\. Soit W un ouvert de £, non vide, il existe donc un ouvert
non vide V de P^ tel que p^ÇV) C W. Comme V est dense dans
P^ il existe $ e V H Spm(î?[r]), on a m^ = p(T)^[r] où p(T) =
po +PIÏ+ • • • +pm-l^m-l +^m est un polynôme unitaire et irréductible
de K[T}. Soit P(T) == ao + a^T + .. • + dm-iT171-1 -{-T^1 ç K°[T} avec
ai = p^ où K0 = {a ç K tel que |a| < 1}. Clairement P(T) est un
polynôme irréductible de K[T] (donc aussi de K[T}). Soit x ç CL tel que
p(x) soit le point de P- correspondant au maximal P(T)K[T] de K[T].

Comme P(T)K[T] est maximal, pour tout y e C, - au-dessus de x le^^ ijj\.
point p(î/) correspond au maximal P(T)K[T} de ^[T]. Il suit de cela que
^(P^)) = $ et comme riop= po7'? on a ~p(r(y)) = $, ce qui montre que
r^ep-^civ.

ii) implique iii). Soient Z ç LK satisfaisant ii), Z ' e LK satisfaisant
les hypothèses de iii),

U = {[/(Z), U(Z-1)}, U' = {Î/(Z'), [/(Z'-1)},
v={[/(^)nî/(z/),î/(^)nî/(^/-l),[/(z-l)n£/(^/),£/(z-l)n[/(z/-l)}.
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Ainsi U, U' ^ V sont des recouvrements purs de C^. Soient
LK

r ' F^ —> P r ' ' ^an —>. ^' ^f T" - ^an —>. ^"r ' L L K -' r -S j? " et r '^LK ^

les réductions analytiques associées; comme V est plus fin que U (resp.
^//), il existe un morphisme (p : £" —^ £ (resp. y?' : £" —> £ ' ) tel que
r = y?or" (resp. r1 = ̂ r").

Soient ^{/, é^',...,^' les composantes irréductibles de £" telles que
card(^(^//)) = 1. Soit £\ la composante de £ correspondant à | • |, il existe
un ouvert non vide W de £ avec W C £\ et W H (/?(^' U ̂ ... U ̂ ') = 0.
Alors W est affine (si 5 = 0 on peut toujours choisir W affine), montrons
que (^(IV) est affine; soit £'j une composante irréductible de £ " , on a
^(WQ n^-' 7^ ^//, sinon ^(^') serait un point parce que £'^ est projectif
puisque £" l'est [Fr, Ma, § 1.4, lemme 3] et que W est affine, or le choix
de W montre que c'est impossible. Ensuite

r : r-^W) -^ W (resp. r " : r"-1^-1^)) ̂  ̂ ~\W))

coïncide avec la réduction canonique, ce qui montre que (p : ̂ ^(IV) —^ W
est un isomorphisme.

Soit £[ la composante irréductible de £' correspondant à | • |, pour les
mêmes raisons il existe un ouvert non vide W de £ ' avec W/ C £[ tel que
y/ : ̂ ' ^ ( W ' ) —> W soit un isomorphisme.

Montrons que
^~1{W)^^-1{WI)^^

Supposons ^{W) H ^-^(W1) = 0. Il s'ensuit que ^(W) U ^'-^(W1)
est ouvert affine de f", que

r"-l^-\W)}^rfl-l(fpl-\W')}

Bnoïde de C^, et on aest un admissible affinoïde de C^, et on a
LKLK

r"-l^-\W)}nr"-l^t-\WI)} = 0

TOME 116 —— 1988 —— N° 1



VALEUR ABSOLUE DE GAUSS ET PROBLÈME DE SKOLEM 113

avec r"-1^-1^)) et r"-1^'-1^')) affinoïdes. Par suite il existe
/ e LK avec

^W-.^-.^) et 1 > 11/11^ ̂ -l(^))

[Fr, Ma, Théorème 4, §2.4]. Comme r"-1 (y?-1 (IV)) = r-1^) (resp.
r"-1^-^^')) = r'-^')), on a |/| = ||/||̂  (resp. |/| = ||/||̂ )
(PROPOSITION 1, § 1.2) ce qui est une contradiction.

Soit V = y?-1 (IV) H y?7"1^'), il suit que (p(V) (resp. ^(V)) est un
ouvert de £ (resp. £ ' ) , que V = ̂ -^(V)) (resp. Y == y?'-1 ((//(Y))), que
(p : V —> (p(V) (resp. (?' : V —> ^(V)) est un isomorphisme.

Soit W[ un ouvert de £ ' avec W[ C £[, ainsi W^ dif ^(^"^'(LOniyi'))
est un ouvert de £ avec W\ C £1. Par ii) il existe x ç. CL tel que pour
tout y ç. C^ au-dessus de x on ait r(y) ç. W\. Il suit facilement de ce qui
précède que r ' ( y ) ç W[ pour tout y au-dessus de x. Ce qui montre iii).

iii) implique i). Si L / / K / est un corps de fonctions d'une variable,
on note CL' l'unique courbe sur K^ projective non singulière telle que
^(Çu) = L1\ i.e. telle que l'anneau des fonctions rationnelles sur Cu soit
le corps V'.

Par le théorème 1, § 3 de [Ma2], il existe T € LK transcendant sur K
tel que | • | soit l'unique prolongement à LK de la valeur absolue de Gauss
sur K(T) associée à | • |o et T. Soient C,^ la courbe associée à L K / K ,
U = [U(T), U(T~1)} le recouvrement pur de C^ défini par

LK

U(T) = [z e c^ ; r e Oc^y et |r(z)| < i},
U(T-1) ={zç C^ ; T-1 e Oc^y et \T-\z)\ < 1}.

Soit r : C^ —>• £ la réduction analytique associée à U, alors £ est
2^J(

irréductible (PROPOSITION 1, § 1.3).
a) II s'agit de démontrer qu'î/ existe un corps K^ normal fini sur

K tel que le recouvrement pur de CLK^ associé à T (selon le § 1.2,
PROPOSITION 1), soit distingué {LK^ est le compositum pris dans (LK)^
= clôture algébrique de LK).

Soient CL la courbe associée à L / K , (CL)(^ la variété obtenue par
extension des scalaires à K et Z = ((CL)/^Jred ^a ^"été réduite
canoniquement associée à (CL)/^; ainsi C^ est la normalisation de Z,

^JV ) ljl\.

soit p : C^ —^Z\e morphisme de normalisation.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



114 M. POLZIN

ai) Soit E la clôture algébrique de K dans (LK)^. Il existe K[ fini
sur AT tel que L K [ / K [ soit séparable, que K[ soit algébriquement fermé
dans LK[ et tel que [L^ : K[(T)} = [LE : E(T)] = n. Il en résulte
que, pour tout corps intermédiaire K[ C M C E, on a [LM : M(T)} = n.
D'autre part, il suit que C^, est géométriquement intègre [Bki, corollaire,
§17,n°2,p. 134].

02) Soit A (resp. B) la clôture intégrale de E[T] (resp. E[T~1]) dans
LE. Il existe ai , . . . , On e A (resp. & i , . . . , bn € B) avec A = (r)^ £'[T]ûz
(resp. B = ®^i ̂ [r-1]^). On peut écrire a, = ̂  A^, avec A^ e L,
^ € E (resp. &, = Y,.^ijVij^ij € L,^ e ^). Soit alors K^ la clôture
normale de K[[uij,Vij]ij dans L£'. On a a^,^ e LJ<fi pour 1 < i < n.
Soit K ' un corps avec K\ Ç_ K ' Ç_ £', alors on a

AÇ}LK'=^ K'[T}a, = K ' 0^ ( (9 ̂ i [T]a,)
î i

resp. B n £^ = Q) K^T-1}^ = K' ®^ (® ̂  [T-1]^)
i i

et, d'autre part, AnZJ^' (resp. B n L K ' ) est la clôture intégrale de K'[T}
(resp. ^'[T"1]) dans L K ' , ce qui montre que

CLK' = {CLK^(K')

car CLJ<' est la normalisation de ((CLK^ÇK'))^ = {ÇLK^}{K'Y
On a alors (%, = (G^)(^/); en plus CLK^ géométriquement réduit

implique C^ géométriquement réduit [Fr, exercice 20, p. 383].
as) On rappelle le résultat suivant [Bol, lemma 2.7, p. 5] ou encore

[Fr, exercice 12, p. 375] :
Soit k un corps value complet, îî le complété de la clôture algébrique de

k, A une fc-algèbre affinoïde telle que A<S>k ̂  soit réduite. Alors il existe
un corps ko D k fini et séparable sur k tel que la fco-algèbre Ao = A §fc ko
soit distinguée pour tout corps value complet ko contenant ko.

Si l'on applique ce résultat à

^^(W)) (resp.Oc^i(T-1)))

où U\ = {î7i(T), î7i(T-1)} est le recouvrement pur de C^ associé à T,
on voit qu'il suffit de prendre pour K^ la clôture normale de ko sur K.

/?) Soit ^2 = {U2(T),U2(T-1)} le recouvrement pur de C^ associé
à T, il est donc distingué (par a)). Soit r^ : Cj^ -^ £3 la réduction
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analytique associée à U^, y : CLK^ —^ C^ le morphisme (sur K) fini
induit par l'inclusion LK C LK^.

7 < p r • <ft rz —————— °LK —————— °LK^

•\ ••[

(p

£ ——— £2

(p induit un morphisme fini <p : £2 —> £ tel que ro(p = (por^.
Soit W2 = (^)reg, W = £ - {^(£2 - W^) U r^-^Zsmg))}, alors W est

un ouvert dense de £. Par l'hypothèse iii) du THÉORÈME il existe x ç CL
tel que r(^) e IV, pour 1 < i < a, où y^ 2 / 2 , . . . , y a e C^ sont les points
de C^ au-dessus de x; ce qui veut dire aussi que r(yi) ^ 7l(p-l(Zsing)) et
(^-l(r(^/^)) ^t régulier pour 1 <i < a.

7) 5W Ui = r-1^ - {r(yi)}). Alors il existe hi € LK tel que
Vy,(hi) < 0, Vy^hi) = 0 pour j ^ i et

Ui={ye C^ ; h, e Oc ^y et \hi(y)\ < 1}
L K

(vy, est la valuation discrète de L K / K définie par le point yi).
71) Soit ç ç ^({rÇyi)}), alors il existe z e CLK^ avec (p(z) = y^ et

r^z) = $ [Fr, exercice 4, p. 317]. Ainsi on peut choisir ^11,^12,..., z\r e
^"^{î/i}) tels Q116 ^2(^11) / ^(^iiO pour i -^ i' et que

{r2(^l),...,r2(zl^)}=^-l({r(î/l)}).

Comme é* est irréductible de dimension 1, £ - {r{y^}} est affine, ainsi
£2 - {y*2(^n), . . . ,y2(^ir)} = <?-l(^ - {^(2/1)}) est affine puisque (p est
fini. La PROPOSITION 3 ci-dessus montre alors qu'il existe /i ç. LK.2 tel
que /i e Ocz,K2 (CL^ - {^11.... ̂ ir}), que ̂ ,(/i) < 0 et que

Vi ^r^{£2-(p-\{r(y^})} = {z e CLK. ; /i € Oc ,̂. et |A(^)| < 1}.

72) Soient G = AMt(LK2/LK),q = [LK2 : LK}^ le degré d'insépa-
rabilité, g^ = (n<reG /f)9; alors ^i e LK. L'élément a ç G induit un au-
tomorphisme à de CLK^ comme Vi = ̂ (î/i) où î/i = r'^f- {rQ/i)}),
on a 0(^1) = Yi, de plus on a |/f(a(z))| = |/i(z)| si /i e 0^^^- II suit

de cela que pour z e Vi on a |/f(2:)| < 1 et que pour z ^ Vi on a, ou
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bien /f i Oc^,z, ou bien /f e Oc^,,, et |/f(z)| > 1. Comme CLK^ est
régulier, on a facilement

Vi = {z e CLK^ ; ffi e Oc^,z et 151(2)! < i}.
Comme Vi = ̂ (t/i) et gi e Z^ on déduit que

Ui = {y e C^ ; 51 e Oc^,y et |(?i(y)| ^ i},

que ffi e Oc^(C^ - {yi}) et que ^(51) < 0.
Il est facile de montrer qu'il existe P(Z) € K°[Z} un polynôme unitaire

tel que \P(gi)(yj)\ = 1 pour tout ^ e Ui. Soit /ii = P(5i), on a donc
Vy,(hi) = 0 si î/, e Ur, si j ^ 1 et y, ^ t/i on a ^,(/n) ^ 0 et
IMy.?)! > 1, ainsi ^,(/ii) = 0; enfin Vy^hi) < 0. Il est facile de montrer
que Ui = {y ç C^ ; /n e Oc ^,y et |/n(y)| < 1}.

S) Soient t ç. L un paramètre local en x (x est défini en 13)), i.e
v^(t) = 1, ^= r-\e- {r(yi),...,r(y,)}), Z = {(CL)^)^. Alors il

existe h e LK, £ > 0 un entier, tels que h € Oz(Z - p({yi, yz, • . . , y<r})),
alors Vy, (h) = Vy, (f-^) pour 1 < i < a et

u = ̂  € ̂  ; h € Oc ̂  et |/i(y)| < 1}.^ A

Par 7) il existe /ii,... h, € LK tels que /i, e Oc -(^ - {î/<}), que
Vy,(hi) < 0 et que [7, = [y ç C^^ ; /i. € Oc -,y et |%y)| < 1}. H existe
des entiers positifs, ni, n^,..., ny tels que

^U^Z!). . .^(ftg')
"VlW Vy,(t)

et que ^(^^/^(t) soit un entier -d négatif. Soit h' = rit^'' on a
^.(^O = -^.(<), pour 1 <_ i <, <7 et par 7),

U = F\Ui = {y € C^ ; h' € Oc -,, et ^(y)! < 1}.
i LK

^ec?c^(c^-<î/ l'•••'î/^)•
Soit {ui,U2,. . . ,^} = p-^Zsing), par ^) on a ^(Zsing) C t/; ainsi

|/i'(u,)| < 1. Soit Pi(Y) = m(h'(ui),K,Y), alors P,(/i')(u,) = 0. Il suit
du LEMME 1, ci-après, qu'il existe N > 0 avec

h d£t (II pi(h')) e °z,p(u.) pour 1 ̂  î ^ i/.
l
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Comme f]» PiÇY)1^ e K°[Y] est unitaire on a facilement

U = {y C C^ ; h e Oc^y et \h(y)\ < 1},

h ç Oz(Z - p ({2 / i , . . . , Va})) et Vy,(h) = -tvy,(t} où £ > 0 est entier.
e) 5o^ £ (resp. C\) le faisceau inversible de CL (resp. Z) défini par

C.x' = OCL^', si x' ^ x, Cx = t^OcL^x (resp. C^y = Oz,y si y ^ yi
et C\y^ = t~10z,yi)• Alors pour tout n ^> 0 l'homomorphisme canonique
K (^K ^(CL) -^ ^î(^) est surjectif.

Il existe n > 0 et Ti e /^(CL) avec

^ = {2/ e C^ ; Ti e Oc ̂  e^ |Ti(2/)| < l}.
L K

61) Le faisceau inversible C sur CL est ample, donc aussi

C^C^oc^Oc^K)

défini sur (CL\^Y Soit AV le faisceau des niipotents de O(CL) ^ • De la
suite exacte 0 —> M —^ 0(c, ) ^ ^ C?z -^ 0, on déduit par tensorisation

( K )

la suite exacte 0 —^ N^C^ —> C^ —^C^—^Oce qui donne l'exactitude
{K) (K)

de la suite de cohomologie,

^°(^)w-%) -^^-^^Kr^^W-
Comme C^ est ample, on a ^{(CL}^^ 0 £71- ) = 0 pour n » 0. Il

suit de cela que l'homomorphisme canonique K (S)K ^{CL} —> C^ÇZ) est
surjectif.

62) Quitte à changer h défini par é), en une puissance de fa, en utilisant
d) on a h € £?(Z) = K^ÇC^ avec

(1) ^/.W^^"71) p o u r l < î < a ,
U = { y e C ^ ^ hç Oc^y et |/i(î/)| < l}.

Ainsi il existe avec h =^\iWi

(2) wi ,w2, . . . ,wa er^CL), A i , . . . , A ^ e K .
Il existe 0 i ,^2î - • • 5^/3 € Oci,,^? -^-linéairement indépendants tels que
l'application canonique Of=i A^ -^ ^(^) = OcL.xl^x soit bijective.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



118 M. POLZIN

II suit que Wi = E^î^/r1 + w\ avec A^ e ©^^, w[ e Oc^ et
par (1), (2) on a

(3) ]^A,A^)^0 p o u r l < j < a .

Il existe un affinoïde (admissible) W{ de C^ tel que A^, w^ soient
LK

réguliers sur W{ pour l < î < a , l < m < n e t que yj € Wf, yj ^ TV^
pour j' 7^ j. Comme Ez^^îi(2/j) T^ ^ pour 1 < j < a, il existe un
admissible affinoïde W^ C W^ tel que yj ç. W^ pour 1 < j < a et que
pour tout y € W^

(4) ^A^Q/) = ^À,A;,(%) ,é0.

Soient TT 6 A", ÏV^ = {»/ € IV^ ; |((y)| < M}) en choisissant |7r| assez
petit on a

(5)
S.A.A^) S,A.A^) S,A^(y) v - . / / .

t"^t > t^(v) ' t»^^ > ^^^(y) '("(y) ("(î/) <"(!/)

pour tout y € ïy| — {yj} et 1 <,m < n.
Il existe un affinoïde W de C""̂  tel que f/j ^ W pour 1 < j < a et

LK
Wu(Ui<,<.^)=%.

Comme w^ est régulier sur W, pour /^ € J^ et |̂  — A ^ j assez petit on
a pour tout y ç. W

(6) ^ \iWi(y) - ̂  ̂ w,(î/) < 1.

Comme w[ est régulier sur W^ pour p,i ç. K et |/^ — Ail assez petit on
a pour tout y ç. W^

(7) ^XiW^-Y^^w^y) <1 .

Comme A^ est régulier sur W^ il suit de (5), (3) et (7) que pour /^ ç. K
et |Ai — p,i\ assez petit on a

|S><(y) - E^^^) -lE^^y)
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pour tout y ç. W^ et que pour tout y ç. W^ — {%} et 1 < m < n on a

(8)
Ei^(y)

t^y)
>

Ei^iAUy)
t^(y)

si^ > S>."̂t^y)

II suit de (8) que Vy^(^ p'iWi) = Vy^t^) et que pour y ç W^ - {yj}

(9) ^\iWi(y)^= ^p,iWi(y) .

Soit ri = Y,^iWi ç ^(CL) C L, il suit donc de (6), (9) que
U == [y e C „ ; Ti e Oc ^y et |riQ/)| < 1}. Ce qui montre 62).

LK

<p) L'élément T\ ç. L défini en 7) est transcendant sur K et \ ' \
est l'unique prolongement à L de la valeur absolue de Gauss sur K(Ti)
associée à T\ et à \ ' |o.

Comme Vy^(T^) < 0 par la formule (9) de 72) on a bien T\ qui est
transcendant sur K.

Comme U ̂ r"1^ - {r(î / i ) , . . . ,r(^)}) où £ - {r(î / i) , . . . ,r(^)} est
affine et irréductible, l'ouvert U est affinoïde et on a

r=r(£/)=<?-{r(î/i),...,r(^)}.

D'autre part U = U(T\) (par 7)) et la PROPOSITION 1, § 1.2, montre
que la valeur absolue de Gauss sur K(T\) associée à T\ et à | • |o admet
un prolongement unique à LK parce que U° = U(T^} est irréductible.

Ainsi (p) suit de la PROPOSITION 2, § 1.3.
COROLLAIRE 1. — Soient L/K un corps de fonctions d'une variable

dont le corps des constantes est purement inséparable sur Ky{\ • \j}i<j<s
des valeurs absolues sur L qui coïncident sur K en une valeur absolue
notée | - | . On suppose que (L, | • \j)/{K^ \ ' |) est un corps de fonctions
d'une variable pour 1 < j < s et que (L/K,\'\j) satisfait l'une des
propriétés équivalentes i), ii), iii), du THÉORÈME 1 pour 1 < j < s. Alors
il existe T ç. L transcendant sur K tel que {[ • \j}i<j<s soient exactement
les prolongements à L de la valeur absolue de Gauss sur K(T) associée à
| - | et à T.

Démonstration.
a) II existe Zi G L C LK tel que \Zi - \\j < 1 pour j -^ i,

que Zi soit transcendant sur K, que la restriction de \'\i à K(Zi) soit
la valeur absolue de Gauss \ • \g sur K{Zi) associée à Zi et \'\ et que
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| • \i soit l'unique prolongement de \ ' \ g à LK (on note aussi | • \j l'unique
prolongement de | • |j à LK, PROPOSITION 2, § 1.3).

Il existe T, 6 L transcendant sur K tel que la restriction de | • \i à K(Ti)
soit la valeur absolue de Gauss | • \g associée à Ti et | • |, et que | • \i soit
l'unique prolongement de [ • \g à LK (c'est l'hypothèse du COROLLAIRE
et la PROPOSITION 2, § 1.3). Soit j ^ i avec |T,|j < 1, la restriction de
| • \j à K(Ti) n'est pas | • \g ; ainsi il existe Pj(Y) e K°[Y] unitaire tel que
\Pj(Ti)\ < 1. Soit Q = Y[Pj, le produit est pris sur les j ^ i tels que
\Ti\j < 1, alors on a \Q(Ti)\j -^ 1 pour tout j -^ 1; si |T^ > 1 on a bien
\Q(Ti}\ > 1. Soit R(Y) = (1 -h 3Q + Q2)/^ + 2Ç + Ç2), alors on a

\R(Ti} - l\j < 1 pourri.

Soit Zj == flffî), on a [^(T,) : ^(^)] = deg(Q2), l'image de Z, dans
(K(Ti),\'\i) est transcendante sur X et on a

[(TO),Hz) : (X(z,),|.|z)] = deg(ç2).

Il suit de cela que | • \g restreint à K{Zi) est la valeur absolue de Gauss
| • \g associée à Zi et [ • |, que | • \g est l'unique prolongement de | • \'g à
K(Ti) et que | • \i est l'unique prolongement de | • \g à L.

/3) Soit Z = Z\Zï...Zs. Alors Z est transcendant sur K et
{I ' \i}^<i<s est exactement l'ensemble des prolongements à L de la valeur
absolue de Gauss sur K(Z) associée à Z et à | • [.

Soient rii = [LK : K(Zi)}, Di le diviseur des pôles de Zi dans L K / K ^
alors rii = degZ^. Soit D le diviseur des pôles de Z dans L K / K , alors on
a [LK : K(Z)} = degD et comme degD < ̂  degjD^, on a

(1) [LK : K(Z)] < ni + yi2 + • • • + n,.

Par a) on a [Mal, § 1.2, corollaire 2 de la proposition 5]

(2) [(LK, |. 1̂  : (X(Z,), |. 1^] = [LK : K(Zi)} = m.

Comme (^(Z,), | • |.) = K(Zi) = (K(Z), | • [,), on a

(3) [(LK, 1 . 1 , ) : (^(Z), |. |,)] = [(LK, 1 . 1 , ) : (^(Z,), | • |J].
En plus
(4) e(LK/K(Z\ |. |,) = e(LK/K(Z^ |. |,) = e(L^/^ [ . |,).
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Enfin

d((LK, | • \iYI(K(Z), \. \î) = d((LK, |. \iY/(K(Z^ \. 1,)-)
w ^ ^

== d(L ,̂ |. I,)

[Mal, § 1.4.2, corollaire 1 de la proposition 8] ; e ( L / K , | • [) est l'indice de
ramification de L / K i.e.,

e(WH)=^

d ( L / K , [ • |) est le défaut de L / K , i.e.,

d(L/K^\)= ^(yL_
e(L/K,\^\).[L:K(T)}

pour T ç. L avec |T| = 1 et résiduellement transcendant [Mal, corollaire
1,§ 1.4.2].

Il suit de (2), (3), (4) que

(6) [{LK, \. \,Y : (K(Z), |. 1,)-] = [(LK, | • 1,)- : (K(Z,), |. 1,)-].

Soient | • |i, | • l a , . . . , | • |s, | • \s-\-i^ • • • J • Is+s' les valeurs absolues de LK
qui prolongent la valeur absolue de Gauss sur K(Z) associée à Z et | • [.
On a

s-^-s'

(7) [LK : K(Z)] > ̂  [(LK, |. 1,)- : (^(Z), [ . 1,)-]
i=l

(en fait on a une égalité, [Mal, § 1.2, corollaire 2 de la proposition 5]). Il
suit de (1), (2), (6) et (7) que s ' = 0. Ainsi 0) est montré en utilisant la
PROPOSITION 2, § 1.3.

COROLLAIRE 2 [La 2]. ̂  _ Soient ( L / K , | • |) un corps de fonctions
d'une variable value tel que L / K soit un corps de fonctions d'une variable.
On suppose les propriétés suivantes satisfaites.

1) Le corps des constantes de L / K est K, celui de L / K est ~K.
2) genre (L/K)= genre (L/T<).
3) e ( L / K , \ ' \ ) = d ( L / K , \ ' \ ) = 1. Alors ( L / K , |. |) satisfait les

propriétés i), ii), iii), du THÉORÈME 1.
Démonstration. — Par la proprosition 6, §7.1 de [Ma2], le corps de

fonctions value ( L K / K , | • |) satisfait 1), 2), 3). On conserve les notations
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déjà démonstration du THÉORÈME 1, iii) implique i), ainsi il existe T e
LK qui définit une réduction analytique r : C^ -^ £ où £ est irréductible.
Il suit de 3) que x(Oc^) = x(0e) où Oc ^ (resp. Oe) est le faisceau
structural de C^ (resp. £), ̂  est la caractéristique d'Euler-Poincaré, on
a donc 1-genre (L/^) = dim-^H°(£,Os) - dm-^H\£,Oe). Soit £ ' la
normalisation de £, on a £ ' = C^ par 1) HQ(£, Os) = HQ(£', Oe') = ~K
par 2) on déduit que dim^1^, Oe) = dim^1^, Oe.\ ce qui montre
que £ est régulier.

Soit x e CL (quelconque), î/i, 1/2,.. . , ̂  e C^ les points de C, - au-
i i Lii-^ ^ L/K
dessus de x ' , par la PROPOSITION 3, il existe h, ç LK tel que Vy,(hi) < 0,
Vy,(hi) = 0 p o u r j ̂ i et

r-1^ - r(yi)) = [z ç C^ ; ^ ç Oc ̂  et |^(^)| < 1}.

Ainsi 6), e), y?), de la démonstration de la partie iii) implique i) du
THÉORÈME 1 montrent qu'il existe T ç L satisfaisant la propriété i) du
THÉORÈME 1.

Remarque. — La démonstration de E. LAMPRECHT dans le cas où le
corps K est muni d'une valeur absolue discrète s'adapte pour démontrer
le COROLLAIRE 2. En revanche cette technique ne pourrait, à notre avis,
conduire au THÉORÈME 1.

3. Prolongement de la valeur absolue de Gauss
et propriété de Skolem

Définition 3. — Soient (K, \ ' |)^un corps value, K le complété de
K, K^ la clôture algébrique de K, X une variété algébrique sur K,
géométriquement irréductible, T = {/ i , . . . , f^} une partie finie de U{X),
l'anneau des fonctions rationnelles sur X; i.e., K(X) = lim Ox(U) où la
limite inductive est prise sur tous les ouverts non vides. Si x ç X est un
point (fermé), on désigne par f,(x) l'image de /, dans K{x) d £ fOx^/^.
Soit

<W dif {Y e X^ ; /, e Ox^y et \f,(y)\ < 1 pour 1 < i < r},

où | • | est l'unique valeur absolue de

K^ë0-^.yjiy
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prolongeant celle de K, fi(y) est l'image canonique de fi dans K(y),
et X.^ désigne la variété algébrique sur K obtenue par extension des
scalaires à K.

Alors on dit que le triplet {(K, [ • |) ; X,-,. ; f} satisfait la propriété de
Skolem (locale) si U(J^) = 0 ou si U(F) ̂  0 implique qu'il existe x ç. X
(un point fermé) tel que fz(x) soit entier sur K° pour 1 < i < r (K° est
l'anneau de valuation de K) ; cette dernière condition veut aussi dire que
\a(fi{xY)\ < 1 pour tout ^-homomorphisme a : K(x) —> K^ (où | • | est
l'unique valeur absolue de K^ prolongeant celle de K) ; elle veut aussi
dire que tout point de X.-f,. au-dessus de x est dans U(f).

On dit que le couple {(K, \ ' |) ; X} satisfait la propriété de Skolem
(locale) si pour toute partie finie F de 1ï(X) le triplet {(K, [ • |) ; X ; y}
satisfait la propriété de Skolem.

On dit que (K, | • |) satisfait la propriété de Skolem (locale) si pour toute
variété X géométriquement irréductible, le couple {{K^ [ • [) ; X} satisfait
la propriété de Skolem.

Remarque. — La notion de propriété de Skolem est en général utilisée
et définie comme une notion globale, î.e., c'est une propriété satisfaite par
l'ensemble des valeurs absolues d'un corps K sauf pour une partie finie de
l'ensemble [Ro2], [Ru], [Ça, Ro].

Les propositions qui suivent sont élémentaires, en revanche le théorème
est loin d'être facile.

PROPOSITION 4. — Soient (K, \ ' |) un corps value, X une variété
algébrique, géométriquement irréductible, S = {y € X ; | • | admet un
unique prolongement à K(y) = Ox,y/^y} ! on suppose que S est dense
dans X,-,. pour la topologie induite sur X,-... par celle de KL (clairement
S s'injecte dans X,f,.). Alors le couple {(K, | • |) ; X} satisfait la propriété
de Skolem locale. (Voir [Pz, §3, Corollaire 1]).

PROPOSITION 4'. — Soient (K, [ • |) un corps value, C une courbe
projective, non singulière, géométriquement irréductible sur K, de genre
zéro. Alors {(K, [ • |) ; C} satisfait la propriété de Skolem (locale). (Voir
[Pz, §3, Proposition 7]).

COROLLAIRE 1. — Soient (JC, | • |) un corps value, X une variété
algébrique sur K, birationnelle à A^. Alors le couple {(K, | • [) ; X}
satisfait la propriété de Skolem (locale). (Voir [Pz, §3, Proposition 6]).

COROLLAIRE 2. — Un corps (K^ | • |) hensélien satisfait la propriété
de Skolem (locale). (Voir [Pz, §3, Corollaire 2]).
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THÉORÈME ([Ru], [Ro2], [Mo-Ba, Szp], [Mo-Ba]). — Soit K un corps
value avec une valeur absolue ultramétrique discrète (i.e., \KX\ ̂  Z) dont
le corps résiduel K est algébrique sur un corps fini. Alors (K, | • |) satisfait
la propriété de Skolem (locale).

PROPOSITION 5. — Soit (K, | - | ) un corps value. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.

i) Le corps value (K^ \ • [) satisfait la propriété de Skolem,
ii) pour tout corps de fonctions d'une variable L/K dont le corps

des constantes est purement inséparable sur K, le couple {(K, \ ' |) ; CL}
satisfait la propriété de Skolem.

Démonstration. — On a clairement i) implique ii). Montrons ii)
implique i). Soient X une variété algébrique sur K, géométriquement
irréductible, F = {/ i , . . . , fr} une partie finie de %(X) telle que U{7) soit
non vide; il s'agit de montrer que {(X, | • |) ; X ; 7} satisfait la propriété
de Skolem. Soit Y un ouvert non vide de X tel que /i,...,/r soient
réguliers sur Y, il est équivalent de montrer que {(Jf, [ • |) ; Y ; J^} satisfait
la propriété de Skolem (COROLLAIRE 1 du LEMME 2). On a U(F)Ç}Y,.,. ̂  0
(LEMME 2,1)), il existe x ç U(F) H Y ^ au-dessus d'un point y de Y
(LEMME 2,2)).

Par le LEMME 3 ci-après il existe un fermé Z de Y géométriquement
irréductible, avec y ç Z et dimZ = 1. Soit L = Tï(Z) (Z est muni
de la structure réduite induite), le corps des constantes de L est alors
purement inséparable sur K [Gro, chapitre IV, proposition 4.5.9, p. 62].
Soit gi la restriction de fi à Z. Comme {(K, | • |) ; CL ; 9i,. • . , 9r} satisfait
la propriété de Skolem, il suit du COROLLAIRE 1 du LEMME 2 que
{(K, [ • |) ; Z ; ^i, . . . ,gr} satisfait la propriété de Skolem. Ceci veut dire
qu'il existe z ç Z tel que gi ç. Oz,z et que \a(gi(z))\ < 1 pour tout
7^-homomorphisme a : (Oz,z/^z) -^ K^. Comme ( O z ^ z / ^ z ) =
(OY,Z/^) il suit que { (^ , | - | ) ; Y; /i,/2,.../r} satisfait la propriété
de Skolem.

LEMME 2. — Soient {K, [ • |) un corps value, X une variété algébrique
sur K, géométriquement irréductible, f = {/i, /2,..., fr} une partie finie
de 7^(X). On suppose U^) non vide. Alors :

1) L'ouvert U(^F) est Zariski dense dans X f. .
2) De plus, il existe un point y € X,,,. qui est au-dessus d'un point

(fermé) de X.
Démonstration.

1) Soit Z un fermé de Zariski de X ^ avec U C Z (où U = U(J7)).
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Ainsi £/red est ouvert affinoïde de Z^ (pour les structures réduites) et
on a dïmU < dim Z^, dim Z^ = dimZ. [Fr, Théorème 2, p. 118]. Soit
x ç. t7, on a

dim0[/a; = dimOx^ x = dimOx - x = (um^/^ = dimX
w w' ( )

(parce que ^Cr^ est irréductible) ; d'autre part dim Ou,x < dim U. Il suit
donc que dimZ > dimX,-.^ ce qui montre que Z = X^ puisque X,,..
est irréductible.

2) On peut supposer X réduit (donc intègre). Il existe un ouvert affine
Y de X non vide tel que fi soit régulier sur Y. Par 1) on a U H Y,.. -^ 0,
ce qui montre qu'on peut supposer X = SpmA et fi ç. A. Il existe
Ti,T2, . . . ,7n € A, algébriquement indépendants sur K (n = dim A),
P e ^[T] = K[T^..., Tn], P ^ 0, a e A tels que a soit entier sur ^[T]
et que A[P~1] soit entier (purement inséparable) sur ^[T,?"1,^. Par 1)
il existe XQ ç. U et P ^ SH^ où 3Dîa;o est le maximal de A 0j< J^ associé
à XQ. ^ ^ ^

Soient (p : A^K^ —> K^ un J^-homomorphisme tel que kery? = 971 j^oi

UQ + mZ + • • • -h ̂ -iZ771-1 + Z7" = irr(a, ̂ (T), Z)

(on a Ui ç. K\T}). Comme <^(P) ^ 0, quitte à changer P en ÀP0 on peut
supposer que |<^(P)| = 1.

Il existe des entiers q,r tels que (P7'/^)9 e K[T,a\ et donc {Pr fiY =
^=o1 Vija3 avec ̂  C K[T]. Soit e > 0 tel que

emax{l, |^(^)|, 1 )̂1} <1.

Il existe ^ i , . . . , $n e ̂ alg tels que

l^(^) - ̂ (01 < ^ I^W - -P(OI < i, h(^) - ̂ (01 I^Wl < c27".
Alors il existe a ç. K^ tel que ]̂  ̂ ^(^a1 = 0 et |y?(a) — a[ < c2.

Il existe un ^-homomorphisme ^ : ^[T][a] -^ ^alg C K^ avec
^(T,) = $, et ^(a) = a, il suit que |^(P)| = 1 et que ^((P7-/^)! <
1. Comme A est entier sur J^[T][a], l'homomorphisme ^ admet un
prolongement à A toujours noté ^ et on a \^(fi}\ < 1. Ainsi ker(i/? (g) 1^)
est un point de U au-dessus d'un point de X.

COROLLAIRE 1. — Soient (JCJ • |) un corps value, X une variété
algébrique sur K, géométriquement irréductible, Y un ouvert non vide de
X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) {(K, | • |) ; X} satisfait la propriété de Skolem,
ii) {(K, | • |) ; Y} satisfait la propriété de Skolem.
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Démonstration.
i) implique ii). Soient /i, /2,. . . , /r G %(F) = %(X) tels que

^ = {y € î^ ; fi C OY^ ,y et \fi(y)\ < 1, pour 1 < i < r}

soit non vide. Il existe g^g^,.. .^ ç %(X) tels que

Z ^ ^ e X ; ^e0x , . , l< î<5}

soit non vide et contenu dans Y (bien entendu Z est ouvert). Par le
LEMME 2.1 il existe yo e V n Z^; soit TT e ̂  avec |^(î/o)| < |7r|. Soient
^ = TT"1^

£/ ^f {.r ç X ; /, ç 0 ,̂ h, ç Ox^ \fi(x)\ < 1, h,(x)\ < 1
pour 1 < i < r, 1 < j < s}.

On a U C Z^, î/o e î^, ainsi par i) il existe x e X tel que /, ç Ox,x, hj ç
Ox,x et pour tout ^-homomorphisme a : K(x) —^ K^ on a

Wz(^))| < 1, \^{hj{x))\ < 1 pour 1 < i < r, 1 < j < s.

Or x € Z C Y, ce qui montre ii).

ii) implique i) : résulte clairement de la partie 1) du LEMME 2.

COROLLAIRE 2. — Soient (K, \ ' |) un œrp5 value, X une variété
algébrique sur K, géométriquement irréductible,

S = {x ç X^ tel qu'il existe un point (fermé) de X au-dessous de x}.

Alors S est dense dans X^ (pour la topologie de X^ induite par celle
de K). (Voir [Pz, §3, Corollaire 1]).

LEMME 3. — Soient K un corps infini, X une variété algébrique
sur K , géométriquement irréductible, avec dïmX > 1 et x ç X un point
fermé. Alors il existe un fermé Y de X , de dimension 1, géométriquement
irréductible, avec x ç. Y.

Démonstration. — Soit n = dimX, si n = 1 il n'y a rien à montrer.
Supposons n > 2.

a) Supposons X affine, et le lemme montré pour les variétés Z avec
dimZ < n — 1.
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Soient P D X une variété projective dont X est ouvert dense, TT : P ' —>
P la variété obtenue en faisant éclater le point {x} [Gro, chapitre II,
définition 8.1.3, p. 153]. Comme TT est projectif (idem définition 8.1.3),
on a P ' qui est projectif. Comme TT est birationnel [Gro, chapitre II,
proposition 8.1.4 ii), p. 154] on a P ' qui est géométriquement irréductible.
Enfin Ti-"1^}) est un fermé de P ' avec dmiTi-"1^}) = n - 1 [Gro,
chapitre IV, lemme 19.4.2, p. 198].

Soient / : P ' —> P^ une immersion fermée, Gr(l,A^) la Grassman-
nienne des hyperplans de P^. Il existe une partie S de Gr(l,7V)(^),
Zariski dense dans Gr(l,7V) telle que pour tout V ç 5, le fermé f^ÇV)
de P ' soit géométriquement irréductible [Jo, corollaire 6. Ils, p. 89]. Il suit
de cela qu'il existe V ç. GT(I,N)(K) avec

0 ̂  f-\V) H Tr-1^}) ̂  f-\V) et dimCr1^)) = dimP' - 1.

Comme TT est projectif, donc fermé, on a 7^(/-1(VQ) qui est fermé;
comme TT : P ' — ^^({x}) —»• P — {a-} est un isomorphisme il suit que
^(î~^(y)) ^t géométriquement irréductible de dimension n — 1 et que
x ç ^(/-^V)). Cela implique que ^(/-^V)) H X est un fermé de X
contenant rc, géométriquement irréductible et de dimension n — 1. Ainsi
par notre supposition a), il existe un fermé Y de ̂ (/^(V^nX, contenant
*r, de dimension 1 et géométriquement irréductible. Ce qui montre a).

0) Le cas général. — Soit x ç U C X un ouvert affine, par a) il
existe x ç. Z_Ç_ U un fermé de dimension 1, géométriquement irréductible.
Il suit que Z l'adhérence de Z dans X satisfait le lemme.

THÉORÈME 2. — Soient (K^ \ • [) un corps value, L/K un corps de
fonctions d'une variable dont le corps des constantes K\ est purement
inséparable sur K^CL l'unique courbe sur K, non singulière projective telle
que T^(CL) = L>. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Le couple {{K, \ - 1 ) ; CL} satisfait la propriété de Skolem (locale).
ii) Pour toute valeur absolue | • [i sur L, prolongeant \ ' |, telle que

(L, | • |i)/(J^, | • [) soit un corps de fonctions à une variable, il existe
T ç. L — K\ tel que | • |i soit l'unique prolongement à L de la valeur
absolue de Gauss sur K(T) associée à \ ' | et à T.

iii) Pour toute famille {| • \j}i<j<s de valeurs absolues sur L prolon-
geant \'\, telle que (L, | • \j)/(K, | • |) soit un corps de fonctions d'une va-
riable, il existe T ç. L — K\ tel que {| • \j}i<j<s soient exactement les
prolongements à L de la valeur absolue de Gauss sur K(T) associée à [ • |
et à T.

Démonstration.
i) implique ii). Soit Z\ ç. L - K^ tel que | • |i soit un prolongement à
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L de la valeur absolue de Gauss sur K(Z^} associée à | • | et à Zi. Soient
r ' ̂ K ~' £ la réduction analytique associée à Zi (§1.2, proposition 1),
£\ la composante irréductible de £ correspondant | • |i.

Soient^ (resp. fii)^a clôture intégrale de K[Z^\ (resp. K[Z^) dans L
(resp. LK). Notons RK la sous-^-algèbre de LK engendrée par R', c'est
aussi (R^KK)red' Comme Fr(^) = Fr(Jîi) il existe P e K°[Z^] tel que
^[P-^JÎirP-^P ^ 0. Soient [/_= [/(Zi), on a Ai == Oe{r(U))
et donc fii[P-1] = R[P-1] = Oe(r(U))[P-1] (§1.2, PROPOSITION 1).

Soit W un ouvert principal non vide de r(U) avec W C 2)(P) n £\.
Ainsi il existe / e A avec |[/|| = 1 et W = D(/). On a donc

r-\W) = {y ç C^ ; /-1, Zi e O^^,, |/-i(^| < l, \z,(y)\ < 1}.

Comme r-^W) ̂  0, et C^^ = (((C^^red)', il existe a- ç ̂  avec

f~\Zz e 0^,., l^r1^)! < 1, W^x))\ < 1

pour tout ^-homomorphisme a : K(x) -^ K^. Cela veut dire que pour
tout yi ç C^ au-dessus de a- on a

r^^eo^^
Li K.

et l/"1^)! ^ 1, \Zi(Vi)\ < 1, î.e., yi € r-^iy).
Ainsi ii) du THÉORÈME 1 est satisfait pour ( L / K , \ ' |i). Il suit donc

de ce même théorème qu'il existe T e L - K^ tel que | • |i soit l'unique
prolongement à L de la valeur absolue de Gauss sur K(T) associée à |. [
et à T.

ii) implique iii) n'est autre que le THÉORÈME 1 et son COROLLAIRE 1.
iii) implique i). Soient /i,/2,. • • ,/r e L, on suppose qu'il existe

z e (^(i?) tel ̂  fi e °c - ̂  et \fi(z)\ < 1 pour 1 < i < r.
Soient U = {y e C^;TÇ °c^ \fi(y)\ < 1, pour 1 < z < r}.

Comme C^ = (((C^^red)', î.e.^Ïa normalisation de ((CL)^)^ il
suit de ce qui précède que U ^ 0. Ainsi U est un admissible non vide de
^LK^ ^f- § LL2)- Si U = C^ la propriété de Skolem est satisfaite pour
le triplet {(^, | - | ) ; C^ ; /i, /2, . . . , fr} ; sinon l'admissible [/ est affinoïde
(cf. §1.1.2), ce que l'on supposera désormais.

Chaque composante irréductible de 17e (la réduction canonique de U)
définit une valeur absolue | • \j sur L telle que (L, | • \j)/(K, \. |) soit un
corps de fonctions d'une variable (§1.2, proposition 1). Soit { | . \j}i<j<s
cet ensemble de valeurs absolues, [| • || ^max^ | • [^ on a donc ||/,|| < 1.
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Par iii) il existe T ç. L — K tel que {| • \j}i<j<s soient exactement
l'ensemble des prolongements à L de la valeur absolue de Gauss sur K(T)
associée à | • | et à T. Il existe P,(T) e K[T] tel que Pz(T)fi soit entier
sur K[T] et que ||Pz(T)|| = 1. Soient r : C^ -^ £ la réduction analytique

LK.
associée à T (§1.2, proposition 1), P = fJz Pi

U(T) = {y e c^ ; r e Oc^,, et |rQ/)| < i},
Z)(P) l'ouvert principal de r(U(T)) associé à P. Alors on a r-1 (D(P)) ^ 0,
fi e Oc -,î/ et \fi(y)\ < 1 pour tout y ç r-^DÇP)).

Z/JC

Soit £\ la composante irréductible de £ qui correspond à | • |i, on a
é\ HjD(P) ̂  0, soit IV un ouvert non vide £ avec W C £1 DD(P). Comme
iii) est satisfait pour {| • |i} il suit que i) du THÉORÈME 1 l'est aussi, donc
iii) du THÉORÈME 1 est vérifié. Donc il existe x ç. CL tel que pour tout
Vi ç. C^ au-dessus de a-, on ait yi ç. r^ÇW) C r^ÇDÇP)). Ceci veut
dire que fi ç. Oc^.x et que \cr(fi(x))\ < 1 pour tout J^-homomorphisme
a : K(x) -> K^.

Il suit que la famille {(K, | • |) ; CL ; /i,..., /r} satisfait la propriété de
Skolem (locale). Ainsi i) est montré.

COROLLAIRE 1. — Soit (K^ | - | ) un corps value. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.

i) Le corps value (K, | • |) satisfait la propriété de Skolem (locale),
ïi) pour tout corps de fonctions à une variable L/K dont le corps

des constantes est purement inséparable sur K et pour toute famille
{| • \j}i<j<s de valeurs absolues sur L prolongeant [ • |, telle que le quotient
(L, | • \j)/(K^ | - | ) soit un corps de fonctions à une variable, la propriété
u) du THÉORÈME 2 est satisfaite.

Démonstration. — C'est le THÉORÈME 2 et la PROPOSITION 5.
COROLLAIRE 2 [Ma, Oh]. — Soient (K, \ ' |o) un corps value, K(X)

le corps des fractions rationnelles à une variable sur K^ \ • \ une valeur
absolue sur K(X) qui prolonge \ ' |p et telle que (K(X), | • |) soit un corps
de fonctions d'une variable sur (K^ | • |o). Alors il existe T e K{X)—K tel
que \ - 1 soit l'unique prolongement à K(X) de la valeur absolue de Gauss
sur K(T) associée à T et \ ' |o.

Démonstration. — C'est une conséquence du COROLLAIRE 1 de la
PROPOSITION 4 et du THÉORÈME 2.

Remarque 1. — Soit g > 1 un entier. Alors il existe un corps value
(7<r, | ' | ) et une courbe C projective non singulière, géométriquement
intègre sur K telle que {(K, \ - 1 ) ; C} ne satisfasse pas la propriété de
Skolem.
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Rappelons tout d'abord qu'une courbe de genre zéro satisfait la pro-
priété de Skolem (PROPOSITION 4', §3). La construction d'un corps value
(K, | • |) et d'une courbe C sur K qui ne satisfait pas la propriété de Skolem
nous a été suggérée par M. RAYNAUD et aussi aimablement commentée
par L. MORET-BAILLY. Dans [Pz], §4, il y a une démonstration complète
de cela.

Pour g = 1 nous pouvons présenter l'exemple. Soient K = C(^) le
corps des fractions rationnelles sur le corps des complexes, | • | une valeur
absolue sur K défini par 0 < \t\ < 1 et [A| = 1 pour tout À € C — {0},
K° l'anneau de valuation de (K, [ • |), k = C le corps résiduel de (K, | • |)
(bien entendu le corps résiduel n'est pas algébrique sur un corps fini : cf.
théorème [Ru], [Ro2], [Mo-Ba, Szp], [Mo-Ba]).

Soient

A - ___K°[X,Y,Z]____ _ or 1
( Y ^ Z - X ( X - Z ) ( X - t Z ) ) ~ [ ' y ' j î

la K°-algèbre graduée par dega; = degy = degz = 1, X = ProjA,
XK = Proj(A (g)^o K) (la fibre générique de X), JC^ = Proj(A 0j<o k) (la
fibre spéciale de X). Il existe un point fermé a ç XA; tel que {a} ^- XkC}{p}
pour tout point fermé p e XK (ici {p} désigne l'adhérence de {p} dans X).

Expliquons brièvement l'existence de a € X^. Par un théorème de
LANG-NÉRON [La, théorème 2, p. 139] on sait que X^(-^f) est un groupe
de type fini (XK est une courbe elliptique), donc dénombrable. Par ailleurs
Xk{k) est un groupe non dénombrable puisque quotient de C par un réseau
(3ik est une courbe elliptique). __

Ainsi il existe a ç. X^(A;) tel que {da} ^ Xk H {p} pour tout point p
de Xk(K) et pour tout entier d > 1 (da signifie l'addition dans la courbe
elliptique Xk). Alors en utilisant que XK et Xk sont des courbes elliptiques
on peut montrer que {a} ̂  Xk H {p} pour tout point fermé p de Xj<. Le
point a de 3^kW a pour coordonnées projectives [u,v^ l], u^v ç. C; soient
/i = i~^(z~^x - ZA),/2 == ^-l(^-12/ - v), on a donc fi ç. %(Xj<) pour
i = 1,2, alors on peut montrer que {(K, | • |) ; XK ; fi 5/2} ne satisfait
pas la propriété de Skolem; sinon il existerait un point fermé q e XK avec
{a} = Xk H {q}.

Cela se traduit en termes de prolongement de la valeur absolue de
Gauss. Soit T = /i € L = %(Xj<), alors la valeur absolue de Gauss sur
K(T) associée à T et à [ • | admet exactement deux prolongements à L
que l'on note | • |i et [ • la.

Ce qui précède montre qu'il n'existe pas T\ transcendant sur K tel que
| • |i (resp. | • la) soit l'unique prolongement à £ de la valeur absolue de
Gauss sur K(T\) associée à Ti et à | • |.
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Remarque 2. Les notions "Tràge" chez E. LAMPRECHT et P. ROQUETTE
[La2], [Roi]. —

Soient { L / K , | • |) un corps de fonctions d'une variable muni d'une
valeur absolue discrète (î.e., \LX\ ^ Z) tel que ~L/~K soit un corps de
fonctions d'une variable.

Selon LAMPRECHT [La2], ( L / K , | • |) satisfait la propriété 'Tràge" s'il
existe T ç. L -_K avec |T| = 1, T résiduellement transcendant sur ~K et
[L:K(T)}=[L:K(T)].

Selon ROQUETTE [Roi], ( L / K , | • |) satisfait la propriété "Tràge" si pour
tout sous-^-espace vectoriel E de L de dimension finie on a dimj< E =
dïm-^-E.

On peut montrer que "Tràge" selon LAMPRECHT implique "Tràge"
selon ROQUETTE. En revanche l'autre implication est fausse. En effet le
corps des fonctions ( L / K , | • |i) de la REMARQUE 1 satisfait la propriété
"Tràge" selon ROQUETTE et non celle selon LAMPRECHT.

En revanche si {{K, \ • |) ; CL} satisfait la propriété de Skolem (locale)
les deux notions de "Tràge" sont équivalentes.
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