Sur les espaces analytiques quasi-compacts de dimension 1
sur un corps valué complet ultramétrique (*).

J. FRESNEL - M. MATIGNON

Summary. — We study the structure of the one dimensional analytic quasi-compact spaces over
a complete non archimedean valued field. An affinoid open subset U of a one dimensional
analytic quasi-compact space X is defined by a meromorphic function f on X; i.e. U is the
set of all » in X such that f 1is holomorphic al & and |f(x)|<1. The set of the meromorphic
functions on X which are holomorphic on U is dense in the ring of all holomorphic funciions
on U. An irreducible, one dimensional quasi-compact space is either affinoid, or projective.
An analytic reduction of X is defined by o meromorphic invertible function | on X; i.e. the
reduction is isomorphic to the reduction associated to the covering |f(x)[<1 and |f(x)|>1.

0. — Introduction.

Cet article s'intéresse & la structure des espaces analytiques rigides purs de dimen-
sion 1, quagi-compacts, sur un corps valué complet pour une valeur absolue ultra-
métrique (ou non archimédienne); pur de dimension 1 véut dire que les composantes
irréductibles sont de dimension 1, quasi-compact veut dire qu’il existe un recouvre-
ment admissible affinoide dont on peut extraire un recouvrement fini.

Ce sujet a déja fait objet de plusieurs études, citons en particulier GRAUERT ([Gr]),
FiesELeR ([Fi]), VAN DER Pur ([vdP 1,2]) Bosce et LiTkesoEMERT ([Bo, Luj]).
Un des résultats de [Gr] est qu'un ouvert affinoide d'un espace analytique affinoide
pur X de dimension 1 est défini par un nombre fini de fonctions méromorphes sur X.
Dans [Fi] il est montré que la réunion de deux ouverts affinoides d’un espace affi-
noide de dimension 1 est un ouvert affinoide. Dans [vdP 2] et [Bo, Lu] il y a une
étude des ouverts affinoides d’'une courbe algébrique sur un corps algébriquement
clos et dans [vdP 1] il est montré 1’existence d’un plongement d’un espace affinoide
de dimension 1 sur un corps algébriquement clos dans une courbe algébrique.

Dans ce travail, entre autres choses, on améliore les résultats cités et on les étend
au cas d’un corps de base queleconque quand cela est possible (voir dernier alinéa
de Pintroduction).

Le paragraphe 1 concerne la structure des ouverts affinoides de I’analytification
d’une variété algébrique projective, le résultat essentiel s’énonce ainsi:

(*) Entrata in Redazione il 18 luglio 1985.
Indirizzo degli AA.: L. A, au C.N.R.8. n° 226, U.E.R. de Mathématiques et Informa-
tique, Université de Bordeaux I, 351, Cours dela Libération, F-33405 Talence, Cedex, France.
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THEOREME 1. — Soient k un corps valué complet, X une variété algébrique projective
sur k, pure de dimension 1, X™ Danalytification de X et U un ouvert affinoide de X*».
Alors il existe f € R(X) ('anneau des fonctions rationnelles sur X) tel que

U={reX: fé(‘)m et |f(x)|<1}.

Au paragraphe 2 nous déterminons la structure des espaces analytiques quasi-
compacts de dimension 1.

THEOREME 2. — Soient k un corps valué complet, X wn espace analytique sur k,
quasi-compact, irréductible, séparé, de dimension 1. Alors X est soit affinoide, soil
projectif (i.e. Panalytification d’une variété algébrique projective).

Il suit alors que toute partie affinoide d’un espace analytique sur X quasi-compact,
séparé, pur de dimension 1 est définie par une fonction:méromorphe f € M(X), selon
la méme forme qu’au théoréme 1 (voir théoréme 3, § 2.3).

Sous les mémes hypothéges pour X et U, si M(X) N Ox(U) désigne les fonctions
méromorphes sur X qui sont analytiques sur U, on montre alors que A(X) N O0x(U)
est dense dans Ox(U) (théoréme 4, § 2.4).

Toujours sous les mémes hypothéses pour X, soit WU un recouvrement pur fini
et soit Xq; la réduction associée, alors il existe fe M(X)™ et U un recouvrement
pur de X avec Xq~ Xqy5, oit VU = {V,, V,} avec

<1}

(théoréme 5, § 2.5). Il suit comme corollaire que X est projectif si et seulement si
X, est projectif.

Au paragraphe 3 nous donnons quelques résultats techniques sur le changement
de corps de base pour les espaces analytiques.

Nous montrons au paragraphe 4 un critére pour qu’un espace analytique soit
projectif, critére lié & lexistence de faisceau ample (théoréme 7, § 4.3).

Enfin justifions en quelques mots, pourquoi ce travail traite la situation ou le
corps de base est quelconque. Le supposer algébriquement clos simplifierait de nom-
breuses démonstrations mais ce serait supercherie de laisser croire que le cas général
s’en déduit avee seulement quelques difficultés techniques. En effet on sait qu'un
espace analytique affinoide de dimension 1 sur un corps algébriquement clos est
ouvert affinoide d'une variété algébrique projective ([vdP 1] et aussi corollaire 1 du
théoréme 6, § 2.6); en revanche si le corps de base est quelconque un espace affi-
noide X peut ne pas étre ouvert affinoide d’une variété algébrique projective, méme
aprés extension finie due corps de base (remarque 1, 2, § 2.6). Ainsi un espace affi-
noide n’est pas toujours algébrisable et cela explique pourquoi on ne peut se restrein-
dre aux corps de base algébriquement clos.

1
f

€ OX,w et {1 (iL‘)

Vi={re X: fe0x, et [f(x)|<1}, V2={weX: 7
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1. —~ Ouverts affinoides d’une variété algébrique de dimension 1.

Les sous-paragraphes 1.1, 1.2, 1.3 rappellent les notions d’analytification des
variétés algébriques, d’extension de corps de base et de réduction analytique, pour
chacun nous essayons de donner des références aussi complétes que possible. Les
résultats se trouvent done dans le sous-paragraphe 1.4, Pessentiel est le théoréme 1
cité dans l’introduction.

1.1. Analytification des variétés algébriques ([Fr], [Fr et vdP], [Ko]).

Dans tout cet article le mot wvariété algébrique sur un corps k signifie schéma
noethérien, séparé et de type fini sur %, par point d’une variété algébrique on en-
tendra toujours point fermé.

Pour analytifier une variété algébrique X sur un corps valué complet k¥ on définit
sur X une topologie de Grothendieck G et un faisceau structural O, sur (X, G).
TUne partie U de X est dite admissible si U = X ou §il existe ¥ c X un ouvert de
Zariski affine, f,, ..., /,€ 0x(Y) avec Ox(¥) = k[f,, ..., f,] (ie. Ox(Y) est une k-al-
gébre engendrée par fi, ..., 7,) et U= {ye ¥: |f.(y)|<1, 1<i<r}. Soit I’homomor-
phisme ¢: k[T, ..., T,] - Ox(Y) défini par ¢(T,) = f; et A = ker ¢, on pose alors
O 2anl U) E BTy ooy T | UKL Ty ooy Ty 00 k{Ty, ..., T,> est l'algdbre de Tate de
dimension r ([Fr et vdP], p. 54, [Fr], p. 20); on peut montrer que 'algébre affinoide
O 1a(U) ne dépend pas de la représentation de U par le choix de Y et des f,. Si
V ¢ U+ X sont admissibles on définit une restriction gyp: O xun(U) = O 4un(V) induite
par les restrictions du faisceau structural Or. Enfin on pose O z..(X) (l—if]igl O xaa(U)
ott U parcourt les admissibles de X avec U X. U#x

Soit U un admissible, un recouvrement {U.},.; de U est dit admissible si chaque
U, est admissible, si pour tout V = X admissible, V ¢ U il existe une partie finie F,
de I telle que Vc U Us.

ieFy

Alors les admissibles et les recouvrements admissibles définissent sur X une
topologie de Grothendieck §. On montre alors que Oy,, est un faisceau sur (X, G)
et que le triplet (X, G, O4..) est un espace analytique. C’est Panalytification de X
et on le note X*. ,

Pour chaque € X il y a un homomorphisme canonique, local ¢,: Ox , —> O xan o5
on montre que §.: 9 Xo > ) xn, @t bijectif. Il suit de cela plusieurs résultats. On a
(Xea)™ = (X™)geq 1.6. I'analytification de la variété algébrique réduite associée & X
est I’espace analytique réduit associé & 1’analytification de X. On a dim X = dim X™
et X est régulier si et seulement si X* est régulier.

On définit aussi Panalytification des morphismes de variétés algébriques ainsi
que Panalytification des faisceanx algébriques cohérents. Il suit donc que les théore-
mes GAGA ([Se], [Ko]) sont applicables aux variétés algébriques projectives sur
un corps valué complet.



162 J. PRESNEL - M. MATIGNON: Sur les espaces analytiques, ete.

1.2. Ewxtension du corps de base.

Sojent I un corps valué complet, k c K un socus- corps fermé. A un espace affi-
noide sur %, U = Spm A on associe un espace affinoide sur K, Uy % Spm (A@,c K);
par recollement & un espace analytique X sur k on associe un espace analytique Xy,
sur K qui s’appelle Vespace analytique déduit de X par extension du corps de base
K ([BGR], p. 370).

En plus & K est « fidélement plat »: soit Ml—-> M, » M, une suite (§) de

trois k-espaces de Banach, MR K 1:®x, 1®1x M,DEK 28, 5@l s K la suite (8%, K) ob-
tenue par tensorisation complétée par K; alors (S) est exacte si et seulement si
(8®kK) est exacte.

Soient % un corps valué complet, K le complété de la cloture algébrique de F,
un espace analytique X sur % est dit géométriquement régulier (resp. réduit, resp.
connexe, resp. irréductible) si X, est régulier (resp. réduit, resp. connexe, resp.
irréductible) ([Bo 1], [Bo 2], [Fr], § 3).

Soit toujours K le complété de la cldture algébrique de k, X une variété algébri-
que sur k, alors on a canoniquement (X )™ = (X*")y) ot X g, est la variété algé-
brique sur K déduite de X par extension du corps de base & K ([Gr.D] EGA, ch. IV,
§4, §6).

En particulier X est géométriquement régulier (resp. réduit) si et seulement si
X™ est géométriquement régulier (resp. réduit).

1.3. Réduction @un espace analytique ([G. et vdP], [Bo 3], [Fr]).

Soient % un corps valué, complet, A une k-algébre affinoide, | -|,, la semi-norme
spectrale sur A4, A°= {fe A: |fl,<1}, A%= {fe A: |f|,< 1}, 4 = A°[A™, alors 4
est une k-algébre de type fini. Ainsi & I'espace affinoide sur k, X = Spm A4, on
associe la variété algébrique affine, réduite sur &, X° % Spm (Z); plus précisément
il existe une application ensembliste surjective ry: X — X° et X° s’appelle la réduction
canonique de Despace affinoide X. Un ouvert U de X est dit ouvert formel (ou pur)
de X s'il existe un ouvert affine W de X° tel que U = »;*(W); dans ce cas la réduc-
tion canonique de U s’identifie & W.

Soit X un espace analytique sur k, un recouvrement U = {U},; de X est dit
recouvrement formel (ou pur) si W est un recouvrement admissible affinoide et si
U.Nn U; est un ouvert formel (ou pur) de U, pour tout %, j € I. 'l en est ainsi les
variétés algébriques U, U se recollent le long des U, N U; en un schéma localement
de type fini, réduit sur %; ce schéma s’appelle la réduction de X relativement aw re-
couvrement pur WU (ou la réduction de Vespace formel (X, U)) et se note Xq),. Les
applications ry: U; — U° induisent une application surjective rqp: X —>qu En
particulier si W est fini, Xq;, est une variété algébrique réduite.

1.4, Structure des affinoides dune variété algébrigue de dimension 1.

Une variété algébrique X est dite pure si toutes ses composantes irréductibles
ont méme dimengion.
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Soient X une variété algébrique, R(X) ‘1_é—fli_l>n Ox(U) ol la limite induective est
prise sur tous les ouverts U denses dans X; alors Pannean R(X) s’appelle Vanneau
des fonctions rationnelles sur X. ,

Soient X une variété algébrique, z € X, f € R(X), on dit que f est régulier en @
et on le note fe 0y, #'il existe un ouvert dense U3z et ge O,(U) dont l'image
dans R(X) est f. Dans cette situation si le corps de base est valué complet la valeur
absolue de 'image de g dans Oy ./M, (qui est fini sur k) ne dépend pas du g choisi
avec les propriétés précédentes; ainsi on note |f(x)| 1a valeur absolue de cet élément.

PROPOSITION 1. — Soient k un corps valué complet, K le complété de la cléture algé-
brigue de k, X une varidté algébrique projective pure de dimension 1 sur k, géométri-
guement connexe et géométriquement réguliére. Soient U, un recouvrement pur fini de

=Y, 1Y >7Z= Yoy, la réduction associée, U une partic de Y telle que +(U)
soit un owvert affine dense dans Z et que U = r~=2(r(U)). Alors il existe un corps 1 fini,
séparable sur k, f € R(X;) (une fonction rationnelle sur X)) tels que

U= {weXyg:fe0g,., o |[f)|<1}.

DEMONSTRATION. — o) I1 existe un diviseur de Cartier D sur Z avec L(D) trés ample,
HY(Z, £(D)) = 0 pour i> 0, HZ, L(D)) contient f dont le domaine de définition est
Wy = r(U).

Soient {qy, ¢ay «vy ¢} = Z — 1r(U), W, ¢, un ouvert affine avec les propriétés sui-
vantes: ¢;¢ W, pour js= 4, il existe g,e O,(W,) avec g,(q;) = 0 et g,(2) % 0 pour z €
e W.— {g;}. Alors {W,, W,,..., W,, W} est un recouvrement affine de Z (avec
Wo=r(U)). Soit le diviseur de Cartier D= {(Wiy 91y ey (Wi g0)y (Wo, 1)} et £(D)
le faisceau inversible associé. o ‘

Soient Z,, Z,, ..., Z, les composantes irréductibles de Z, ¢: Z' — Z la norma-
lisation de Z, Zi, ..., Z, les normalisations de Z,, ..., Z,, £'= ¢*£(D).

Clairement £'|,, est asso¢ié & un diviseur de degré positif, il suit que L£'|,, est
ample ([Ha 2], corollary 3.2, p. 308) et aussi £'; en effet Z est projectif (lemme 3,
§ 1.4) donc aussi Z’ et Z; (utiliser [Ha 1], prop. 4.3, 4.4, . 24). 1l en resulte que
£(D) est ample ([Ha 1]) et donc que £(nD) est trés ample pour » >0 (assez grand).
De plus le théoréme de Serre sur les variétés algébriques projectives montre qu’il
existe m>1 tel que H'(Z, £(mnD)) = 0 pour tout i >0 (et L(mnD) est toujours
trés ample). Ainsi on peut supposer que £(D) est trés ample et H(Z, £(D)) =0
pour ¢> 0 (quitte & remplacer g, par gi*"). '

Il suit d’abord que L(D) est engendré par ses sections globales. Il existe donc
fi€ LDYZ) tel que (fi)e,= (1/g:)e, POur 1<i<r; on a done (f)q,= ayX(11g)s, avec
;€ Oz, €6 a;;=1. Comme K 1e corps résiduel de K est infini il existe 4, ..., € K
tels que 3 A;a,(g;) 5= 0 pour 1<j<r. Soit f= 3 1,f;, on a donc feL(D)Z) et

i=1

fo, = bi(1]g:)e, avee b€ Oz, et bi(g) = 0.
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B) Le diviseur de Cartier sur Z se «releve»r en un diviseur de Cartier H sur
Y = X%, et il existc F e L(ENY) qui «reléve f.

D’abord r—(W,) est affinoide ([Bo 3], theorem 3.1, p. 20), il suit du lemme 7,
§ 3.3 quil existe I, un corps séparable fini sur %, V; un ouvert affinoide de X, tel
que V= r~}(W,) pour 0<i<r. Ensuite il existe I, séparable fini sur %, h,e
€ O, (Vig))* tels que k.= g, pour 1<i<r oil k; est image de h, par la réduction
canonique Ox(r-(W,))° — Ox(r-(W,)) = O,(W,). Soient le diviseur de Cartier E =
= {(r{(Wy), hy)y <., (r~2(W.), h), (U, 1)} et L(B) le faisceau inversible sur Xix, asso-
cié (définition § 2.3).

Soient W un ouvert affine de Z, |-|, la semi-norme définie sur L(B)(rYW))
par 9]y = |91 ny DOUr g€ L(E)(r}(W)).

Clairement |||, = | -|Zgr 8i Wc W= r{U).

Soient g;€ W c W;, afh,p€ L(B)(r-(W)) avec a € Ox (r}(W)), [a/byp]y= 1, mon-
trons alors que ]}a”,_l(W_m)-l Comme 7;= ¢g; (réduction dans O,(W,)) et que g;
est inversible sur W,— ¢; on a [k p,— oy = 11/hf;-pi—ey= 1. Il suit donc que
l@] 1 —gy=1 et comme W — g, est dense dans W on a alors [a],-g)=1 ([Fr,
prop. 1, p. 288). En résumé pour W c r(U) et g€ LE)(r W) on a |g]p="19]Ewm
(96 05(r-2(W))), pour gic Wc Wi et g = afhyy on a |gly= |2, (a€ Ox(r2(W))).

Soient W un ouvert affine de Z avee Wc »(U) ou ¢q;e Wc Wi, SZ(E)(r—l(W))" =
L (g e LB (W)): |g]lw<1}y p(W): LE)(r~W))*— L(D)(W) ainsi défini: si Wc
c #(T), p(W)(f) = § ol § est la réduction de f dans Oz (r-(W)) = O,(W),si e Wc W,
on a ¢g=ah; et on pose ¢(W)(a/h;) =dlg,, ot @ est la réduction de a dans
O, (r (W) = O,(W).

Comme K est algébriquement clos, ¥ réduit (§ 1.2) il en résulte que O,(r}(W))
est distingué ([BGR] 6.4.3, p. 253; [Fr], p. 70), il suit facilement de cela que
(W)® 1; est un isomorphisme. '

Soit C le complexe (de Cech)

(€) E_D B)(r (W ))e-3 @ L(B) (- (W0 W)
@E W Wn W0 W) —

alors C® g K est le complexe de Cech associé 3 £(D) et au recouvrement affine
W = {W;},. 1l suit alors que

ker d;® 1%

imd,® 1z = H*(W, £:(D_)) = HY(Z, (D)) =

Comme les algdbres Oy(r-1(W,)) sont distinguées il suit que C satisfait les hypothéses
de [Bo 3], lemma 2.1 iii, p. 10; ainsi

0 =kerd,/imd, et (kerdy)Rz K = ker (4, 1z) .
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Donc il existe F' € ker d, tel que F& I = f (avee f défini en «)); clairement F € £(E)(Y)
avec |F|,=1.

y) Il existe un corps 1 fini, isépa,mble sur ky, Ge R(Xg) tel que U= {we Xy,:
GeOx, . ¢ |G@)|<1}.

D’aprés f) on a Fe Oy(U) ot |F|7=1. Soit # € r*({g,}), montrons que F ¢ Oy,
ou Fe(‘)” et [F(z)|>1. On a Flry(W,)=cih;,i>1, avec c¢,€ Or(r (W)
comme @(W ) (Flr—2(W5)) == flw,=C:lg: (C’est B} et que T;(q:) % 0 (¢’est «) on a done
les(®)] =1 pour & er-q,).

Le diviseur de Cartier £ (défini en B) est aussi un diviseur de Cartier sur Xy
soit G(E) le faiscean inversible associé sur X7). Soit E’ le diviseur sur la courbe
projective non singuliére X, défini par v,(E') = 0 pour z € V,,, et v,(B') = v,(k)
pour @ €V, ,, 1<i<r (v, est.1a valuation normalisée de O X320 0 ) X, yo)y smt F(®)
le faisceau inversible associé sur X;,. Clairement on a F(E')*"= G(E) et (B )Q, K=
= Q(E) Par GAGA ([Se], [Ko], [Fr], p. 272) on a J(E’)(X(, y) = S(F)(X); comme

®l K est «fidélement plat» (§ 1.2), que S(E )( ) est un espace vectoriel de
dimension finie sur I, on a S(E)( f‘l))\),2 S(E)( X))@y, K = L(E)(Y). Soit
ey ...y¢ une base de SG(E) X)) = FE )(X(, y, il existe gy, .. ,,useK avee
F= z,u, 6. On a6 ly,, = 0;lh; 0l 0,6 Oxpp Vi), parsuite Flogy,= (1/h) X (3 picss),
80it ¢; = E‘ui ¢;; (avec les notations qui précédent). Il existe ! un corps, séparable
et fini sur I, et puy, ... ,Méel avee | u— wille|Puy<1 et |w— pil eI, < 1 pour
tout 7, §. Soit ¢ = z Uit on a8 GeO X(a'z‘;(VO(l)) et |G|P =1, Gly,qy= @ik, i>1 avec

dye Oxan(Vyg)° et [d,(w | =1 pour wery;k({g;}). Ainsi

)

={reY: Ge0y, ot [G@)<1},

de plus @ € FEN X))@y, 1C R(Xy).

THEOREME 1. — Soient I un corps valué complet, X une variété algébrique projective,
pure de dimension 1, X*® Danalytification de X et U une partie affinoide de X**. Alors
il existe € R(X), une fonction rationnelle sur X telle que

= {zeX:fe 0, e |flx)|<1}.

DEMONSTRATION. — A) On suppose X rédmt

Il existe un corps I, fini sur & tel que pour tout corps 101y, (X(l),ed) soit géomé-
triquement régulier .et que les composantes connexes. de (X;.q)" soient géomeépri-
quement connexes ((X,.)' désigne la normalisation de X)) ([Gr, D]).

) Soient ¥ = (X ,.q)'; ¢: ¥ — X le morphisme canonique; alors V = ¢~}(U)
est une partie affinoide de Y**; en effet, ¢ est fini, donc aussi ¢*.
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Il emiste 121, un corps exiension normale de k, fe R(¥y) avee V= {y € ¥
fE OY(u,w et U(y)]<1}

Soient Yy, Y,, ..., ¥, les composantes connexes de Y, alors V;= Y,NV est une
partie affinoide de Y™, Soit W,= Vix)C Y%, ¥ Z,, c’est une partie affinoide de Z,.

Il existe une réduction analytique rqy: Z, — Z,q,, définie par un recouvrement
pur fini"de Z, telle que rq (W) soit un ouvert et que rqf(re(W;)) = W, (lemme 2,
§ 1.4). ‘ '

Par le corollaire 1 de la proposition 3, § 1.4, il existe un recouvrement pur fini VU
de Z; moins fin que U tel que rqy(W,) soit un ouvert affine dense de Z,qy et que
W= 15 (reo (W),

11 existe alors ;> 1, fini sur I, f; eﬂi i) avec W= {z€Z;: f;€ 0, , b [f;(z ) <1}
(proposition 1).

‘Soient 12 I; pour tout 4, normal, fini sur k, f = > f;€ R(¥) = @ R(¥,,). Alors
on a

Viy= W€ Xy: f€0y,, et [f(y)|<1}.

ce qui montre o).

~ Comme Y(,)z (X(yreq)” O peut supposer que ¥ = (X;),.4)" et qu'il existe f € R(Y)
avec V= {ye¥:fe0y, et [f(y)|<1}, ot V=g (U) et g: ¥ — X est le morphi-
gme_canonique. '

_ ﬁ)‘_IZ existe h e R(X) tel que
= {xeX:‘he Og,. €t |h(@)|<1}.
Soient T = (Xgeq) ¢ Y =TT le morphi_sme canonique, €7,
(%) M,y oy My, los maximaux de (07); L6 Wuyy ¥e) = @1 ({#) -

Alors. il existe un entier n tel que (M, -, ... M,)"c M, O, (partie B) de la
démonstration de la proposition 4, § 2.1. 3
Soient § = g7 (Tyy,) NV, s€ 8, alors on a fe Oy, b [f(s)|<1. Soit Py(Z) =

sing

= irr (f(s), k, Z), on a Py(Z) € k"[Z] et P,(f) € M,, le maximal de Oy,. I suit de (%)
qu’il existe n>1 tel que [[ P,(f)"e M,c Oy, pour tout ¢ € Ty, N @, (V) (S est fini).

se8

Soient P(Z) = [[ P,(Z)" (¢’est un polyndme unitaire de 5[Z)), g = P(f)e R(X) =
8 " .

= R(T); pour tout te g (V) on a ge Oy, et |g(t)|<1.

S 0n a R(Y) = R(T) = (R(X)Ry V)seq Parce que I-est fini sur k. Soit G le.groupe
des k-automorphismes de I, alors @ agit sur X, sur T et sur R(T). Soient ¢ =
= [1:k],, eb h= (H g“)“, alors he R(X) (X est réduit).

oel

Comme ¢, (V) est stable (globalement) par @, il suit que pour x€-U on a h e Ox @
ot |h(x)|<1.
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Soit ye Y—V, on a ou bien f¢Oy,, ou bien fe Oy, et |f(y)|>1. Comme
@1(V) est stable par ¢ € G il suit que, ou bien °f ¢ Oy, ou bien °f € Oy, et [*f(y)| > 1.
On déduit facilement de cela que, ou bien h ¢ Oy, ou bien he Oy, et |h(z)>1
avec ¢ = @(y). Ce qui montre que

U={reX:he0;, et [hw)|<l}.

B) Le cas général.

~ Soient X, X, ..., X, les composantes irréductibles de la variété algébrique X.
Montrons que U 3 X; pour 1<i<n. Par GAGA ([Se], [Ko]) X, est un fermé
analytique de X*" et la structure analytique réduite induite sur X; est aussi Panaly-
tification de la structure algébrique réduite induite sur X,. Il suit donc que X; est
projectif. Si Pon avait U2 X,, il suivrait que U N X,= X, serait affinoide pour
la structure analytique réduite; comme dim X,= 1 et que dim, Oy (X,) <oo cest
impossible. Il existe done un ouvert affine Z'> U et dense dans X.

Par 4) f) il existe fe R(X,eg) tel que U= {we X :fe0x ., ot |fle)|<1}. I
existe donc un ouvert dense Z avec Z'DZ>U et fe Oy  , pour weZ; il suib
que Z est affine parce que Z’' 'est. On a fe Oy (Z) = Ox(Z),q, soit g € Ox(Z) dont
Pimage dans Ox(Z),, est f. Il est alors facile de montrer que U = {re X: g€ 0y,
et g(»)|<1}.

COROLLAIRE. — Soient &k un corps valué complet, X une variété algébrique pure de
dimension 1 sur k, U une partie affinoide de X™. Alors il existe {e R(X) tel que
U= {weX:fe0x, e [f(z)|<1}.

DEMONSTRATION. — Supposons d’abord X réduit, alors il existe une variété algé-
brique projective P telle que X soit un ouvert dense de P (et que P — X soit ré-
gulier). Alors U est aussi ouvert affinoide de P*™. Ainsi il existe € R(P) tel que
U={weP:fec0,,et |f(x)|<1} (théoréme 1). Ainsi U= {xeX:fe0y, et |f(z) <1}
et comme R(X) = R(P) le corollaire est montré pour X réduit.

On suppose maintenant X quelconque. Par ce qui précéde il existe fe R(X,q,)
avee U= {we X: fe 0z et [f(x)]<1}. Comme U est affinoide, il existe un ouvert
affine Z de X avec Z> U et fe Ox , , pour tout ze Z (il suffit de remarquer que
Panalytification d’une variété affine de dimension 1 n’est pas affinoide et de re-
prendre 'argumentation de la partie B) de la démonstration du théoréme 1). Soit
g € Ox(Z) dont image dans Ox(Z),,= Ox,_,(Z) est f, alors U= {weX:ge Oy, et
lg(@)| <1} -

REMARQUE. — Considérons le cas simple ot X = Sp A est une variété algébrique
affine. Soient M I'idéal des nilpotents de A et ¢: A — A/N ¥ 4, la surjection
canonique. Soient § la partie multiplicative de A des éléments qui ne divisent pas
zero et T' la partie multiplicative de A des éléments a € 4 tels que @(a) ne divise
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pas zéro dans A,,; on @ Sc T et ainsi un homomorphisme canonique p: §-14 —
— T4 = R(X).

Si donc U est une partie affinoide de X*', on aimerait savoir s’il existe g € §-14
tel que U = {ze X:ge 0z, et |gx)|<1}.

L’application y peut ne pas étre surjective. Considérons A4 = kfz, y] = kX,
Y)/(X? X7Y), il est facile de montrer que 1/y” n’est pas dans I'image de y, pour tout
n>1.

PROPOSITION 2. — Soient X une variété algébrique projective, connexe réguliére de
dimension 1 sur un corps. valué complet, f€ R(X)— 0x(X), U= {wreX:fec Oy, ¢
lf(@)|<1}. Alors U est un admissible affinoide de X*».

. DEMONSTRATION. — Soit Z = (e X:feOyx,}, alors Ox(Z) est la cloture inté-
grale k[f] dans R(X) (X est réguliére); ainsi Or(Z) est fini sur k[f], on a donc
T8

Ox(Z) = 3 k[fle;. Quitte & changer ¢, en le; avec A€ k™ on peut supposer que e,
i=1

est entier sur A°[f], il suit alors facilement que U = {we Z: [f(z)|<1 et [e,(x)[<1
pour 1<i<s}. Comme Ox(Z) = k[f, €1, ..., &), que Z est affine il suit que U est

un admissible affinoide de X™ (§ 1.1, [Fr], p. 244).

REMARQUE 1. — 8§ X wlest pas régulier, U peut ne pas étre affinoide. Soient
Elty, tyy ts] = k[T, Ty, Tsl/(T5Ts— TT— T,)) ol #; est Pimage de T, car (k) 2,
X = Proj _(k[tl,‘tz,t;,]),“(la graduation de ki, ?,,%,]. est induite par celle de k[T,
T,, Ta]), f= (ta— W)ttt eR(X) eb U= {wreX:feOy, et f@)| <1} Alors U
n’est pas affinoide; soit Z = {we X: fe Oy,}, on a g=ti,€ 0x(Z) et g n’est pas
borné sur U. o ’

LEMME 1 - Soit X un espace analytique.

1) Soient Y, Z, X' des admissibles affinoides de X avec Y ouvert formel (ou pur)
de Z, ei Z N\ X' est un ouvert affinoide. Alors ¥ N X' est un ouvert formel de Z N X',

2) Soient Y, Z, T des admissibles affinoides de X avee T pur dans Z, Z pur
dans Y. Alors T est pur dans Y.

3) Soient Y, Z, X', Z' des admissibles affinoides de X avec Z pur dans Y (resp.
Z" pur dans Y'). On suppose que YN Y' est affinoide. Alors Z N Z' est pur dans
Ymny.

DEMONSTRATION. — Utiliser par exemple [Fr], p. 296.

LEMME 2. — Soient k un corps valué complet, X une variété algébrigue projective,
connexe, réguliere de dimension 1 sur k, X*® Uanalytification de X et U un ouvert affi-
noide de X*. Alors il existe un recouvrement pur fini U de X* tel que rq (U) soit
owvert et U = raj(rqu(T)) o rq: X*® — X&) est la réduction associde & W.
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DEMONSTRATION. — On sait que U est réunion finie d’admissibles affinoides U,
de X, U= U,V U,V ..U, Uz X. Alors il existe f;, ..., f; ,,€ R(X)— 0x(X)
tels que Y.={geX:f,;€0x, et |f,lw)<l,1<j<n;} (§ 1.1). On a done U, =

= ﬂ {zeX:f,e OXac et [fi(@) w)|<1}. Posons
><1}.'%

i=1
Alors U* et U;' sont admissibles affinoides de X** (proposition 2) et X = US'u
U Uj;*' parce que X est régulier.
Soient u, y'e {1, — 1}, montrons que ULZN U est pur dans Ul. Siu = u’ clest
clair. Si ,u =1u=—1on a U;Nn U, '={we U |[f;@)] =1} et Uyn U;'=
= e Uz" [(Uf)@)| =1}. Comme [f,[Z<1 et |fz*| %<1, il suit bien que
U;n U; est pur dans U}, (et U;%).
Soient 8 = {(3,§): 1<i<r, 1<j<nd, e€{£1}5 Ul) = U et W= {T(e)

ses
¢ € {1}°}. Montrons que U est un recouvrement pur de X**. Comme U5 est

admissible affinoide de X™, il suit que U(e) est admissible affinoide de X**. Ensuite
X = U'U U7! implique que U est un recouvrement. Enfin U:®n U™ pur dans
U¢®) implique que U(e) N U(e') est pur dans U(e) (lemme 1, 3).

Montrons que U, = |J U(e) olt la réunion est étendue & tous les &€ {£1}° tels

g0

—€0x, €

i

U ={weX: f,;€04, et [fyx)<1}, U _{meX

que &(éy, j) = 1 pour 1<j<n; . Ainsi U est réunion d’éléments de W, ce qui montre
que 7q1,(U) est ouvert et que U = rqg{rq(U)).

LeMME 3. — Sotent k& un corps valué complet, X une variété projective pure de dimen-
sion 1 sur k, U un recouvrement pur distingué de X, X2} la réduction associde. Alors
X” est une varidié algébrique projective (pure de dlmensmn 1).

DE’:MONSTRATION. — 11 suffit de considérer le cas olt X est connexe, ce qui est équi-
valent 4 X* connexe par GAGA ([Se], [Ko], [Fr], p. 272). Comme U est distingué,
X™ est réduit, done aussi X. On a H(U, Ox.) = HUX®™, Ox..) = HYX, Ox) =1
par GAGA. Or I est un k-espace vectoriel de dimengion finie, ¢’est une algébre ré-
duite et comme X est connexe c’est un corps. La norme induite sur H°(UW, Ox..)
par celle des Ox,.(U;) est potentiellement multiplicative, c¢’est donc la valeur ab-
solue de I, de plus on a [I| = [k| (W est distingné). D’abord on a H*W, 0%..) =1,
ensuite [ = 1°/1°°=1°/k°°1° ~ I°®). k; ainsi H(W, 0%..)®y k est un k espace vectoriel
de dimension finie. On a la suite exacte

L) 0B, 0%)® § — YU, 0%.8 F) - Tor®" (H}(W, 0%,), F) -0
([G et vdP], p. 141, [Fr], p. 313). On sait que M = H* U, 0%,.) est un k°-module

fini ([Bo 3], lemma 2.1, p. 9, [G et vdP], p. 140, [Fr], p. 313), soit s le nombre minimal
de générateurs de M, on a donc une suite exacte 0 —> N % k%, — M -— 0, avec
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«(N) c k°%. En tensorisant par % on obtient la suite exacte Tort" (£%, k) — Tor*" (M, k) —
>N E 2% % Comme k% est plat sur &° on a Tor®” (%, &) = 0 et a® (VN ®
® k) = 0 parce que «(N)c k°. 11 suit que Tor®' (M, %)~ N® k. Il est ensuite 61¢-
mentaire de montrer que dim; N® k<s. Il suit alors de (1) que dimg H(W, 0%..®
® k) < oo, ce qui veut dire que dimg Ox}(X5}) < co. Ainsi X8} est une variété al-
gébrique projective.

REMARQUE. — 8i k est algébriquement clos et X réduit, tout recouvrement pur
est distingué ([BGR], p. 233, [Fr], p. 70).

PROPOSITION 3 ([Bo, Lu]). — Soient X une courbe algébrique, projective, réguliére,
connexe sur un corps K valué complet et algébriquement clos, r: X — Y une réduction
définie par un recouvrement pur fini, S un ensemble fini non vide de points réguliers
de Y. Alors on a les propriétés suivantes:

1) Densemble X; = r~{Y — 8) est une partic affinoide de X,

2) Soit s: X, — X: la réduction conowique et g: ¥Y—8 —X?¢ le morphisme tel
que gor = 8. Noient Z la réunion des composantes irréductibles de Y qui me rencon-
trent pas 8, ye Y— 8. Alors ¢~ (p({y})) est la composante connexe de Z\U {y} qui
contient y et o1 ¥Y— 8 — Z - (Y — 8 — Z) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. — 1) est la proposition 3.7 ¢) de [Bo, Lu]; 2) est la proposi-
tion 3.7 d) et le lemme 2.1 de [Bo, Lul.

COROLLAIRE 1. — Soient X une variété algébrique projective, connexe, réguliére de
dimension 1 sur un corps valué complet, algébriquement clos, WU un recouvrement pur
fini de X*, rqy: X — Xqy, la réduction associée, U = X une réunion finie d'admissibles
affinoides de X°" qui est un ouvert formel de (X,W). Alors il existe un recouvrement
pur fini U moins fin que Us tel que U soit ouvert formel de (X, V) et que ray(U) soit
ouvert affine dense. En particulier U est une partie affinoide de X"

DEMONSTRATION. — o) Le recouvrement pur U = {V,, V,}.

Soient Y = rq(X), W = rq,(U), Y’ la réunion des composantes irréductibles
de Y contenues dans W, Y” la réunion des composantes irréductibles de ¥ qui ne
rencontrent pas W, Y,, ¥,,..., ¥, les autres composantes irréductibles de ¥, p,,
9:€ YN W réguliers, p, q;, 1<i<s. Soient Py= {P1, Pay -y Do}y Po= {1, oy ooy G}
Vi=rgY— P,), i =1, 2, alors V, est un ouvert affinoide de X (proposition 3, 1)).

Montrons que V,N V, est un ouvert formel de V,. Soient s,: V;— V¢ la réduc-
tion canonique de V, ¢;: Y — P;— V¢ le morphisme tel que gorq,=s;. On a
97 (9 ¥ — P,— P,)) = ¥ — P,— P, (proposition 3, 2)), ceci montre que s;*(@(¥ —
— P,— P,)) = ry/(Y— P,— P,) = V,n V, (proposition 3, 2)). Or g (¥ — P,— P,)
est un ouvert affine de ¥V°, ce qui montre que V;N V, est formel dans V,. Ainsi
U = {V4, V,} est un recouvrement pur de X moins fin que U puisque V, est ouvert
formel de (X, UW).
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B) Lowvert U est un ouvert formel de (X, V) et rqy(U) est un ouvert dense.

Soient Z = rqy(X) et »: ¥ —Z le morphisme tel que yorq,=rqy. On a
ryy (ray(U)) = rc{ﬁ(w‘l(w(W))) parce que rqy= porqy; il suffit done de montrer que
v (p(W)) = W puisque U == rg} (W). Par la proposition 3, 2) on a ¢;*(pW — P,)) =
= W— P, il suit donc que yp~(yp(W)) = W.

Comme Y est complet (lemme 3), que V° est affine, on a @,(Y”) fini, par suite
Z — p(W) est fini, ainsi (W) est un ouvert dense de Z (en efiet Z est pur de di-
mension 1).

y) Les composantes irréductibles de Z sont w(Y,), ..., w(X,) et (W) est un ouvert
affine (dense) de Z.

Comme Y est connexe (parce que X lest) il suit que ¥ — P, est connexe. Alors
la proposition 3, 2) montre que ¢ (¥ — P;) = ¢;((Y,U ..U Y,) — P,) et ainsi que
p(Y,U ..U Y,) = Z. Parla proposition 3, 2) ¢;: (Y — P,— ¥Y'— ¥") - g (¥Y— P,—
— ¥'— Y") est un isomorphisme, ainsi p: (¥ — ¥ — ¥’} - p(¥Y— ¥'— Y") est un
isomorphisme. Comme ¥ — ¥'— Y” est dense dans Y, U ... U Y, les adhérences y(Y,)
de p(Y,) dans Z sont les composantes irréductibles de Z (Z est pur de dimension 1).
Enfin ¥, est complet (lemme 3) et done y(Y,) est fermé dans Z; ce qui montre bien
que y(Yy), ..., p(¥,) sont les composantes irréductibles de Z.

Soit y,€ ¥; et y;¢ W, par la proposition 3, 2) on a p(y:) ¢ »(W). Ainsi chaque
composante irréductible de (W) est affine, ce qui montre que y(W) est affine.

Tl suit alors de [Bo 3], theorem 3.1, que U est une partie affinoide de X.

COROLLAIRE 2, — Soient X une variété algébrique, projective, connexe régulitre de
dimension 1 sur un corps valué complet, algébriquement clos, U 5= X une réunion finie
d’admissibles affinoides de X™. Alors U est une partie affinoide de X™".

DEMONSTRATION. — Par le lemme 2 il existe un recouvrement pur fini U de X™
tel que U soit un ouvert formel de (X, U); il suit alors du corollaire 1 que U est
une partie affinoide de X™.

2. — Structure des espaces quasi-compacts de dimension 1.

2.1. Normalisation.

2.1.1. Le faisceau des fractions, des fonctions méromorphes ([Gr], [Fr, vdP], [Bo 4]). -
Soient A une algdbre affinoide, T(4) la partie multiplicative des éléments de 4
qui ne divisent pas zéro, Fr(d) ¥ T(4)-1A Panneau total des fractions de 4. Soit X
un espace analytique, alors il existe sur X un faisceau noté Frz, appelé le faisceau
des fractions tel que Fr(U) = Fr(0z(U)) pour tout admissible affinoide U de X ([Fr,
vdP], I11.7, p. 116). Le morphisme canonique Ox— Fry est injectif.
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Soient A une algébre affinoide, N l’idéal des nilpotents de 4, ¢: 4 - A/N la
surjection canonique et S(4) % ¢=1(T(4/%)) qui est une partie multiplicative de 4
avec 8(4)> T(4). Soit X un espace analytique, alors il existe sur X un faiscean noté
Moy, appelé le faisceau des fonctions méromorphes tel que Mox(U) = S(0x(U))-10-(T)
pour tout admissible affinoide U de X.

Il existe un morphisme canonique a«: Fry — Mz qui est un isomorphisme si X
est-réduit; si X n’est pas réduit, « peut ne pas étre injectif et ne pas étre surjectif,
en particulier le morphisme canonique Oy —> Ay peut ne pas étre injectif.

REMARQUE. - Cetite définition de fonetion méromorphe est celle de GRAUERT ([Gr]),
c’est Panalogue des fonctions rationnelles sur une variété algébrique (§ 1.4). La
notion la plus utilisée est celle de faisceau des fractions (souvent appelé faisceau
des fonctions méromorphes [Fr, vdP], [Bo 4]) parce qu’elle permet de construire
par lintermédiaire des diviseurs de Cartier des sous-faisceaux qui sont inversibles
(§ 2.3).

2.1.2. Normalisation d'un espace analytique rédwit ([Ki1]). — Soient X un espace
analytique réduit, A6y le faisceau des fonctions méromorphes, F(U) 2 0,(U) 1la
normalisation de Ox(U) dans Mx(U) = Fr (04(U)) pour U admissible affinoide (i.e.
Ox(T) est la cloture intégrale de O(U) dans Fr(O x(U)). Le théoréme de Gerritzen
dit que F(U) est fini sur O»(U), ainsi F(U) est une algébre affinoide. Soient
@: OX(U) — J* (0) l’injection canonique, V c U une partie affinoide de U, alors
F(U ® Ox(V) c Mx(V) est le couple associé & la partie afﬁnoide Spm ¢~4(V)
de Spm J‘(U). Il suit que F(U) normal implique F(U ®Ox ) normal ([BGR],

9x(1)
p. 301); comme F(U)® Ox(V) est fini sur Ox(V) il suit que F(U)Q Ox(V) = F(V).
Done |, est un faisceau cohérent; il existe un sous-faisceau 3 de Aoy cohérent
sur X tel que F(U) = F(U) = Ox(U)' pour tout admissible affincide U de X.

Alors F définit un espace analytique X’ et un morphisme fini %: X' — X tel
que pour tout admissible affinoide U de X on ait #~(U) = Spm F(U) comme espace
affinoide, %*(U): 0x(U) — O (7YU)) étant I'injection canonique dans Ox(n~YU)) =
= Qx(U)'. Cet espace X' s’appelle la normalisation de X.

11 suit que X' est réduit, que X séparé implique X' séparé. Si {X 4+ sont les com-
posantes irréductibles de X, alors {n‘l(X,-)}i sont les composantes connexes de X’
et les ~*(X,) sont irréductibles; en plus #~(X,) est isomorphe & la normalisation
de X; munie de la structure analytique réduite induite.

Soit X une variété algébrique réduite sur un corps valué complet, alors on a
canoniquement (X*") = (X')*™ o X’ est la normalisation de X; ceci résulte de
Ox o=~ Oxun ., de [BGR], p. 301 et de [Ma], p. 258.

2.1.3. La normalisation en dimension 1.

PROPOSITION 4. - Soient k un corps valué complet, X un espace analytique réduit,
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pur de dimension 1, n: X' — X sa normalisation. Alors X est affinoide si et seule-
ment st X' est affinoide.

DEMONSTRATION. — a) Soit X un espace analytique affinoide, réduit, pur, de di-
mension 1, alors Oz (X')|O0x(X) est un k-espace vectoriel de dimension finie. En par-
ticulier X .. est fini.

Soient 4 = Ox(X), B = 04x(X’), il existe un homomorphisme injectif et fini
E{T> - A — B. Montrons que B est un k{7 >-module sans torsion. Sinon on aurait
Feki{l> f#0 et feP ol L est un premier minimal de B, ce qui montre que
BB est fini sur k<{T)[fk{T); c’est impossible parce que dim B/P =1 et
dim (T [fk(T> = 0. Ainsi B est fini, sans torsion sur %k<{7) qui est principal;
alors il existe e, ..., ¢, une base de B sur k<{T),f,,...,f,€ k(T) aveec B = (Dk{T)e;
A =Dk{T>f;e;. Comme F,(4)= F,(B)onarang,,B = rang,, 4, ainsi f,;= 0 et
BJA = @D kLT[fk<{T) est un Fk-espace vectoriel de dimension finie.

Soit F = 940x/0x, alors la suite exacte 0 -> Oy — 5Oz — F — 0 donne la suite
exacte 0 — Oy(X) — 05(X') - F(X) -~ HY{X, Ox) = 0. Comme O, est normal si
et seulement si Oy, est régulier (dim X = 1), on a F,5= 0 si et senlement si z €
€ X g Il suit de ce qui précede que F'(X) est de dimension finie, alors on a F(X) — F,
surjectif; il suit {x € X: F,5~ 0} est fini et que F(X) = @ F. (on sait de fagon

2€Xging

générale que X, est un ouvert de Zariski dense dans X, [Ki 2]).
Désormais on suppose que X’ est affinoide, ainsi X est quasi-compact.

B) Il existe un entier N >1 qui posséde la propriéié swivante: soit we Xy,
fe@® Ox = (0x,) tel que f(y) = 0 pour tout y € y~*(x). Alors e M.C Ox,.

venHa)
Soit M le maximal de Ox,, My, ..., M, les maximaux de (Oy,), alors R =

P N W= Dy My .. My = VI(O4,)', il existe done n, tel que R™c M(Ox,.).
Comme (O ,)'/0z, est de dimengion finie, la suite M*(Ox,.) /0. est stationnaire,
on a done M (0yx,) [Ox. = MM"(0x,.) [Ox,; ce qui montre par Nakayama que
M(0x,) [Og,= 0. On a done (W N MWy ... N M)+ C Ox . N M(Og,) = M.
Alors ) suit du fait que X, est fini (c’est «) et que X est quasi-compact.

y) L'algébre A = Ox(X) est affinoide. — Soit toujours F == 40;./0x, alors la
guite exacte 0 — Ox—> 74Oz —F — 0 donne la suite exacte 0 — Ox(X) > 0 (X') —
— F(X). Comme X est quasi-compact il suit de «) que F(X) est un k-espace vec-
toriel de dimension finie. Il existe un homomorphisme fini k{7 > O (X') = B.
Soient y € 7 Xgy,) et P(Z) =irr (T(y), %, Z), {f = [[P,(T), on a donc feB et

v

fly) = 0 pour tout yen LX) et P,(Z)ek[Z] est unitaire. Il suit de B) que
Y€ 04, pour tout zeX et que f'= Q(T') ot Q(Z) € k°[Z] est unitaire. Ainsi Padhé-
rence k[f]” de k[f] dans k{T) est une algébre de Tate 7', k(T) est fini sur k[f]" et
E[f]"c A = O4(X). Il suit done que B fini sur k{f]” implique A fini sur %[f]", ce qui
montre que 4 est affinoide.
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- 8) Boient g,: A = O0x(X) = Oy, la restriction canonique; MM, le marimal de
Oz, €t 0(x) = 0. (M), Cest un maximal de A. Alors 6: X — Spm A est bijectif.

Soit 9 un maximal de A, comme B est fini sur 4, il existe un maximal N’ de B
au-dessus de 9%, il existe U un affinoide admissible de X tel que M'e n—l( U). Soit
M = Em’(‘)x,(n—l(U)) N Ox(U), comme le diagramme ci-dessous est commutatif on a
M = 6(x) o x est le point de U c X correspondant & IM”. Ce qui montre que 6 est
surjectif.

Ox(X) =4 — > 0(X')=B

l l

Ox(T) —— Ox(y(T))

Soient @, 2, X, 2,54 x,. Il existe ge B = 0;(X’) tel que g(y) = 0 pour tout
¥ €Y Xyye) N (X'— 7Y(@,)) et g(y) = 0 pour tout y € 9~ (w,). Soient k= g* (N dé-
fini en B)), P,(T) = irr (k(y), k, T) poury € 7'(w;) on a P,(0) = 0. Soit hy= [[ P, (k) =
. v

= Uy -+ WQ(R) ot uy€ k5, Q(T) € k[T] et hy(y) = 0 pour tout y € n*(x,). On a done
hY = u) + hR(h) avec R(T) € k[T, il suit de §) que hi € Oy, , done f = hR(h) € Ox,,
avee f(x,) s~ 0. D’autre part he Oy, pour e Xy, et x5 x,, ainsi fe Oy, pour
tout € Xy,,. On a done fe€ Oy, pour tout x& X, ie. fe 0x(X) = A4, f(z,) = 0 et
fl@) 5= 0. Il suit que 6(x) == 0(x,), ce qui montre que 6 est injectif.

~

¢) L’homomorphisme canonique @: Agqy — (Ox,)" est bijectif.

Montrons que @,: 4 — Oy /M, est surjectif. Soient # € X, {y,, ..., .} = 7~({=}),
f€0x,c(0%,)=@DOyg,. Il existe geB = 0x(X') tel que g—feM N ..N
NIMY; en effet B/IMY — Ox , /I, est bijectif ([Tal, prop. 7.3, p. 270, [Fr], p. 81)
et le théoréme des restes chinois permet de conclure. Comme I, ... M) c M,
(c’est B)) on a g— feM;; en particulier ge Oy,. Soit s€A tel que s(x)~ 0 ot
s(x') = 0 pour tout z’'e X, @' « (en effet 6 est bijectif par ¢)). D’aprés la dé-
monstration de f) on a My M. ... My\.c M, pour N> 0, ainsi s'ge Ox, pour
x'e X, et @' »; il suit done que s¥g e Oy ,» pour tout 2’ X. Comme s¢ M on a
SYAF+M Y =A, 50it 1=s"ht+u, he A, ueW""Y. Ainsi g=s"gh-Lgu ol s"ged
et gu € ML (0y ), done gu € M, (par B)). Ceci montre que g, est surjectif et done
que @ est surjectif.

Soient My, ..., M, les maximaux de B aun-dessus de M, comme B/A est un k-espace
vectoriel de dimension finie, il existe M tel que M. MM¥c M. Soit acAd avec
@(a) e MM on a done ae (I, ... M,)" ™ et par suite aeM". Ce qui montre que ¢
est injectif.

Ainsi ¢ est bijectif.
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{) Lapplication 0: X —Spm A induit un isomorphisme d'espace analytique.
pp P yirg

Soit U un admissible affincide de & et 9o: A = Q4(X) - Ox(U) Phomomorphisme
restrietion. Alors Spm o: U — Spm 4 coincide avee 6, donc est injectif (d)), d’autre
part &) montre que Spm ¢ est une immersion ouverte. Ainsi 6(U) = Spm o(U) est
une partie affinoide de Spm A et p induit un isomorphisme de Og,. ,(8(U)) sur
0x(U) ([Ge, Gr], [Fr], p. 137). Comme 6 est bijectif, il induit un isomorphisme.
Ceci montre que X' affinoide impligue X affinoide (la réciproque est essentiellement
la définition de X’).

2.2. Hspaces gquasi-compacts trréductibles de dimension 1.

ProrosiTion 5. — Soit X un espace analylique, sépavé, conmexe, régulier, quasi-
compact, de dimension 1 sur un corps valué complei, algébriquement clos. Alors X est
soit affinoide, soit projectif.

DEMONSTRATION. — o) Sotent X un espace analytique affinoide ou projectif, connexe,
régulier, de dimension 1 sur un corps valué complet, algébriquement clos, U une partie
affinoide de X. Alors il ewiste f e Mox(X)* tel que U={xeX:fe 0z, e [flo)|<l}
et de plus V={rxecX:1/feOx, e |(1/f)(x)|<1} est une partic affinoide de X.

Si X est projectif on a R(X) = A(x(X) par GAGA ([Se], [Ko]), le théoréme 1
montre 'existence de f définissant U, on a f£ 0 puisque U est affinoide. Comme X
est intégre, f est inversible et la propositicn 2 montre que V est affinoide.

Bi X est affinoide on sait que X est ouvert affinoide de I’analytifieation d’une
variété algébrique projective, connexe réguliere de dimension 1 ([vdP 1], p. 156,
ou corollaire 2 du théoréme 6, § 2.6). Alors «) suit de ce qui précéde.

B) Soit X satisfaisant les hypothéses de la proposition. Alors X est soit affinoide,
soit projectif.

Il existe un nombre fini d’admissibles affinoides {X,, ..., X,} de X avec les pro-
priétés suivantes, X, (XU ...U X, ;) et X,N (X,U ..U X, ) 0 (parce que X
est quasi-compact et connexe).

Supposons ¥ = X, U ... U X, , affinoide ou projectif, montrons alors que ¥ U X,
est affinoide ou projectif.

D’abord ¥ N X, est une partie affincide de ¥ (et de X,); en effet si ¥ est affi-
noide cela suit du fait que X est séparé, si ¥ est projectif c’est le corollaire 2 de la
proposition 3.

Par «), il existe fefbz(¥) tel que YN X,={ye¥:feO, et [f(y)|<1} et
U={ye¥:1/fe 8, et {(1/){y)|<1} est nne partie affinoide de Y; toujours par «
il existe gefx(X,;) tel que YNX;={reX,: gc0;, et lglz)|<1} et V= {weX,:
1lge 0z, et |(1/g9)(w)|<1} est une partie affinoide de X,.

Montrons que W = {U, ¥ N X,, V} est un recouvrement pur de ¥ U X,. Com-
me X est régulier on & Y=UU (YN X)) et X,=VU (YN X,), ce qui montre
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que W est un recouvrement de ¥ U X,;. Clairement U (¥ N X,) est ouvert formel
de U et de YN X,;; de méme VN (¥ N X,;) est ouvert formel de V et de Y N X,.
11 reste & montrer que UN V est ouvert formel de U et de V. Soit W= {ye U:
(/)| =1}, alors UNV = {ye W: lg|,(y)] =1} (on a Wc YN X,). Comme W
est ouvert formel de U et que U N V est ouvert formel de W, il suit que UN T est
ouvert formel de U (lemme 1, § 1.4); de méme U N V est ouvert formel de V.

Comme YU X; est séparé, (YU X;)q;, est une variété algébrique séparée ré-
duite de dimension 1, done (YU X,)q), est ouvert dense d’une variété algébrique
projective de dimension 1, alors le théoréme de van der Put (théoréme 6, § 2.6)
montre que YU X, est ouvert analytique d’un espace projectif, connexe, régulier
de dimension 1. Aingi le corollaire 2 de la proposition 3 montre que Y U X, est
soit affinoide, soit projectif.

Il suit ainsi par récurrence que X est soit affinoide, soit projectif.

REMARQUE. — On peut procéder autrement. ILe résultat (§ 4.3, p. 100) de [Me]
dit que X admet un recouvrement pur fini U, on sait alors par un résultat de van
der Put que Xqj, projectif implique X projectif et que Xq;, non projectif implique X
affinoide ([Fr], th., p. 334, th. 4, p. 345; en fait c’est essentiellement contenu dans
12 démonstration du th. 3.1 de [vdP 2]).

THEOREME 2. — Sotent k un corps valué complet, X un espace analytique séparé,
quasi-compact, irréductible, de dimension 1 sur k. Alors X est soit affinoide, soit projectif.

DEMONSTRATION. — Il existe un corps ! normal fini sur k tel que les composantes
irréductibles Y, ..., ¥, de X, soient géométriquement irréductibles (proposition 8,
§ 3.1). Soit K le complété de la cloture algébrique de k, alors Y, ..., ¥y, sont
les composantes irréductibles de Xz et on a (X gyeq) = H (Yimed) (§ 2.1.2).

%
Comme Y,y est irréductible, (¥ g)eq) l'est aussi. La proposition 5 montre alors
que (¥ gyeq) est soit affinoide, soit projectif.

o) Supposons (Y xyeqa) offinoide. Alors X est affinoide.

Montrons que ¥, est affinoide. D’abord Y gy, st affinoide par la proposition 4,
§ 2, Y x, est affinoide (§ 4.1, [Fr], ex. 13, p. 280) et alors Y, est affinoide (remarque
au lemme 7, § 3.3). Comme Y,= Y7 oll ¢ e Gal (I/k) (lemme 6, § 3.2), on a aussi
Y, affinoide, ainsi (¥,).q)’ est affinoide pour tout 4. Il suit que (Xzyq)' est affi-
noide et par le procédé précédent on déduit que X est affinoide.

B) Supposons (Yyxyeq) projectif. Alors X est projectif.
En effet o) montre que (¥;).q)’ est projectif, ainsi (X g)..)" est projectif et
aussi X (proposition 11, § 4.3).

COROLLAIRE. — Soient k un corps valué complet, X un espace analytique séparé
quasi-compact, pur de dimension 1, Uc X une réunion finie d’admissibles affinoides
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de X. On suppose que pour toute composante trréductible Y de X qui est projective on a
UNY=+Y. Alors U est un ouwvert affinoide de X (une composante irréductible Y
de X est dite projective, si munie de la structure analytique induite réduite c’est
un espace projectif).

DEMONSTRATION. — On utilise la technique de la démonstration du théoréme 2.

a) Soient K le complété de la cloture algébrique de k, ¢ (X(gyred)’ = X greay 10
normalisation de X gyeq. Alors o7 (Uigy) €@ (X gyea)’ satisfont les hypothéses du co-
rollaire.

Soient X, ..., X, les composantes irréductibles de X, I un corps normal fini sur %
tel que les composantes irréductibles de X, soient géométriquement irréductibles
(proposition 8, § 3.1). Soient {Y ij}1<i<m les composantes irréductibles de X, alors
les Y,; sont les composantes irréductibles de X;,; par suite les ¥, sont les com-
posantes irréductibles de X ;). Ainsi les ¢7*(¥Y;; ) sont les composantes connexes
et irréductibles de (X g).q)" (§ 2.1.2).

Montrons que @ YY) c ¢ (Uyy) implique ¢=*(Yy) affinoide. En effet
o N Yy € 9 H(Uxy) implique ¥, Uy, (utiliser [BGR], proposition 1, p. 369, corol-
lary 2, p. 370) Y, = Y, ol ¢ € Gal (I/k) (lemme 6, § 3.2) et que Uy = Uy, on a
done Y, c Uy pour 1<j<n,; ainsi X;;)= U Y,c U@), soit X,c U. Par hypothése

§

sur U, X; muni de la structure analytique réduite induite est affinoide puisqu’il

n’est pas projectif (théoréme 2); il suit facilement que X,y muni de la structure

réduite est affinoide et donc que ¢ (X)) = 11 N Y ) est affinoide. Ainsi
i

¢~ YY) est affinoide pour la structure réduite induite.

B) Soient Z affinoide, connexe, régulicr de dimension 1 sur K, V C Z une réunion
finie d’affinoides de Z. Alors V est affinoide.

On peut supposer V connexe, comme Z est régulier il suit que V est irréductible,
quasi-compact, séparé de dimension 1, done affinoide ou projectif (théoréme 2). Il
existe un homomorphisme injectif et fini ¢: k<T> — 4 = 0,(Z), soit f = ¢(T). Sup-
posons V projectif, on aurait O,(V) = K, soit f|,€ K et comme Z est irréductible,
cela veut dire que fe K et que 0 = dim 4; ce qui est impossible. Aingi V est
affinoide.

y) Soient Z projectif, connexe, régulier de dimension 1 sur K, V C Z une réunion
finie daffinoides de Z. Alors V est affinoide.

C’est le corollaire 2 de la proposition 3, § 1.4.

8) Le cas général. — Les ¢~Y;;x)) muni de la structure analytique réduite
induite par (X g).,) sont irréductibles, séparés, quasi-compacts de dimension 1,
donc affinoides ou projectifs (théoreme 2). Par «) si ¢=1(¥ ) est projectif on a
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o (Yym) ¢ 9 (Uigy). 11 suit de ) et p) que ¢ ¥yyu) N ¢4 U ) est affinoide et
done que ¢~ Uy = (Ugyea)' €8t affinoide. La proposition 5 montre que Ugy,q
est aflincide, done que U est affinoide.

REMARQUE. — FIESELER ([F 1], Satz 2.1, p. 99) montre qu’une réunion finie de
parties affinoides d'un espace affinoide de dimension 1 est un espace affinoide; on
aurait donc pu utiliser ce résultat pour p).

REMARQUE. — Une partie affinoide dun espace affinoide peut ne pas éive une partie
rationnelle.

Soit X un espace affinoide de dimension 1 sur un corps k valué, complet, algébri-
quement clos, 7: X — X° la réduction canonique de X, supposons X° irréductible.
Soit U # @ un ouvert formel de X qui est une partie rationnelle de X; on a #(U)
ouvert de X, U= r(r(U)), il existe fo, f1y ..., fn€ Ox(X) avec Ox(X) =D f,0x(X)
et U= {weX: |fiz)|<l|fo(®)], 0<i<n}. On peut supposer que 1 = max | f;]s, mon-
trons que |f,l,, =1 et que D(f,) = (U). Supposons 1 = |f,| et |f,| <1, on a done
?(U)c V(f;) ce qui est impossible parce que X° est irréductible. Soit p € X° avee
fo(p) = 0, alors il existe x e *(p) tel que fy(x) = 0 parce que X° est irréductible,
ainsi 2 ¢ U et comme U = r~(r(U)) on a p ¢ r(T).

Soient & un corps valué complet algébriquement clos tel que & ne soit pas la clo-
ture algébrique d’un corps fini, £ une courbe elliptique qui admet une réduction
s: B**— Y qui soit une courbe elliptique. On gait alors que CI°(Y) n’est pas de tor-
sion, aussi il existe #,,4,€ Y avec y,— ¥, qui n’est pas d’ordre fini dans OP°(Y).
Il suit que Y — {y, ¥,} n'est pas un ouvert principal de ¥ — {y,}.

Alors X = s (Y — {5}), U = s(Y — {3, 4.}) satisfont la remarque.

2.3. Ouwvert affinoide d'un espace quasi-compact de dimension 1.

Soient X un espace analytique, fe& My(X) (une fonction méromorphe sur X),
on dit que f est régulier en x et on le note f € Oy, §'il existe un admissible affinoide
Vo tel que f soit image d'un élément g de Ox(V) par I'application canonique
Ox(V) — Moz (V). 11 est alors facile de montrer que |g(x)] ne dépend pas du ¢ choisi
avec les propriétés précédentes et on le note |f(x)|. On remarquera bien qu’il y a
un abus de notation puisque ’bomomorphisme Oz(V) — Mx(V) peut ne pas étre
injectif.

Seit X un espace analytique, on appelle diviseur de Cartier D sur X la donnée
d'une famille {U;, f.;} avec les propriétés suivantes: {U.,}, est un recouvrement affi-
noide admissible de X, f,e Fry(U,)* (les inversibles de Fry(U))), f.fi'€ 0x(U. N U)"C
c Fry(U;n U™ (voir § 2.1.1 pour la définition de Fry).

Si D = {U,, f;}; est un diviseur de Cartier sur X, il existe un sous-faiscean £(D)
de Fry qui est inversible et tel que L(D)|y,= (1/f;) Oxp,C Fryyy, (on remarquera
bien qu’on ne peut substituer My & Fry).
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THEOREME 3. — Soient k un corps valué complet, X un espace analytique séparé,
quast-compact pur de dimension 1, U une partie affinoide de X. Alors il ewiste fe
€ Mox(X) (une fonction méromorphe sur X) tel que U = {w € X: fe Oy, et |f(z)|<1}.

DEMONSTRATION. — A) On suppose X réduit.
o) Si X est projectif pur de dimension 1, c’est le théoréme 1, § 1.

B) Supposons X affinoide, connexe, régulier, géométriquement réduit de dimension 1.

11 existe un corps I, séparable fini sur k avee X, distingué et X, = (X)), pour
tout corps valué complet !>, ([Bo 1], lemma 2.7, p. 5; [Fr], ex. 12, p. 375). 1l
existe I, séparable fini sur I, tel que i;az)—— X(m soit rationnel sur [,, ot XA(ZE) ost
Punique variété algébrique projective contenant X, comme ouvert dense aveec
X&(,z)— X(m régulier. Alors X, est ouvert affinoide d'un espace projectif P (théo-
réme 6, § 2.6). Par «) il existe fe R(P) = J(p(P) (done ferLX“z)(X(,z))) tel que
Uuy= {we Xy f€0x,,, et |f@)]<1}.

On peut supposer que I, est galoisien sur %, soient G = Gal (l,/k) et g = []/°,
on a done g€ Mx(X). Montrons que et

(1) U={weX:ge0y, et |gl)|<1}.

Soit we X, avee feO0x, ., on & done [°€ Og, 40 b [f(@)] = /(c®))]. Soit
we Uy, on a o (@) e Uy, done fe OX(l:i),f,_l(m), soit 2f"e (‘)X%),m et |/°(w)|<1; ce qui
montre que g€ Oy, . b |g(x)|<1. Il suit facilement que ge 0;(U) et [g(x)|<1 pour
we U ([Fr], ex. 12, p. 239).

Si #¢ Uy, on a, ou bien f’e OX<z2>,o: et |f°(x)] > 1 ou bien f°¢ OX(ZZ),x; aingi ou
bien g € OXGE)’W et |g(x)| > 1, ou bien g ¢ &‘)Xuzhw (Xg, est régulier parce que [, est sé-
parable sur k). Ceci montre (1).

y) Supposons X = Spm A affinoide, conwnexe et régulier.

Il existe un homomorphisme injectif et fini (7)) => A, soient L la cloture sé-
parable de Fr(k{T)) dans Fr(A) et B la cloture intégrale de k{(T> dans L. Com-
me X est régulier, on a A intégralement clos, done Bc 4, de plus B est fini sur
kT, On a k(T> (B A, aingi Y = Spm B est connexe, régulier, géométri-
quement réduit (proposition 6, § 3.1) et Spmj: X =Spm A — ¥ = 8pm B est
bijectif (Fr(A) est purement inséparable sur Fr(B)). Alors f) permet de conclure.

0) Supposons X réduit.
Soient X, ..., X, les composantes irréductibles de X , 9 X' — X la normalisation
de X, on a X'=[] ¢~4X,) et ¢Y(X;) = X; (§ 2.1.2). On a Jp(X') = Myx(X) =
i
= @ka_i(xt)(q)—l(Xi)) et o~Y(U) = H (g=Y(U) N @ (X,)). Ainsi g~{(U) N e~ (X,) est

T
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une partie affinoide de ¢~*(X,) ~ X;, par le théoréme 2 (§ 2.2) X, est soit affinoide,

soit projectif, done par «) et y) il existe f,€ Mz(p~Y(X,)) tel que ¢=}(U)N ¢~ YX,) =

= {wegUX): fi€0puyx,,. o [flx)|<1}. Soit f=3f, on a ¢ Y(U)= {we X"
4

feOx , et |f(w)|<1}. Il existe p(T) € k°[T] un polyndéme unitaire avec p(f) € Ox(U)
(p(T) = [] P.(T)" pour N >0, P,(T) = irr (f(), k, T), voir proposition 4, § 2.1.3

26U 0 Xging

partie ) et y) de la démonstration); il suit alors que |p(f)(z)|<1 pour x € U, p(f) ¢
¢O0x, 81 f¢ Oy, (@ est régulier), et que [p(f)()| >1 si fe Oy , et |f(@)|>1. Soit
g=p(f) on a done U= {weX:ge0x, et |gx)|<1].

B) Le cas général.

Il existe fe My (X,o) tel que U = {zeX 4:fe05 . et [f@)|<1} (c'est 4)).
Soient Y, Y,,..., ¥, les composantes irréductibles de X qui sont projectives pour
la structure analytique réduite induite, l'argument utilisé dans la démonstration
(partie B)) du théoréme 1 montre que U 3 ¥, pour 1<i<r. Il existe donc une
partie finie Fc X telle que FN Y54 00 pour 1<i<r et FN U = @ Par le lem-
me 4’ ci-aprés il existe un diviseur de Cartier {U,, a;} sur X, avec les propriétés
suivantes. On a a,€ O, (U,); pour tout 4, ¢’ on a soit a;y,.p, € Ox(U;N U;)* soib
U;= U, et a;= a;; pour tout i on a a,;;,75,€ Ox(UN U,)*; pour se FN U, on a
a,(s) = 0; enfin fe L(D)(X,q) ol £(D) est le faisceau inversible associé a D.

Soit @: (Xq) = Xyoq la normalisation de X, alors D'= {p~}(U,), a,;} est un
diviseur de Cartier sur (X,)" et on a ¢*(£(D)) = £(D’). Soient ¥y, ..., ¥,, Y,1, ey Yo
les composantes irréductibles de X 4, on a done Yy, ..., Y, projectifs et ¥, (..., ¥,
affinoides pour la structure analytigue réduite induite (c’est le théoreme 2). Comme
(Xoeq) = I_[ (Y,) on a done (Y,) projectif pour 1<i<r, (¥;) affinoide pour ¢ > r.

Le choix de D fait que le degré de D’ est positif sur (Y,)' pour 1 <i<r. Ainsi £(D')
est un faisceau inversible ample (définition § 4.2), il suit done que £ est ample (pro-
position 10, § 4.2).

Soient b,€ Ox(U,) dont Pimage est a; dans Oy (U;) = Ox(U).q, 81 U;= Uy
et a,= a, on choisit b;=b,. Il suit de cela que b, € 0x(U;N T, que

3
bivinv; = €5 Vijriaw, O &;€ Ox(U,N U)*, ainsi {g;};, définit un élément de H* (U,
05) (ot W = {U;},) et par conséquent un faisceau inversible L* sur X ([Fr, vdP],
p. 124, [Fr], ex. 18, p. 2421). Plus précisément on a £, = Oxy,6; avec ¢p,ny,=

= €;6|y,ny;- L’homomorphisme £(D) — £*(Vg® Ox.,.,(V) pour Vc U, et affinoide,
(V'

défini par A/a,; — Ae,,® 1 induit un isomorphis(n;e de ¢*L* gur L(D) ot i: X 43— X
est le morphisme canonique. De méme I’homomorphisme de L¥(V) — AMox(V) pour
Vc U, affinoide et défini par e, /b, induit un morphisme de £* dans M.
La proposition 9, § 4.2 montre que £* est ample.

Soit N le faisceau des nilpotents sur X, il existe un entier » > 0 tel que H(X,
N'@ L*2) == 0 parce que L* est ample. De la suite exacte 0 - L - Oz — Oy =
= O, ,— 0, on déduit que ’homomorphisme £*X) - 0y ® L¥*(X) est surjectif.
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Comme Oy & L*»= L(D)" il existe ke £*+(X) dont I'image est f». Soit g I'image
de & dans M;(X), en particulier on a g Oy, pour z € U et le lemme 4 ci-aprés per-
met de montrer que U = {re X: g€ 0y, et |g(x)|<1}.

REMARQUE. — Ce théoréme est clairement une amélioration du «Satz» 3, p. 11
de [Gr].

LEMME 4. — Sotent k& un corps valué complet, X un espace analytique pur de dimen-
ston 1, U un ouvert affinoide de X of fe€ Mx(X) une fonction méromorphe telle gue
U={weX:fe0z,e |[f(r)|<1}. Soitn>1,alors U= {zeX: fre Oz, e |f*(z)|<1}.

DEMONSTRATION. — Soit € X avec fie€ Oy, et |[f*(w)|<1, il faut montrer que
e U. 8i f€O0x,, ¢’est clair. Supposons que f¢ Oz, . Il existe un admissible
affinoide V avee VN U = 0, meV et fe Oy, pour z€ V — {r,}. On aurait alors
fre 0x(V), |f*(x)]>1 pour w eV — {r,} et [f(m)|<1l. Or W= {zeV: |frx)|<1}
est un admissible de V, donc de dimension 1, ce qui est impossible puisque W =

= {w,}.

Lemue 4'. — Soient X un espace analytique réduit, pur de dimension 1, quasi-
compact, | € Mx(X), U une partie affinoide avec fe Oz, pour x€ U et FcX une
partie finie aveec F N U = 0. Alors il existe un diviseur de Cartier D = {U,, a;};
sur X avee les propriéiés suivantes. On a a;e Ox(U.); pour tout i,4' on a soit &y, y, €
e0(U N U5 s0it U;= U, 6t a;= a;; pour tout i on o %|ga0, € 0L(UN U
pour se P\ U;, on a a,s) = 0; enfin fe L(D)X) ow L(D) est le faiscean inversible
assocté & D.

DEMONSTRATION. ~ «) Il existe un recouvrement admissible affinoide {V,}; de X
avee les propriétés suivantes: on a f[,,jz ¢;ld; avec ¢;, d;€ Ox(V,) et d; ne divise
pas zéro dans Ox(V,) et $,N U =0 si 8, ¥ |J {we V,: d;,(zr) = 0}. Montrons cela.

i

Le probléme est local, soit V un admissible affinoide, on a f,, = ¢/d ol ¢, d € Ox(V),
d ne divise pas zéro dans O(V). Soient T = {sx e V:d(®») = 0} N U, v e T il existe
une partie rationnelle V, de V avesc V.N T = {z} et fe Ox(V,). Il est alors facile
de montrer qu’il existe un recouvrement affinoide fini {V,, V,, ..., V,,} de V tel que
card (V. N T)<1, et que we V, N T implique V;c V,. Sixz eV, onaf,, = ¢j/d;avec
di=1,81 V,NT= 0 on a f,, = ¢y/dy,. Ce qui montre «).

B) Soient F;=F— §;NF, 8 ¥ 8, U F,. Soit seF,, il existe un admissible
affinoide W,ss et b,e Ox(W,) avec les propriétés suivantes: b,(s) = 0, b,(x) 5= 0 pour
weW,—{s}, pour tout j on a V,oW,si seV,et V,N W,= 0 si s¢ V,;. Soit
s € 8;, il existe un admissible affinoide W, tel que V,o W, si se Vet V,N W, = 0
sis¢V,.

y) Il exigte un recouvrement affinoide fini {V,, Vj, ..., Vi de V; tel que
sefl et seV;, implique V,,= W,. Montrons cela. Soit se SNV, il existe un
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recouvrement affinoide fini W, = {Wy, ..., Wsns} tel que W,c W, et s¢ W, pour
i>2. Soit W= ) W,={W;,.., W,}, si se W; on a W;cW,. Ainsi {W},sny,

seSn¥;j
U{w;: W;N 8 = @} est un recouvrement admissible affinoide de V; qui posséde

la propriété de y).

8) Montrons le lemme. Soit le recouvrement admissible affinoide {V,},, de X
o V;, est défini en y). Si sel; et seV;, on a W,=TV,; on pose alors a;;=b,
ol b, est défini par ). Si se8; on choisit un indice j(s) tel que V;,3 s et pour
tout jt tel que V5w, i.e. V= W, on pose a;= d;yy,. Si VN 8= 0 on pose
ay= &;y,,. Il est alors facile de vérifier que {V;, a;;; est un diviseur de Cartier
sur X qui satisfait les conclusions du lemme.

2.4. Densité des fonctions méromorphes.

THIOREME 4. — Soient k un corps valué, complet, X un espace analytique, séparé,
quasi-compact, pur de dimension 1, U un ouvert affincide de X. Soient g: Mox(X) —
— Mox(U) Papplication restriction, G: Ox(U) — Jox(U) Uhomomorphisme canonique et
Mox(X) O Ox(U) X 6-(o(Mox(X))). Alors Mox(X) N Ox(T) est dense dans Valgébre do
Banach Ox(U).

DEMONSTRATION. — A) Supposons X réduit.

o) Supposons X projectif, connexe, régulier. — Soit X = P olt P est projectif;
le théoréme 3 et 1a démonstration de la proposition 2, § 1, montrent qu’il existe un
ouvert affine Z de P avec Uc Z tel que l'image de 0,(Z) dans O,,,(U) soit dense.
11 suit que R(P) N O, (U) est dense dans O p,, (), or R(P) = Mx(X) par GAGA ([Se],
[Ko]).

B) Supposons X affinoide, connexe, régulier, géométriquement réduit. — 11 existe I,
séparable fini sur k avee X,y distingué pour [ >, ef X(l)z (X(m)(z) ([Bo 1], lemme 2.7,
p. B; [Fr], ex. 12, p. 375). Ainsi il existe I, séparable fini sur I, tel que X(m —X(,ﬁ)

s

soit rationnel sur ,, ot X, est Punique variété projective contenant X, comme

ouvert dense avec X, — X, régulier. Comme X, est distingué on sait que X,
est ouvert affinoide G’un espace projectif ¥ (théoréme 6, § 2.6); comme I, ost sé-

parable sur %, X, est régulier et comme X,,— X, est régulier et rationnel,
comme Y admet un recouvrement pur distingué, il suit que ¥ est régulier ([Bo 5],
Satz 6.3, p. 45; [Fr], p. 331). Il suit de «) que 4Ly (¥) N Ox,.,(Ug,) est dense dans
Ox,,(Uq,) done que JV()X%,(X(ZE))"\ OX(za)( Ug,) est dense dans’ OX<12>(U(zg))-

On peut supposer I, galoisien sur %, solent & = Gal (L/k), 1 = wy, ..., ©, une
base de I, sur k et o}, ..., ©F la base duale vis-a-vis de la forme bilinéaire (z, y) —
= Try  (wy). Solent >0, g€ Ox(U)c Ox, (U,) = 0x(U)R, 1, il existe fe M(Xy))N
N Ox(z3>(U(lZ)) avee |f— glyg,<e Ona f:sz 1@ o, avee f,€ Mox(X) et fi= 3 (FHA®

]

oel
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® w¥). Comme fe Oy, (Uy,) on a [’ OX%)(U(,Z)) et donc f,€ 0,(U) ([Fr], ex. 38,
p. 188); de plus [f*— ¢°[yqy< ¢ et 9°= ¢ impliquent |f,— g|z<eX|wi].
Ce gui montre que Mx(X) N Ox(U) est dense dans Ox(U).

v) Supposons X = Spm A affinoide, rédwit, irréductible. — On a une présenta-
tion k¢(T> (5 B (4 avee A fini sur k{(T), Fr(B) séparable sur Fr(k{T)), Fr(4)
purement inséparable sur Fr(B), B intégralement clos (voir la partie y) de la dé-
monstration du théoréme 3, § 2.3); il suit que Spm j: X = 8pm 4 — ¥ = Spm B
est bijectif. Comme Y est régulier et géométriquement réduit, §) montre que
Hor(T) N O4(TU) est dense dans Oy(U) (on pose U = Spm j(U)). Comme j est fini
on 2 0x(U) = 0,(U)%5 A et Mp(T) C Mx(X). I snit alors que (Mp(¥) N Ox(T))®5 A
est dense dans OL(U). Ce qui montre v).

8) Supposons X rédwit. — Soient Xy, ..., X, les composantes irréductibles de X,
@: X' — X la normalisation de X. Comme by (X') = Mox(X) = P Mox (¢ (X)),

%

comme @~1(X,) est soit projectif connexe, régulier, soit affinoide, connexe régulier
(théoréme 2, § 2.2), comme ¢~ U) N ¢g=(X,;) est ouvert affinoide de ¢~(X,) il suit
de a) et de y) que Mox(X') N Ox (g~ (U)) est dense dans Oz (p~(U)). On sait que
F ‘i:éfOX,(wl(U)) [Ox(U) est un E-espace vectoriel de dimension finie (partie «) de
la démonstration de la proposition 4, § 2.1.3), soit o: Oz (p~(U)) — F la surjection
canonique. Comme F est de dimension finie on a Q(J&X,(X’) N OX,(qp—l(U))) = F;
soient fi, ..., f,€ Mox(X') N O (@~ H(U)) tels que o(fy), ..., o(f,) soit une base de F.

La somme directe Oz (g~1(U)) = 0x(U) D (@ kfi) est topologique; i.e. il existe

¢> 0 avee ¢ max ([af, [b])<|a + b] pour tout 4 e Ox(U) et be @ kf;.

Soient & > 0, f € Ox(U), il existe g€ Mz (X)) N Ox (g1 (T)) avee ||g— f| < ¢e. De
plusonag=~r+ Y A,f, 0l L;€k, he Ox(U), ce qui montre que | (h— f) 4 > 4;f.[ < ce.
Ainsi [h—f| <& or h=g— 3 Af.€ Mox(X') = Mx(X), done ke Mx(X)N Ox(T).

Ce qui montre §).

B) Le cas général.

a) On @ (Mox(X) N Ox(U)) + Nx(U) dense dans Ox(U). — Soit ||-| une norme
de Banach sur O4(U), on note aussi || la norme induite sur Oy (U) = Ox(U),q-
Soient g€ 0x(U), f son image dans Oy (U), &> 0. D’aprés 4) 0) il existe g€
€ M(X q) N Ox  (U) avee g — f] <e.

La partie B) de la démonstration du théoréme 3, § 2.3, montre qu,il existe un
faisceau inversible ample £ sur X avee £(U)~ Ox(U), ¢ € £0q(Xeq) (OU L pq= *L
et i: X . — X est le morphisme canonique) et £ _(X)c (7 ,(X) pour tout n>1.
Comme L"(X) — £7 (X) est surjectif pour » >0, il existe ye £7(X) dont I'image
dans £7,(X) est . En identifiant v|, & un élément de Ox(U) (=~ £(U)) on a done
montré que g — y|y€ Ox(U) a pour image f — ¢ € Oy (U). 1l existe alors n € Nx(U)
(les nilpotents de Ox(U)) avec |g— v — n| <e. Ce qui montre ).
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B) On a Mox(X) N Ox(U) dense dans Ox(U). — Soit toujours £ un faisceau in-
versible ample sur X avec £(U) =~ O05(U). Pour n >0, N;® £* est engendré par
ses sections globales (lemme 8, § 4.3), ce qui montre que I’homomorphisme (N;®
® £(X))® 0x(U) — Nx® £4(U) est surjectif; or Ny @ L+(U) = Nx(U). Avec a) il
suit que NzL7(X) (Mox(X)N Ox(T)) + Nz LX) Nx(U) est dense dans N»(U); ainsi
Mox(X)N OLU) 4 NxE(X)- N3(U) est dense dans O4(U). Par récurrence on a
Hox(X) N Ox(U) + (,N’XSZ”(X))T-NX(U) dense dans Ox(U) pour tout r>1. Comme X
est quasi-compact on a N7 =0 pour r>>0. Ce qui montre que A;x(X)N Ox(U)
est dense dans Ok(U).

2.5. Réductions analytiques.

THEOREME 5. — Soient kb un corps valué complet, X un espace analytique sur k,
séparé, pur de dimension 1, W un recouvrement pur fini de X, r: X - Xq, =Y la
réduction associde. Alors il existe fe Mx(X)* avee les propriéiés suivantes:

1) Soient Vi={we X:fe Ox,, et |f(r)| <1}, Vo= {e X:1/f€ Ox et |(1/f)(x)|<1}.
Alors V, et V, sont des parties affinoides formelles de (X, ), (V) est dense dans ¥
pour ¢ = 1, 2. De plus Pimage canowique de f dans Oy(r(V,)) est un inversible de R(Y).

2) U = {Vy, Vy} est un recowvrement pur de X et Xqj, =~ Xqy.

DEMONSTRATION. — On peut supposer X connexe, done ¥ = Xq;, connexe. Soient
8 = (X eq)me» ©'€8t une partie finie ([Ki 2], théoréme 3.3,3.2.1, p. 94), ¥, Yoy .., ¥,
les composantes irréductibles de Xq = (X,.5)q, = ¥, @ une partie finie réguliére de
Y avec QN r(S)= 0,9 N Y, 0 pour tout i. Ainsi ¥ — @ est affine et par suite
Vi ¥ 1Y — Q) est affinoide ([Bo 3], theorem 3.1, p. 20). Il existe fe Moy, (Xrea)
tel que V= {we X:fe Oy ot [f(w)<1} (théoréme 1, § 1.4). Quitte & changer f
en f*/) (lemme 4, § 2.3) on peut supposer que |f|, = 1.

x) On a | inversible dans My (Xpeq)-

Soient ¥, = ¥,— Y,N ( U Yj), Y, =Y,— ¥,NQ, clairement les Y; sont des ouverts
i

affines, irréductibles de Y, si #>2 les Y, sont des ouverts affines irréductibles de ¥
puisque Y est connexe. On peut supposer que [fiiynle > 0 pour tout ¢, il suffis
pour cela de changer f en f+4 = avec wek et |n] <1 et = convenable. Montrons
que pour tout i on a |fyy| =1. Sir=1ona U= YY) et done fprnl = 1.
Supposons maintenant »>2 et par exemple que |fi, )| <1. Soit Z = {wery(Y;):
f(x)] = Hflr_l(m}!sp}, on sait que Z est un ouvert pur non vide de *(Y)); ainsi
Y;’ =rZ)U (@ N Yi) est un ouvert affine irréductible de Y;. Soit T = r4Y,),
alors 1/fe Oy (T) (les points de »—*(Q) sont réguliers). Soient 7" = {we T |(1/f)(x)|>1},
T'={weT: |1/H)@)|<1}. Ona ZcT et QN ¥,)c T’, ce qui montre que T =
= T']] T". Ceci contredit le fait que r(T) = T°= r(Z)U (@ N Y,) est irréductible
donc connexe.
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(1) Soit f Pimage de f dans O,(Y — @), alors ce qui précéde montre que {y € ¥ — @:
f(y) # 0} est un ouvert dense de ¥ — ¢ donc de Y.

Montrons que f est inversible dans Ay (X 4. Soit W un ouvert affine de ¥,
il s’agit de montrer que -y, est inversible dans g (r7HW)). On & fipsy = a/b,
a, be Og (r(W)), b ne divise pas zéro dans Oy (r(W)); il s’agit de montrer
que ¢ ne divise pas zéro. Supposons le contraire, on aurait ce Oy  (r~3(W)) avec
ac=0 et [¢| Py =1 Boit W=W-—-Wng, on a donc f|,. ‘¢l =10. Or (1)
montre que ¢lp = 0 done ¢ = 0, ce qui contredit |¢|,..pp)= 1.

B) Soit f Pimage de fly, dans Oy(Y — @), alors fe R(Y) et pour tout geQ on a
f& Oy, Pour tout geQ il existe zcr'({g}) avec f¢ O

Xreds2*

Comme Y — @ est un ouvert dense, que f e 0,(Y — Q) il suit que f est une fone-
tion rationnelle. Soit g € Y, et soit W = ¢ un ouvert (affine) avec WN ¥, = 0 pour
j# 1 et fy) 5= 0 pour y € W — ¢ (ceci est possible parce que fiyr 20y VOIT «)). Alors
i/fe 0% ,(r7(W)), en effet les points de r—*({g}) sont réguliers. Soit (_]./T)_l’image
de 1/f dans O,(W), on a (1/f){g) = 0, comme 1= iy X A/p_e on a J Oy,
Il est ensuite facile de montrer qu'il existe e '({g}) avec (1/f)(z) = 0, ce qui
prouve que f¢ O

Xreds®*

y) Boit Vo= {we X:1/fe Oy , ¢t [(1/f)(x)| <1}, Sest un owvert affinoide formel
e (X, W) et U= {V,, Vy} est un recouvrement pur.

Soit » € r~1(Q), comme x est régulier on a 1/f€ Oy . et [(1/f)(@)] <1. Soit €
er({y}) avec ye Y —Q; si f(y) 0, on a 1/fe 05 . et |(1/f)()| =1 pour tout
@ €r-y); si f(y) = 0 on a, ou bien 1/f¢ Oy ou bien 1/fe Oy . ot [(1/))(@)]> 1.
Ceeci montre que V, est une partie formelle de (X, ), i.e. 'image réciproque par r
d'une partie de Y.

Montrons que V, est affinoide. Soit ¥, une composante irréductible compléte
(3l en existe), comme f|,, considéré comme élément de R(Y,;) a pour ensemble
de poles les points de @ N Y, (qui sont réguliers) (c’est ), il en résulte facilement
que fiy,_qny, admet au moins un zéro; ainsi f admet un zéro sur chaque composante
de Y — Q. Ceci montre que V, est Vimage réciproque par r @’un ouvert affine de ¥:
ainsi V, est un affinoide formel de (X, W) ([Bo 3], theorem 3.1, p. 20).

11 est alors élémentaire de vérifier que U = {V,, V,} est un recouvrement pur.
Comme V; est ouvert formel de (X, W) on a Xq, ~ Xqy.

0) Le cas général.

La partie B) de la démonstration du théoréme 3, § 2.3, montre qu’il existe un
faisceau inversible ample £ sur X avec fe £, (X, (0t £ q=1*C et i: X ,—X
est le morphisme canonique) et £, ,(X)c L7,(X) pour tout »>1. Comme £#(X) —

— L7.4(X) est surjectif pour » >0, il existe h € £»(X) dont Pimage dans £ ,(X) est /.
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Soit g I'image de h dans Abx(X), il suit facilement du lemme 4, § 2.3, que

<1}.

COROLLAIRE 1. — Soient k un corps valué complet, X un espace analytique sur k,
séparé, puyr de dimension 1, U un recouvrement pur fini de X, r: X —>X‘UU= Y la
réduction associée. Alors les propriétés swivanies sont équivalentes:

={reX:ge 0y, b |gx)|<l} et sz{xeX:ﬁer,wet g(m)

i) L’espace analytique X est projeciif;
ii) La variété algébrique Xoy, = Y est projective.
DEMONSTRATION. — o) Le morphisme défini par {.

Soient fe Mx(X)* et satisfaisant le théoréme 5,

Yoi <L To) = Ox(Vy), 1t k<D T) — Ox(Vy)

définis par y,(T./To) = f, wi(TLo/T:) = 1]f. Alors w, et vy, définissent un morphisme
¢: X — P.* = Proj (k[T,, T,1)*™. Soient
<1}.

Alors W = {W,, W} est un recouvrement pur de P, g7 (W,) = Vy, ¢ Y(W,) = V,,
ainsi @ est un morphisme formel de (X, U) dans (P}, W). Il induit done un mor-
phisme ¢: Xqy = X%—>(P1) = P~ Il est alors facile de montrer que ¢ est le
morphisme induit par Ia fonction ra‘monnelle (inversible) f.

TEOpl t Tl

Wy = {xePl T,

T, ir
/ % 1 . | 0
—To\w) <1}, W, = {xeP,c ——Tle Op.,, et ’_Tl

(@)

B) 1) implique ii). — On a X projectif qui implique X, projectif, U est un
recouvrement pur de X, ; et Xq, = X,.,q,; 2insi on peut supposer X réduit. Alors
Mox(X) = R(X) ([Bo 4], theorem 3, § 3). Soit g: X — P! le morphisme de variété
algébrique induit par la fonction rationnelle f, on a donc ¢* == ¢. Comme fe R(X)*,
le morphisme p est surjectif et fini (X est projectif), il suit de cela que ¢ = ¢* a la
méme propriété. Ainsi §: Xcu)—>P~ est surjectif et fini; il suit de cela que Xq|
est projectif.

y) ii) implique i). — De fe R(Y)* et ¥ projectif il suit que ¢ est surjectif et
fini. Cela montre que ¢ est surjéctif et fini.

Pour en déduire que X est projectif on utilise le coroliaire 1 du théoréme 7.
Soit & un faisceau cohérent sur X, alors ¢, F est cohérent sur P! (¢ est fini) et
F(X) = @ F(PY). Ainsi F(X) est un k-espace vectoriel de dimension finie.

Ensuite on a Hi(X, FRo,(¢* OPl(l))”) = H'(P', 9 F Rop.Opi(n)) (g est fini). Ainsi
il existe n, tel que H"'(X, &"@Ox(w"ﬂpl(l))”) = 0 pour tout n>n, et i > 0.

En posant £ = ¢*0p.(1), le corollaire 1 du théoréme 7, § 4.3, montre que X
est projectif,
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COROLLAIRE 2. — Sotent k& un corps valué complei, X un espace analytique sur k,
séparé, pur de dimension 1, W un recowvrement pur fini de X, r: X - Xq, =Y la
réduction associde, X1, X,, ..., X, les composantes irréductibles de X. Alors les pro-
priétés suivantes sont équivalentes:

i) Despace analytique X est affinoide;

ii) le fermé r(X,) de Y est non projectif pour 1<i<s.

DEMONSTRATION. — &) Le¢ fermé »(X,;). On munit le fermé analytique X, de la
structure réduite induite, soit ¢, X, — X le morphisme canonique qui est fini (c’est
une immersion fermée). Facilement ¢ () est un recouvrement pur de X; et ¢,
est un morphisme formel de (X, ¢;(W)) dans (X,W). I induit un morphisme
fini @, (Xi)wgl(%)gf{i — Y. TFacilement on a §,(X,) = r(X,), ainsi r(X,) est fermé.

B) 1) implique ii). Si X est affinoide on a X, affinoide et X, non projectif par
Ie corollaire 1. Comme ¢i:X~i—>¢(Xi) est surjectif et fini, on a aussi #(X,) non
projectif.

y) ii) implique 1). Si r(X,) est non projectif, comme §,: X, —r(X,) est surjectif
et fini, on a X, non projectif. Par le théoréme 2, § 2.2, on a X, affinoide. Ainsi le
corollaire du théocréme 2 montre que X est affinoide.

REMARQUE 2. — En complément au théoréme 5 on a aussi la proposition sui-
vante ([Li], proposition 1.3.1).

PRrOPOSITION. — Sosent & un corps valué complet, X une variété algébrique projective
réduite pure de dimension 1 sur k, U un owvert affinoide de X qui rencontre toutes
les composantes irréductibles de X. Alors il emiste un ouvert affinoide V de X** tel que
W = {U, V} soit un recouvrement pur de X et que U° soit un ouvert dense de X5}.

2.6. Immersion ouverte dans un espace projectif.

TaEOREME 6 ([vdP 1]). — Soient & un corps valué complet, X un espace analytique
pur de dimension 1 sur k, U un recouvrement pur, fini, distingué de X,r: X ->Xq, =¥
la réduction associde. Soient Z wne variéié algébrigue véduite de dimension 1 sur k,
@: ¥ = Z une immersion ouverte telle que Z soit DPadhérence de ¢(Y), que Z — ¢(Y)
soit régulier et que k(z) = O, /M, soit séparable sur k pour tout z€ Z — ¢(X). Alors
il ewiste un espace anolytigue X', U un recouvrement pur fini distingué de X' et
f1 X — X' un morphisme avec les propribiés suivantes:

1) f(X) est un owvert analytique de X' et f: X — f(X) est un isomorphisme;
2) 1 (X, W) - (X, V) est un morphisme d’espaces formels;

3) il existe un isomorphisme w: Xoy— Z tel que pof = ¢. En plus X' est ir-
réductible si X Dest.
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DEMONSTRATION. —~ On a donce Z — @(Y) fini, il suffit done de montrer le théo-
réme pour Z = Y U {z} avec z régulier, k(z) séparable sur k et Z est 'adhérence
de Y. ’

Par le lemme 5, § 2.6, il existe un ouvert régulier connexe affine W3z avec
0,(W) = k[T, 8, VI/(p(T, 8), e(T)V—1) = klt, s, 0], ¢(0)=0 et O (W— {2})=
= 0,(W)[1/]. Et on a

(1)  soit p(T, 8) irréductible dans &(T)[S], unitaire en & sur k[T, 1/e(T)] et (3p/28)(t, 5)
inversible dans O,(W);

(2) soit p(T, S) irréductible dans %(8)[7], unitaire en T sur k[S] et (2p/o8)(t, s)
inversible dans O,(W).

Soient 4 = Ox(r*(W — {2})) = Ox(r*(Dy(1)), B(T)eW[T] avec E(T)= e(T)
deg B = deg e, P(T, 8) e k*[T, 8], P = p, deg, P = deg, p, degs P = degsp

(8) P =PyT)+ P(INS + ... + P,(T)8* ou P, est inversible dans k[T, 1/E(T)]
dans le cas (1), et P = @o(8) + Q(8)T + ... 4+ @,(8) T avec @, = 1 dans le
cas (2).

o) On suppose que p(T, 8) satisfait (1), soit 7€ A® avec T =1t. Alors il ewiste
g A® tel que P(t,0) =0 ¢ 6 = s; Phomomorphisme o: k<T, 8, V> - A défini par
o(T) = 7, o(8) = 0, p(V) = (vE(z))"* induit un isomorphisme de B ¥ k(T, 8, Vy/(P,
TE(I)V—1) sur A et on a B*== kT, 8, V)|(P, TE(T)V —1).

Montrons l'existence de o e 4° aveec P(r, ¢) = 0. Soient @(8) = P(z, 8) € A°[S],
'€ A® avec ¢'=s. On a done |Q(¢')] <1, @(¢') = (dQ[dS)(¢') inversible dans A°,
donc [(@'(¢"))"'| =1. Enfin une application de formule de Taylor montre que
“Q(O"-— Q(a’)(Q’(G’))—l)H<|§Q(0’)||2. Comme A° est complet il existe oe A° avee
@) =0 et & =s.

Comme te(t) est inversible dans O,(W — {2}) = O,(D,(t)) il suit que 7E(r) est
inversible dans A° Soit ¢: k<{T, 8, V) — 4 défini par ¢(T) = 7, p(8) = o, p(V) =
= (zB(7))"

Soit fe kT, 8, V>, alors f se décompose sous la forme

a—1

(4) f=ZhS’+ gP(T,S)—{—h(TE(T)V~—1) avec f,= f,p+ gfijvjy fo€k°(TD, fyE
i=o i=1

€ k’[T] avec deg f;< deg TE(T) pour j> 0, g, h e k°<T, 8, V) et lim {fy] =0
et d = deg P(T, 8).

Les relations (4) suivent facilement de (3).

Soit |-] la norme induite sur B = k<{T, 8, V)/(P, TE(T)V —1) par celle de
k{T, 8, V), alors B’ Palgébre résiduelle de B pour cette norme est Z[T, S, V1/ (p(T, 8),
Te(T)— 1) (c'est une conséquence de (4)), c’est une algébre intégre isomorphe &
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O,(W — {z}), il suit que la norme |-| est la norme spectrale et que ¢: B —4 =
= 0,(W — {z}) est un isomorphisme. Comme A est distingué ([Bo 3], Folgerung 2.5,
p- 15) il suit que @ est un isomorphisme. Enfin (4) montre que B° = k°(T, 8, V)/(P,
TE(T)V — 1).

B) On suppose que p(T, S) satisfait (2). Soit o€ A°® tel que & = 5. Alors il existe
1€ A° tel que P(r,0) = 0,7 =1; Vhomomorphisme ¢@: k{(T,8, V) —> A défini par
o(T) = 7, p(8) = o, (V) = (tE(z))"* induit un isomorphisme de B = k{T, 8, V/(P,
TE(T)V —1) sur A et on a B*= kT, 8, V)[(P, TE(T)V —1). :

La démonstration est identique a celle de «) (en plus simple).

y) Soit C = k{T, 8, V)[(P, B(T)V,—1). Alors X et X,= Spm C se recollent
le long de r~'(D,(8)) en un espace analytique X' et UV = {U,, ..., U,, X;} (ot W =
= {Uy, ..., U}) est un recouvrement pur distingué de X'. L’immersion injective ot
ouverte f: X — X' induit un morphisme d’espaces formels f: (X, W) — (X', V), XQU
s'identifie canowiquement & Z = Y U {e} et f: Xq = ¥ - Xay= Z est Vinjection ca-
nonique.

On montre comme en «) (et §)) que C°= kT, 8, V.)/(P, B(T)V;— 1) que C =
= E[T, 8, Vil/(p(T, 8), e(T)V,— 1) =~ O,(W). Ensuite y: k&(T, 8, V> — A défini par
p(T) = 7, p(8) = o, p(V,) = E(7)"* induit un homomorphisme y;: ¢ — 4 et Spm y,:
771(Dy(t)) = Spm A — X, = Spm C est une immersion injective et ouverte dont l'image
est le rationnel X; = {w e X1t |ta(m)| = 1} ot 7, est l'image de 7 dans C.

D’autre part X; est une partie formelle de X, et

#h: O = 0,(W) -4 = 0,(D, 1) = 0,(D,(t))

est ’homomorphisme restriction.

11 est facile de montrer que X et X, se recollent le long de »~1(D,(?)) en un espace
analytique X'.

Le reste de y) est alors immédiat & vérifier.

8) X irréductible implique X' irréductible.
On peut copier la démonstration de [Fr], p. 343.

REMARQUE. — Ce théoréme est démontré dans [vdP 1] lorsque le corps k est al-
gébriquement clos; nos hypothéses étant plus faibles, nous avons di reprendre la
démonstration, néanmoins Pesprit de cette preuve est directement issu de [vdP 1].

COROLLAIRE 1. — Sotent & un corps valué complet, X un espace affinoide distingué,
dont les composantes irvéductibles sont de dimension 1, Z Dunique variété algébrique
projective sur & contenant X° (la réduction canonique de X) comme ouvert dense et
telle que Z — X° soit végulier. On suppose que kz) = 0O 2./, est séparable sur k pour
tout z€ Z — X°. Alors X est ouvert affinoide d’un espace projectif.
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DEMONSTRATION. ~ Il guit du théoréme 6 que X est ouvert affinoide d'un espace
analytique Y admettant un recouvrement pur fini distingué U et que Yoy = Z.
Alors le coroliaire 1 du théoréme 5, § 2.5 montre que Y est projectif.

COROLLAIRE 2. — Sotent X un espace affinoide distingué de dimension 1 sur un
corps valué, complet k avee k parfeit. Alors X est ouvert affinoide d’un espace projectif.

LEMME 5. ([vdP 1], p. 157). — Soient X une variété algébrique pure de dimension 1
sur un corps k, p € X un point régulier avee k(p) = Oy /M, séparable sur k. Alors X
est au voisinage de p isomorphe & une courbe plane.

De plus il existe un ouwvert, régulier, connewe, affine U > p avec Ox(U) = E[T, 8,
VI/(P(T, 8), B(T)V — 1) = k[t,s,v] ol ¢ (resp. s,®) est Vimage de T (resp. 8,7V),
E(0) 7 0, t0x(U) est contenu dans un sewl mawimal, c¢'estI,, ainsi Ox(U — {p}) =
— Ox(T)[Lf1].

De plus on a, soit P(T, 8) irréductible dans k(T)[8], unitaire en 8 sur k[T, 1/E(1)]
et (0P[08)(t, 8) inversible dans Ox(U), soit P(T, 8) unitaire en T, sur k[8], trréductible
dans E(S)[T] et (0P[0T)(, s) inversible dans Ox(U).

DEMONSTRATION. —~ Soient W 3 p un ouvert affine régulier, connexe, { < R(W)
une fonction rationnelle sur W qui admet p comme geul zéro de la courbe associée &
R(W) (c’est une application de Riemann-Roch). Soient 4 la cléture intégrale de
kft] dans R(W), I le maximal de A correspondant & p, c’est le seul maximal de 4
contenant ¢4. Il suit alors que Ag est fini sur E[t],,, et que [R(W):k()] =
= rangy,,,Am- Comme Ag est régulier il existe z€ Ay avec MAy=zdy,
ensuite fdqy; = 2°Agy, soit f = [A/IMM k], on a done

ef = [R(W):k(t)] = rang,,, A, = dim, Agy/tAq, .

Comme %{p) est séparable sur %k il existe ac A tel que A/ = k(@] (ol @ est
Pimage de & dans A/9R), @ est séparable sur k. Soit Q(Z) = irr (@, k, Z), comme @
est séparable il est facile de montrer qu’il existe o e dgy/tdg, tel que Qx) = 0, ce
veut dire Ag/tdgok[x] et ko]~ A/I. Soit { Vimage de 2z dans Agyftdg,
on a Agp/tAg = ke, {] et comme { est nilpotent il est facile de montrer que
AgftAg = kla 4 []. 11 suit done du lemme de Nakayama que Ay, = k[l la 4 2]
Ceci veut donc dire que X est au voisinage de p une courbe plane.

Soient s = a 4 2, up + w8 + w82 4 ... + 8T = irr (s, k(t), 8), on a u,€ k[l
aingi il existe w € k[t] — th[?] avec uwu, € k[t]. Soit P(T, 8) = Py(T) + P(T)8 + ... +
4 P (T)8% ot P,(t) = uu, et Py(t) = u, on a donc P(t, s) = 0. Il est alors facile
de montrer qu’il existe Z,(T') multiple de P (1), avec E,(0)= 0 et A[1/E(¢)] =
= B[t, 1/H,(?), s].

Comme p est régulier et k(p) séparable sur k, on a (0P/oT)(t, s)(p) #= 0 ou (0.P[08)(z,
8)(p) = 0.
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1er Cas. — Supposons (0P[08)(t, s)(p );é 0 Soit {g1, ..., q,} = {g € Spm A4: (0P/08)(t,
=0} on a ¢,% p. Soit Ey(T)= B(T)x HII‘I‘( )y y T) Clairement on a

E,(0) = 0 et (0P/08){¢, s) inversible dans A[l/D ()] = k[t, 1/B,(¢

2¢ Cas. — Supposons (OP[8)(¢, s)(p) = 0 et (OP[ST)(t, s)(p)s= 0. Soit (T, 8') =
= P(T, 8’4+ T%), pour o assez grand on a G(T, 8’) unitaire en T et s¥s' | ¢=
transcendant sur h, de plus G(f, s’y = 0. Alors G se factorise en (7T, 8') = H(T,
S'VH(T, 8') ou H, H, sont unitaires en 7 et H(T, s') == irr (¢, k(s'), T). Il suit alors
que (0G0T)(¢, s')(p) == 0 et que (¢H/[OT)(t, s')(p) #* 0 Soit {g:, .. ,q,} = {geSpm 4:

(CH[oT)(, s')(q) = 0}, on a ps~q,. Soit Ey(T) ler( » b, T). Clai-
rement on a H,(0)# 0 et (0H/2T)(¢ s) inversible dans A[l/E )] = k[¢, 1/ B,(¢
Soient {g,, ..., ¢} = {¢'e Spm A: ¢'¢ W}, EXT) ler (t(g:) k, T). On a done

{¢'eSpm 4: B,(t)(g') = 0} = W W et Ox(W') = A[l/E )]. Soit U = {¢'e Spm 4:
E,(t)- By(t)(g') = 0} on a Uc Wc W,

1 1
O U) = [E(t)] k[ E() ] (ier cas)
et

1 1, .
0x(U)y=4 [E(ﬂ] =k [t,m, s](Ze cas) et ¥ =H,H,. CQFD.

BEMARQUE 1. — Ce lemme ge trouve dans [vdP 1], ici 1la démonstration est dif-
férente (plus élémentaire) et le corps k n’est pas supposé algébriquement clos.

REMARQUE 2. — Il existe un espace affinoide distingué X sur k (avec k non parfait)
tel que X 3, ne soit pas ouvert affinoide dun espace projectif sur l, pour tout U fini sur k.

Soit k un corps valué complet de caractéristique p > 0 avec k inerte sur k%, de
dimension infinie sur k* et de type dénombrable sur k”; ce qui veut dire que %k admet
une base normale {e,},-, sur k* avec ¢= 1.

Soient = ek avec 0 < [z]| < 1, a = > a"re, T" € k{T), be k'»{T) avec b*= a,
n=1
A = E{TY[b] c kVo{T>. 11 est facile de montrer que A°= i(T>[b] et donc que A
est une algébre affinoide distinguée.

Montrons que pour tout corps ! fini sur k, on a A®), ! integre. Il suffit de montrer

que Z7»— a est irréductible sur [{T); sinon b el<{T) avec b= > b,T" b,el et b, =
n=1
= 7" le’”. Ce qui implique que k'’cl, c’est impossible parce que [1:%] < oco.
11 est facile de montrer que l'idéal 9 = T+ A - bA est maximal avee AN =Fk
et done que M(A 1) est maximal pour tout corps valué complet 1>k Soit
f=b@1—Sa - 1I"® el*e 4 @ k*?, montrons que f°= 0 et que fz£0 dans

n=1
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(A B K7)qy ot M = N(A ® k7). Comme {627}, , est une base normale de k* sur k
il suit que tout g & A ®k* a une décomposition unique g = >4, e” avec g € 4,

n=0
lim|g] =0. 8i f=0 dans (ABK")y, il existe ge (4 DI — M avee g =
= Y g ,®¢e” et gf = 0. On a donc un entier n, avec ga,¢ 9, on montre facilement
que g, beTA et en utilisant la décomposition 4 = k(T)> @ bk<{T) ... D b> kT
que g, € N, ce qui est impossible. II suit de cela que f== 0 dans (A@)Icl/ﬁ)im et il
est immédiat que fr= 0.

Soient # € X = Spm 4 le point correspondant & %, [, 0k fini sur k, ¥ = X;,=
= Spm (4 [,), on note toujours 2 V'unique point de Y au-dessus de #. De méme
pour tout I D1, valué ecomplet on note # 'unique point de ¥, au-dessus de x; si I est
fini sur ; on a Oy, = 0y, &, L

Montrons que Y n’est pas ouvert affinoide d’un espace projectif sur 7,. Sup-
posons le contraire, i.e. ¥ est ouvert affinoide de P* ol P est une variété algébrique
projective sur I, Soit 1>, fini sur l;,, comme A®,! est intéegre, on a Oy, , Té-
duit ([BGR], proposition 8, p. 300). Il suit que Op. ,® ! est réduit, ainsi 0, ,®1
est réduit pour tout ! fini sur ;. On sait alors que Op & kP — Opasyye €86 16
duit ([Gr, D], proposition 4.6.1, p. 68). Il suit de cela que O, , est réduit [BGR],
proposition 8, p. 300). Ainsi Ox,. ;0= Oxsn, oD K71, serait réduit, ce qui est
faux puisque (A ®k")gc O Xgirme 10056 Das réduit,

Done Y = X, n’est pas ouvert affinoide d’'un espace projectif sur I;.

REMARQUE 3. — Il existe un espace affinoide X sur % (non distingué) avec k par-
fait tel que X,y me soit pas ouvert affinoide dun espace projectif sur 1, pour tout 1 fini
sur k.

Soit k un corps valué complet de caractéristique p > 0 avec k de dimension
infinie sur k#, de type dénombrable sur k» et k algébriquement clos. Ainsi k admet
une c-base {6,},5, sur k7 (¢>0) avec ¢ =1; ceci veut dire que e,ek® et que
¢ max |da|<| ¥ Aney|<max [1,] pour tout A, k» et lim |2,| = 0.

(]

Soit ek avee 0 < |n| <1, a = > a"re, T, b e k¥»{T) avec b*= a, A = k{T)[b]lc
n=1
ckY»{Ty. Comme % est algébriquement clos on a k{(T) = A = k»(Ty. 1l suit
done que A n’est pas distingué puisque A > k(T) ([Fr], théoréme 1, p. 69). Comme
pour la remarque 1 on montre que A®, ! est intégre pour tout I fini sur k et que
4 @ kY» n’est pas réduit. Ainsi I'argument de la remarque 1 montre que X, , n’est
k

pas ouvert affinoide d'un espace projectif sur I,, pour tout I, fini sur k.

REMARQUE 4. — Les hypothéses des remarques 2 et 3 montrent que les hypothé-
ses du corollaire 2 du théoréme 6 ne sont pas superflues. Néanmoins ces exemples
sont essentiellement basés sur le fait que car (k) = p > 0 et que k est infini sur ke.
Dans le cas ol car (k) = p > 0, [k:k?] < oo (resp. car (k) = 0, car (k) = p > 0) on
aimerait savoir si un espace affinoide de dimension 1 sur % est ouvert affinoide d’an
espace projectif sur k¢
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3. — Changement de corps de base.

3.1. Composantes géométriquement irréductibles.

NoraTioN. ~ Soient X un espace analytique sur k, # € X on note k(x) le corps
Ox ./ W,; soit I un corps extension de k, on note X(I) 'ensemble des x € X tels qu'il
existe un k-homomorphisme de k(x) dans I (ce qu'on éerira briévement k(x)c i),
on dit aussi que X(I) est Vensemble des points de X rationnels sur [.

ProPOSITION 6. - Soient k un corps valué complet, ¢ .Ty= k{Zi, ..., Zs) ~ A
un homomorphisme injectif et fini dans wne algébre affinoide A. On suppose que
X = Spm A est pur (i.e. les composantes irréductibles de X sont de dimension d) ef
que Fr(A|B) est séparable sur Fr(T,;) pour tout premier minimal P de A. Alors il
existe un corps 1 séparable fint sur k et une partie dénombrable X* de X(I) qui soit
Zariski dense dans X. FEn particulier X est géométriquement réduit si X est réduit.

DEMONSTRATION. ~ A) On suppose A intégre et Fr(A) séparable sur Fr(T,).

) Il existe fe Ty, f5= 0, a € A avee 4, ¥ A[1[f] = T,a),. Soit F(8)=irr (a,
Fr(T,), 8) = %o+ w8 - ... - 87, on a w;e T, et F'(a)= 0 parce que Fr(d) est
séparable sur Fr(T,). Soit irr (F'(a), Fr(Ts), 8) = v+ 0,8 + ... + 8™, on a v,e T},
2,5~ 0 parce que F'(a)e A et F'(a) 5= 0; ainsi v,(x) # 0 implique #'(a)(x) == 0.

B) Il existe | séparable fini sur k et une partie dénombrable X, de X(I) qui soit
Zariski dense dans X.

Soient yo€ ¥ = Spm 7T avee fu,(y,) 7= 0, k(y,) séparable sur k et a,€ X au-dessus
de y,. Il suit de o) que a(w,) est racine simple du polyndme u, (@) + % (w) S + ... + 8*
et que k(z) = kly,)[a(x)] parce que fo,(¥) =0 et que A = (T,)[al. Ainsi k(w,)
est séparable sur k, soit I = k(x,). Il existe = € k™ avec la propriété suivante: soit

(1) PS)= A+ 48+ ..+ 8*el[S] avec |1;,— u:(y,)| < |z}, alors ce polyndéme pos-
séde une racine dans l; ceci résulte du fait que a(x,) €l est racine simple de

> i) 8%

(2) 1l existe me k> tel que |Z,(y) — Z;(%,)|<|m| pour 1<j<d implique |u,(y)—
— wu(yo)|<lzel, soit Yy = {y e Y(1)||Z,(y) — Z;(yo)|<|ml, 1<j<d}.

Il existe ¥,c Y, dénombrable et Zariski dense dans Y; soit 4; une partie dé-
nombrable de I telle que [¢— Z,(y,)|<|m! pour tout z2e4;, alors Y,= {ye¥:
(Z.(y), ..., Za(y)) € Ay X Ay X ... X A4} convient. Comme

(3) X est irréductible il suit que ¥, = Y, D(fv,) est Zariski dense dans ¥ (D(fuv,) '
est Pouvert principal de ¥ associé & fo,).



194 J. FRESNEL - M. MATIGNON: Sur les espaces analyitques, elc.

Seit X* = Spm ¢~Y¥;) N X(I), comme ¢ est fini on & X* démombrable. Mon-
trons que Spm @(X*) = ¥,: Soit y € ¥, par (1), (2), (3) il existe L el avee > u,(y)( = 0.
Comme f(y)s= 0 il existe # € X aun-dessus de y tel que a(x) = et comme k(z) =
= k(y){a(x)], on a k{x)cl.

Comme 'homomorphisme ¢: I, — A est injectif et fini, que A est intégre, il smt
que Y, Zariski dense dans Y implique que X* est Zariski dense dans X.

B) On suppose maintenant que X est pur et que I'r(A[B) est séparable sur
Fr(T,) pour chaque premier minimal B de A.

v) Il existe 1 séparable fini sur k tel que X (1) soit Zaviski dense dans X.

Soient X,, X,, ..., X, les composantes irréductibles de X. Par §) il existe I, sé-
parable fini sur %, X7 une partie dénombrable de X ,(I,) qui soit dense dans X,. Soit
l=11..1, alors X,= |J X7 est une partie dénombrable de X(I), Zariski dense
dans X. ¢ '

8) Soit X réduit, alors X est géométriqguement réduit.

Soient ! défini par y), o: X;)— X le morphisme canonique, c’est un petit exer-
cice de montrer que o—*(X(I)) est Zariski dense dans X, et que o~ (X (1)) c X;)(0).
Comme ! est séparable sur k il suit que X, est réduit parce que X l'est. Ainsi [Bo 2],
Satz 2.3, p. 137 montre que X, est géométriquement réduit; done X est géomé-
triquement réduit.

PrOPOSITION 7. — Soient &k un corps valué complet de caractéristique p > 0, X un
espace analytique sur k, {X },.; les composantes irréductibles de X. Alors {X 7% \}ier
sont les composantes trréductibles de X 5 %y (ko™ est le compléeté de Pextension pure-

ment inséparable maximale de k).
A) On suppose X = Spm A o A est une algébre affinoide intégre.

o) Il existe un entier r>0, n une extension algébrique de k de dimension dénom-
brable sur k avec n® C k, | une ewtension galoisienne finie de k, X* une partie Zariski
dense de X avec k(x) Cl-n pour tout » € X*.

Soient ¢: T, — A un homomorphisme injectif et fini, I la cloture séparable de
Fr(T,) dans Fr(4d) et r>0 tel que Fr(4)”c L, B= LN A (qui est affinoide) et
Y = Spm B. Par la proposition 6 il existe I galoisien fini sur k, Y*c ¥(I) une partie
Zariski dense de Y.

Soit ¢: B — A PYinjection canonique, alors Spmy: X =8Spm 4 - ¥ = Spm B
est un homéomorphisme parce que B > A", soit i: ¥ — X Papplication réciproque.
Soit n’ la cloture normale de k(i(y)),cys) 4*'c B implique »'?'c I; enfin le corps n’'
est un k-espace vectoriel de dimension dénombrable parce que Y* est dénombrable.
SBoit » l'extension purement inséparable maximale de % contenue dans #»', on a
n'=1In et n”'ck.



J. FRESNEL - M. MATIGNON: Sur les espaces analytiques, ete. 195

Il suit donc que X* = ¢(¥*) convient parce que ¢ est un homéomorphisme.

B) Lespace X 775, est irréductible.

Soit M un maximal de 4, montrons que \/SR(A k") est un maximal de
ARE". En effet MEE”™™ est un idéal de ARDE”™ et MO " AR (par
«fidéle platitude» § 1.2), il existe done un idéal maximal g’ de AR~ avec
Mo ML ™. Soit F' l'image de M’ dans A RE " /MEE™" = (A/M) D" =
= (4/M)Q e (parce que A/ est fini sur k), &' ’extension séparable maximale
de % contenue dans A/9%, il existe >0 tel que (4/M)”c k. Ainsi (o) c P'N
N FER k;‘\“’), or &' et »® sont linéairement disjoints sur k (c’est y)) il suit done
que (') = (0), soit donc Le'*'c MDA . Ce qui montre que M = VIRARDE °).

Soit j: X —>X£Zc;”\°°) injection définie par ;.= \/WEx@k”-m.

Soient f, g€ ARE" " avec fg nilpotent. Montrons que f ou ¢ est nilpotent. Soient
Z = {we X*: f(j)) = 0}, T = {we X*: g(j(x)) =0}, on a X*=ZU T, comme X
est irréductible et X* dense, on a Z ou T dense dans X. Supposons Z dense dans X.

11 existe n cm c k*”" un corps de dimension dénombrable sur k avee f€ A @k m.
Il existe une constante ¢ > 0 telle que 7 admette une base c-normale {¢;} sur # in-

dexée sur N ([Mo], théoréme 8, p. 50). On a f= 3 u;Q e, avec u;€ ABm et
lim [u,] = 0 ou |-| est la norme tensorielle de ARn. Soit we Z, on a 0 = f(j(z)) =

= > u;(j(#))e;, il suit facilement de «) que u.(j(z)) €l-A. Comme IA est séparable
i

sur 7, on a I# et 7% linéairement disjoints sur 7 (y), ce qui montre que w,(j(x)) = 0
pour tout e Z. Comme u? €A on a 0= u(j(»))” = ul (z) pour v Z et Z dense
dans X implique que w2 = 0. Ceci montre que f” = 0.

y) Soient I un corps valué complet de caractéristique p > 0, U une extension sé-
parable finie de 1, alors I°° et U sont linéairement disjoints sur I.

Soient {w,, ..., w,} une base de I’ sur I, {w% ..., »*} la base duale par rapport &
la forme bilinéaire (non dégénérée) (z,y) — Tr,, (xy). Soient 1, ..., 4,€ "™ avec
0= 4w, by, 4el" ", 0 =73 Aw,. Soient oy, ..., 0, les n l-homomorphismes
de I dans I"%, &,, ..., &, des prolongements & I**. On a A;= ¥ &,(0w}), comme les &

sont isométriques on a done 1< |0]-max {|w¥[} < (max {|4— A[}) X (max {|o[}) X
X (max {[of[}). Comme P~ est dense dans [»® il suit facilement que 0=, =

——

= .= A,. Ainsi I’ et [»"® sont linéairement disjoints sur I.

B) On suppose X = Spm A affinoide.

Supposons d’abord X irréductible. Soit 9 lidéal des nilpotents de A, par
A ) Spm (A/REK") est irréductible; or AR "= AR "R, ainsi
Spm (4/RRF") et Spm (A QK ") sont Zariski homéomorphes, ce qui montre
que X;77%, est irréductible.

Soient X;, X,, ..., X, les composantes irréductibles de X, comme X,i; %, est
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irréductible par ce qui précéde, il suit que X, ;77%,), ..., X gm=) sont les composantes
irréductibles de X z7w,.

C) Le cas général.

La démonstration de 4, 8) montre qu’il existe une application injective j: X —
— Xj»-»y. Soient G une composante irréductible de X;°%,, U un admissible affi-
noide de X, Uy, ..., U, les composantes irréductibles de U, alors U, z7%yy voy Upyameoy
sont les composantes irréductibles de U ;") (c’est B)). D’autre part G Uy:"s,
est réunion (unique) de composantes irréductibles de U,;7%); ainsi GN Uyzey=
= U=y ot 8c {1,2,...,n}. Ona done jG)N U= U,, il suit que ()N T

ies ie8

est un fermé de U; ce qui montre que j~1(6G) est un fermé de X. On a (j=4(&))m-s,= G-
Ceci montre que j~(G) est irréductible et que les X, ;=% sont les composantes irré-

ductibles de X77%,.

PROPOSITION 8. — Soient k un corps valué complet, X un espace analytique sur k,
quasi-compact, Alors il existe une extension séparable finie 1 de k telle que les compo-
santes irréductibles de X, soient géométriquement irréductibles.

DEMONSTRATION, — A) On suppose que le corps k est parfait.

) Soit X affinoide tel que pour tout 1 fini sur k, Pespace Xy soit irréductible.
Alors X est géométriquement irréductible.

Supposons que X = Spm A avec A intégre. Il existe un homomorphisme injectif
et fini @: T, — 4, soient L la cloture séparable de Fr(T,) dans Fr(d), B=LN A
qui est affinoide et ¥ = Spm B. Comme A”c B (p = car (k)), X et ¥ sont ho-
méomorphes. Par la proposition 6 il existe [ fini sur k tel que Y({) soit dense dans Y;
comme %k est parfait Phoméomorphisme de ¥ sur X induit une bijection de Y(I)
sur X (1), ainsi X(I) est dense dans X. Il suit facilement que X (I) est dense dans
Xy et [‘Bo 2], Satz, 2.3, p. 137 montre que X, (qui est irréductible) est géométri-
quement irréductible, donc X est géométriquement irréductible.

On suppose maintenant X = Spm A irréductible. Soient N ’idéal des nilpotents
de A4, K le complété de la cloture algébrique de k, on a AQK/NRPK ~ (4/R) RK,
il suit que Spm (A®QXK) est homéomorphe & Spm ((4/R)RK). Ce qui précéde
montre que Spm ((4/R)RK) est irréductible, ainsi Spm (4 QK) est irréductible,
i.e. X est géométriquement irréductible.

B) Soit X affinoide, alors il ewiste | fini sur k tel que les composantes irréductibles
de X,y soient géométriquement irréductibles.

Soient K le complété de la cloture algébrique de %, X, ..., X, les composantes
irréductibles de X. Soient kclc K, Z,, ..., Z, les composantes irréductibles de X,
alors il existe une partition (unique) {1,2,..,s} =L ][] L ]].. ][], telle que
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X,,= U Z;. Comme les composantes irréductibles de X, sont en nombre fini il
jel;

existe ! fini sur % tel que les composantes irréductibles de X, restent irréductibles

aprés extension finie des scalaires. Alors «) montre que les composantes irréductibles

de X, sont géométriquement irréductibles.

v) Soit X un espace analytigue quasi-compact, alors il existe 1 fini sur & tel que
les composantes irréductibles de X, soient géométriquement irréductibles.

Soit {Uy, ..., U,} un recouvrement de X par des affinoides extrait d’un recou-
vrement admissible. D’aprés g) il existe ! fini sur % tel que les composantes irréduc-
tibles {¥,;};<;<, de Uy, soient géométriquement irréductibles pour 1<i<s; ainsi
{Yx)}; sont les composantes irréductibles de U, (K est foujours le complété de
la cloture algébrique de k). Soient Zi, Z,, ..., Z, les composantes irréductibles de
X xy, alors il existe 4,c {1,2,...,n;} tel que Z,N Uypy= U ¥y Soit Z; Pensem-

ied:
ble des points de X, au-dessous de Z,, on a done Z,n U= U ¥, ce qui montre
jedr _
que Z, est un fermé de X; de plus on a Zygy=Z,. 1l est alors aisé de montrer
que Z,, Z,, ..., Z, sont les composantes irréductibles de X, et qu’elles sont géomé-

triquement irréductibles.

B) Le cas général.

@

Le cas ot 0 = car (k) est résolu par 4), supposons car (k) = p > 0. Soit I =& ,
alors il existe 7, fini sur 7 tel que les composantes irréductibles de X, , soient géomé-
triquement irréductibles (c’est 4) appliqué & X,). Soit m = I, N ¥*°, comme k**
et I sont linéairement disjoints sur % (proposition 7, démonstration y)) on a [m:k] =
= [1,:1] et I, c(m? ")" (il faut utiliser le fait que I, est engendré sur I par des élé-
ments algébriques séparables sur k). Soient Yy, ..., ¥, les composantes irréduetibles
de X, il suit de la proposition 7 que ¥, 77w, est irréductible, ainsi ¥, , est irré-
ductible. Ceci montre que Y., ..., ¥, sont les composantes irréductibles de X ,
qui sont géométriquement irréductibles. Ainsi les composantes irréductibles de X,
sont géométriquement irréductibles. '

3.2. Aection dun groupe fini d’automorphismes.

LEMME 6. — Soient k un corps valué complet, I normal et fini sur k, G = Aut (I/k),
X un espace analytique irréductible sur k. Alors G agit transitivement sur les com-
posantes irréductibles de X .

DEMONSTRATION. — o) On suppose X = Spm A affinoide.

Soient § un premier minimal de A® I, A = (R, feNA, P(T) = [[ (T — ) =
. = ced

=P+ T + ... + T ont p"= [1:k],,. Alors on a P(f)=10, p,eUN Ac BN 4;
ainsi p; est nilpotent et par suite f» est nilpotent, done f est nilpotent. Ceci montre



198 J. FRESNEL - M. MATIGNON: Sur les espaces analytiques, elc.

que X, = U V(B°), ainsi & agit transitivement sur les composantes irréductibles
de X . ¢
V)

B) Le cas général.
Soient Y une composante jrréductible de X, ¥ = |J ¥° et H la réunion des
a

autres composantes irréductibles de X;; si Z est une composante irréductible de H,
alors Z° est aussi une composante irréductible de H.

Soit p: X;— X la projection, il faut montrer que p(F) et p(H) sont fermés
de X. Soit U un admissible affinoide de X, U,, U,, ..., U, ses composantes irré-
ductibles, {U,}, les composantes irréductibles de U,,; ainsi par «) {U,};= {Us},-
On montre facilement qu'il existe une partition I, || I,= {1, 2, ..., s} telle que
UyNnF =1 (U Ufl) et UpynH=1_ (U U;’l). Par suite p(F)NU =[] U, et

iel; o i€l, "0 i€l
pH)N U = {J U;. Ainsi p(F) est fermé et dim F = dim p(F) = dim X, = dim X.
1€l

Comme X est irréductible on a p(F) = X et F = p~'(p(F)) implique F = X;,.

3.3. Ouverts affinoides de X .

LeMME 7. — Soient k un corps valué complet, K le complété de la cléture algébrique
de k, X un espace analytique sur k, U wn ouvert affinoide de X x,. Alors il exisie un
corps | séparable et fint sur k, V un owvert affinoide de X, tel que V gy= U.

DEMONSTRATION. — ) Soient X un espace analytique sur k, {X.},., un recouvre-
ment admissible affinoide. On suppose que X, est affinoide, qu’il existe I'c I wune
partie finie, qu'il existe f,;€ Ox(X) aveo 3 f,;0x(X) = 0x(X) pour i€l of X;zy=

K
= {pe Xy @) <fu@l, 0<j<n} powr iel a Xy=U Xy Alors X est
affinoide. iel

Montrons d’abord que O,(X) est une algébre affinoide. La suite exacte 0 —

= 0x(X) = P 0x(X,) - @ 9(X; N X;) montre que O4x(X)R, K= Ox o Xipy)- 1

iel’ 1%

existe done un homomorphisme surjectif @: K<{Zy, ..., Z,> — 0z(X)®K puisque
X, est affinoide. Soit z;= ¢(Z,), si on choisit 2,y ...y 2, assez proche de 2y, ..., 2n,
alors il existe y: K<{Z,, ..., Z,» — Ox(X)RK avec p(Z,) = #; et v est surjectif ([Frl,
lemme 1, p. 128). Comme %*" est dense dans K il existe I séparable fini sur & avec
4€ 0x(X)® 1. Soit 0: 17y, ..., Z,> — 0x(X)® | défini par 6(Z,) = #;, comme 61,
est surjectif, il suit que 6 est surjectif, ainsi Ox(X)® ! est une algébre affinoide. Il
résulte facilement que Ox(X) est une algébre affinoide (on peut appliquer [BGR],
6.3.3;, p. 247).

Soient ¥ = Spm 04(X), &;: Ox(X) ~ 0x(X;) ’homomorphisme restriction X; =
= Spm s(X,) et ¥, = {ye ¥: [f;(»)|< |fo)|, 0<j<ni}, on a X;c Y,; ainsi &, induit
un homomorphisme g,: Ox(Y,) - 9x(X,). Comme 0,1, est un isomorphisme, il
résulte que g; est un isomorphisme. Ainsi X, est isomorphe & Y,, de méme X, N X,
est isomorphe &4 Y.N Y,.
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11 reste 4 montrer que Y = |J Y,. Soit 9 un maximal de Ox(X), on a MK G
jel’

C Ox(X)Q K, ainsi M K c W' ou M’ est un maximal de 0x(X)QK = Ox, (Xz)).

Par exemple IM'e Xy, il résulte que E)J?(OX(Xi)@K) ¢ Ox(X,) @K, ce qui montre

que MOx(X,) ; 0x(X;), done MeX,;cY,. Ainsi X isomorphe & Y est affinoide.

B) Boit X un espace analylique sur k tel que X soit affinoide. Alors il existe
un corps 1 séparable et fini sur ky, {¥.},.; un recouvrement admissible affinoide de X,
I'c I fini, ;€ Ox(X) Q1 tels que Y f,0(X)® 1 = 0 X)X pour i eI’y Yy py= {we
i
€ X gy [f@) | < 0@y 0<j<ng et 'X(K):: U Y-
' i€l’

Soit {X,} un recouvrement admissible affinoide de X, alors X, est recouvert
par un nombre fini de X, et X, est réunion finie de §;; qui sont rationnels dans
X gy Ainsi §; peut séerire S;= {v € Xy |9,,(@)|<|gi0(@)], 0<s<ny} et g€
€ 0x(X)®1 pour I séparable, fini sur k, assez grand. Soit T;= {y € X, |9(¥)|<
<90}, 0<s<ny}, alors T, est rationnel dans X,,), Ty = 8 et les T; recou-
vrent X;. On en déduit facilement f).

y) Le cas général. — Soit {X,;} un recouvrement affinoide admissible de X, alors

UnN X,y est une réunion finie de S;; qui sont rationnels dans X,,. Par le méme

procédé que f) il existe I séparable, fini sur k, T'; des rationnels de X, avee Ty =

= 8;. Soit V= U T;, ¢’est un ouvert analytique de X, et on a Vigy= U. Ainsi
w

V est un espace analytique et V., est affinoide. Par «) et ) il existe [, séparable
fini sur & tel que W =V, ,soit affinoide. Ainsi W est un ouvert affinoide de X, , et
on & W= U.

REMARQUE. — Les parties «) et §) montrent que X, affinoide implique X, affi-
noide pour un certain corps ! séparable, fini sur k. De 14 on peut montrer que X est
affinoide (par ex. [Fr], exercice 38, p. 188).

4. — Faisceaux amples sur un espace analytique.

4.1. Hspace réduit associé ¢ un espace analytique.

Soit (X, S, O;) un espace analytique, alors il existe sur X un faisceau cohérent
d’idéaux N’z tel que N¢(U) soit P'idéal des nilpotents de Ox(U) pour tout admissible
affinoide U de X. Alors (X, S, O4/Nz) est un espace analytique réduit noté X 4
et appelé Pespace réduit associé ¢ X. L’identité i: X, — X induit un morphisme
et pour tout admissible affinoide U, if(T): O4(U) — Ox.(U) = Og(U) = 0x(U)/
{Nx(U) est la surjection canonique ([Fr], ex. 12, p. 280). En particulier X est affi-
noide si et seulement si X, est affinoide ([Fr], ex. 13, p. 280).
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4.2, Faisceaux amples sur un espace analytigue.

DEFINITION. ~ Soit X un espace analytique, quasi-compact, un faisceau inver-
sible £ sur X est dit ample si pour tout faisceau cohérent F sur X il existe un en-
tier n, (dépendant de F) tel que H{X, F& L) = 0 pour tout 4> 0 et pour tout
n>n, (L0 L8,

ProPOSITION 9. — Soient X un espace analytique, quasi-compact sur un corps k
valué complet, i: X, — X le morphisme canonigue.

1) Soit L un faisceau inversible sur X. Alors L est ample si et seulement si i*L
est ample.

2) Les propriéiés swivantes sont équivalentes

i) pour tout faisceau cohérent F sur X, le k-espace vectoriel F(X) est de di-
mension finie;

ii) powr tout faisceau cohéremt § sur X .4, le k-espace vectoriel §(X ) est de
dimension finie.

DEMONSTRATION. — 1) Soient £ ample sur X, § cohérent sur X,4, on a ix(S®
® (#*L)") = i, 8 @ L et ainsi

Hi(X, (S ® (*0))) = Hi( Xy, § ® (*L)") = HH(X, i, S ® £7)

Comme £ est ample on a bien H¥(X, 4, § ® (1*L)") = 0 pour >0 et #>>0, ce qui
montre que ¢*£ est ample.

Supposons ¢*£ ample. Soient & un faisceau cohérent sur X, N le faisceau des
nilpotents sur X, comme X est quasi-compact il exigte r>1 avec N*=0. On a la
suite de sous-faisceaux de F, FoNFO>N2FD...o0N*F = 0. Pour chaque ¢ =1,
2,...,7—1, on a la suite exacte 0 -> N*F — N—1F - Ne-1F/NiF — 0, ce qui
donne la suite exacte de cohomologie

> HY(X, NiF ® £ — Ho(X, Ni1F Q L) — H?(X, (N-1F /N F) @ ) —
> (X, NiF ® L) .

En raisonnant par récurrence on peut supposer que H#»(X, N'F & L) = 0 pour
p>0 et n>>0 (Nr=0). Dautre par N1F/N'F est un Oy -module cohérent,
ainsi H*(X, (N-1F /N F)® £7) = 0 pour p > 0 et n >0.

Ainsi £ est ample.

2) ii) implique i). — Soit § un faisceau cohérent sur X,.,, on a HYX, ,4, §) =

= H"X, i.8), ce qui montre que §(X,,) est de dimension finie,
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1) implique ii). — Soit F un faisceau cohérent sur X. Avec les notations
de 1), on a toujours la suite exacte

0 — HX, N'F) - H'(X, N F) - H(X, N FINF) ,

par réeurrence on peut supposer que H(X, N*F) est de dimension finie, comme
NLF[N'F est un Oy -module cohérent, on a aussi H(X, N*-15) de dimension
finie.

ProposiTioN 10. — Soient X un espace analytique pur de dimension 1, quasi-com-
pact, réduit sur un corps k valué complet, p: X' — X la normalisation de X.

1) Soit © un faisceau inversible sur X. Alors L est ample si et seulement si p*L
est ample.
2) Les propriéiés suivantes sont équivalentes.
i) pour tout faisceau cohérent F sur X, le k-espace vectoriel F(X) est de di-
mension finie;
ii) pour tout faisceau cohérent S sur X', le k-espace vectoriel S(X') est de di-
mension finie.

DEMONSTRATION. — 1) Soient L ample sur X et § un faisceau cohérent sur X',
on a ¢4 (8 ® (p*L)") = S ® L~ et ainsi H"(X, ?+(S ® (p* il)")) = H{(X,§® (p*L)") =
= Hi{(X, .9® L#). Ce qui montre que ¢*f est ample.

Supposons ¢* £ ample. Soit F un faisceau cohérent sur X, le faiscean Homg_(¢:Ox,
F) est un Ox-module cohérent et aussi un ¢,Oz-module cohérent; ainsi il existe
un faiscean cohérent § sur X’ avec Homy, (9:.Ox/, ) = ¢« 9. D’autre part le mor-
phisme canonique Oy — 9,0y induit un morphisme de Homgy, (¢+O0%, F) dans
Homgy, (Oy, F) = &, done induit un morphisme %: ¢ § — 5. De plus u,: (ps8). —
— J, est un isomorphisme pour w e X .. On a les suites exactes de faisceaux,

0>R—-pe§>imu—-0, O0—>imu—-F—-C—0.

On a done Supp (X) ¢ Xy, Supp (C) ¢ X,,; ainsi les supports de J& et C sont de
dimension zéro. Ensuite on a les suites exactes de cohomeoelogie

H(X, X ® L) — Ho(X, 9,8 @) — Ho(X, im @ £) — (X, K ® L),
Hr(X,imu® L") — Hr(X, F Q") — Ho(X, CR L) .

On a H?(X, KX ®L*) = H*(X, CRL?) = 0 pour p > 0; ainsi
H (X', 8@ (@*L)") = HY(X, 0, S ® L") = H?(X, imu@L") .

Done pour p > 0, # >0 on a H?(X,im »® L") = 0. Ce qui montre que £ est ample.
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2) ii) implique i). — Se traite comme pour la proposition 9.
i) implique ii). — Avec les notations de 1), on a les suites exactes

0 - HY(X, %) - HY(X, ¢58) — H(X, im u) -~ H(X, X),
0 — HY(X, im u) — H(X, F) — HY(X, €) .

Comme H(X, ¢.8) = HX,G) et que 0 = HY(X, X), il suit que HYX,im u) est
de dimension finie. Comme H°(X, C) est de dimension finie, on a done F(X) =
= HYX, ¥) qui est de dimension finie.

4.3. Immersion fermée dans un espace projectif.

THEOREME 7. — Soient &k un corps valué complet, X un espace analytique quasi-
compact sur k, L un faisceau imversible sur X avec les propriétés suivantes:

a) Pour tout faisceau cohérent F, le k-espace vectoriel F(X) est de dimension finie.
b) Le faisceau §. est engendré par ses sections globales.
¢) L’homomorphisme canonique £(X)®" — €M X) est surjectif (£ & £8"),

d) Pour tout faisceaw cohérent F il existe n,>0 (dépendant de F) tel que H{(X,
F& Lr) = 0 pour tout i >0, et pour tout n>n,.

Soient Valgébre graduée A = P LX) (elle est de type fini sur k), ve X, ¥ le

n=0
A

faisceaw cohérent d'idéauw associé & x (i.e. F, = Oz, pour o'+~ x et F,= M,).
Alors B, D FE(X) est un idéal premier homogéne de A avec dim alg, A/B,=1

nz=0
et x — B, induit un isomorphisme de X sur (Proj A)™.

DEMONSTRATION. — «) Lidéal B, = P LX) est premier homogéne avec
nz=0

dimalg, A/R, =1 e ¢@:X—->Z%¥Projd

défini par p(x) = B, est bijectif.

Il existe g € £(X) dont la fibre en x est une base de £,, il suit que g" l'image de
g®" dans £"(X) est une base de £.

Soit f € £L(X) son image dans L7 §’éerit f = u-g” ou w € Oy, soit ¥ I'image de u
dans L = Oy ,/M,. Il existe donc un homomorphisme y: 4 — L[T] tel que y(f) =
= g 1l est alors clair que P,= ker y et que 1 = dim alg, 4/%B.,.

Montrons que ¢: X — Z est injectif. Soient #, '€ X, 2= o', § (resp. §’) le fai-
sceau cohérent d’idéaunx associé & x (resp. #'). Soit » tel que FL*(X) engendre FiLr
(lemme 8.1), ci-aprés). Comme (FL") .= £, il existe feFLr(X) avee fo. ¢ (F'L")..
Ainsi B,5= Beoo
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Montrons que ¢ est surjectif. Soient 9B un idéal premier homogéne avec
dim alg, A/B =1, p1, Pa, ..., Ps des générateurs homogénes de P, n = max degré p,,
Ay, @y, ..., @, une famille génératrice du Ox(X)-module B, des éléments de P de
degré n. Montrons qu’il existe xe€ X avee B, Ky,x 0.7 Ly; supposons le con-
traire et montrons qu’il existe m>0 tel que P,L"(X) = £**™(X). Soit u: 0 — £
le morphisme défini sur U affinoide par (4, Ay, ..., 2) — > 4,4, ce morphisme u

1

est surjectif; on a alors une suite exacte 0 — N — 0% "0, il existe m=>0
tel que HY(X, N°® £7) = 0, ainsi la suite exacte de cohomologie montre que O€'®
® £7(X) - £rtn(X) est surjectif. Comme O%'® L™~ (L™® on a £7(X)®" — £++™(X)
surjectif, ce qui veut dire que %B,L"(X)= L~™(X). Soit aef(X), on a a™e
e Lrim(X) ¢ B, ainsi ¢ € B, comme £3(X), s> 0 est engendré par ;E(X) ona P3P
@ £7(X), ce qui contredit dim alg, AP = 1.
n>0

Ainsi il existe xe X avee B, 0 12 G £%, ceci implique B, ® Ox,c M, L5, Soit F
le faisceau cohérent d’idéaux associé & z, montrons qu’il existe m>1 avee L, L7(X) =
= gL»(X). On a la suite exacte 0 — FL» — L7 — £»[3L» — 0, il existe m tel que
HYX, 5@ Lm) = 0, on a donc la suite exacte

0 —> FLm @ En(X) — Lrm(X) Lo (L2307 R Lm(X) — 0.

Clairement ﬁ(%nﬁm(X)) = 0 parce que la fibre en x est nulle; on a done P,£7(X)cC
c gL X). Soit R, = P F(X), il existe a € A —~ B, avec degre (a) = 1 parce que

dim alg, 4/B,= 1. Soit p, un générateur homogeéne de P avec degre (p,) = a,<n.
On a p,a"t " e P, LX) = FL"""(X) c B,; il suit que p,e PB,, donc que PcP..
Or dim alg, 4/PB = dim alg, 4/B, =1 implique P® = P,. Ce qui montre que ¢ est
surjectit.

Soient fy, f1y .., f» Une base de £(X) sur &, p: k[To, Ty, ..., Tl = 0,(DL (1)) = 4,
Ihomomorphisme surjectif défini par ¢(7T;) = f;/f. (en effet 4, D A4, D .. DA, ... est
engendré sur k par fo, fi, ..., fa), et A = ker p. Soit Z,= {z e D (f,): |f;/f.(¢)| <1,
0<j<n}, alors on a par définition

kT, Ty, ., T)
Ol =50, = T

B) Soit Wc o YZ,) un admissible affinoide de X. Alors il existe un homomor-
phisme unique g: Oxzan(Z;) — Ox(W) tel que o(f;/f:) = u; o u; est Vunique élément de
O0x(W) tel que fyym = u;f;m pour 0<j<n.

Soit # € Wc ¢~(Z,), on a done f,¢ ¥L(X) (¥ associé & ), ce qui veut dire que f,
est une base de £, pour tout » € W; il suit facilement que f,;; est une base de £(W),
ainsi il existe u;€ Ox(W) avec fym= ; fyw-

Montrons que |f;/f.(p(x))|<1 implique |u,(®)|<1. Puisque |f;/f{p(x))|<1, il existe
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oy tyy ooy G 1E K 0 EFLM(X) avee a0+ aufyffi+ o + 0, (/)4 (fi/f)" = v[fi" dans
44y On a

(1)  t>0aveefi(f a,fi+ a.f; Y, + ... -+ f}) — of;) = 0 dans 4 (done dans £'*™*7(X)).
Comme f; est une base de £, ;" est une base de L, ainsi v,= of ol we I,
(veFL™X)). Ainsi (1) séerit (a,+ agu;, + ... + 4, — @) i7" = 0; ie. g+
+ aguy, + Ul — =0 (fif™*" est une base de L*"*"). On a done a,+
+ a,u (@) + ...+ (@) =0, soit |u(@)[<1.

Soient @: k[T, ..., T,] > Ox(W) défini par (T;) = u,;, P(Ty, ..., T,) ¢ U = ker y.
On a P P(foffiy .oy fulfi) = 0 dans L™ X) pour m >0 et s = deg,,, P. Ceci veut
dire que P(ug, tyy ey U,) ;T];;S: 0 et donc D(P) = P(uy, ..., 4,) = 0; on a done
&) = 0. Comme [D(T)|¥ = [lu;|} <1, @ induit un homomorphisme ¢: 0 ,.(%;) -
— O4(W). :

y) On a Spm ¢ = |, et Spmo: W — Z; est une immersion injective et ouverte.

Soient v € W, M, le maximal de Ox(W), § le faisceau cohérent d’idéaux associé
& ax et P[T,,.., T, tel que P(ug, ..., u,) €M,. Il existe donc m >0 tel que
FS Pfoffay -oey fulf) €FTMH(X); ce qui veut dire que Spm g(@) = p(x).

Soient 0,(D,(f,)) —> O zu(Z;) — Ox(W), i est I’homomorphisme canonique, z € W,
M, le maximal correspondant de Ox(W), M’ = og~YM,), M == (god)~1(M,). On sait
que 4 induit un isomorphisme O ,(D_(f;))}/M* = O ,..(Z;)/M*.

Montrons que goi induit un isomorphisme de O,(D.(f,))/M* sur Ox(W)/M3.
Soit toujours § le faisceau cohérent d’idéaux correspondant & x. Soit la suite exacte
0 %= Oz - 0/3*—> 0. Pour n>>0 on a HY(X, ¥*® L) = 0 (¢’est d)); ainsi on a
a suite exacte

£n

(1) 0 —>37LY(X) - £1(X) —>ﬁn(X) —0.

De plus pour n, >0, ...,n, >0 (lemme 8, 2), ci-aprés)
(2) VPhomomorphisme ecanonique 3£ (X)Q ...QFL"™(X) —F* L™ T"(X) est surjectif.

Soit g€ O x(W)/[MMy = Ox /M0 ,; on a (E"/F*L")(X) = L5/MT LT ainsi il existe
h € £»(X) dont Pimage par v est g-f;,. Il est alors clair que h/f{ a pour image g dans
Ox(W)/M3.

Soit g€ Ox(D,(f))) tel que o(g) € M5. Onag= P(fo/f:, ..., fu/f:) et pour m >0,
fn+g e £"+4(X), par suite 7+*g €3> LX) parce que (7 g),= (11 ),(Pltg, -y %)),
et que P(uo, ..., u,) €eM2. Il suit alors de (2) que fi'g = > fi*g, X... X f{*g, onr fi"g,€
e ™% X). On a donc ge M~

Il suit done que g induit un isomorphisme de O sz(Zi)/?)‘R"" sur Ox(W)/Mm*. Par
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suite le théoréme de GERRITZEN et GRAUERT ([Ge, Gr]; [BGR], p. 309) montre que
Spm ¢: W — Z, est une immersion ouverte et injective (parce que ¢ est injectif).

d) p~NZ,) est réunion finie daffinoides.

Soit U un affinoide admissible de X, il suffit de montrer que U N ¢~}(Z,) est
réunion finie de parties rationnelles de U (X est quasi-compact).

Soient U,= UN ¢~(Z,), U;={we U: f, engendre £,}. Montrons que U; est
un ouvert de Zariski de U. Soient € U;, B = Ox(U) et M le maximal de B associé
32 Ona (U)®;p0x,= (0x(U) fyv)®p Ox,, et done L(U)®zBy= (4f;7)®p By
(B — Ox , est fidelement plat). Ceci monire que U, est un ouvert de Zariski, il
existe donc un idéal % de B avec U — U, = V(). Soient j+1¢, V, ¥ {xe U: {, en-
gendre £, et [(f,/f)w)| <1} (si f, engendre £,, on a f,= uf, dans £,, ue Oy, et
[f/f,@)| < 1 veut dire u(z)] < 1). On a done V(&)< J ¥, U: (U V) # 4. Soient

i i#Ed

G1y G2y ey 9. €U avee A = ¢, B + ... + ¢.B, il existe mw e kx tel que Woc |J ¥V, avee
L]
Wo = {ze U: |g,(»)|< |z}, 1<t<r} ([Fr], ex. 3, p. 123). Soient gy=ax, W, = {we U:
lg@)|<lgi@)l, 0<t<r}, 0<l<r. Ona UcU Wiet V)N (U W) = 6. Soit 1> 0,
1<isr >0
alors il existe u;€ Ox(W,) tel que f;p,== u;f,;,; ceci montre que U,NW,= {we
€ W.: [u;(z)| <1, 0<j<n}, ainsi U;N W, est une partie rationnelle de W,. Comme
W, est une partie rationnelle de U, il suit que U, est réunion finie d’admissibles
affinoides de X.

) L'application ¢: X — Z induit un isomorphisme d’espaces analytiques.

11 suit facilement de §) que Z; admet un recouvrement affinoide admissible fini
{Z.;}, que ¢~(Z;) est affinoide admissible de X et que {97(Z)}s,; est un recouvre-
ment admissible de X. Par y) ’homomorphisme g: O 4,.(Z,) - Ox(¢~%(Z;,)) induit
un jsomorphisme de O .(Z;) sur Ox(¢~*(Z,)). Tl suit de la définition de g (y)) que
ces isomorphismes coincident sur Z, N Z, ;. Ce qui montre que ¢ induit un iso-
morphisme de X sur Z®".

COROLLAIRE 1. — Soient k un corps valué complet, X un espace analytique quasi-
compact sur k, L un faisceau inversible sur X avec les propriétés swivantes

a) Pour tout faisceau cohérent F, Uespace vectoriel F(X) est de dimension finie.

b) Pour tout faisceau cohérent F il ewiste n, (dépendant de F) tel que H!(X,
F&R Lr) = 0 pour tout i >0 et n>n,.

Alors X est projectif.
DEMONSTRATION. — (Pest une conséquence du théoréme 7 et du lemme 8 ci-aprés.

COROLLAIRE 2. — Soient k un corps valué complet, X un espace analytique propre
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sur k, £ un faisceau inversible sur X avec la propriété suivanie: pour tout faisceau co-
hérent F il existe n, tel que H'(X, F® L) = 0 pour fout i >0 et n>n,.
Alors X est projectif. ’

DEMONSTRATION. — En effet X propre sur k implique que la condition a) du corol-
laire 1 est satisfaite ([Ki 3]; [BGR], theorem 1, p. 397). Ainsi le corollaire 1 montre
le corollaire 2.

LeMME 8. — Soient k un corps valué complet, X un espace analytique quasi-compact,
. un faisceau inversible sur X. On suppose que pour tout faisceau cohérent F sur X
il existe un entier n, (dépendant de F) tel que H'(X, FR® £7) = 0 pour tout 1> 0 et
pour tout n>mn,. '

1) Soit & un faisceau cohérent. Alors il existe wn entier n, (dépendant de F)
tel que F® L soit engendré par ses sections globales pour tout n>n,.

On suppose en plus que pour tout faisceau cohérent F que F(X) est un K-espace
vectoriel de dimension finie.

2) Soient F., ..., F, des faisceaux cohdrents, alors il exviste n, (dépendant de
Fiy oy F,) tel que Vhomomorphisme canonique (5,® £"(X))® ..Q (F,& L™(X)) —
> Fi® . ® F,Q LMt X) soit surjectif pour tout m;>n,.

DEMONSTRATION. — 1) Soient U c X un affincide, x € U, F le faisceau cohérent
d’idéaux associé & #, F un faisceau cohérent on a la suite exacte 0 = FF — F —
- F® Ox/‘j — 0. Soit n, tel que HYX,§F® £*) = 0 pour n>n,. Ainsi Yhomo-
morphisme F® £2(X) - FQ £L"Q 0x/F(X) est surjectif; comme F& £7® Oz/F(X) =
= (F® Ln),/M.(FR L), il suit par Nakayama que 'homomorphisme F& £4(X)®
® Oxyp = (F® L), est surjectif. Soient M(FE £7) Pimage de FR® LX) Ox(U)
dans F& LY(U), A = O04(U), M le maximal de A associé & x. On a done M(FR® L")®
®49%,=FRQINU)Q 0%, et done M(FR LR A= FRL(UV)Q Ay (Agn—> O,
est fidélement plat). De méme pour F = Oy il existe n, avec M (£")® A= L"(U)®
& Agy. 11 existe done g, 4 — M tel que

MEQ Ag.=£(0)Q 4., MFQ LR Ag= FRL"""(U)® Ag.

pour 0<r < ny. En éerivant FQ "= (FR £*"® (£")™ on a M(FR L"® Ag,=
= FQ (U)® Ag, pour tou n>n,. Comme un nombre fini d’ouverts de Zariski
D(g,) recouvrent U (qui est noethérien), il existe n, avec M(F® L") = F® L~U)
pour tout n>n,.

Enfin comme X est quasi-compact il existe #, tel que F® £* soit engendré par
ses sections globales pour tout n>mn,.

2) a) Soit F cohérent engendré par ses sections globales. Alors il existe v, tel que
Phomomorphisme F(X)® L7(X) - FR L1(X) soit surjectif pour v>7,.
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Soit « = dim, F(X), il existe une suite exacte 0 - N — 0f - F — 0 telle que
0z(X)* = F(X) soit surjectif. Il existe r, avec HY(X, N’® £r) = 0 pour r>r,; ainsi
92R LX) > F® L7(X) est surjectif. D’ou il suit que F(X)® LX) - F ® £"(X)
est surjectit. , :

B) Il existe r,>0 tel que £7(X)® L"(X) — £"*"(X) soit surjectif pour tout ' >y,
P>,

Par 1) il existe ¢, tel que £¢ soit engendré par ses sections globales pour £>1,.
Par o) il existe 7, tel que £4(X) @ L7(X) — £177(X) soit surjectif pour r>r, et t, <t < 2¢,.
Soit 7, = max (t, ), il est facile de montrer que £"(X)® L(X) - L7 (X) est
surjectif pour #' >, " >r,.

y) Soient 5, F, deux faisceaux cohérents engendrés par leurs secltions globales.
Alors il existe v, tel que (F,® L7(X))® (F.@ £7(X)) - F1® F.® £ 7" (X) soit sur-
jectif pour tout v’ >ry, v >1,. :

Soit «; = dim, F,(X), il existe une suite exacte 0 — N;— 0% — F,— 0 avec
O (X) - F(X) surjectif. Il existe r, tel que HY(X, N;QN,® £7) = 0 pour r>r,,
ainsi O3® 03R LX) - FiQ F,® L7(X) est surjectif. Soient ¢/, v avecr 41" =1y,
¥ =1, ¥ >r, (rp défini en B)), il suit de B) que (9¥® £"(X))® (9¥® L"(X)) —
- 02® 02® £7*"(X) est surjectif. Ce qui montre y) pour »' >max (ry, r), r >
>max (1, 1).

8) Le cas général.
Soient §,, F,, cohérents, il existe n, tel que F,® £™ soit engendré par ses sec-

tions globables (c’est 1)). Ainsi y) montre que 2) est vrai pour ¥, et F,. Le cas
général se déduit par récurrence.

PROPOSITION 11. — Soient k& un corps valué complet, K le complété de la cléture algé-
brique de k, X un espace analytique sur k pur de dimension 1. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes:

i) X est projectif;
i) X, est projectif;
iii) X g, est projectif;
iv) (X,q) est projectif ((X,eq) est la normalisation de X,4).
DEMONSTRATION. — o) Supposons i) satisfait. On a done X = Z*" ol Z est une
variété algébrique projective. Comme (Z°%), 4= (Z,0q)™, (Z™)iy= Z))"™y (Z")gea)' =
= ((Zyq)')™, il suit alors de ([Ha 1], § 4, p. 23) que ii), iii), iv) sont satisfaits.

B) Supposons ii) ow iii) ow iv) satisfaits. On déduit de cette hypothése que X
est quasi-compact.
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Soit D = {(U,, f;)}; un diviseur de Cartier sur X (définition § 2.3) avec la pro-
priété suivante:

(%) Pour tout i on a f,€ Ox(U,) et pour toute composante irréductible Y de X
il existe un indice ¢ tel que f; ait (au moins) un zéro sur YN U,..

Notons £(D) le faisceau inversible sur X associé a D.

Soient g; Vimage de f; dans Ox(U)),q= Ox_(U,),

(1) D,g= {U;ea 9:};» ¢’est un diviseur de Cartier sur X . Alors D, posséde
aussi la propriété (x) et L(D,4) = ¢*L(D) ol i: X, — X est le morphisme
canonique.

(2)  Boit Dyy= {(Uygy, ;@ 1)};, c’est un diviseur de Cartier sur X z, qui posséde
aussi la propriété (*) (proposition 8, § 3.1, lemme 6, § 3.2). :

(3) Supposons X réduit. Soit ¢: X' — X la normalisation de X et D'= {(U;, fa}s
¢’est un diviseyr de Cartier sur X’ qui posséde la propriété (x) et £(D') = ¢*L(D).

(4) Supposons X4 projectif, il suit de (1), de la proposition 9 et du corollaire 1
que X est projectif.

() Supposons X réduit et X' projectif, il suit de (8), de la proposition 10 et du
corollaire 1 que X est projectif.

(6) Supposons X, projectif, il suit de (2) que £(Dy,) est ample. Soient F un
faisceau cohérent sur X, &y, le faisceau cohérent sur X, défini par F4)(Ug) =
= J( )@kK pour tout affinoide admissible U de X (comme F(U) est un
0x(U)-module fini c’est un Ox(U)-module de Banach, donc un k-espace de
Banach). On a done H!(Xy), F)® L(Dg)") = 0 pour tout 4> 0 et pour
tout » >0. Comme X est quasi-compact on peut extraire d’un recouvrement
admissible affinoide un recouvrement {V;, ..., V,}. Ainsi la suite

@ Fn® 5:(D(K))"(U@'(AZ) - @ F iy @ YD) (Uyiry N Uyirry) —
1] 7Y

=D Fy® LD ) (UyyN UyyN Upiry) — -

.4,k

est exacte. Comme F&) K est «fidélement plat» la suite

@T@tﬁ( »@\T@E "UNU)—-PF DYU ;N U;N Uy) -

Y 585k

est exacte, i.e. H'(X, F® £%D)) = 0 pour ¢ > 0 et pour tout n>>0. Ce qui
veut dire que £(D) est ample.
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. Soit & un faisceau cohérent sur X, alors la suite exacte 0 — F(X) — (—B F(
—>(—D F(U,N U,) implique la suite exacte 0 — F(X)®,K »@J(K) {E) —>(—B
@ f(]{) UygyN Uyry). Ainsi ?(X)@kK = F (X)), €'est un K-espace vectoriel de

dlmensmn finie. Il suit-alors de la «fidéle platltude » de - &y K que F(X) est un
k-espace vectoriel de dimension finie. :

Puisque X est quasi-compact, £(D) ample et F(X) de dimension finie pour tout
faiscean cohérent F, il suit du corollaire 1 que X est projectif.

Ainsi ii) impligue i) est (4), iii) implique i) est (6), iv) implique i) est (5) et (4).
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