
Sur les espaces  analytiques quasi-compacts de dimension 1 
sur un corps valu6 templet  ultram6trique (*). 

J. ~RESNEL - ~ .  ]V[ATIGNON 

S u m m a r y .  - We study the structure o/ the one dimensional analytic quasi.cocapact spaces ovev 
a complete non archimedean valued ]ield. A n  a]]inoid open subset U o] a one dimensional 
analytic quasi-compact space X is defined by a meromorphic ]unction ] on X ;  i.e. U is the 
set o] all x in X such that ] is holomorphic at x and [/(x)[ • 1. The set o] the meromo,Thie 
]unctions On X which are holomorphiv on U is dense in  the ring o] all holomorphic ]unctions 
on U. A n  irreducible, one diq~ensional quasi-compact space is either a]]inoid, or pro#ctive. 
A n  analytic reduction o] X is de]ined by a meroquorphic invertible ]unction ] on X ;  i.e. the 
reduction is isomorphic to the reduction associated to the covering I](x)[ < 1 acid I/(x)] > 1. 

O. - I n t r o d u c t i o n .  

Cet article s'int6resse ~ la s t ructure  des espaces analytiques rigides purs de dimen- 
sion 1, quasi-compacts, sur un  corps valu~ complet pour  une valeur absolue ultra- 
ra6trique (ou non archim6dienne); pur  de dimension 1 veut  dire que les composantes 
irr~ductibles sent  de dimension 1, quasi-compact veu t  dire qu'i! existe an  recouvre- 
ment  admissible affinoide den t  on peut  extrairc  un  recouvrement  fini. 

Ce suj e t a  ddj ~ fair l 'obj et de plusieurs 6tudes, citons en particulier GRAUERT ([Gr]), 
FIESELEg ([Fi]), VAN DER PUT ([vdP 1, 2]) BOSCK et LtiTKEBOm~RT ([Be, Lu]). 
Un des r6sultats de [Gr] est qu 'un ouvert  affinoide d 'un  espace analyt ique affinei'de 
pu r  X de dimension 1 est d6fini par  un hombre fini de fonctions m6rom0rphes snr X. 
Duns [Fi] il cst montr6 que la r6union de deux ouverts affinoides d 'un  espace affi- 
noide de dimension 1 est un  ouvert  affinoi'de. Duns [v d P  2] et [Be, Lu] il y a u n e  
6tude des ouverts affinoides d 'une courbe alg6brique sur un corps alg6briquement 
c l o s e t  duns [vdP 1] il est montr6 l 'existence d 'un  plongement  d 'un  espaee affinoide 
de dimension 1 sur ua  corps alg6briquement clos duns une courbo alg6brique. 

Duns ce travail ,  entre autrcs choses, on am61iore les r6sultats eit6S et on les 6tend 
au cas d 'un  corps de base quelconque quand cela est possible (voir dernier alin6a 
do l ' introduction).  

Le paragraphe I concerne la s t ructure  des ouverts aftinoides de l 'analytif ication 
4 'une vari6t6 alg6brique projective,  le r6sul tat  essentiel s '6nonee ainsi: 

(*) Entr~ta in Redazione il 18 luglio 1985. 
Indirizzo degli AA.: L.A. au C.N.R.S. n ~ 226, U.E.R. de Math6matiques et Inform~- 

tique, Universit6 de Bordeaux I, 351, Cours de 1~ Lib6ration, F-33405 Talence, Cedex, France. 
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Tms 1. - Soient k un eorps valud eomplet i X une varidtd algdbri~ue projective 
sur k, pure de dimension 1, X ~ l'analyti]ieation de X et U un ouvert aHino~de de X ~. 
Alors il existe / e  ~(X)  (l'anneau des fonctions rationnelles sur X) tel que 

U =  ( x e X :  ]eOx. ,  et [/(x)l<l}.  

Au paragraphe 2 nous d6terminons la structure des espaces analytiques quasi- 
compacts de dimension 1. 

Tms162 2. - Soient k un corps valug eomplet, X un espaee analflique sur k, 
quasi-compact, irrdduetible, sdpar~, de dimension 1. Alors X est soit a/]ino~de, soit 
pro]eeti/ (i.e. l'~nalytification d'une vari6t6 ~lg6brique projective). 

I1 suit alors que route 9artie affinoide d'un espace analytique sur X quasi-compact, 
adpar6, pur de dimension 1 est d6finie par une fonetion:m6romorphe ] e dd~(X), selon 
la m~me forme qu'~u thdor~me 1 (voir th~or~me 3, w 2.3). 

Sous les mSmes hypotheses pour X et U, si ~L(X)n Ox(U) ddsigne les fonctions 
mdromorphes sur X qui sont analytiques sur U, on montre alors que J~(X) n Ox(U) 
est dense dans Ox(U) (th6or~me 4, w 2.4). 

Toujours sous les mSmes hypotheses pour X, soit ~ un reeouvrement pur fini 
et soit X% la r~duction associde, alors il existe / e  JtL(X) • et ~U un reeouvrement 
pur de X avec _X%___ X ~ ,  off r {VI, V2} ~vec 

vl= {xeX: et I/(x)l<x), V ~ . = { x e X : ~ e O x . ~  et ~(x) <1} 

(th~or~me 5, w 2.5). I1 suit comme corollaire que X est projectif si et seulement si 
.Y% est projectif. 

Au paragraphe 3 nous donnons quelques r~sultats techniques sur le ehangement 
de corps de base pour les espaces analytiques. 

Nous montrons au paragraphe 4 tm crit~re pour qu'un espace analytique soit 
projectif, crit~re li~ ~ l'existence de faisceau ample (thSor~me 7, w 4.3). 

Enfin justifions en quelques mot% pourquoi ce travail traite la situation off le 
corps de base est quelconque. Le supposer alg~briquement clos simplifierait de nom- 
breuses d~monstrations mais ee serait supercherie de laisser croire que le eas g~n~ral 
s%n d~duit avee seulement quelques difficultds techniques. En effet on sait qu'un 
espace analytique affinoide de dimension 1 sur un corps alg6briquement c loses t  
ouvert affinoi'de d'une vari6t6 alg~brique projective ([vdP 1] et aussi corollaire 1 du 
th~or~me 6, w 2.6) ;  en revanche si le corps de base est quelconque un espace affi- 
noi'de X peut ne pas ~tre ouvert uffinoide d'une vari6t6 alg6brique projective , m~me 
apr~s extension finie due corps de base (remarque 1, 2, w 2.6). Ainsi un espace affi- 
noide n'est pas toujours alg4brisable et cela explique pourquoi on ne peut se restrein- 
tire aux corps de base alg~briquement clos. 
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1. - Ouverts affinoides d'une vari~t~ alg~brique de dimension 1. 

Les sous-paragraphes 1.1, 1.2, 1.3 rappcllent  les notions d 'analyt if icat ion des 
vari6tds alg6briques, d 'extension de corps de base et de rdduction analytique,  pour  
chacun nous essayons de donner des r6fdrences aussi compl6tes que possible. Les 
r6sultats se t rouven t  donc dans le sous-paragraphe 1.4, l 'essentiel est le thdor~me 1 
cit6 dans l ' introduction.  

1.1. Analyti/ication des varidtds algdbriques ([Fr], [ F r e t  vdP],  [Ko]). 

Dans tou t  cet article le mot  varidt~ algdbrique sur un corps k signifie schdma 
noethdrien, sSpar~ et  de type  fini sur k, par  point d 'une varidtd alg~brique on en- 
tendra  toujours point  fermi .  

Pour  analytifier uno varidt~ algdbrique X sltr un corps valud complet  k on ddfinit 
sur X une topologie de Grothendieck G et un faisceau s tructural  Oxen sur (X, 9). 
Une part ie  U de X est dire admissible si U = X ou s'il existe Y r X un ouvert  de 
Zariski affine, /1, ..., l , e  Oz(Y) avee O x ( Y ) =  k[fl, . . . , / , ]  (i.e. Ox(Y) est nne k-al- 
g~bre engendr~e par  /~, ..., ~) et  U ---- {y e Y: I / , (y)[<l ,  l < i < r ) .  Soit l 'homomor- 
phisme ~: k[T~, ..., T,] - ,  Ox(Y) ddfini par  ~(T~) ~- ]~ et 9 / ~  ker % on pose alors 
Ox~(U ) aJ~r k<T~, ..., T~>/91k<T~, ..., T~> off k<T~, ..., T~> est l'alg~bre de Tare de 

dimension r ( [ F r e t  vdP],  p. 54, [Fr], p. 20); on pent  mont rer  que l'alg~bre affinoide 
Oxa, (U) ne ddpend pas de la reprdsentat ion de U par  le choix de I7 et des /~. Si 
V c U r  X sont admissibles on ddfinit une restriction ~uv: Oxen(U) ---> Oxan(V) induite  
par  les restrictions du faisceau s tructural  0z .  Enfin on pose Ox~(X ) ~ l im Ox,=(U) 
off U parcour t  les admissibles de X avec U =~ X. u ~  

Soit U un admissible, un recouvrement  { U~}~ z de U est dit admissible si chaque 
U, est admissible, si pour  tou t  V :/: X admissible, V c U il existe une par t ie  finie _F v 

de I telle qne V c  [3 U,. 
ieFv 

Alors les admissibles et les reeouvrements  admissibles ddfinissent sur X une 
topologie de Grothendieck 9. On mont re  alors que Ox~ est un  faisceau sur (X, 9) 
et que le tr iplet  (X, 9, Ox~. ) est un espace analytique.  C'est l'analytification de X 
et on le note  X an. 

P o u r  chaque x e X il y a u n  homomorphisme canonique, local e~: Ox,~ ~ Ox~,,~, 
" (Px,~ --> (~x~-.~ est bijeetif. I1 suit de cela plusieurs r~suitats. On a on mont re  que ~ .  . 

(X,ea) ~ _  (X~')rea , i.e. l 'analytification de la varidt4 algSbrique rdduite assoeiSe {~ X 
est l 'espace analyt ique rSduit associd ~ i 'analytification de X. On a dim X ---- dim X an 
et X est rdgulier si et  seulement si X ~" est rdgulier. 

On ddfinit aussi l 'analytification des morphismes de vari6t6s alg~briques ainsi 
que l 'analytif ication des faisceuux alg~briques cohdrents. I1 suit done que les thdor~- 
mes GAGA ([Se], [Ko]) sont applicables aux vari~tds algdbriques projectives sur 
un corps valud complet.  
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1.2. Extension du corps de base. 

Soient K un corps valu6 complet, k c K un sous-corps fermd. A u n  espace affi- 
noide sur k, U = Spm A on assoeie un espace affinoide :sur K, U(K ) aa___f Spm (A~k K) ; 
par reeollement ~ un espace analytique X sur k on assoeie un espace analytique X(K ) 
sur K qui s'appelle l'espace analytique ddduit de X par extension du corps de base 
K ([BG~], p. 370). 

En plus . ~ K  est ((lidblement plat~): soit M~-~  M~-L~ Mz une suite (8) de 

trois k-espaces de Banaeh, M ~ K  ~ ' ~  M ~ K  r174 la suite ( 8 , ~ g ) o b -  
tenue par tensorisation compldtde par K;  alors (8) est exacte si et seulement si 
( 8 ~ K )  est exaete. 

Soient k un corps valu6 eomplet, K le compldt6 de la cl6ture algdbrique de k, 
un espace analytique X sur k est dit gdom~triquement rdgulier (resp. rddnit~ resp. 
connexe, resp. irrdductible) si X(K ) est rdgulier (resp. rdduit, resp. connexe, resp. 
irrdductible) ([Be 1], [Be 2], [Fr], w 3). 

Soit toujours K le compldt6 de la el6ture algdbrique de k, X une varidt6 algdbri- 
que sur k, alors on a canoniquement (X(K)) ~" ~ (X~')(E) 0fi X(K ) est la varidt6 algd- 
brique sur K ddduite de X par extension du corps de base ~ K ([GriD] EGA, ch. IV, 
w w 

En particulier X est gdomdtriquement rdgulier (resp. rdduit) si et seulement si 
X ~" est gdomdtriquement rdgulier (resp. rdduit). 

1.3. R~duction d'un espaee analytique ([G. et vdP], []30 3], [Fr]). 

Soient k un corps value, complet, A u n e  k-alg~bre affmoide, I1" Ilsp la semi-norme 
speetrale sur A, A~ {leA: IllflsD<l}, A c e =  {leA: lllllso< 1}, = Ao/.4oo aXors 
est une k-alg~bre de type fini. Ainsi ~ l'espaee affinoide sur k, X----Spm A~ on 
assoeie ]a varidt6 algdbrique afline, rdduite sur k, X ~ a~j Spm (_~); plus prdeisdment 
il existe une application ensembliste surjeetive rx: X -+ ~c et X c s'appelle la rdduction 
canonique de l'espace affinoide X. Un ouvert U de X est dit ouvert lormel (ou put) 
de X s'il existe un ouvert affine W de _X' tel que U = r]~(W); dans ce cas la rdduc- 
tion canonique de U s'identifie ~ W. 

Soit X un espaco analytique sur k, un recouvrement qL {Ui}~e z de X est dit 
reeouvrement lormel (ou put) si ~lL est un reeouvrement admissible affinoide et si 
U~ (~ U~ est un ouvert formel (ou pur) de U~ pour tout i, i e I. S'il e n e s t  ainsi les 
varidt6s algdbriques U~, U~. se recollent le long des Ur n U~ en un sehdma localement 
de type fini, rdduit sur k; ee sehdma s'appelle la rdduction de X relativement au re- 
eouvrement pur ell (ou la rdduetion de l'espaee lormel (X, ~1s et so note X%. Les 
applications re: U~ -> U~ induisent une application surjective r%: X -~ X%. En 
particu]ier si qs est fini, X% est une varidt6 algdbrique rdduite. 

1.4. Strueture des al]ino~des d'une vari~t~ algdbrique de dimension 1. 

Une varidt6 algdbrique X est dire pure si route s ses composantes irrdductibles 
ont mSme dimension. 
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Soient X une vari4t4 alg4brique, ~(X) a~f lim Ox(U) off la l imi te  inductive est 
prise sur teas  les ouverts U denses duns X;  alors l 'anneau 2~(X) s'~ppelle l 'anneau 
des ]onctions rationnelles sur X .  

Soient X une vari4t~ alg4brique, x ~ X ,  ] e :R(X), on dit que / est r~gulier en x 
et on le note ] ~ Ox,, s'il existe un ouvert dense U ~ x et g ~ Ox(U) dent  l ' image 
duns $t(X) est ]. Duns cette situation si le corps de base est valu4 complet la valeur 
absolue de l ' image de g duns Ox.~/~/~ (qui est fini sur k) ne d~pend pus d u g  choisi 
avee les propri~t~S pr4c~dentes; ainsi on note [](x)] la valeur absolue de cet #I~ment. 

P~OeOSZTZO~7 1. - Soient k un corps valud complet, K le eompl~td de la cldture aIgd- 
brique de t 6 X une varidt~ algTbrique pro~ective pure de dimension I sur k, gdomdtri- 
quement connexe et gdomgtriquement rdguli~re. Soient ~do un recouvrement pur  fini de 
X(~) ~ Y,  r: Y--> Z ~-- YCtl , la r~duetion associ~e, U une pattie de ~ telle que r(U) 
soit un ouvert a]]ine dense dans Z et que U ~ r-~(r(U)). Alors il existe un corps t ]ini, 
s~parable sur k, ] ~ :R(X(0 ) (une fonction rationnelle sur 2/:(0 ) tels que 

= e x ( = ) :  / 6 o=r=,, ,  et It( )l< x}. 

D]~O~TST~ATI05T. - ~) II  existe un diviseur de Cartier JO sur Z avec ~(D) tr~s ample, 
Hi(Z,  s -~ 0 pour i > O, H~ ~(D)) contient ] dent le domaine de dd]inition est 

We = 

Soient {q~, q~, ..., q,} = Z -  r(U), W ,~  q, un ouvert affinc avec les propri4t~s sui- 
vantes:  q ~ W ,  pour j ~  i, il existe g ~  Oz(W~) avec gdq,) ~ 0 et g , ( z ) ~  0 pour z~  

W,--  {q,}. Alors {W~, W~,. . . ,  W,, We} est un recouvrement affine de Z (avec 
W e =  r(U)). Soit le diviseur de Cartier D --~ {(W~, g~), . " ,  (W~, g~), (W0, 1)} et ~(D) 
le faisceau inversible associ~. 

Soient Z~, Z2, ..., Z~ les composantes irr~ductibles de Z, ~: Z'  -+ Z la norma- 
lisation de Z, Z'~, ..., Z: les normalisations de Z~, ..., Z~, s  ~*~(D). 

Clairement ~'lz~ est assoldi~ ~ an  diviseur de degr6 positif, il suit que s est 
ample ([I ta2],  corollary 3.2, p. 308) et ~ussi s en effet Z e s t  projectif (lemme 3, 
w 1.4) done aussi Z'  et Z~ (utiliser [Ha 1], prop. 4.3, 4.4, p. 24). I1 en resulte que 
s est ample ([Ha 1]) et done que ~(nD) est tr~s ample pour n >>0 (assez grand). 
De plus le th4orSme de Serre sur les vari~t~s alg4briques projectives montre  qu'il  
existe m > l  tel que H~(Z, t (mnD))  ---- 0 pour tout  i > 0 (et s est toujours 
tr~s ample). Ainsi on peut  supposer que ~(D) est tr~s ample et H~(Z, ~ ( D ) ) =  0 
pour i > 0 (quitte ~ remplacer g~ par g~) .  

I1 suit d 'abord que s est engendr~ par ses sections globules. I1 existe done 
] ~  ~(D)(Z) tel ClUe (]~)~ -~ (1/g~)~ pour l<i<~r;  on a donc (]~)~ = a~•  (1/g')~ avec 
a ~  Oz,~ et a~ ~-- 1. Comme/~  le corps r4siduel de K est infini il existe ~ ,  ..., 2 ,e  _~ 

tels que ~ a ~ ( q ~ ) V = O  pore' l < i < r .  Soit ] = ~ ] ~ ,  on a done ] e ~ ( D ) ( Z )  et 
i=1 

]~--b~(1/g~),, ~vec b,e Oz,,, et bdq,) V= O. 
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fl) Ze diviseur de Cartier sur Z se ~ relive ~> en un diviseur de Cartier E sur 
Y-----X(a~) et il existe _P e s qui ~rel~ve ~> ]. 

D'abord  r-~(Wd est uffinoide ([Be 3], theorem 3.1, p. 20)~ il suit du lemme 7~ 
w 3.3 qu'il existe l~ un corps s4parable fini sttr k, V~ un ouvert  affmoYde de X(z~) tel 
que V,(K)~--r-~(W,) pour  O < i < r .  Ensuite  il existe l, s@arable fini sttr k, h ,e  
e Ox(,.)(V,(,..)) ~ tels que h~ : g~ pour  l < i < r  off h~ est l'image de h~ par  la r~duction 

eanonique Ox(r-:(Wd)~ 0x(r-~(Wd) ----- O~.(Wd. Soient le diviseur de Cartier :g = 
-~ {(r-~(W~), h~), ..., (r-~(W,), h~), (U, 1)} et ~(E) le faisceau inversible sur X(~)asso- 
ei~ (d~finition w 2.3). 

Soient W u n  ouvert  affine de Z, ][']Iw la semi-norme d~finie sur s  
SO par ]Igll~ llgllr,(~)o~ pour g e t(~)(r-~(w)). 

Clairement [1" IIw : I1" [[~-~(w) si W r We = r(U). 
Soient q~e W c W~, a/h, lwe s avee a e Oxt~,(r-~(W)), Ha/h, iwHw= 1, mon- 

trons dlors que llal/,-,(~-o,)-1. Comme h , =  g~ (r~duction dans O,(W,)) et  que g, 
I s ~  - -  1 I _ _  est inversible sur W~--q~ on a l,&ll,-,(~,-o,)-II /&l~-,(~,-~,)-1. I1 suit done qne 

Ilal]r,(w-~,)-- 1 et eomme W - -  q, est dense d~ns W on a alors llal],_,(w)= 1 ([:Fr], 
1 BD prop. 1, p. 288). En r4sum~ pour W c  r(U) et g e  s (W)) on u iigliw=iigll,_,(w) 

(go 0r(r-~(W))),  pour qis W c W~ et g ~- a/h,,~v on a ]]gl]w= Ilall~-'.(~) (a~ Oy(r-~(W))). 
Soient W un ouvert  affine de Z avee W c  r(U) off q~e W c  W, ,  s176 

a~ {g s ~(E)(r-~(W)): Ugll~<l}, ~0(W): C(E)(r-~(W)) ~ E(D)(W) ainsi d~fini: si W c 

c r(U), q~(W)(]) --  ~ off ~ est la r~duction de ] dans Or(r-~(W)) ---- Oz(W), si q~e W c  W~ 
on ~ g ~--a/h~ et on pose q~(W)(a/hd = a/g~l,, off ~ est la r~duction de a dans 

o~(r-~(w)) = o,(w). 
Comme K est ~lg4briquement clos, :Y r~duit (w 1.2) il on r~sulte que Or(r-~(W)) 

est distingu~ ([BGI~] 6.4.3, p. 253; [Fr], p. 70), il suit facilement de cola que 
~0(W)(~ 1~ est un isomorphisme. 

Soit ~ le eomplexe (do ~ech) 

(c) | ~(E)(r-l(w,))o2~ | ~(E)(r-l(w,n wj))o-% O 

| g(El(r-~(w, n w i n  w~))o -~ ... 

alors C@K,K" est le complexe do ~ech associ6 ~ s  au recouvroment affme 
%0----{W~}~. I1 suit alors que 

ker  d l Q  1~ _ H!(qD, s : HI(Z,  s : O . 
im d0| 1~ 

Comme les alg~bres O~,(r-l(Wd) sent distingu~es il suit que C satisfait les hypotheses 
de [Be 3], lemma 2.1 iii, p. 10; ainsi 

0 ~ ker dl/im d o et (ker do)GK. K ----- ker (dog 1~).  
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Done il existe F e ker do tel que F~)  i = ] (avee ] d6fini en ~)) ; clairement/~ e ~(E)(17) 
avee tIFlt~ = 1. 

7) I t  existe ~tn corps 1 ]ini~ 'fl~parable sur k, G e :R(X(o ) tel que U = {x e X(K): 

Ge O~,~,~ ~t IG(x)l<l}. 
D'apr~s fl) on a F e O y ( U )  et [[FII~= 1. Soit xer-~({q,}), montrons que ~ r  0r,~ 

ou F e  Oy.~ et IF(x)[ > 1. On ~ t~lr-~(W~ ) = ejh~, i > l ,  ~vec c~eOr(r--~(W~)) ~ et 
eomme ~(W,)(Flr-~(W~)) : ]]~,= ~,/g~ (c 'es t  fl) e t  que  ~,(q~) r 0 (c'est g) on a done 
Ic,(x)[ = 1 pour �9 e r-~(q,). 

Lo diviseur do Cartier E (d6fini en fl) est aussi un diviseur de Cartier sur X~) ,  
soit ~(E) le faisceau inversible assoei6 sur X~).  Soit E '  le diviseur sur la courbe 
projective non singuli~re X(~) d6fini par v~(E') --- 0 pour x e Vo(~) et v~(E') = v~(h~) 
pour x e V~(~), 1 < i < r (v~ es t  la valuation normalis~e de O z ~ ,  ~ D Ox~.~ ~), soit ~:(~') 
le faisceau inversible associ6 sur X(~,). Cl~irement on a ~-(E')~n = ~(E) et ~ ( E ) ~  K ---- 
= s Par  GAGA ([Se], [Ko], [Fr], p. 272) on a ~'(E')(X(~)) = 9(E)(X~)); eomme 
�9 ( ~ K  est (~fid~lement plat,) (w 1.2), que 9(E)(X~)) est un espace veetoriel de 
dimension finie sur l~, on a 9 ( E ) ( X ~ ) ) ~ ) ~ K =  9 ( E ) ( X ~ : ) ) ~ t K =  g(E)(17). Soit 
ex,...,e~ une base de 9(E) (X~) )=~(E ' ) (X(~) ) ,  il existe / ~ , . . . , / z ~ e K  avee 
~.=  Z ~, e,. On a e, lv,,,,= %/h~ o~ % e  0~(~,(~(~)) ,  par suite ~ l , -~(~ , )=  O/h~)X (X ~ , c . ) ,  

i 
soitcr ~ / ~  c,. (avee los notations qui pr6c~dent). I1 existe 1 un corps, s6parable 

e t f i n i s u r  l~ et p ~ , . . . , / z : e l  avec[g~--  ' l  ~, ' ~,l,le, ll~.(,~)<x et I g , -  ' " a,l" I[c,al]~,,u < ~ pour 
tout  i, :/. Soi~ G =  ~/~e~,  on a GeOx~)(Vo(~)) et ' ~ ' II~:lt~.o,,,= :]-, Gl-~,(~)-- c~lh,, i > 1  avec 

/, 
�9 - - ~ 2  " d,~ 0~#~,<~))o et ld,(~)l = Z pour  ~ ~ rv, , , , ( {~,} ) . .Ainsi  

U ~-- {~ e Y: G e Or, ~ et [G(x)[<l},  

de plus G e :F(E')(X(~o))~ l c ~(Xi~)). 

T n ~ o m ~ E  1. - Soient k un corps valud complet~ X une varidt~ algdbrigue projective, 
pure de dimension 1, X ~n Panalyti/ication de X et U une pattie a/]ino~de de X ~n. Alors 
il existe ] c ~ (X) ,  une ]one,ion rationnelle sur X telle que 

Da~0.NSTRATI0!X. - A )  On suppose X r~duit. 

I1 existe un corps ll fmi sur k tel quc pour tout  corps 1 ~ 11, (X(~)rea)' soit g6om~- 
t r iquement  r6~llier e t  que les eomposantes connexes de (X(~)red)' soient g6om~ri-  
quement eonnexes ((X(0roa)' d6signe la normMisation de X(0rJ  ([Gr, D]). 

~) Soient 17 = (X(~.)red)' , ~: 17--> X le morphisme canonique; alors V ----- ~0-1(U) 
est une partic affinoide de Iz~; ell effet, 9 est fini~ done aussi ~0 ~.  
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I1 existe 13 It un corps extension normale de k, ] ~ :~(Y(o) avee V(~)-~ {y e :Y(~): 

] e Oy<,,.~ et l/(y)l<l}. 
Soient :Y~, :Y~, ..., :Y~ les composantas eonnexes de Y, alors V~-- Y ~  V e s t  une 

partie affinoide de Iz~ ". Soit W~= V~(K)C ~)~_~_~Z~, c'est une pat t ie  affmo~'de de Z~. 
I1 existe nne r~luct ion analyt ique r%: Z~-+ Z~% d~finie par  un recouvrement  

pur  fini de Z~ telle que r%(W~) soit un ouvert  et que r~(r%(W~)) - -  W t (lemme 2, 
w 

Par  le corollaire 1 de la  proposition 3, w 1.4~ il axiste un recouvrement  pur  fini ~U 
de Z~ moins flu que ~s tel que r~(W~) soit un ouvert  affme dense de Z ~  et que 

I1 existe alors l;D l I fini sur Ii, ]~e$C(Y~(~;)) avec W~-- ( zeZ i :  l ie Oz~,: et l/i(z)l<l} 
(proposition 1). 

Soient l ~ l'~ pour  tout  i, normal, fini sur k, ] = ~ / ~ e  2~(Y(0 ) - -  0 ~(L(0)"  Alors 
o n  a 

V(~)-= (y e :Y(o: ] e Oy+,, et I](Y)I<I} �9 

ce qui montre  ~). 
Comme I7(o= (X<z)~od)' on peut  supposer que :Y -= (X(~)r~)' et  qu'fl existe ] e :~(:Y) 

avee V-= {ye:Y:  ] e O r .  ~ et t](Y) <1}, off V - :  ~-~(U) et ? :  : Y - ~ X  est le morphi- 
sine canonique.  

fl) II existe h e ~ ( X )  tel que 

u = { x e x :  h e  et !h(x)[<l} .  

(*) 

Soient T = (X(~))r+d, ~ :Y ~ T r o t  le morphisme canonique, t e T, 

~Fr ..., ~ ,  les maximaux de (Or, t)' ; i. e. {y~, , y,} = q~-~({t}). 

Alors  il ex i s t e  un entier n tel que ( ! ~ , . ~ =  ... ~ , , ) ~ c  ~ t c  0r ,  t (partie fl) de la 
d6monstrat ion de la proposition 4, w 2.1.3. 

Soient S : ~-l(Tsin~ ) n V, s e S, alors on a ] e Or, 8 et [ /(s)[<l.  Soit /~s(Z) = 
~-- irr (f(s), k, Z), on u/)8(Z) e k~ at _P~(]) e ~ ,  le maximal  de Oy,~. I1 suit de ( . )  
qu'il existe n>~l tel que ]--[ P~(/)~e ~ t c  Or, t pour  tout  t e Tsing (~ ~I(V) (S eSt fini). 

8 ~ S  

Soient P ( g ) - ~  l-[ Ps(Z) ~ (e'est un polyn6me mlitaire de k~ g----P(]) e 2~(:Y)-~ 
8 " 

-~ ff~(T); pour tout  t eq~(V)  on a g e  OT, t et  ]g(t)]<l. 
: O n  ~ 2~(:Y)---- ff~(T) = (fft(X)Qk 1 )~  parce que 1 est fini sur k. Soit G l e  groupe 

des k-automorphismes de 1 i alors G agit sur X(~), sur T e t  sur 2~(T): Soient q---- 
= El:klan. et h =  ( . ~  g~176 alors h ~ a ( X ) ( X  est r~duit). 

Comma ~(V)  est stable (globalament) par G, il suit que pour  x e U o n  a h e 0x.= 
et Ih(x)[<l. 
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Soit y e : Y - - V ,  on u ou bien ] ~ 0 f , ~ ,  ou bien ] e 0 y ,  v et I ] (Y)I>I .  Comme 
%(v)  est stable par  a t  G il suit que, ou bien "]~ 0y,~ ou bien ~ Oy,~ et ]~ > 1. 
On d~duit fucilement de cela que, on bien h ~ 0x,~ ou bien h e Ox,~ et  Ih(x)] > 1 
avee x = ~(y). Ce qui montre  que 

B) Le cas gdndral. 

Soient X~, X~, ..., X ,  les eomposantes irr4ductibles de la vari4t~ alg~brique X.  
Montrons que U ~X~ pour  l < i < n .  Par  GAGA ([Se], [Ko]) X~ est un  ferm6 
a nMytique de X ~n et 1~ s t ructure  analyt ique r~duite induite sur X~ est aussi l 'analy- 
tification de la s t ructure  alg~brique r~duite induite sur X~. I1 suit done que X~ est 
projectif.  Si l 'on avai t  U D X~, il suivrMt que U(~ X ~ =  X~ serait affinoide pour  
la s t ructure  analyt ique r~duite;  comme dim X~ : 1 et que dim~ 0x, (X~)< ~ e'est 
impossible. I1 existe done un ouvert  affine Z'D U et dense dans X. 

Pa r  A) fl) il existe ]e2~(X~ed) tel que U =  { x e X ~ :  ] e O z ~ , ~  et I](x)l<l}.  I1 
existe done un ouvert  dense Z avec Z'D ZD U et ] e Ox~,~ pour  x ~ Z;  il suit 

que Z e s t  affine parce que Z'  l 'est. On ~ ] e  OX~od(Z ) = 0x(Z)~d , soit g e O x ( Z  ) dont  
l ' image darts 0x(Z)~,a est ]. I1 est Mors facile de montrer  que U -= {x e X :  g e 0x,~ 
et  Ig(x) l <1}. 

C0~OLLA~nE. - -Soient  k un corps valud comptet, X une varidt~ algdbrique pure de 
dimension 1 sur k, U une pattie a]]inoide de X ~n. Alors it existe ] ~ ~ ( X )  tel que 

{ x e x .  et l](x)l<l}. 

D]~0~STI~ATION. -- Supposons d'a, bord X r4duit,  Mors il existe une vari~t~ Mg~- 
brique project ive P telle que X soit un ouvert  dense de P (et que P -  X soit r~- 
gulier). Alors U est uussi ouvert  ~ffinoi'de de pan. Ainsi il existe ] e :R(P) tel  que 

U = ( x e P :  ]eO~,~ et I](x)l<l} (th~or~me 1). Ainsi U = { x e X :  ]eOx,~ et  I](x)I<l} 
et comme :R(x) = g~(P) le corollMre cst montr4 pour  X r~duit. 

On suppose mMntenant  X quelconque. Pa r  ce qui pr~cSde il existe ] e ~(Xred) 
avec U = (x e X :  ] e Ox~,d,~ et I](x)l ~< 1}. Comme U est affinoide, il existe un ouvert  
Mtine Z de X avec Z D U et ] e Ox~od,~ pour  tou t  x e Z (il suitlt de remarquer  que 
l 'anMytific~tion d 'une vari~t4 uffine de dimension 1 n 'es t  pus affinoi'de et de re- 
prendre  l 'argumentut ion de la pa.rtie B) de 1~ d~monstration du th~or~me 1). Soit 
g e Ox(Z) dont  l'ima.ge duns Ox(Z)~d= Ox~od(Z ) est ], Mors U = ( x e X :  g e Ox,~ et 
]g(x) 1<l}. 

I~E~A~QtrE. -- Consid6rons le cas simple off X ~ Sp A est une v~ri6t6 Mg6brique 
affine. Soient ~ l'id6M des nilpotents de A e t  9: A ~ A / ~  ~ Are d lu surjection 
canonique. Soient S la p~rtie multiplicutive de A des 616ments qui ne divisent pus 
z6ro et T la par t ie  multiplic~tive de A des 616ments a E A tels qne ~0(a) ne divise 
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pas z4ro dans A~ea; on u S c  T et ainsi un homomorphisme canonique ~: S-~A -> 
T:-~A = ~ ( X ) .  

Si done U est une part ie  affinoide de x~n~ on aimerait  savoir s'il existe g ~ S-~A 

tel que U ----- (x e X:  g e 0z,~ et Ig(x) l < 1}. 
L'applicat ion ~ peut  ne pas ~tre surjective. Consid~rons A - ~  k[x, y] = k[X,  

Y ] / ( X  ~, X Y ) ,  il est facile de  mont re r  que 1/y ~ n!est  pas dans l ' image de y~ pour  tou t  
n > l .  

PROPOSITION 2. - Soient X une varidtd algdbrique projective, eonnexe rdguli~re de 

dimension 1 sur un corps valud eomp!et~ ] ~ 2~(X) -- Oz(X)~ U = (x ~ X :  ] ~ Oz,~ et 
I](x)l<l}. Ators U est un admissible a]/ino~de de X a~. 

�9 D~O~S~RATI0Z~. -- Soit Z - - - - ( x e X :  ]~  0~,~}~ alors Oz(Z) est la c15ture int~- 
grale k[]] dans ff~(X) (X est r~guli~re); ainsi O=(Z) est fini sur k[]]~ on a done 

Ox(Z) = ~k[lJe~. Quitte ~ changer ei en ~ei avec 2 e  k • on peut  sUpposer que ei 
i = l  

est entier sur k~ il suit ulors faeilement que U =  ( x e Z :  [ ] (x) l<l  et let(x)l~<l 
pour  l < i < s } .  Comme O z ( Z ) =  k[]~ e~, ..., e~], que Z e s t  affine il suit que U est 
un admlssible affmoide de X an (w 1.1~ [Fr]~ p. 2~4). 

R ] ~ Q U E  1. - Si  X n'est pas rdgulier~ U peut ne pas dtre a]/ino~de. ~oient 

~[t~, t~, ta] -~ k[T~, T~, TaJ/(T~Ta-- T~(T~-- T~)) off ti est 1'image de T t ,  car (k) r 2, 
X - - P r o j  (k[t~ t~, t~]), . ( la  g radua t ion  de k[t~, t~, t~] est induite par  celle de k[T~, 

T~, T~]), / -~ (~--~)/( t~-~ ~ )~  ~ ( X )  et U ---- { x ~ X :  ]~0=,~ et [/(x)l~<l }. A l o r s  U 
n 'est  pas affinoi'de; soit Z = (x ~ X :  ] ~ Oz.~}, on a g = t:/t~G Oz(Z) et g n~est pas 
born~ sur U. 

L E ~ . E  1. - Soit X un espave analytique. 

1) Soient Y~ Z~ X '  des admissibles a]]ino~des de X avee ~ ouvert ]ormel (ou pu t )  
de Z~ et Z (~ X '  est un ouvert a]]ino~de. Alors ~ (~ X '  est un ouvert ]ormel de Z ~ X ' .  

2) Soient ~ Z~ T des admissibles a]]ino~des de X avec T pur  dans Z~ Z pur  

dans ~.  Alors T e s t  pur  dans ~.  

3) Soient Y~ Z~ ~'~ Z'  des admissibles a]]inoides de X avec Z p u t  dans ~ (resp. 
Z'  p u t  dans Iz'). On suppose que ~ ~ Y '  est af]inoide. Alors Z n Z' est pur  dans 

D]~i~IOI~STRATI01~. -- Utiliser par  exemple [Fr], p. 296. 

L E ~  2. - Soient k un corps valu~ eomplet, X une varidtd algdbrique projective, 
eonnexe~ rdguli~re de dimension i sur k~ X ~n l~analyti]ication de X et U un ouvert a]]i- 
no,de de X an. Alors il existe un reeouvrement p u t  ]ini r de X an tel que rclL(U ) soit 

r X ~n -an ouvert et U -~ r~ ( r%(U) )  oi~ %: --> X %  est ta r~duction associ~e ~ r 
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DI~M01~STRATI0iX. -- On suit que U est r6union finie d'admissibles affinoides U~ 
de X ~, U ~ U~W U~W ... U Ur, U,V= X.  Alors il existe ]i~, ...I ]~.~,e ~ ( X ) -  Ox(X) 
tels que Y , : { x e X : ] , ~ e O x , ~  et ] ] , ( x ) [ < l , l < i < n ~ }  (w 1.1). On a done U~-~ 

: ~ { x e X : / ~ e  Oz.~ et ]]~(x)[<l}. Posons 

Alors U~ +~ et U~ ~ sent admissibles afiinoides de X ~" (p'roloosition 2) et X ---- U~ +~ u 
u U~V ~ 1oarce que X est r6gulicr. 

Soient it, # ' e  {1, -- 1), montrons que U ~  U~' est par  duns U~. Si # ---- # '  c'est 
clair. Si # : 1 , # ' - - - - - - I  on a U,~(~ U.~g 1 :  {Xe Ui 1"- It,~(~)l = ~ }  et G 
_ _  ~ l~  - ~  v ' ~ j  1 ~*~<1 et h~ ~ ~ , il suit bien que -- {x e U~ ~ [(1/]/~)(x)[ 1}. Comme ]11,~11~ 
Ui~c~ U~ ~ cst 1oar darts U~ (et U~.-~). 

Soient S : {(il i): 1 < i K r ,  1<yKn~{,  e e {• U(e) = ~ U~ (~) et qL = {U(e): 

e e {q-1}s}. l~Iontrons que qL cst an  recouvrement 1our de X ~. Oomme U~ (') est 
admissible affinoide de X ~, il suit que U(e) est admissible affinoide de X a~. Ensuite 
X = U~U U :  ~ imlolique que qs est un  recouvrement. Enfin U~(~)(~ U~ '(~) 1our duns 
U~ '(~) imlolique que U(e)n  U(s') est 1our duns U(e) (lemme 1, 3). 

Montrons que U~o= [J U(s) off la r6uuion est 6tendue ~ t o u s l e s  s e {=kl} s tels 
8 

que e(io, j) ---- 1 1oour 1Kj~<ni0. Ainsi U est r6union d'616ments de r ce qui montre 
que r%(U) est ouvert et que U-----r~(r%(U)). 

LE~M~M_E 3. -- ;~oient k un corps valu~ complet, X une vari~t~ projective pure de dimen- 
sion 1 sur k, ~[b un recouvrement p u t  distingu~ de X ~, X ~  la r~duction associ~e. Alors 
"Xt~ est une varidt~ alg~brique projective (pure de dimension 1). 

D]~MO~S~A~0N. - I1 SUffit de consid6rer le cas off X est connexe, ce qui est 6qui- 
valent ~ X ~ connexe 1oar GAGA ([Se], [Ko], [Fr], 1O. 272). Comme qs est distinguG 
X ~ est r6duit, done aussi X.  OI~ a H~  Oxen) :  / /~  0 x ~ ) = / / ~  O x ) :  l 
1oar GAGA. Or 1 est uu  k-espace vectoriel de dimension finie, c'est une alg~bre r6- 
duite et comme X est connexe c'est un  corps. I~a norme induite sur //~162 Ox=) 
1oar celle des Ox~(U~) est lootentiellement multilolicative, c'est done la valeur ab- 
solue de l, de 1olus on a Ill : Ikl (~ est distingu6). D'abord on a H~ 0~  = lo, 
ensuite i = l~176176 - ~~176 l ~  l~176 ~; a ins i / /0 (%,  Ox~)Gk~ fc est un ~ csloace vectoriel 
de dimension finie. On a la suite exaete 

(1) 0 --> Ho(~IAL, 0~ ~ --> H~ 0~ ~) --> Tor k~ (//1(%, 0on),  ~) __> 0 

([G et vdl)]1 1O. 141, [Fr], 1O. 313). On suit que M : Hl(clLI 0~ est un  k~ 
fiui ([Be 311 lemma 2.11 lO. 9, [Ge t  vdP]~ 1O. 140, [Fr]~ lO. 313)7 soit s le hombre minimal 
de g6n4rateurs de M~ on ~ done une suite ex~cte 0--> N-!~ k~ M - ~  0~ avec 
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a(N) c k ~176 En  tensorisant par fc on obtient la suite exacte Tor~ ~ (k ~ k) -> ~0 Tor 1 (M, ~) --> 

~ N @ ~  ~ |  Comme k ~  sur k ~ on a Tor~ ~ ~ et ~ @ I ~ ( N @  
@ ~) = 0 p~rce que ~(N) c k ~176 I1 suit que Tor~ ~ (M, k) _~ N@ k. I1 est ensuite 6l~- 
mentaire de montrer que dimi N@ ~ < s .  I1 suit ulors de (1) que dimi H~163 0 ~  

an ~n x a n  ~) ~) < cx b c e  qui veut  dire que dim~ Ox~(X,is ) < c<~. Ainsi % est une v~ri~t~ ~l- 
g~brique projective. 

R~AgqVE.  - Si k est alg~briquement c l o s e t  X r~duit, tout  reeouvrement pur  
est distingu~ ([BGR], p. 253, [Fr], p. 70). 

PROPOSITION 3 ([Bo~ Lu]). - Soient X une courbe algdbrique~ projective~ rdguli~re~ 
connexe sur un corps K valu~ comptet et alggbriquement clos, r: X --> Y gnc rdduction 
dd]inie par un recouvrement pur ]ini~ S u n  ensemble ]ini non vide de points r~guliers 
de Y.. Alors on a les propridtds suivantes: 

1) L'ensemble X ~ =  r-~(Y - S) est une partie a]]ino~de de X .  

2) Soit s: X~-> X~ la rgduction canonique et q~: Y - -S - - ->X~ le morphisme tel 
que wor ~ s. Soient Z la rgunion des eomposantes irrdductibles de ~ qui ne rencon- 
trent pas S, S ~ r - S .  Alors V-~(~({y})) est ~a composante connexe de Z ~ {y} qui 
contient y e t  q~ : ~ - -  S - -  Z --> ~( Y - -  S - -  Z) est un isomorphisme. 

D~.~O~STRA~O~. - 1) est la proposition 3.7 a) de [B% Lu];  2) est 1~ proposi- 
tion 3.7 d) et le lemme 2.1 de [B% Lu]. 

COROr,LAI~E 1. - Soient X une varigtg algdbrique projective, connexe, rdguli~re de 
dimension 1 sur un corps valud complet~ algdbriquement clos~ ell un recouvrement pur 
~ini de xan~ r% : X --4 X %  la r~duction associde, U =/= X nne r~union ]inie d~admissibles 
a/]ino~des de X an qui est un ouvert ]ormel de (X, %) .  Alors il exists un recouvrement 
pu t  ]ini r moins ]in que qs tel que U soit ouvert ]ormel de (X~ r et que r~(U)  soit 
ouvert a]]ine dense. En  particulier U est une pattie a]/inoide de X ~n. 

D~O~ST~A~IOCq. - ~) Le recouvrement pur r ~- {V~, V,}. 

Soient Iz : r%(X),  W ~- r%(U), I/ ' l~ r~union des composantes irr~ductibles 
de Y contenues dans W~ Y" la r4union des composantes irr4ductibles de Xz qui ne 
rencontrent  pas W, ~ ,  ~ ,  ..., Y~ les autres composantes irr4duetibles de ~ p ~ ,  
q~e Y~N W r~guliers, p~r q~, l < i < s .  Soient P~-~ {p~,p~, ...,p~}, P~----- {q~ q~, ...~ q~}~ 
V~ = r ~ ( Y  - Pi), i = 1, 2, ulors V~ est un ouvert affinoide de X (proposition 3, 1)). 

Montrons que V~ ~ V~ est un ouvert formel de V~. Soient s~: V~--> V ~ la r~duc- 
tion canonique de V~ ~ :  Y--  P~--> V~ le morphisme tel que ~o~or%: si. On 
~o7~(~o~(I z -  P~- - /~ ) )  : Y--  P~-- P~ (proposition 3, 2)), eeci mont re  que s7~(~(1 z -  
-- P~-- P~)) -~ r~ l (Y  - P~-- iP~) ---- V~n V~ (proposition 3, 2)). Or ~ ( l  z -  P~-- i~) 
est un ouvert  affine de -~ V~, ce qui montre que V~ (~ V~ est formel dans V~ Ainsi 
qJ ~ {V~, V~} est un recouvrement pu t  de X moins fin que ~IL puisqne V~ est ouvert 
formel de (X, %) .  
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fi) L'ouvert U est un ouvert ]ormel de (X, ~U) et ray(U) est un ouvert dense. 

Soient Z :  ray(X) et ~: l z - + Z  le morphisme tel que ~ o r % ~  ray. On 
r~(ray(U))  -~ r~ (~-~(~(W)) )  p~rce que ray---- vor%; il sufllt donc de montrer  que 
~p-~(~(W)) ~ W puisque U -~ r ~ ( W ) .  Par  1~ proposition 3, 2) on a ~0~-l(~o~(W - P J )  = 

W-- / )~ ,  il suit done que ~-~(~(W)) --~ W. 
Comme I ~" est complet (lemme 3), que V~ est affine, on a ~ ( F )  fini, par suite 

Z -  ~(W) est fini, ainsi ~(W) est un  ouvert  dense de Z (en effet Z e s t  pur  de di- 
mension 1). 

y) Les composantes irrdduetibles de Z sent Y(Y1), ..., Y(Y~) et y (W)  est un ouvert 
a]fine (dense) de Z. 

Comme Y est connexe (parce que X l'est) il suit que :Y-- -Pi est connexe. Alors 
la proposition 3, 2) montre que ~ i ( : Y - - P i ) :  ~ ( ( : Y ~  ... t_):Y~)--_P~) et ainsi que 
~(Y1~3 ... w :Y~) ~ Z. Par  la proposition 3, 2) ~ :  (Y--  _P~-- Y'-- ~Y") - + ~ ( X - - / ~  - 
-- Y'-- Y") est un isomorphism% ainsi y :  (Y--  Y'-- :Y~') -~ y ( Y - -  :Y'-- Y~) est un  
isomorphisme. Comme Y--  Y'-- Y" est dense dans Y~ U ... ~3 :Y~ les udh~rences ~(Y~) 
de y(Y~) darts Z sent les composantes irr4ductibles de Z ( Z e s t  pur  de dimension 1). 
Enfin :Y~ est complet (lemme 3) et donc ~(Y~) est ferm4 dans Z;  ce qui montre bien 
que y(Y~), ..., y(Y~) sent les composantes irr~ductibles de Z. 

Soit y~e Y~ et yi~ W, par la proposition 3, 2) on a ~o(y~)~ y(W). Ainsi chaque 
composante irr~ductible de y(W) est afflne, ce qui montre que ~(W) est affine. 

I1 suit alors de []3o 3], theorem 3.1, que U est une partie affinoide de X. 

C01~0L~II~E 2. - Soient X une vari~td alg~brique, pro~eetive, connexe r~guli~re de 
dimension 1 sur un corps valud complet, algdbriquement clos, U :/: X une rdunion ]inie 
d~admissibles a]]ino~des de X ~. Alors U est une partie a//inoide de X ~. 

D~Io~s~A~IOl~. - Par  le Iemme 2 il existe un  reeouvrement pur  fini qL de X ~ 
tel que U soit un ouvert formel de (X, qL); il suit alors du corollaire 1 que U est 
une pat t ie  affinoide de X ~'. 

2. - Structure des espaces quasi-compacts de dimension l .  

2.1. 2f ormalisation. 

2.1.1. Le ]aiseeau des/ractions, des ]onctions mdromorphes ([Gr], [Fr, vdP], [Bo 4]). - 
Soient A une ~lg~bre ~ffmoide, T(A)  1~ p~rtie multiplicative des 614ments de A 
qui ne divisent pas z6ro, Fr(A) d6f T(A)_IA l 'anneau total  des fractions de A. Soit X 
un espace analytique, alors il existe sur X un faisceau not4 ~rx ,  appel~ le faisceau 
des fractions tel que 5~r(U) -~ Fr(Oz(U)) pour tout  admissible affmoide U de X ([l~r, 
vdP], III .7,  p. 116). Le morphisme canonique 0 z - ~  5 rx  est injectif. 
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Soient A une alg~bre affinoi'de, ~ l'id6al des nilpotcnts de A, ~: A--> A / ~  la 
surjection canonique et S(A)d~f~-~(T(A/9i)) qui cst une partie multiplicative de A 
avee S(A) D T(A). Soit X un espaee analytiqu% alors il existe sur X un faisceau not6 
~6x, appel6 le ]aiseeau des ]onctiOns mdromorphes tel que ~t~x(U) = S(Ox(U))-~Ox(U) 
pour tout admissible affinoide U de X. 

I1 existe un morphisme canonique a: 97rx ~ ~Lx qui est un isomorphisme si X 
est r6duit; si X n~est pus r6duit, a peut ne pus ~tre injectif et ne pus 6tre surjectif, 
en particulier le morphisme canonique Ox ~ ~4~x peut ne pus ~tre injcctif. 

I ~ E M A I ~ Q U E .  -- Cette d4finition de fonction m6romorphe est celle de GR~UE~T ([Gr]), 
c~est r~nalogue des fonctions rationnelles sur une vari~t6 alg6brique (w 1A). La 
notion la plus utilis@e est cclle de faisce~u des fractions (souvent appel6 faisceau 
des fonctions m6romorphes [Fr, vdP], [Be 4]) parce qu;elle permct de construiro 
par l!interm6diaire des diviseurs de Cartier des sous-faisceaux qui sent invcrsibles 
(w 2.3). 

2.1.2. Normalisation d'un espace analytique rdduit ([Ki 1]). - Soient X un espace 
analytique r6duit) ~Lx le faisceau des fonctions m6romorphes, 97(U)d~-fOx(U)' 1~ 
normalisation de Oz(U) d~ns 2~z(U)= Fr (Ox(U)) pour U admissible affinoide (i.e. 
Ox(U)' est la cl6ture int6grale de Oz(U) duns ~r(Ox(U)). Le th6or~me de Gcrritzen 
dit que 97(U) est fini sur Oz(U), ainsi 97(U) est une algSbre affinoide. Soient 
~: Ox(U)~97(U)  l'injection canonique, Vc  U une partie affinoide de U, alors 
97(U) ~ ~(U) ~ Ox(V) c ~Lx(V) est le couple associ6 ~ la partie affinoi'de Spin ~-~(V) 

Ox(~) 
de Spm 97(U). I1 suit que ~(U) normal impliquc ~ ( U ) ~ O x ( V )  normal ([BGR]) 

ox(u) 
p. 301); comme 97(U)~) Ox(V) cst fini sur Ox(V) il suit que 5 ( U ) G O z ( V ) =  5(V).  
Donc 971~ es~ un faisceau coh6rent; il existe un sous-faisceuu ~ de Jinx coh6rent 
sur X tel que 2(U) : 5(U) : Ox(U)' pour tout admissible affino~'de U de X. 

Alors 9 7 d6finit un espace an~lytique X' et un morphismc fini ~ : X ' ~  X tel 
que pour tout admissible affino~de U de X on air ~-~(U) = Spm 97(U) comme espace 
affinoide, v#(U): Ox(U) -> Ox,(V-~(U)) 6tant l'injection canonique duns 0~(~-~(U)) = 
= Ox(U) t. Cet cspace X' Wappello la normalisation de X.  

I1 suit que X' est r6duit) que X s6par6 implique X' s@ar6. Si {X~}~ sent les com- 
posantes irr6duetibles de X,  alors {~-~(X~)}~ sent les composuntes connexes de X' 
et les ~-~(X~) sent irr6ductibles; cn plus ~-~(X~) est isomorphc ~ la normulisation 
de X~ munie de la structure analytique r6duite induite. 

Soit X une vari6t6 alg6brique r6duite sur un corps valu6 complet~ alors on a 
canoniquement (X~')'= (X') ~" off X' est la normulisation de X; ceci r6sulte de 
~x.~ ~- ~X~n,~, de [BGR], p. 301 et de [ZVIa], p. 258. 

2.1.3. Za normalisation en dimension 1. 

PROPOSITION 4. -- Soient k un corps ~alud eomplet~ X un espaee analytique rdduit) 
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pur de dimension 1, ~: X'---> X sa normalisation. Alors X est a~fino~de si et seule- 
ment si X ~ est a]]ino~de. 

D~,MONSTRATION. -- =) Soit X un espace analytique a/]ino~de, rdduit, pur, de di- 
mension 1, alors Ox,(X~)/Ox(X) est un k-espaee vectoriel de dimension finie. En par- 
ticutier Xsi.= est ]ini. 

Soient A - ~  Ox(X), B - ~  Ox,(X~), il existe un homomorph i sme  injectif et fini 
k ( T }  --~ A -> B. Montrons que B e s t  un k ( T } - m o d u l e  sans torsion. Sinon on aurui t  

] e k ( T } , / v a  0 et ] ~  off ~ est un premier  minimal  de B, ca qui mon t re  que 
B/?~ est fiui sur k ( T } / ] k ( T } ;  c 'est  impossible  purce que d i m B / ~  ----- 1 et 

dim k ( T ~ / ] k ( T )  = O. Ainsi B est fini, sans torsion sur k ( T }  qui est principal;  
alors il existe e~, ...~ e~ une base  de B sttr k ( T } ,  ]~ . . . , ] , E k ( T }  u v e e B  ~ ~ k ( T ~ e ~  
A ~ ~ k(T)]~e~. Comme E d A  ) -~ F~(B) on arang~<~>B = rang~<r>A , ainsi ]i:~ 0 et 
B / A  = ~ k ( T } / ] ~ k ( T }  est un k-espaee vectoriel  de dimension finie. 

Soit E = 7 . 0 x , / 0 x ,  ulors la suite exucte 0 -> 0x --> ~7.0x, -~ iv --> 0 donna lu suite 

exacte  0 --~ Oz(X) --~ Ox,(X') --> E(X)  -~ H~(X, Oz) ~ O. Comme 0z,~ est normal  si 
et seulement  si 0x,~ est r~gmlier (dim X ~ 1), on u F~#: 0 si et seulement  si x 

Xsl~.  I I  suit  de ce qui prdc~de que E(X)  est de dimension finie, ulors on u ~ ( X )  --> F~ 
sur jeet i f ;  il suit  ( x e X :  E ~ r  0} est fini et qua /~ (X)-~  ( ~ F ~  (on suit de fapon 

~Xsing 

g4n~rule que Xr~ est un ouver t  de Zariski dense duns X,  [Ki 2]). 

Ddsormais  on suppose que X '  est a]]ino~de, ainsi X est quasi -compact .  

fi) I1 existe un entier N>~I qui poss~de la propridt~ suivante: soit x e X ~ = ,  
] ~ ~ Ox,,~ ~- (Ox,~)' tel que ](y) = 0 pour tout y ~ ~-~(x). Alors ]~v~ !YJ'c~ Ox,~. 
~-i(~) 

Soit ~ le muximal de Ox,~, ~I, ..., i)~ les maximuux de (Ox,~)', ulors ~ 

~ 9)~ ~ ... c~ 9-~ ~ irY6~.9~6~ ... TAr = ~R(O~,~)', ii existe done n~ tel que i~"'c iYY6(Ox,~). 
Comme (0~,~)'/0~,~ est de dimension finie, Is suite !~(Oz,~)'/Oz,~ est stutionnuir% 

on u donc 92~~ Yfk~'(O~,~)~lOx,~; co qui mont re  pa r  N a k a y u m u  que 
9?it~'(Ox,~)'/Ox,~ --  - O. On a donc ( ~ ( ~  ~ c ~  ... C~ ~ ) ~ ' + ~ c  Ox,~(~ !Y2;~(Ox,~)'~- ~ .  

Alors fl) suit du fair clue X~m ~ est fini (c 'est a) et que X est quasi-compact .  

~) Z'alg~bre A -~ Ox(X) est a]]inoide. - Soit toujours  2' -~ ~.Oz,lOx , alors la 
suite exacte  0 -> Ox-->~.Ox,-->E--> 0 donne la suite exacte  0 --> Ox(X) --> Ox,(X') --> 
--> iv(X). Comme X est quas i -compact  il suit de ~) que F(X)  est un  k-espuce vec- 

toriel de dimension finie. I1 existe un homomorph i sme  fini k(T>--> O x , ( X ' ) =  B. 
Soient y e ~-l(Xsi~) et _P~(Z) = irr (T(y), k, Z), / = 1~ _P~(T), on a done ] e B e t  

y 

/ (y ) -~  0 pour  tou t  y E~-I(X~i,~) et 2~ (Z)~  k~ est unituire. I1 suit  de fl) que 
/ ~  0x,~ pour  tou t  x e X  et que /~v= Q(T) off Q(Z) ~ k~ est unitaire.  Ainsi l 'udh6- 
fence k[]] ̂  de k[]] duns k(T> est une alg~bre de Tute T1, k(T> est fini sur k[]] ̂  at  
k [ / ] " c A  = Ox(X). I1 suit done que B fini sur k[]] ̂  implique A fini surk[]]^~ ee qui 
mon t re  que A est affinoide. 
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(~) Soient ~ :  A = Ox(X)--> Ox,, la restriction canonique; ~ le maximal de 
Ox,, et O(x) ~ ~ ( ~ . ) ,  e'est un maximal de A.  Alors 0 : X --> Spm A est bi]ecti]. 

Soit ~ un m~ximal de A, comme B e s t  fini sur A, il existe un muximul-!lffV de B 
un-dessus de ~X, il existe U un aifinoide ~dmissible de 2/ tel que TX'e ~-~(U). Soit 
79~" ~ 92it'Ox,(~-~(U)) 6~ Ox(U), eomme le diagramme ci-dessous est commut~tif  on 

~ O(x) off x est le point  de U ~ X correspondent  s ~ " .  Ce qui mont re  que 0 est 
surjectif. 

o ~ ( x )  = A > O ~ , (X ' )  = B 

Soient x~, x ~ e X ,  x~=~ x~. I1 existe g e B  ---- Ox,(X') tel  que g(y) ~ 0 pour  tou t  
y e ~ : ~ ( X ~ )  (~ (X ' - -  ~-~(x~)) et g(y) r 0 pour  tou t  y e ~-~(x~). Soient h -~ g~ (N :d~- 
fini en fl)), P~(T) ---- irr (h(y), k, T) pour  y e ~-~(x~) on ~ P~(0) :~ 0. Soit h~ = ~-I P~(h) : 

Y 

u~-~ hQ(h) off uoe k x, Q(T) e k[T] et h~(y) -~ 0 pour  tou t  y e ~-~(x~). On ~ done 
h~ --  u~-~ hR(h) avec R(T)  e k[T], il suit de fl) que h~l e Ox,~ , done ] hR(h) e Ox,~, 
~vee ](x~):~ O. D'~utre  par t  h e Ox, ~ pour  x eX~in~ et x:/= x~  ainsi ] e  Ox,~ pour  
tou t  x e X ~ . .  On ~ done ] e Ox, ~ pour  tou t  x e X ,  i.e. ] e Oz(X) ---- A,  ](x~) ~ 0 et 
](x~) ~ O. I1 suit que O(x~)~ O(x~), ee qui montre  que 0 est injeetif. 

~) L'homomorphisme canonique q~: . ~ - - ~  (Oz,~)" est bijecti/. 

 ontrons que  e , :  es t  surjeeti . So i en t  x e X ,  {Yl, . . . ,  Yr} = 
] e Ox,~c r n~ ( O x , ~ ) - - ( ~ O x , ~  ~. I1 existe g e B = O x , ( X '  ) tel que g - - ] e F A ~ ,  (~. . . (~ 

nN. n/V niV 81) ~/r ~ en effet B/!FR~ --> Oi,,~J!ifk~ est bijectif ([T~], prop. 7.3~ p. 270, [Fr], p. 
e t ] e  th~or~me des testes chinois permet  de conclure. Comme ~ ,  ... !r~,~c ~ 
(c'est fl)) on ~ g - - l e i t h ;  en part iculier  geOz ,~ .  Soit s e A  tel  que s ( x ) r  et 
s(x') -~ 0 pour  tou t  x ' e  X , i~  , x ' r  x (en effet 0 est bijectif par  ~)). D'apr~s l~ d~- 

monst ra t ion  de fl) ~ ~ 1r on a F ~ , ' ~  . . . .  FA~,c!r~, pour  N > > 0 ,  ainsi s~geOz,~ ,  pour 
x ' eX~ i~  et x ' r  il suit done q~m s~g~  Ox,~,, pour  tou t  x " e X .  Comme s ~ ! ~  on 
s ~ r A - ~ + ~ :  A,  soit 1 = sNh~-u ,  h e A ,  u e ~  ~+iv. Ainsi g : s ~ g h - ~ g u  off s ~ g e A  

! ~  (Oz,~) , done gu e ~ et  gu ~+~ ' (p~r fl)). Ceci mont re  que ~ ,  est surjeetif et  done 
que ~ est surjeetif. 

Soient !r/~, ..., ! ~  les m~xim~ux de B ~u-dessus de F~, comme B / A  est un k-esp~ce 
vectoriel  de dimension finie i il existe M tel que iteM... !~Mc F~. Soit a e A ~vee 
~(a) eF~  M'~, on ~ done ae( !D~. . .  ! ~ )  M'~ et p~r suite a e F ~  ~. Ce qui mont re  que 

est :injectif. 
Ainsi ~0 est bijeetif. 
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~) L'application O: X -+ Spm A induit un isomorphisme d'espace analytique. 

Soit U un admissible ~ffino~de de X et ~: A = Ox(X) ---> Ox(U) l 'homomorphisme 
restriction. Alors Spin ~ : U -+ Spin A coincide avce 0, done est injectif (~)), d ' au t re  
par t  e) mont re  que Spin ~o est une immersion ouverte.  Ainsi O(U) = S10m ~(U) est 
une part ie  affino~de de S p m A  et ~ induit  un isomorphisme de Os~m~(O(U)) sur 
Ox(U) ([Go, Gr], [Fr], p. 137). Comme 0 est bijectif, il induit  un isomorphisme. 
Ceei mont re  que X '  affinoide implique X aNno~de (Ia r6ciproque est essentiellement 
la dSfinition de X') .  

2.2. Espaees quasi-compacts irr~duetibles de dimension 1. 

Pl~oposlT~O~ 5. - Soit X un espaee analytique, s@ard, eonnexe, rdgulier, quasi- 
compact, de dimension 1 sur un corps va~u~ eomplet, alg~briquement dos. Alors X est 
soit a]/ino~de, soit pro]eeti]. 

D]~O~S~t~A~ON. - ~) Soient X un espaee analytique a]]ino~de ou projecti], connexe, 
rggulier, de dimension 1 sur un corps valu~ complet, algdbriquement clos~ U une partie 
af]ino~dc de X.  A~ors it existe J ~ ~Lz(X) • tel que U -= {x ~ X:  ~ ~ Ox,~ et i](x) l < i} 
et de plus V =  {x~ X:  1/f ~ Ox.~ et [(1/])(x)[<1} est une partie af]ino~de de X.  

Si X est projectif  on u ~(X)--~ Y~tx(X) par  GAGA ([Se], [Ko]), le th6or~me 1 
mont re  1'existence de / d6finiss~nt U, on ~ ] :/:- 0 puisque U eat affino~de. Comme X 
eat int~gre, ] e s t  inversible et ]a proposit ion 2 montre  que V est ~ffinoXde. 

Si X eat affinoide on suit que X eat ouvert  a~no)'de de l 'an~lytific~tion d 'une 
vnri6t6 Mg6brique projective, connexe r6guli~re de dimension 1 ([vdP 1], p. 156, 
ou corolluire 2 du th6or~me 6, w 2.6). Alors ~) suit de ce qui pr6c~de. 

fi) Soit X satis]aisant los hypotheses de la proposition. Alors X est soit af]ino~de, 
soit pro~ectif. 

I1 existe un nombre fini d'~dmissibles a~no~'des {X1, ..., X~} de X ~vec lea pro- 
pri~t6s suivantes, X~ ;~ (X~ k) ... U X~_I) et X~ (3 (X1 k) ... U X~_~) =/= fl (p~rce que X 
est quasi-compact et connexe). 

Supposons Y = X~ k) ... w X~_~ ~ffino~de ou projectif,  montrons alors qne Y U X~ 
est affinoide ou projectif.  

D 'abord  !z(3 X~ est une p~rtie gffinoide de X (et de X~); en effet si I z e s t  affl- 
noide cel~ suit du fair qne X est sdp~rS, si 2" est projectif  c 'est le corollaire 2 de la 
proposit ion 3. 

Pa r  ~), il existe ]6Jf tx(Iz)  tel que Y ( 3 X ~ = { y c X : ] e O x , ,  et [](y)l<l} et 
U = {y ~ Y: 1/ f~ Ox,~ et  I(1/])(y)I<l} est une p~rtie ~ffino~de de I7; toujonrs  par  c~ 
il existe g6~(~x(X~) tel que ~ ( 3 X ~ =  {xeXs:  geOx,~ et Ig(x)l<l} et V =  {xsX~: 
1/g ~ Ox,~ et I(1/g)(x)[<l} est une pat t ie  gffinoide de X~. 

~Iontrons que qL = { U, ~ (3 Xs, V} est un reeouvrement  pur  de Y u X~. Corn- 
me X eat r6gulier on a Y---- U U  (Y(3 X J  et X~---- V u  (Y(3 X J ,  ce qui mont re  
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que % est un recouvrement de Y w X, .  Clairement U ~ (Y n X,) est ouvert formel 
de U et de Y(~ X,;  de mSme V ~  ( Y ~  X,) est ouvert formel de V et de Y ~  X~. 
I1 reste ~ montrer  que U ( ~ V  est ouvert  formel de U et de V. Soit W =  { y e U :  
l(1//)(y)l = 1}, alors U n  V = {y e W: lgl~.(Y)l = 1} (on a W r  Y ~  X,). Comme W 
est ouvert  formel de U et que U (~ V est ouvert  formel de W, il suit que U ~ V e s t  
ouvert formel de U (lemme 1, w 1.4); de mSme U ~ V est ouvert formel de V. 

Comme Y w  X, est s6par6, ( Y ~ X ~ ) %  est une vari6t6 alg6brique s6par6e r6- 
duite de dimension 1, donc (YwX~)% est ouvert  dense d 'une vari6t6 alg6brique 
projective de dimension 1, alors le th6orbme de van der Pu t  (th6or~me 6, w 2.6) 
montre que Y ~  X~ est ouvert analytique d 'un  espace projeetif, eonnexe, r6gulier- 
de dimension 1. Ainsi le eorollaire 2 de la proposition 3 montre que ~ w X~ est 
soit affinoide, soit projectif. 

I1 suit ainsi par r6eurrence que X est soit affinoide, soit projectif. 

RE~A~QUE. -- On peut  proe6der autrement.  Le r6sultat (w 4.3, p. 100) de [Me] 
dit  que X admet un recouvrement pur fini ~1s on sait alors par un r6sultat de van 
der Pu t  que X% projectif implique X projectif et que _~% non projeetif implique X 
affinoide ([Fr], t h ,  p. 334, th. ~, p. 345; en fait  c~est essentiellement eontenu darts 
l a d6monstration du th. 3.1 de [vdP 2]). 

T~I~OI~]~E 2. - Soient k un corps valud complet, X un espaee analytique sdpard, 
quasi-compact, irrdduetible, de dimension i sur k. Alors X est soit a]]ino~de, soit projecti]. 

D]~OSS~RATIOS. -- I1 existe un corps l normal fini sur k tel que les composantes 
irr6ductibles Y~, ..., Iz, de X(~) soient g6om6triquement irr6ductibles (proposition 8, 
w 3.1). Soit K le compl6t6 de la cl6ture alg6brique de k~ alors IZl(K) ~ ...~ 17~(K) sont 
les eomposantes irr6duetibles de X(K ) et on a (X(~=)~ed)'= ]_[ (:Y~(g)red)' (w 2.1.2). 

Comme Y~(K) est irr6ductible, (IZ~(K),~)' Fest aussi. Lu proposition 5 montre alors 
que (Y~(E)re~)' est soit affinoi'd% soit projectif. 

~) Supposons (Yl(~)red)' af]ino~de. Alors X est a//inogde. 

Moutrons que Y1 est affinoide. D~abord ~71(g)re d est affino~'de par la proposition 4~ 
w 2, YI(K) est affinoi'de (w 4.1, [Fr], ex. 13, p. 280) et alors I71 est affinoi'de (remarque 
au lemme 7, w 3.3). Comme Y~= X~ off a ~ G a l ( I / k )  (lemme 6, w 3.2), on a aussi 
17~ affino~'de, ainsi (Y~(g)r~d)' est affino~'de pour tout  i. I1 suit que (X(K)r~d)' est affi- 
noide et par le proc6d6 pr656dent on d6duit que X est affinoi'de. 

fl) Supposons (YI(K)rJ'  projecti]. Alors X est pro]ecti]. 

En effet ~) montre que (Y~(K)red) t est projectif, aillsi (X(K)~ed)' est projectif et 
aussi X (proposition 11~ w 4.3). 

COROLLAIRE. -- Soient k un corps valu~ complet, X un espave analytique sdpar~ 
quasi-compaot~ p u t  de dimension 1, U c X une rdunion ]inie d~admissibles a]/ino~des 
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de X .  On suppose que pour route composante irrdduetible ~ de X qui est projective on a 
U ~ ~:/= ~z. Alors U est un ouvert a]fino~de de X (une composante irr~ductible 
de X est dire projeetive~ si munie de la structure anMytique induite r~duite c~est 
uu espace projectif). 

DI~ONSTRATION. - On utilise la technique de la d6monstration du th6or8me 2. 

~) Soient K le eompl~td de la eldture alggbrique de k, ~: (X(K)red)'--> XK(red) la 
normalisation de X(zo~. Alora F-~(U(K)) et (X(K)~)' aatis]ont lea hypotheses du co- 
rollaire. 

Soient X~, ..., X~ les composuntes irr4ductibles de X, l u n  corps normal fini sur k 
tel que les composantes irr~duetibles de X(~) soient gSom~triquement irr~ductibles 
(proposition 8, w 3.1). Soient {Y.~j}l<~'<.~ les composantes irr~duetibles de X~(~), Mors 
les :Y~j sont les composantes irr~duetibles de X(z); par suite les /z~j(g ) sont les com- 
posantes irr~ductibles de X(K ). Ainsi les ~-~(Y~j(~)) sont les composantes connexes 
et irr4duetibles de (X(~)~)' (w 2.1.2). 

~ontrons que ~-~(Y~(K))C~-~(U(K)) implique ~-I(Y~(K)) affinoide. En effet 
~-~(Y~(K)) C ~-~(U(K)) implique X~c U(~) (utiliser [BGI~], proposition 1, p. 369, corol- 
lary 2, p. 370) :Y~,~-- Yi~ off a~Gal( I /k)  (lemme 6, w 3.2) et que U(~): U(~) on a 
done Y~jc U(~) pour l<~j<n~; Mnsi X~(o--~ [J Y~c U(l), soit X~c U. Par hypoth~se 

sur U, X~ muni de la structure analytique r~duite induite est affinoide puisqu'il 
n'est pus projectif (th4orSme 2); il suit facilement que X~(K) muni de la structure 
r~duite est aiiinoide et done que q~-~(X~(K) ) = I~ ~-~(Y~(~)) est affinoide. Ainsi 

q0-~(Y~(~)) est affino~de pour la structure r6duite induite. 

fl) Soient Z a]fino~de, connexe, rggulier de dimension 1 sur K,  V c Z une rdunion 
]inie d'a]]ino~dea de Z. Alors V e s t  a]]ino~de. 

On peut supposer V connexe, comme Z est r6gulier il suit que V e s t  irr6ductible, 
quasi-compact, s6par6 de dimension 1, done affinoide ou projectif (th6orbme 2). I1 
existe un homomorphisme injectif et fini q: k(T> -~A = Oz(Z), soit ] = ~(T). Sup- 
posons V projeetif, on aurMt Oz(V ) = K, soit ]Ire K et comme Z e s t  irr6duetible, 
cela veut dire que ] e K  et que 0 ~ d imA;  ce qui est impossible. Ainsi V e s t  
affinoide. 

y) Soient Z projecti], connexe, r~gulier de dimension 1 sur K ,  V ~ Z une rdunion 
finie d'a]]ino~des de Z. Alors V eat a]]ino~de. 

C'est le corollMre 2 de la proposition 3, w 1.4. 

(~) Le cas ggn~ral. - Les ~-I(Y~j(K)) muni de la structure anMytique r~duite 
induite par (X(K)red) sont irr~ductibles, s6par~s, quasi-compacts de dimension 1, 
doric affiuoi4es ou projectifs (th6or~me 2). Par ~) si ~-l(Yij(~)) est projeetif on 
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~-~(~Y~'(K)) r ~~ �9 I1 suit de fl) et 7) que ~-~(:g,~(K)) r3 ?-~(U(~)) cst affinoide et 
donc qne  ~v-~(U(~r))~ (U(K)~ea)' est aIfino~'de. La proposition 5 mont re  qne U(~)~a 
est affinoid% donc que U est atiinoide. 

RElgARQUE. - FIESELEI~ ([[F 1], Sat• 2.1, p. 99) m o n t r e  qu 'une r 6nn ion  finie de 
parties affinoides d 'un  espace aftinoide de dimension i e s t  un espace affinoide; on 

aurai~ done pu  utiliser ce r6sultat  pour  fl). 

RE2~{ARQUE. - Une pattie aJJino~de d'un espace a]]ino~de peut ne pus dtre une partie 
rationnelle. 

Soit X un espaee affinoide de dimension 1 sur un corps k valu6, eomplet~ alg4bri- 
quement  elos~ r: X - + X  ~ la r6dnetion eanoniqne de X, supposons X r irrgductible. 
Soit U =/= O un ouver t  formel  de X qui est nne pat t ie  rationnelle de X ;  on a r(g)  
ouvert  de X ~, /7 = r-~(r(U)), il existe ]o,/~, ..., ] , e  Ox(X) avee Ox(X) = ~,]~Ox(X) 
et  V = {x e X :  lf~(x)l< I]o(x)l , o < i < n } .  On peut  supposer qne i = max/lYil~, mon- 
trons que II]olI~ = 1 e t  que D(]o) = r(U). Supposons 1 ---- Ilhll c t  !]loll< 1, on  a done 
r(U) c V(]~) ee qui est impossible puree que X~ est irr6duetible. Soit p ~X~ avec 
]o(P) = 0~ alors il existe x ~ r-~(p) tel que f0(x) = 0 puree que _X~ est irr6duetible, 
ainsi x ~  U et  eomme /7 = r-~(r(U)) on a p ~ r ( U ) .  

Solent k nn corps valu6 eomplet alg6briqnement elos tel  que ~ ne soit pus la el6- 
ture  alg6brique d 'un  corps fini, E une eourbe elliptique qni admet  une r6duction 
s: E~'--> I r qui soit une eourbe elliptique. On suit alors que Cl~ n~est pus de tor- 
sion~ aussi il existe y~, Y2 ~ Y avee y~--Y2 qui n 'es t  pus d 'ordre  fini duns CP(:F). 
I1 suit qne Y - -  {y~, y~} n'est  pus un ouver t  principal de ~ - -  {y~}. 

Alors X = s-~(Iz-- {y~}), U = s - a ( r - -  {y~, y~}) satisfont la remarque.  

2.3. Ouvert a]fino~de d'un espace quasi-compact de dimension 1. 

Soient X un espaee analytique,  ] e ~(~x(X) (une fone~ion m6romorphe sur X),  
on dit que f e s t  r~gu~ier en x et on le note f ~ 0x.~ s'il existe un admissible affinoide 
V 9 x  tel que f soit l ' image d 'un  616ment g de 0x(V) par  l 'applieation canonique 
0x(V) -+ ~(~x(V). I1 est alors facile de montrer  que lg(x)I ne d6pend pus du g choisi 
avee los propri6t6s pr6c6dentes et on le note  I](x)[. On remarquera  bien quail y a 
un abus de nota t ion pnisque l 'homomorphisme 0~-(V)-+~Lx(V) pout  ne pus 6tre 

injectif. 
Soit X un espace analytiqne,  on appelle diviseur de Cartier D sur X la donn6e 

d 'une f~mille {U,, f,} avee los propri~t6s suivantes:  {Ui}~ est un recouvrement  affi- 
no,de admissible de X,  f ~  ~rx(Ui) • (los inversibles de 5-rx(U~)), J,]7xE Ox( U~ n Uj) • c 
c 5"rx(U~ (3 Uj) • (voir w 2.1.1 pour  la d6finition de ~rx).  

Si D -= {U~, ]~}~ est un diviseur de Cartier sur X, il existe un sous-faiseeau ~(D) 
de Yr x  qui est inversible et  tel que s  (1/f~)Ozlv, c 5rxlv~ (on remarquera  
bien qu 'on ne pout  substi tuer 2r ~ 3:rx). 
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T~{~O~_~E 3. - S o i e n t  k un corps vaIu~ complet, X un espace analytique s@ar@~ 
quasi-compact pur de dimension 1, U une partie affino~de de X.  Alors il existe ] 

Jtx(X) (une ,%netion m6romorphe sur X) tel que U = {x ~ X :  ] ~ Ox,~ et I](x)[ < 1}. 

D]~MONSTRATION. - A) On suppose X rgduit. 

e) Si X est projecti] pur de dimension 1, s 'est le th6or6me 1, w 1. 

fi) Supposons X a]]ino~de~ eonnexe~ r@ulier~ gdomdtriquement rgduit de dimension 1. 

I1 existe un corps l~ s@arable fini sur k ~vee X(D distingu6 et X(~)---- (X(~))5) pour 
tout  corps valu6 complet l~l~ ([Bo 1]~ lemma 2.7~ p. 5; [Fr]~ ex. 12~ p. 375). I1 

existe le s@arable fini sur l~ tel que 2~(~)--X(~,) soit reotionnel sur l~, off X(~:) est 
l 'unique vari6t6 alg6brique projective sontenant  X(~.~) somme ouvert dense avee 

X(~)--X(~) r6gulier. Alors X(~) est ouvert affinoide d~un espaee projeetif P (th6o- 
r6me 6~ w 2.6). Par  e) il exists ]~ g t ( P ) =  Yt(~e(P) (done J e Y, I~x(~,)(X(~,))) tel que 

v(~)= {xeX(~): ]e Ox,,o,,~ st I](~)I<1}. 
On psut  supposer que l~ est galoisien sur k, soient G = G~l (ldk) et g = ~ ]~ 

on ~ done g ~ 2~x(X). ~{ontrona que ~ 

(1) v = { x e X :  ge o~,~ et [e(x)l<l}. 

Soit x ~ X G ) a v e e  ]eOx%),~, on a done ]~eOx(,).~(~)et ]](x)[= IF(a(x)) I. Soit 
x e  U(~), on a a-~(x) e U(~), done f e  0x,.),~_~(~), soit FeOxc~), ~ et ]]~(x)l<l ; se qui 
montre que g ~ Ox(~), ~ et Ig(x) I < 1. I1 suit faeilement qne g e 0x(U) et [g(x) l < 1 pour 
x e U ([Fr], ex. 12, p. 239). 

S i x  ~ UG) on a~ ou bien ] ~  Ox~,, ~ et I]~ > 1 ou bien ]~ Om,).~; ainsi ou 
b i e n g  ~ Ox(~),,: et [g(x)l > 1, ou bien g ~ Ox,~),= (X(u.)est r6gulier parce que 12 est s6- 
parable sur k). Ceei montre (1). 

y) Supposons X = Spm A a]]ino~de, eonnexe et r@ulier. 

I1 existe un homomorphisme injeetif et fini k ( T }  ~-~A, soient L la slbture s6- 
parable de F r ( k ( T } )  dana /~r(A) et B la sl6ture int6grale de k(T}  dans L. Corn- 
me X eat r6gulier, on a A int~gralement elos, dons B c A, de plus B e s t  fini sur 
k(T}.  On a k (T}  22~ B CA> A, ginsi 1( = Spm B e s t  eonnexe, r6gulier, g~om6tri- 
quement  r6duit (proposition 6, w 3.1) et Spin ]: X = Spin A --~ Y = Spm B e s t  
bijeetif (Fr(A) est purement  ins@arable sur ~r(B)). Alora fi) permet de sonslure. 

(~) Supposons X rgduit. 

�9 P ' 1 . 7  Soient X~, ..., X~ les composantea lrreductmles de X~ ~: X ' - +  X la normalisation 
f de x ,  on a x ' = L [  < l ( x  3 et ~0-1(x~)_~ x,~ (w 2.1.2). On a ~ % , ( X ' ) =  ~ % ( x ) =  

i 

= @ J~_i(m)(~-l(X~)) et ~-~(U) = L[ (~-~(u) (3 ~-~(x~)). Ainsi ~v-~(U) (h ~-~(X~) est 
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/ ! 

une partie afflnoide de ~-~(X~) ~ X~, par le thdorbme 2 (w 2.2) X~ est soit affinoide, 
soit projeetif, dona par ~) at v) il existe ] ~  Jioz(~-~(X~)) tel que ~-~(U) r3 ?-~(X~) = 
= {xe~-~(X~): f~eOr et I]i(x)l~<l}. Soit ] -~  ~ f~ ,  on a ? - ~ ( U ) =  { x e X ' :  

i 

f ~ Ox,,~ et I/(x)l~<l}. I1 existe p(Y) ~ k~ un polynhme unitaire area  p(]) ~ Ox(U) 
(p(T) -~ l-[ P~(T) ~ pour N > 0 ,  P~(T) --~ irr (](x), k, r ) ,  voir proposition 4, w 2.1.3 

$ ~ [ f  c~ X s i n g  

partie fl) et ~) de la demonstration);  il suit alors qua [p(])(x)[<~l pour x e U, p(]) 
0x,~ si ]~ Ox,,,.~ (x est reg-alier), at que [p(])(x)[ > 1 si ]~  0x,,~ et I](x)l > 1. Soit 

g = p ( ] )  on a dona U = { x e X : g e 0 x ,  ~ at [g(x)[<l }. 

B) Ze cas gdndral. 

n existe/e  ,od(Xrod) tel que Y = {xeXrod: O rod,  et I/(x)[<1} (a'est A)). 
Soient Yl, Y~, ..., 1 z, les composantes irr6ductibles de X qui sont projectives pour 
la structure analytique reduite induite, Fargumant  utilis6 dans la d6monstration 
(partie B)) du theorbme 1 montre que U ~ Yi pour l<~i<~r. I1 existe donc une 
partie finie F c X  telle que E(3  Y~# 0 pour l~<i~<r et E(3  U ~  0. Par  le 1era- 
me 4' ci-uprbs il existe un diviseur de Cartier {Ui, a~) sur Xre d avec les proprietes 
suivantes. On a a ~  Ox~od(U~) ; pour tout  i, i '  on a soit a~[u~u,,~ Ox(U~n Ur • soit 
Ui---- Ur et a~-~ a~,; pour tout  i on a a~l~U,~Ox(U(3  U~)X; pour s e /P(3 U~ on a 
a,(s) : 0 ; enfin ] e s off s est le faisaeau inversible ~ssoci4 ~ D. 

Soit ~0: (X~d)'--->X~ a la normalisation de Xrr al0rs D ' =  {~-l( U,), a,} est un 
diviseur de Cartier sur (Xr~d)' et on a ?*(s -~ s Soieut Y~, ..., Y , ,  Y~+~, ..., Y~ 
]es composantes irr4duatibles de X~d, on a doric Y~, ..., Y, projectifs et Y,+~, ..., Y,  
affinoides pour la structure analytique r4duite induite (e'est le th4oreme 2). Comme 
(X~d) '=  ] j  (Y,)' on a doric (Yi)' projeatif pour l<~i<~r, (Y~)' affinoide pour i > r. 

L e  choix de D fait  qua le degr6 de D' est positif sur (Y,)' pour l<.<i<.<r. Ainsi s 
est un faisceau inversible ample (d4finition w 4.2), il suit donc que ~ est ample (pro- 
position 10, w 4.2). 

Soient b,e Oz(U~) dont  l ' image est a, dans Ox,od(U~)= Ox(U~)~a, si U ~ :  Ur 
et a ~ : a r  on choisit b~=b~,. I1 suit de aela que blu,~v~eOx(U~nU~) • que 
b~l ~ ~ u~ = ~ b~l u, ~ v~ off % e 0 X( U~ (3 U~) • , ainsi {%.}~ d6finit un 616ment de H ~(%, 
0 x) (ot~ qh =- {U~}~) et par consequent un faisaeau inversible ~* sur X ([Fr, vdP], 

$ _ _  p. 124, [Fr], ex. 18~ p. 242~). Plus precisement on a s Oxlv, e~ area  e~l~r,~v~= 
= e~e~lu, ~ ~ .  L 'homomorphisme s -> ~*(V) @ Ox,~d(V ) pour V c Ui et affinoide, 

Ox(v) 
ddfini par ,~/a~l v --> ~e~iv( ~ i induit un isomorphisme de i*~* sur g(D) off i: X~.a--> X 
ost le morphisme canonique. De m6me l'homomorphisme de E*(V) -+ A{~(V) pour 
V c  U~, affinoida at defini par )~e~--~;~/b~l v induit  un morphisme de ~* darts vitx. 
La  proposition 9, w 4.2 montr6 que s 6st ample. 

Soit 3" le faisceau des nilpotents sur X, il existe un entier n > 0 tel qu6 H~(X, 
d~?@ g*~)~ 0 parce que ~* est ample. De la suite exaate 0 - +  ~ -+  0 x -+ Ox/.v-~ 

Ox~,d--> O, on deduit  que l 'homomorphisme c_*~(X) --> Ox~oa @ s est surjectif. 
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Comme 0x~o~ ~ C*----- ~(D) '~ il axiste h e C*~(X) dont  l ' image  est ]". Soit g l ' image  
de h dans ~$(~x(X), en part icul ier  on n g e 0x,~ pour  x e U et le l emme 4 ci-uprSs per-  
m e t  de mon t r e r  que U = { x ~ X :  geOx,~ et Ig(x)[<l}.  

~=~ElVIAlCQUE. -- Ce th6or~me eat clMrement nne am61ioration du <~ Satz ~) 3~ p. 11 
de [Gr]. 

LESI~E 4. -- Soient k un corps valud eomplet, X un espace analytique pur de dimen- 
sion 1, U un ouvert af/ino~de de X et ] ~ 3Lx(X) une ]onction m~romorphe telle que 
U = { x e X :  ] e  Ox,~ et I / (x)[<l}.  Soit n > l ,  alors U =  { x e X :  ]'eO:r,~ et I ]~(x) ]< l} .  

])]~05TSTtSATIOI~. -- Soit Xo~ X avec ] ~  Ox.% at I / ' (Xo)[<l,  il f au t  mon t re r  que 

xoe U. Si ] ~ Ox,~o, c 'est  clair. Supposons que ] ~ 0x,~o. I1 existe un admissible 
affinoide V avec  V ~  U---- 0, XoeV et ]~Ox,~ pour  x e V - - { x 0 } .  On uurai t  ulors 

]"e Ox(V), I]"(x)] > 1 pour  x e  V - -  {xo} et [/~(xo)]<l. Or W = {xe  V: ]]"(x)]<l} 
est un admissible de V, donc de dimension 1, ce qui est impossible puisque W = 

= (x0}. 

LEM-igE 4'. -- Soient X un espace analytique rdduit~ pur de dimension 1~ quasi- 
compact, ] ~ ~t{~x(X), U une pattie a]]ino~de avec ] e Ox,, pour x e U et _F c X une 
partie ]inie avee i v ~  U ~ O. Alors il existe un diviseur de Cartier D = {U~, a~}~ 
sur X avee les propridtds suivantes. On a a~e Ox(U~); pour tout i, i ~ on a soit a~[ts,~ v,,e 

eOx(U~rh U~,)• soit U~-~ U~, et a~= a~,; pour tout i on a a~l~s~t~,eOx(U ~ U~)z; 
pour s e ~  U~ on a a~(s)= 0; en/in ] e  s olt ~(D) est le ]aiseeau inversible 
assoeid ~t D. 

D~0~s~r~ATIO~. - ~) I1 existe un recouvrement  admissible affinoide {V~}~ de X 
avee les propri6t6s suivantes :  on a ]lv~----cj/d~ avec ej, d~e Ox(V~) et dj ne divise 

pas  z6ro clans Ox(Vj )e t  S i n  U--- -0  si Sld~-~_t[j { x e  V~: d j ( x ) =  0}. Montrons cela. 
J 

Le probl~me est local, soit V un admissible ~ifinoide, on ~ ] i v :  c/d off c, d e Ox(V), 
d n e  divise pas  z6ro duns Ox(V). Soicnt T : {x ~ V: d(x) -~ O} n U, x ~ T il existe 

une pa t t i e  rat ionnelle V~ de V avec V~(~ T =  (x} e t ] e  Ox(V~). I1 est ulors facile 
de mon t r e r  qu' i l  existe un reeouvrement  affinoide fini {V1, V2, ..., V~) de V tel que 

card (V~ n T)<.I,  et qua x e V~ n T implique V~ c V~. Si x e V~ on ally,-= cJd~avec 
di----1, si V ~ n T - - - -  0 on ~)tlv , : c l v , / d l v  ~. Ce qui mon t re  ~). 

fl) Soient F~ ----- 2 '  - -  S~ (~ F,  S d~f $1 ~3 F~. Soit s e F~, il existe un admissible 

~ffinoi'de W~9 s et b~e Ox(W~) uvac lea propri6tds suivuntes:  b,(s) -= 0, b,(x) r 0 pour  

x e W ~ - - { s } ,  pour  tou t  j on a Vj~W~ si s t  V~ et  Vj(~ W~----0 si s ~  Vj. Soit 
s e S~, il existe un admissible ~ffino~'de W~ tel que V~ ~ W~ s i s  e V~ et V~ ~ W~ ---- 0 
si s r V~. 

y) I1 existe un recouvrement  uffinoide fini {V~I, V~, ..., V~} de V~ tel que 

s ~ S  et s e V ~  implique V~----W~. 5~ontrons celu. Soit s e S ~  V~ il existe tm 
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recouvrement uffino~de fini qJ),= {W~, ...1 W~} tel que W ~ c  W~ et s~W,~  10our 
l l ! l l i>2.  Soit ~ ' =  [~ ~ =  {w~1..., w~}l si s~w~ on u w~cw~, mnsi {w~}~o~ 

s~S n V~ 

(_J {W;: W ; n  N = O} est un reeouvrement admissible umno~de de v; qui poss de 
la propri4t~ de ~). 

d) )s le lemme. Soit le reeouvrement admissible uffinoide {V~}~, de X 
off V~ est d6fini en y). Si s e / ~  et s e V ~ ,  on u W~=Vr on pose ulors ar 
off b~ est d6fini par fi). S i s  ~ Sx on choisit un indiee j(s) tel que V~(~)~ s et pour 
tout  j t  tel que V~t~Xl i.e. Vr W~ on pose a ~ =  dm)l~. Si V~t~ S = 0 on pose 
a~t= d~lv~ ~. I1 est alors facile de v6rifier que {V~t, a~} est un diviseur de Cartier 
sur X qui sutisfait les conclusions du lemme. 

2.4. Densit~ des ]onctions m~romorphes. 

Tm~om~W_E 4. - Soient ~ un corps value, complet I X un espaee analytique, s@ard~ 
quasi-compact I pur  de dimension 1, U un ouvert a]fino~de de X .  Soient ~: ~Lx(X) -* 
-* Jr U) P application restriction I 0: r x( U) --> JC, x( U) P homomorphisme canonique et 
~ x ( X )  (3 Ox(U)~,=_e 0_~(~(d~x(X))). Alors 2,Lx(X)C~ Ox(U) est dense duns l'alg~bre de 
Banach Ox(U). 

] ] ) ] ~ O N S T ~ A T I 0 i Y .  --  A )  Supposons X rdduit. 

~) Supposons X projecti]1 connexe I r@ulier. - Soit X = P~" off P e s t  projectif; 
le th~or~me 3 et lu d4monstration de lu proposition 2, w I, montrent qu'il existe un 

ouvert  uffine Z de P uvee U c Z tel que Fimuge de Op(Z) duns 02~ (U) soit dense. 
I1 suit que 2~(P) • O ~ ( U )  est dense duns O~,~(U)I or :~(P) = 2Lx(X) put GAGA ([Se], 
[Ko]). 

fl) Supposons X a]]ino~de I eonnexe, r@ulier, gdomdtri~uement r~duit. - I1 existe l~ 
s@aruble fini sur k avec X(l ) distingu4 pour 1 ~ l~ et _X(~)= (X(,j)(~) ([Bo 1], lemme 2.7, 

p. 5; [Fr], ex. 121 p. 375). Ainsi il existe 12 s@uruble fini sur l~ tel que 2~(~)- X(m 

soit rpMonnel sur i~, off X(~) est l 'unique vari~t~ projective contenant  X(~) comme 

ouvert  dense uvec 2~(~)-- X(~,) r4gulier. Comme X(~,) est distingu4 on sNt que X(~) 
est ouvert  uffinoide d 'un espuee projeetif Y (th~or~me 6, w 2.6); eomme 12 ost s4- 

~ est r6gulier et rutionnel, p~rable sur k 1 X(~) est r~gulier et comme X(~,)--~(<.) 
comme I7 admct un reeouvrement pur distinguS, il suit que X est r~gulier ([]30 511 
Sutz 6.3, p. 45; [Fr], p. 331). I1 suit de ~) que JC.f(:g)(30m,)(U(z:) ) est dense duns 
Ox,;(U(~)) done que 2~x(,)(X(~.)) n Ox(, )(U(~)) est dense duns Ore,) (U(~)). 

On peut supposer l~ g~loisien sur k~ soient G =  Gal(l~/k), I = oh, . . . ,wr une 
base de l~ sur k et ~o*, ..., e~)* 1~ base duule vis-a-vis de la forme bilin4uire (x, y)--> 
-+ Tr~./~ (xy). Soient e > O I g ~ O x( U) c Om, )( U~ ) = Ox( U)@~ 1~I il existe J e 2L(X(~j) 

Ox%)(U(~o) ) avee ]]]-- g]]rr(/.)< s. On u ] = ~ ]~@ (D i uvec f i ~ x ( X )  et fl= ~ (]a)(l(~ 
i g a g  
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".?-G co, ). Gomme f ~ Ox~,~(U(~.)) on a /~ Ox~,(U(z~)) et done /~e Ox(U) ([Fr], ex. 38, 
o < g~ = p. 188); de plus ll/~--g Ilv'(l~) s e t  g impliquent i] /~-glib< ~• 

ce  qui mont re  que ~g~x(X)(30x(U) est dense darts Ox(U). 

y) Supposons X = Spm A affinogde, rdduit, irrgductible. - On a u n e  prSsenta- 
t ion k<T)  (A>B <A~A avee A fini sur I~<T}, Fr (B)  s@arable sur Fr(k<T}) ,  Fr(A) 
purement  ins@arable sur Er(B), B int~ga~alement elos (volt la part ie  y) de la d~- 
monst ra t ion  du th~orgme 3, w 2.3) ; il suit que Spin ]: X = Spin A --> Y = Spm B 
est bijeetif. Comme I z e s t  r@ulier et g~omStriquement rgduit,  /3) mont re  que 
~ ( Y )  C~ O~(U) est dense darts Oy(U) (on pose U = Spmj(U) ) .  Comme j e s t  fini 

on a Ox(U) = Oy(U)@.B A et &~(Y)  c &x(X).  ! i  suit alors que (3l~y(Y) c~ 0~(U))@z A 

est dense dans O~:(U). Ce qui montre  y). 

(~) Supposons X rgduit. - Soient X~, ..., X,~ les eomposantes irrSduetibles de X, 

~o: X '  -+ X la normalisation de X. Comme J~gx,(X') = d~x(X) = @d~Cx,(F-~(X~)), 
i 

eomme ~0-~(X~) est soit projeetif  eonnexe, rSgulier, soit affino[de, eonnexe r~gulier 
(thdorgme 2, w 2.2), eomme p-~(U)(~ ~-~(X~) est ouvert  affino~de de ~0-~(X~) il suit 

de c~) et de y) que ?r Ox,(q)-~(U)) est dense dans Ox,(q)-~(U)). OR salt que 
F adfOx,(q)-~(U))/Ox(U) est un /-:-espaee veetoriel  de dimension finie (partie e) de 

la ddmonstrat ion de la proposit ion ~, w 2.1.3), soit o: 0x,(~v-~(U)) --> E la surjeetion 
eanonique. Comme iv est de dimension finie on a 9(2~ , (X ' )n  Ox,(qT~(U))) = ~; 
soient /~, . . . ,/ ,e~gx,(X')C~ �9 tels que 9(/~), ..., 9(/~) soit une base de E.  

!~a somme direete 0~ , (~ -~(V) )=  0 ~ ( U ) @  (@k/~) est topologique; i.e. il existe 
i 

c > o avee e .max  (!!~l[, libii)-<< II~ + bll pour tout  ~ e O~(~;) et b e @ ~/i- 
i 

Soient e > O, ] ~ Ox(U), il existe g e 2~x,(X') C~ Ox,(~-z(U)) avec l i t - / [ I  < ee. De 
plus on a g = h ~- ~ 2ff~ off 2~e k, h e Oz(U), ee qui montre  que ]~I (h - - / )  @ ~ ~d~/] < ee. 

Ainsi lib--/H < e, or h = g--  ~. ~ff~e&x,(X') = &x(X),  done heJC~x(X)(~ Ox(g). 
Ce qui montre  d). 

B) Ze cas gdngral. 

~) On a (~Lx(X)c~ Ox(U)) q- 2t'x(U) dense clans Ox(U). - Soit [] "!] une norme 
de Banach sur Ox(U), on note  aussi [] .[[ la norme induite sur Oxro~(U ) = Ox(U)rea. 
Soient geOx(U),  / son image darts Oxro,~(U),e>O. D'apr~s A) 6) il existe ~ e  

La pat t ie  B) de la ddmonstrat ion du thdorbme 3, w 2.3, mont re  quail existe un  

faiseeau inversible ample s sur X avee s --~ Ox(U), 9~ e s (0/1 s i*s 
et i: XI.~a-->X est le morphisme eanonique) et s s pour  tou t  n > l .  
Comme g~(X)-+ g~a(X) est surjeetif pour  n>>0, il existe %oe g,~(X) den t  l ' image 
clans s est ~. En  identifiant Flu ~ un 61dment de Ox(U) ( ~  s on a done 
montrd que g -- ~[ve 0 x ( g )  a pour  i m a g e / - -  ~ ~ 0x~oa(U ). I1 existe Mors n ~ 5"x(U) 
(les nilpotents de Ox(U)) avee Jig-- ~0-- nl[ < e. Ce qui montre  cz). 
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fl) On a d~x(X)~ Ox(U) dense dans Ox(U). - Soit toujours s un  faisceau in- 
versible ample sur X uvec r ~ Ox(U). Pour  n >>0, 5 ' x @  s est engendr6 par  
ses sections globules (lemme 8, w 4.3), ce qui montre  que l 'homomorphisme (/Vx@ 

s Ox(U) -+ A~x@ s est sttrjectif; or A'x@ s ---- Wx(U). Avec at) il 

suit que 2Vx s (dg, x(X) n Ox(U)) ~ ~Vx s zV~(U) est dense duns A~x(U) ; ainsi 
~ x ( X ) ~  Ox(U) ~ Aexs est dense duns Ox(U). Par  r6eurrenee on 
~ x ( X )  ~ Ox(U) ~- (Wxs dense dans O~:(U) pour  tou t  r>~l. Comme X 
est quasi-compact on u oV~ = 0 pour  r >>0. Ce qui mont re  que 35x(X)n  Ox(U) 
est dense dans Ox(U). 

2.5. Rdduetions analytiques. 

T ~ O R ~ I E  5. - Soient k un corps valud complet, X un espaee analytique sur k, 
sdpard, pur de dimension ~, ctL un reeouvrement put  ]ini de X,  r: X -~ X~.~ = Y la 
rdduetion associde. Alors il existe ] ~ 3(~x(X) • avee les propridtds suivantes: 

1) Soient V~ ~- {x ~ X :  ] ~ Ox,,, et I](x)l <1},  V~= {x ~ X:  1/]~ Ox,, et I(1/])(x)[ <1}. 
Alors V~ et V~ sont des parties a]/inoides ]ormelles de (X, r r(V~) est dense dans Y 
pour i ~ 1, 2. De plus l'image canoni~ue de ] dans O~.(r(V~)) est un inversible de 2~(~). 

2) r ~ {V~, V~) est un recouvrement put  de X et X % ~ _ X ~ .  

:DI~MO~STI'~ATIO~. -- On peut  supposer X connexe, donc Y ~- X %  connexe. Soient 
S -~ (Xred)s~n~, e 'est  une purtie finie ([Ki 2], th6or6me 3.3, 3.2.1', p. 94), Y1, :Y~, ..., Y, 
les eomposuntes irr6duetibles de X %  : (Xrea) % ~ Y, Q une purt ie finie r6gulibre de 
Y avee Q ~ r(S) -~ O, Q c~ Y~v~ 0 pour  tou t  i. Ainsi Y - -  Q est a filne et pe~r suite 
V~ d~fr-~(Y- Q) est uffinoide ([Bo 3], theorem 3.1, p. 20). I1 existe ]eJ~x~d(X~ed) 
tel que V I ~ - { x e X :  ]eOx~od.~ et f](x)[<l} (th6or6me 1, w 1.4). Quit te ~ changer I 
en ]~/~ (lemme 4, w 2.3) on peut  supposer q u e  !l]l!v~= 1. 

at) On a ] inversible dans ~i(~x~d(X~ea). 

Soient Y~ = Y~-- Y~ n Yj , Y~ =- Y~-- Y~ n Q, cluirement les Y~ sont des ouverts 
J 

aiiines, irr6ductib]es de Y, si r~>2 les Y' sont des ouverts affines irr6dnctibles de Y 
puisque :Y est connexe. On peut  supposer que [!][~-~(Y~)l]s~ > 0 pour  tou t  i, il suffit 
pour  cela de changer ] en ] ~ z avec ~ e/c et Iz] < 1 et  z convenable. Montrons 
que pour  tou t  i on u []]l~_~(r~,)][ ~ 1. S i r  = 1 on u U : r-~(Y~) et donc ]l]l~_~(y;)]l = 1. 
Supposons main tenant  r>~2 et par  exemple que I[]b._~(r:)[] < 1. Soit Z = {x e r-~(Y~): 

1 Y I](x)l = []flr_~(yp]]~p}, on suit que z e s t  un ouvert  pur  noIl vide de r - ( Y ~ ) ;  uinsi 
g f Y 

Y~ ~ r (Z)L)(Q ~ Y:) est un ouver t  afflne irr6ductible de Y1. Soit T ~ r-~(Y~), 
alors 1/] ~ Ox~(T ) (les points de r-~(Q) sont r6guliers). Soient Y ' =  {x e T:  ](1/])(x)l>~ 1}, 
T"= { x e T :  [(1/])(x)[<l}. On u Z r  T '  et r-Z(Q(~ Y~)r T", ee qui montre  que T---- 
---- T '  L[ T". Ceci contredi t  le fair que r(T) = ~e ___ r(Z) ~ (Q ~ Y~) cst irr6ductible 
done connexe. 
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(1) Soit ] l'ima,ge de / da,ns Or(Y --  Q), a,lors ce qui precede mont re  que {y e Y --  Q: 
](y) v~ 0} eat un ouver t  dense de Y - - Q  done de Y. 

Montrona que / eat inversible duns r Soit W un ouver t  ur ine  de Y, 

il s'a,git de mon t r e r  que /ir~(W) est inversible da,ns ~ x ~ ( r - ~ ( W ) ) .  On a,/l~_~(w)-~ a/b, 
a, b e Ox~o~(r-a(W)), b ne divise pa,s z4ro d~ns Ox~o~(r-~(W)); il s 'ugit  de mon t r e r  
que a ne divise pan z6ro. Supposons le contruire,  on uura,it c e Ox~r a,vec 

a.c  = 0 et ]ic][~-v~(~-)= 1. Soit W'---- W - -  W(~ Q, on a, done ]I~..~Iw,-= o. Or (1) 

mon t re  que c I w , =  0 donc ~ = O, ce qui contredi t  ][e][~_~(w)~- 1. 

fl) Soit ] ~'image de /[r~ darts O y ( Y - - Q ) ,  alors ] e ~(Y) et p o u r  tout q e Q on a 

] ~ Oy,~. _pour tout q ~ Q il existe x ~ r-~((q}) avee / ~ Ox~o~,~. 

Comme Y - -  Q eat un ouver t  dense, que ] e O r ( Y - -  Q) il Quit que ] e s t  une fonc- 
t ion ra,tionnelle. Soit q e Y~ et soit W ~ q un ouver t  (a,ffine) avec W (~ Y~ = 0 pour  

j :/: i e t  ](y) V: 0 pour  y e W --  q (ceci eat possible pa,ree que /It"co, voir  ~)). Alors 
1 / / e  O~a(r-~(W)),  en effet les points  de r-X({q}) sont r6guliers. Soit (1/]) l ' ima,ge 

de 1// da,ns Or(W), on a, (1/ /)(q)= 0, comme 1--~ ]lw-q• (1/])lw-q, on a, ] ~ Oy,q. 
I1 est ensuite facile de mont re r  qu' i l  existe x er-~({q}) a,vec (1/ / ) (x)= O, ce qui 

p rouve  que / ~  Ox~o~.~. 

y) Soit V~ = (x e X :  1 / / c  Ox~od,~ et [(1//)(x)[<l}, c'est un ouvert a//ino~de /ormel 
de (X, elL) et 27 = (V~, V~} est u~ recouvrement pur. 

Soit x e r-l(Q), eomme x est rSgulier on a, 1 / / e  Ox~od,~ et I(1//)(x)l < 1. Soit x e 

e r-I({y}) a,vec y e Y -  Q; si ](y) v~ o, on a, 1 / / e  Oz~o.~ et I(1//)(x)[ - -  1 pour  tou t  

x ~ r-~(y); si ](y) -~ 0 on a,, ou bien 1// (~ Ox~d,~ ou bien 1// e Ox~od,~ et I(1//)(x)I > 1. 
Ceci mont re  que V2 est une pa,rtie formelle de (X, %L), i.e. l 'ima,ge r~ciproque pa,r r 
d 'une  pa,rtie de Y. 

Montrons que V~ eat a,ffinoide. Soit Y~ une composa,nte irrSduetible complete  
(a'il en existe), eomme /[Y~ consid6r~ comme 516ment de 2~(Y~) a, pour  ensemble 

de p61es lea points  de Q (~ Y~ (qui sont r6guliers) (e 'est /~)) ,  il en r~sulte faaeilement 

que / i f~-~  ~ Y, ~dmet  a,u moins un zSro; a,insi / a,dmet un z~ro aur cha,que composa,nte 
de Y - -  Q. Ceci mon t re  que V~ eat Fima,ge r~ciproque pa,r r d 'un  ouver t  affine de Y-" 
a,insi V2 est un a,ffino~;de formel  de (X, ~L) ([Bo 3], theorem 3.1, p. 20). 

I1 eat a,lors 615menta,ire de vSrifier que 27 = {V~, V~} eat un recouvrement  pur.  
Comme V~ eat ouver t  iormel  de (X, qL) on u 2~% _~ Xq j .  

~) Ze cas g~ngral. 

La, paartie B) de la, d~monstraation du th~orSme 3, w 2.3, mon t re  qu' i l  existe un 

faaiscea,u inversible aample s sur X a,vee ] e s (Oll s : i*s et i :  Xre a -+ X 
eat le morph i sme  cunonique) et s s pour  tou t  n>~l.  Comme s -+ 
-+ s est surjeetif  pour  n >>0, il existe h ~ s dont  l'imaage da,ns s ea t /% 
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Soit g l~image de h d~ns ~ttz(X), il Quit facilement du lemme 4, w 2.3, que 

( g ' g 

C o ~ o L L ~ E  1. - Soient k un corps valud complet, X un espace analytique sur k~ 
sdpard, p u t  de dimension 1, ~ un recouvrement pu t  ]ini de X ,  r: X --> X %  ~-- ~ la 
r~duction assoeide. Alors ~es propridtds suivantes sont gquivalentes: 

i) LYspaee analytique X est pro~eeti]; 

ii) Za vari~tg alg~brique X %  = Y est projective. 

DI~)IONSTI~ATION. -- 0:) Le morphisme dd/ini par ]. 

Soient ] ~ ~flx(X) • et satisfaisant le th6or6me 5, 

~flO: k (T1 /~o}  -~ Ox(V1) , ~)1: k{TO/~l}  -~ Ox(V2) 

ddfinis par  ~fo(T1/To) = ], ~f~(To/T1) = 1/fl Alors ~fo et F~ ddfinissent un morphisme 
9 :  X --> plan=k Proj  (k[To, T1])~L Soient 

Wo = {x 1 T~ 

Alors ~ = {W0, W1} est un reeouvrement  pur  de P~, 9-1(W0) = V1, 9-~(W~) = V2, 
ainsi 9 est un morphisme formel de (X, ~)') darts (P~, ~ ) .  I1 induit  done un mor- 
phisme q ? : X ~ = X ~ - + ( P ~ ) ~ =  P~. Ii  est alors facile de montrer  clue ~ est le 
morphisme induit  par  la fonetion rationnelle (inversible) ]. 

fl) i) implique ii). - On a X projeetif  qui implique X ~  a projeetif,  RI~ est nn 
reeouvrement  pur  de X ~  a at Xq~ = X~ a %; ainsi on pent  supposer X r~duit. Alors 
d(~x(X) = 2~(X) ([Bo 4]~ theorem 3~ w 3). Soit ~ : X -+ P~ le morphisme de varigt~ 
alg6brique induit  par  la fonetion rationnelle ], on a done Q~n = 9. Comme J ~ N(X) x, 
le morphisme ~o est surjeetif at fini (X est projeetif),  il suit de eela que 9 = ~ ~  a la 
mgme proprigt~. Ainsi 9 5 : X % - + P ~  est surjeetif et fini; i! suit de eela que X %  
eat projeetif.  

y) ii) implique i). - De ] ~ ~ ( y ) x  et N projeetif  il suit que ~ est surjeetif et 
fini. Cela mont re  qua q~ est surjeetif at fini. 

Pour  an d6duire que X est projeetif  on utilise le eorollaire 1 du th~orgme 7. 
Soit ~ un faiseeau coherent  sur X, alors 9 .  ~ est coherent  sur P~ (9 est fini) et 
5~(X)----9.3-(P~). Ainsi 5 ( X )  eat nn k-espaee veetorie! de dimension finie. 

Ensui te  on a H~(X, ~ o ~ ( 9 * 0 p ~ ( 1 ) ) ' )  ---- Hi(P 1, 9 .  ~Op~Op~(n)) (9 eat fini). Ainsi 
il existe no tel que H~(X, 5~0~(9"0e~(1))  ~) = 0 pour  tou t  n > n o  et i > 0. 

En  posant  ~--~ 9"0e.(1)~ le eorol!aire 1 du th6or~me 7~ w 4.3, mont re  que X 
est projectif,  
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C O ~ 0 L L ~ E  2. -- Soient k un corps valu~ comptet~ X un espace analytique sur 1~ 

sdpard, pur  de dimension 1, qL un recouvrement pur  ]ini de X ,  r: X --> X %  == Y la 
rdduction associge, X~, X~, ...7 X~ les eomposantes irrgductibles de X .  Alors les pro- 
pridt~s suivantes sont dquivalentes: 

i) l'espace analytique X est a]]ino~de ; 

ii) le ]erred r(X,)  de Y est non pro]ecti] pour l < i < s .  

D~OXS~I~A~IO~. - ~) Le ]ermd r(X~). On muni t  le ferm6 anMytique X~ de 1~ 
s t ructure  r6duite induite,  soit ~i: X i  --~ X le morphisme c~nonique qui est fini (c'est 
une immersion ferm6e). F~eilement ~ (~ i~)  est an  reeouvrement  pur  de X~ et ~ 
est un morphisme formel de (X~, ~-~(%L)) darts (X, %).  I1 induit  un morphisme 
fini ~ :  (~7~)v7~(%)~~ Y. Facilernent on a ~i(X~) ~ r(X~), a.insi r(X~) est fermi .  

fi) i) implique ii). Si X est affino~de on a X~ affino~de eL X~ non projectif  par  
Ie eorollaire 1. Comme ~: X,-+ r(X,) est surjeetif et fini, on a aussi r(X~) non 
projeetif .  

y) ii) implique i). Si r(X~) est non projeetif,  eomme qS~: X~-+ r(X~) est surjeetif 
et fini, on ~ X~ non projeetif.  Pa r  le th6or6me 2, w 2.2, on a X~ affinoide. Ainsi le 
corollaire du th6or~me 2 mont re  que X est affino[de. 

I~E~[ARq-VE 2. -- En  eompl6ment uu th6or6me 5 on u uussi l~ proposit ion sui- 
vunte  ([Li], proposit ion 1.3.1). 

PROPOSITION. - Soient k un corps valud complet, X une varidtd alg~brique projective 
rdduite pure de dimension 1 sur k, U un ouvert a]]ino~de de X ~ qui rencontre routes 

les composantes irrdductibles de X .  Alors il existe un ouvert afJino~de V de X ~ tel que 
- -  - - l ~ n  qL -= { U~ V} soit un recouvrement pur  de X ~" et que U ~ soit un ouvert dense de X % .  

2.6. Immersion ouverte dans un espace project@ 

T H ~ 0 m ~ E  6 ([vdP 1]). - Soient k un corps valud complet, X un espace anatytique 

pur  de dimension 1 sur k, qL un recouvrement pur, ]ini~ distingud de X ,  r: X - - > 2 %  = Y 
la rdduction associ~e. Soient Z une varidt~ alg~brique rdduite de dimension 1 sur [G 

9: Y - ~  Z une immersion ouverte telle que Z soit l~adhdrence de 9(Y)~ flue Z - - ~ v ( Y )  
soit r~gulier et que k(z) = Oz.J~J~ ~ soit s@arable sur k pour tout z ~ Z -  q;( ]f). Alors 

iI existe un espace analytique X ' ,  qJ un recouvrement pur Jini distingud de X '  et 
]: X --> X '  un morphisme avec les propridt~s suivantes: 

1) ](X) est un ouvert an~lytique de X ~ et ]: X -~ ](X) est un isomorphisme; 

2) ]: (X~ qL) --~ (X'~ ~ est un morphisme d'espaces Jormels; 

3) il existe un isomorphisme ~f: X~- ->  Z tel que ~o]----~. En  plus X ~ est ir- 
r~ductible si X l'est. 



188 J.  FBESNEL - ~ .  ~I~m~aNoN: Sur les espaces analytiques, etc. 

D~No~smm~mm~. - On a done Z -  q ( I  z) fini, il stunt done de mont re r  le th6o- 

r~me pour  Z = I r kJ {z} uvee z r6guiier, ~(z) s6p~rable sur ~ et  Z est l 'adh6rence 

de I r. 
P a r  le l emme 5, w 2.6, il existe un ouver t  rggulier connexe affine W 9 z avee 

Oz(W ) = ] t I T , S ,  V]/(p(T, S), e(T) V - - 1 )  lc[t, s ,v] ,  e (0 ) -~0  et Oz(W--  {z}) = 

= Oz(W)[llt ]. E t  on u 

(1) soit p(T,  S) irr4duetible duns [c(T)[S], uni taire  en S s s r  ~[i~, 1/e(T)] e t  (3p/~S)(t, s) 
inversible duns 0s(W);  

(2) soit p(T,  S) irr4duetible duns ~(S)[T], uni ta ire  en T sur ~[S] et  (~p/OS)(t, s) 
inversible duns O,(W). 

Soient A = Ox(r- l(W - {z})) = Ox(r-l(Dw(t))), E(T)  ~k~ a-v-ee / ~ ( T ) =  e(T) 
deg E = deg e, P(T~ S) ~ k~ 5']~ P = p, d e g r P  = deg~p~ d e g s P  = degzp 

( 3 )  t) = Po(T) ~- P~(T)S ~- ... ~- P~(T)S ~ off P~ est inversible duns k~ lIE(T)] 
duns le eas (1), et  P = Qo(S) ~- Q~(S) T ~- ... ~ Q~,(S) T ~' avee Q~, : 1 duns le 

eas (2). 

~) On suppose que p(T,  S) satisJait (1), soit 3 ~ A ~ avec ~ = t. Alors il existe 
a E A ~ tel que P(3, a) = 0 et 5 = s; l'homomorphisme 9~: k (T ,  S, V)  -> A dd]ini par 
~0(T) = 3, ~(S) = a, ~(V) = (3E(3)) -1 induit un isomorphisme de B a~_~ k(T ,  S, V) / (P ,  
TE,(T) V - - 1 )  sur A et on a B~ k~ S, V)I (P,  TE(T)  V - - 1 ) .  

Montrons l 'existenee de o ~ A ~ avee P(3, o) = 0. Soient Q(S) = P(3, ~) e A~ 

0 '6  A ~ avec 5 ' =  s. On u done ]/Q(o')i] < 1, Q~(o') = (dQ/dS)(o') inversible duns A ~ 
done l[(Q'(a'))-lN = 1. Enfin une appl icat ion de formule  de Taylor  mont re  que 

Comme A ~ est eomple t  il existe a e A  o uvec 

Q(o)~-O et 5 = s .  
Comme re(t) est inversibl~ duns O z ( W -  {z}) : Oz(Dw(t) ) il suit  que 3E(3) est 

inversible duns A ~ Soit ~: k (T ,  S, V)  -+ A d4fini pa r  ~v(T) ---- z, ~0(S) -~ o, q)(V) 
= 

Soit f ~ k~ S~ V),  Mors ] se d4compose sous la forme 

d--1 

(4) ] = ~ , h S ~ § 2 4 7  avee 1 ~ = ] ~ -  ~ l , ;V~ , t~oek~  
i=O j = l  

k~ avec deg f~s< deg TE(T)  pour  ] > 0, g, h e k~ S, V) et J im ]lJ~sll = o 
et d = deg z P(T, S). 

Les relat ions (4) suivent  faei lement  de (3). 

Soit ]l'll la norme induite  s~lr B = k ( T ,  S, V}I(P,  T E ( T ) V - - 1 )  pa r  celle de 

k ( T ,  S, V) ,  alors /7 '  l 'alg~bre r6siduelle de B pour  cet te norme est kiT, S, V]I(p(T, S), 
T e ( T ) -  1) (e 'est  une consequence de (4)), e 'es t  une alg~bre int~gre isomorpho 
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O z ( W - - { z } ) ,  il suit que la norme ]/"ll est la norme spectrale et que qs:/2-->_A = 
-= Oz(W--  {z}) est un isomorphismc. Comme A cst distingu6 ([Bo 3], Folgerung 2.5, 
p. 15) il suit que ~o est un isomorphisme. Enfin (4) montre que B ~  k~ N, V}/(P,  

r E ( T )  v -  

fi) On suppose que p(T,  S) satis]ait (2). Soit a ~ A ~ tel que 5 = s. Alors il existe 
z ~ A  ~ tel que P(T, a ) =  O, ~ = t; l'homomorphisme ~: lr S, V) -+ A d~]ini par 
~v(T) : T, ~(S) = a, ~(V) = (~E(~)) -~ indui~ un isomorphisme de B --= lc<T, S, V}/ (P,  
Y E ( T )  V - -  sur A et on a Bo = S, V>/(P, r E ( T ) V - -  

La d6monstration est identique s celle de ~) (en plus simple). 

y) Soit C = k<T, S, V~}/(P, E(T)V~--  1). Alors X et X ~ =  Spin C se recollent 
le long de r-~(Dw(t)) en un espace analytique X '  et ~ = {U~, ..., U~, X~} (off qL = 

{U~, ..., U~}) est un reeouvrement pu t  distingu~ de X ' .  L'immersion in]ective et 
ouverte ]: X -+ X '  induit un morphisme d'espaces ]ormels ]: (X, elL) -+ (X',  ~U), X"Iy 
s'identi]ie eanoniquement d Z = Y U {z} et /: X %  = Y -+ X ~  = Z est l'injeetion ca- 
nonique. 

On montre comme en ~) (et fl)) que C O = k~  S, V,} / (P,  _E(T) V~-- 1) que C = 
-~ [c[T, S, V~]/(p(T, S), e (T)V~--1)  ~ Oz(W ). Ensuite ~: k(!F, S, V~} -~ A d~fini par 
~o(T) = ~, ~o(S)= g, ~o(V~): E(r) -~ induit  nn homomorphisme ~o~: C-->A et Spin Yh: 
r-~(Dw(t)) = Spin A --~ X~ = Spin C est une immersion injective et ouverte dont  l ' image 
est 18 rationnel X ~ =  {x~eX~: l~(x~)[ = 1} off ~ est l ' image de /~ darts C. 

D 'aut re  part  X~ est une p~rtie formelle de X~ et 

0 = o (w) = O (DAt)) = 

est l 'homomorphisme restriction. 
I1 est facile de montrer  que X et X~ se recollent le long de r-~(Dr~(t)) en an  espace 

~nalytique X' .  
Le reste de y) est Mors imm6diat  ~ v6rifier. 

~) X irrdduetible implique X '  irrdductible. 

On peut  copier la d6monstration de [Fr], p. 343. 

I~E~ARQUE. -- Ce th6or~me est dSmontr6 dana [vdP 1] lorsque le corps k est al- 
g6briquement clos; nos hypothSses 6rant plus f~ibles, nous ~vons dft reprendre la 
d4monstration, n6~nmoins l 'esprit de cette preuve est directement issu de [vdP 1]. 

COU0ImAIUE 1. - Soient k un corps valud complet, X un espaee aJ]ino~de distingur 
dont les composantes irrdduetibles sont de dimension 1, Z l'unique varigt~ alg~brique 
projective sur ic contenant X ~ (la r6duction canonique de X)  comme ouvert dense et 
telle que Z -- X ~ soit rdgulier. On suppose que [~(z) = Oz,~/gJ;~ ~ est sdparable sur ]c pour 
tout z ~ Z -  .Xr Alors X est ouvert a]]ino~de d'un espaee project@ 
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D2HO~S~RATZO~. -- I1 suit du th6or6me 6 que X est ouver t  affinoide d 'un  espaee 
~nalyt ique Y adme t t~n t  un reeouvrement  pur  fini distingu5 ~U et que Y ~  = Z. 

Alors le corollaire 1 du th~orSme 5, w 2.5 mont re  que Y est projeetif .  

COZOLLA~E 2. - Soient X un espaee af]ino~de distingud de dimension 1 sur un 
corps value, complet k avee ~ parfait. Alors X est ouvert affino~de d'un espaee pro~ectif. 

L E ~ n  5. ( [vdP 1], p. 157). - Soient X une varidt~ algdbrique pure de dimension 1 
sur un corps l~, p e X un point r~gulier avee /r = O x . ~ / ~  s@arable sur k. Alors X 
est au voisinage de p isomorphe it une courbe plane. 

De plus il existe un ouvert~ r~gulier, connexe, affine U ~ p a v e c  Ox(U) = k[T~ S, 
VJ/(P(T,  S), E(T) V - - 1 ) =  ~[t, s, v] oi~ t (resp. s, v) est l'image de ~ (resp. S, V), 
~ ( o ) r  o, to~(~) est eont~nu dans un seul maximal, ~ ' e s t ~ ,  ainsi Ode--{p})= 
= Ox(U)[1/t]. 

De plus on a, soit P(T ,  S) irr~duetible dans k(T)[8], unitaire en S sur k[T, 1/E(T)]  
e~ (SP/SS)(t, s) inversible darts Ox(U), soit _P(~ z~) unitaire en ~, sur k[~], irr~ductible 
clans k(S)[_T] et (~P/~T)(t, s) inversible darts Ox(U). 

D]~tO~STRATZO~. -- Soien~ W ~ p  un ouver t  ~ffine r~gulier, eonnexe, t ~ 2~(W) 

une fonetion r~tionnelle sur W qui adme t  p comme seul zSro de 1~ ceurbe assoei6e 

~ ( W )  (c'est une ~pplieation de Riem~nn-l~eeh).  Soient A 1~ el6gure int~grale de 

kit] darts 2~(W), ~ le m ax i m a l  de A correspondant  ~ p,  c 'es t  le seul max ima l  de A 

eonten~nt  tA. I1 suit ~lors que A ~  est fini sur k[t]t~:t~ et que ['2~(W):k(t)] = 
= raag~th~vA ~ .  Comme A ~  est rSgulier il existe z ~ A ~  avee ~ A ~ =  z A ~  
ensuite t A ~ =  z~A~,  soit f = [A/O~:k], on ~ done 

ef = [2~(W) :/~(t)] = rang~tj~r, A ~ = d i m ~ A ~ / t A ~ .  

Comme k(p) est s~.p~r~ble sur k il existe a e A tel  que A/~]~ = k[~] (o~t ~ est 

l ' image  de a dans A/~f~), 5 est s@arab le  sur k. Soit Q(Z) = irr (g, k, Z), comme Q 
est s~parable il est facile de mon t r e r  qu' i l  existe c~ ~ A ~ / t A ~  tel  que Q(~) = 0, ce 

veu t  dire A ~ / t A ~ k [ ~ ]  et k[~]~A/~2;t. Soit ~ l ' im~ge de z d~ns A ~ / t A ~ ,  
on ~ A ~ / t A ~ =  k[~  ~] et comme  ? est n i lpotent  il est facile de mon t r e r  que 

A ~ / t A ~  = k[~ ~ ~]. I1 suit  done du l emme de ~ k ~ y a m ~  que A m = k[t]tkEt~[a -~ Z]. 
Ceei veu t  done dire que X est au voisin~ge de p une  courbe plane. 

Soient s -~ a ~ z, Uo ~- u lS  -4- u~S2 ~ - ... -4- S e f =  irr (s, k(t), S) ,  on a u ie  k[t]t}Et~, 
~insi il existe u e/~[t] --  tk[t] ~vec uu~e k[t]. Soit P(T,  S) = Po(T) ~- P~(T)S -4- ... -4- 

Pef(T)S a off P~(t) = uu~ et Pa(t) = u, on a done 2( t ,  s) = 0. I1 est ~lors facile 
de m o a t r e r  qu' i l  exis te  E~(2 ~) mul t ip le  de P~f(~), avee E~(0)=/: 0 et A[1/E~(t)] = 
= #4t, l l~ ,~ ( t ) ,  s]. 

Comme p e s t  r~gulier et k(p) s~par~ble sur k, on ~ (SP/~T)(t, s)(p) ~ 0 ou (~P/~S)(~ 
s)(p) ~ o. 
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ler Cas. - Supposons (3P/~S)(t, s)(p) V: O. Soit {q~, ..., q , , }  - ~  {q ~ Spin A:  (3P/~S)(t, 
s)(q) -~ 0} on a, q , r  p .  Soit E~(T) -~ E~(T) X ]-[ irr (t(q~), k, T). Cla,ircment on u 

i 
E~(0) :/: 0 et  (~P/~S)(t, s) inversible dans A[1/E~(t)] = k[t, 1/E~(t), s]. 

2e Cas. - Supposons (~P/~S)(t, s)(p) = 0 et (~P/~T)(t, s)(p) ~ O. Soit G(T, S') = 

= P(T~ S ' +  T~), pour  ~ a,ssez gra,nd on u G(T~ S') unituire en T et s d~_~S'+ t ~ 

trunscenda,nt sur h~ de plus G(t, s')----O. Alors G se fa,ctorise en G(T, S ' ) -~  H(T,  
S ')HI(T,  S') off H, H~ sont unita,ires en /~ et H(T~ s') ~ irr (t, k(s')~ T). I1 suit  a,lors 

que (~G/~T)(t, s')(p)=~ 0 et que (~H/~T)(t, s ' ) (p ) r  O. Soit {q~, ..., q,} : {q e Spm A:  

(~H/~T)(t, s')(q) -~ 0}, on u p =~ q~. Soit E~(T) = E~(T) • 1--[ irr  (t(q~), k, T). Cla,i- 
i 

r ement  on ~ E~(0)=/= 0 et (~H/~T)(t, s) inversible da,ns A[1/E~(t)]-~ k[t, 1/E~(t), s']. 
Soient {q'~, ..., q:,} = {q'e Spin A:  q'~ W}, E~(T) = ]] irr  (t(ql) , k, T). On a, done 

i 
{q'e Spin A:  E~(t)(q')V: 0} = W ' c  W e t  Ox(W') -~ A[1/E~(t)]. Soit U--~ {q'e S p m A :  

E~(t) .Ea(t)(q') :/: 0} on a, U c W ' c  W, 

et  

[1] O z ( U ) - ~ A  1 = 1 ~  t , ~ ) , s  ( l e t  cus) 

O z ( U ) - ~ A  1 - ~ k  , ~ ) , s '  (2e cus) et  E - ~ E 2 E 3 .  C.Q.F.D. 

RE~A~QUE 1. - Ce l emme se t rouve  duns [vdP 1], ici la, d4monstrut ion e~t dif- 

f~rente (plus 41~menta,ire) et le corps k n 'es t  pa,s suppos~ ulgSbriquement clos. 

RE_~A~QUE 2. - I1 existe un espace a/]ino~de distingud X sur k (uvec ~ non pa,ffait) 

tel que Xq) ne soit pas ouvert aMino,de d'un espaee projecti] sur l, pour tout 1 ]ini sur k. 

Soit k un  corps vulu6 complet  de ca,ra,ct6ristique p > 0 a,vec k iner te  sur k ~, de 

dimension infinie sur k ~ et de type  d6nombra,ble sur k~; ce qui veu t  dire que k a,dmet 

une base  normule  {en},~> 0 sur k ~ a,vcc eo=  1. 
o o  

Soient ~ ~ k uvec 0 < lTtl < 1, a ~- ~ ~(n-1)pe~T~ k(T}~ b ~ kl/~(T} uvec b~ = a, 
n = l  

A = k(T}[b]  c kl/~(T}. I1 est fa,cile de mon t r e r  que A~ k~ et donc que A 

est  une a,lg~brc a,ffinoide distinguee. 
Montrons que pour  tou t  corps l fini sur k, on a, A~7~ I int~grc. I1 sufilt de mon t r e r  

o o  

que Z~--  a e s t  irr~ductible s u r / < T } ;  sinon b e l<T} uvec b = ~ b~T', b~e 1 et b~ : 
~ = 1 

- - - ~ - ~ e  ~/~ Ce qui impl ique que k~/~c l, des t  impossible purce que [l:k] ~ c ~ .  
- -  J b  n ~ 

I1 est fa,cile de mon t r e r  que l'id4a,1 O~ ~ T . A  -~ bA est mux imal  uvec A/OZ -~ k 
et done que ~ ( A  ~ l) est maxima,1 pour  tou t  corps va,lu6 complet  1 D k. Soit 

c o  4 ~ .  

] -= b G 1 - -  ~rl~-~.T~@ e~/~eA~ @ k  x/~, mont rons  que 1"----- 0 et que IV: 0 duns 
q ~ = l  
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(A ~ k~/~)~ off ~ = ~ ( A  ~ F-/~). Comme r est une base normale de k ~/~ sur k ~ n  Jn~0 
oo 

1/v a v e c  gn6 A~ il suit que tou t  g ~ A ~ k ~/~ a u n e  ddcomposition unique g ---- ~ g~ Q e~ 
~ = 0  

lnimllg~ll-~0. Si ] = 0  duns (A ~7-:I'~ j~, il existe g e ( A ~ ] ~ / ~ ) - - f f ~  avec g :  

L g ,  , et g / =  O. On a done un entier no avec g,,o~ 9~ on mont re  facilement 
que g, ob e T A  et en uti l isant la ddcomposition A =: k<T> (~  bk<T} ... (~  b~-~k<T> 
que g , o e ~  ce qui est impossible. I1 suit de cela que / ~  0 duns (A@k~/~)s~ et il 
est imm~diat que /~ ~ 0. 

Soient x e X ~ Spm A lo point  correspondunt  ~ 9r l~ ~ k fini sur k~ Y ----- X(~,)-~ 
= Spin (AQ l~)~ on note  toujours x 1'unique point  de IZ au-dessus de x. De m~me 
pour  tou t  1 ~ l~ valu~ complet on note  x Funique point  de Y(~)au-dessus de x; si I e s t  
fini sur l~ on ~ Oy(,),~= Oy,~ 0~, 1. 

Montrons que Y- n~est pus ouver t  affinoide d~un espuce projectif  sur l~. Sup- 
posons le contrMr% i.e. :Y est ouvert  affinoide de P ~  off P e s t  une vari6t4 Mg~brique 
project ive snr l~ Soit l~t~ fini sur l~ comme A ~ l  est int~gre, on u 0y(~),~ rS- 
duit  ([BGR], proposit ion 8~ p. 300). I1 suit que O e ~ . , ~ l  est rdduit~ ainsi 0~,~(~ l 
est r~duit pour  tou t  l fini sur l~. On suit alors que 0~ ,~ )  kl/~l~---- 0~(~,) ,~ est rd- 
duit  ([Gr~ D]~ proposit ion ~.6.1~ p. 68). I1 suit de cela que 0 ~ ? ~ ) , ~  est r6duit [BGI~], 
proposit ion 8, p. 300). Ainsi Ox(k,~), ~ ~- O x ( ~ ) , ~  k ~ l~ serMt r~duit~ ce qui est 
faux  puisque (A ~k~/~)~c  Ox(~),  ~ n~est pus r6duit.  

Done Y = X(~) n~est pus ouver t  affinoide d~un espace projectif  sur l~. 

I~E~AI~qvE 3. -- I1 existe un espace a//ino~de X sur k (non distingue) aver ~ Tar- 
]ait tel que X(~) ne soit pus ouvert a/line,de d~un espaee pro]ecti] sur l, Tour tout l ]ini 
sur k. 

Soit k un corps valu4 complet de caractSristique P > 0 avee k de dimension 
infinie sur k~, de type  d6nombrable sur k, et ~ alg6briquement clos. Ainsi k admet  
une c-base {e~}~>~o sur k~ ( v >  0) avec e ~  1; ceci veu t  dire que e v e k  ~ et que 
c m a x  I I , ]< l  ~ 2 , e ~ l < m a x  I~l pour  tou t  ~ e  k~ et lira It,] = 0. 

co  

Soit ~ e k avec 0 < I7~I < 1~ a -~ ~ z~e~ T ,~  b e k~<T> avec b ~ :  a~ A = k <T>[b] c 
~ 1  

c k~<T>. Comme k est Mgdbriquement clos on a k<T> = A = k~,<T>. I1 suit 
done que A n 'est  p~s distingu4 puisque A ~ k<T> ([Fr]~ th6or~me 1~ p. 69). Comme 
pour  la rem~rque 1 on mont re  que A~;~ 1 est int~gre pour  tou t  1 fini sur k et que 
A (~ k 1/~ n~est pus r6duit.  Ainsi Fargument  de la remarque  1 mont re  que X(~) n~est 

pus ouvert  affinoide d 'un  espace projectif  sur l~ pour  tou t  l~ fini sur k. 

X:~E~3~ARQUE 4. - Les hypothSses des remarques 2 et  3 mont ren t  que les hypothe-  
ses du corollaire 2 du thdorSme 6 ne sent  pus superflues. Zq6anmoins ces exemples 
sent essentiellement basds sur le fair que ear (k) : p > 0 et  que k est infini sur k~. 
Duns le cas off ear (k) = p > 0, [k:k~] < cx) (resT. car (k) = 0, ear (~) = p > 0) on 
aimerMt savoir si an  esp~ee ~ffinoide de dimension 1 sur k est ouver t  affinoide d 'un  
espaee projeetif  sur k? 
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3. - Changement de corps de base. 

3.1. Composantes gdomdtriquement irrdductibles. 

NOTA~ZO~. - Soient X un espace analyt iqno Bur k, x e X on note  k(x) le corps 
Ox.~/ rt~; BOlt 1 un corps extension de k, on note  X(1) l 'ensemble des x ~ X tels qu'il  
existo un  k-homomorphisme de /~(x) d~ns 1 (ce qu 'on 6erir~ bri~vement /~(x)c 1), 
on dit aussi que X(l)  est ] 'ensemble des points do X rationnels sur 1. 

P~OPOSZTZO~ 6. - Soient l~ un corvs valud complet, q~:Te= k<Z~, . . . , Z  e>---~A 
un homomorphisme in]ecti] et ]ini dans une alg~bre a]/ino~de A.  On suppose que 
X = Spm A est par  (i.e. les composantes irr6duetiblea do X aont de dimension d) et 
que Fr(A/?~) est sdparable sur ~r(T~) pour tout premier minimal  ~ de A.  Alors il 
existe un corps 1 sdparable ]ini sur k et une pattie ddnombrable X*  de X(l)  qui soit 
Zariski  dense dans X .  En  partieulier X est ggomgtriquement rgduit si X est rdduit. 

~DI~YIO~STRATION. - A) On s~ppose A int~,gre et Fr(A)  s~parable sur Fr(T~). 

a) II existe ] e T~, ] v e 0, a ~ A ~vee A~ ~ Al l / I]  ~ T~[a]z. S o i t / ~ ( S ) I :  irr  (a, 
. E r ( T ~ ) , S ) : U o ~ - u ~ S - ~ . . . ~ S  ~, on a u~eT~ et F ( a )  va0 paree que ~u eat 
s6parable sur _Er(T~). Soit irr  (F~(a), Fr(T~), S) -~ v0 ~ v~8 ~ ... -]- S ~, on a v , e  Y~, 
VoVa 0 parce que F ' (a )  e A  et /~'(a) ve 0; ~insi Vo(X) V: 0 implique tZ'(a)(x) V: O. 

fi) I1 existe 1 s~parable ]ini sur k et ~ne pattie dr X~ de X(1) qui soit 
Zariski  dense dans X .  

Soient Yoe Y ~ Spm T~ avec ]vo(yo)V= 0, k(yo) s6parable Bur k et Xoe X uu-dessus 
de Yo. I1 suit de a) que a(xo) est racine simple du polyn6me uo(xo) ~ u~(xo)S ~- ... ~- S* 
et que k(xo)= k(yo)[a(xo)] parce que ]vo(Yo)V= O et que A f :  (Td)1[a ]. Ainsi k(xo) 
eSt s6paruble sur /c, aoit 1 = /r I1 existe x e k • avee la propri6t6 auivante:  soit 

(1) 

(2) 

P(S)  = 2o + 2~S + ... + S"~  l[S] avec [,~-- u~(y0)]< Ix[, alora ee polyn6me poa- 
s6de une racine dans l; eeci r6sulte du f~it que a(xo)e 1 est racine simple de 

Z u~(Xo) s ~. 

]El existe z l e k  • tel que [Zj(y)--Zj(yo)j<lz~11 pour  l < j < d  implique lu~(y)-- 
--  u~(yo)l< [sl, soit Y1 ~-- {y e Y(1)lIZj(y ) - Zj(yo)[< ]s~], l < j < d } .  

I1 existe Y~c :Y1 d6nombrable et Zariski dense duns Y; aoit A~ une par t ie  d6- 
nombrable  do l telle que Iz--Z~(yo)]<lzlf  pour  tou t  z e A j ,  alora Y 2 ~  { y e :Y :  
(Z~(y), ..., Zd(y)) e Az • • ... •  convient.  Comme 

(3) Y eat irr6duetible il suit que Ya ~ Y~ C~ D(]vo) eat Zariski dense dans Y (D(fvo) 
est l 'ouver t  principal de Y ass0ci6 ~ ]vo). 
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Soit X*----Spmq-~(Ya)C~ X(1), comme ~ est fini on u X* d6mombruble, l~on- 
trons que Spm ~(X*) ~- Ya: Soit y e Ys par (1), (2), (3) il existe ~ e 1 uvee ~ udy) ~ = O. 
Comme /(y)=/= 0 il existe x e X uu-dessus de y tel que a(r et eomme k ( x ) =  
= k(y)[a(x)], on u k (x ) c  1. 

Comme Fhomomorphisme ~: T~ -~ A est injeetif et fini, que A est intbgr% il sm~ 
que Ys Zariski dense dans Y implique que X* est Zariski dense duns X. 

B) On suppose maintenant que X est p u r e t  que Fr(A/ .~)  est s~parable sur 
t~r(T~) pour chaque premier minimal  ~ de A.  

~) I1 existe 1 s~parable ]ini sur k tel que X(l)  soit Zariski dense clans X .  

Soient X~, X~, . . . ,X ,  les composantes irreductibles de X. Par  fl) il existe 1, se- 
parable fini sur k, X* une partie denombruble de X~(l,) qui soit dense duns X, .  Soit 
1 = 1~'4 ... 4 ,  ulors X.---- [3 X* est nne purtie denombrable de X(I), Zariski dense 
duns X. 

~) Soit X r~duit, alors X est g~om~triquement rdduit. 

Soient 1 defini par ~), r X(o-+ X le morphisme canonique, c'est un peti t  exer- 
cice de montrer  que r est Zuriski dense duns X(0 et qne 9-~(X(1))c X(o(1). 
Comme I e s t  separable sur k il suit que X(o est reduit  puree que X l'est. Ainsi [Be 2], 
Satz 2.3, p. 137 montre que X(o est geometriqnement reduit ;  done X est geome- 
t r iquement  r6dnit. 

PROP0SITION 7. - Soient k un corps valu~ complet de earactdristique p > O, X un 
espace analytique sur ]6 (X~}~  les composantes irrdductibles de X .  Alors {X~(k~-~)}~ ~ 
sont les eomposantes irrdductibles de X(~_I'~) (k~ -~ est le complete de Fextension pure- 
ment  insepuruble muximale de k). 

A)  On suppose X - ~  Spm A ote A est une alg~bre a/line,de int~gre. 

~) i t  existe un entier r >~O, n une extension alg~brique de k de dimension ddnom- 
brable sur k avec n~c  k, l une extension galoisienne /inie de k, X*  une partie Zariski  
dense de X avee k(x) c 1.n pour tout x e X * .  

Soient ~: Ta-+ A u n  homomorphisme injectif et fini, L la cleture sSparable de 
~r(T~) duns t~r(A) et r > 0  tel que / V r ( A / c  L, B----L n A (qui est affinoi'de) et 
Y ---- Spin B. Par  lu proposition 6 il existe 1 galoisien fini sur ]%, Y*c :Y(/) une pat t ie  
Zariski dense de Y. 

Soit V: B - + A  l 'injection cunonique, ulors Spin %0: X - - - - S p m A - +  Y =  S p m B  
est un  homSomorphisme purce que B D A ~r, soit i:  2"-+ X l 'applieution r4ciproque. 
Soit n '  1~ cleture normule de k(i(y))v~r., A~rc B implique n'~rc l; enfin le corps n'  
est un  k-espuce veetoriel de dimension d~nombruble puree que Y* est denombrable. 
Soit n l 'extension purement  inseparuble maximale de k contenue duns n', on a 
n ' =  In et n~rc k. 
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I1 suit doric que X* ~ i(~*) convient p~rce que i est un hom~omorphisme. 

fl) LYspace X(~%%) est irrdductible. 

Soit ~Y~ un muxim~l de A, montrons que V / ~ ( A ~ k  ~-| est un m~xim~l de 
A ~ k  ~-~~ En effet ~ k  ~ est un id6al de A ~ k  ~ et ~'~-~-~ ~- A~)k  -~ (p~r 
<~fid~le plat i tude }) w 1.2), il existe doric nn ideal m~xim~l ~ '  de A ~ k  ~-~ avec 

Soit rima e de d ns 
= ( A / ~ ) ~  k~ -~ (parce que A / ~  est fini sur k), k' rextension s@~rable m~xim~le 
de k contenue d~ns A/~.~ il existe r~>0 tel que ( A / ~ ) ~ c  k'. Ainsi (~ ' )~ ' c  ~ ' ( ~  

( k ' ~  k~-~'~), or k' et k~ -~ son~ l in~ i rement  disjoints sin" k (Cest ~,)) il suit donc 

que ( ~ ' ) ~ ' =  (0), soit done ~ t ' ~  ~ ( ~ k  ~-~. Ce qui montre que ~ - ~  V/~(A~k~-~) .  

Soit ]: X-->X(k~ -~''~) l ' injection d~finie p~r ~ ( ~ ) =  ~ - - - ~ k  ~-~. 
Soient [, g e A ~ k  ~-~ ~vec ]g nilpotent.  Montrons que ] ou g cst nilpotent.  Soient 

Z = { x e X * : / ( j ( x ) ) = O } , T = ( x e X * : g ( ] ( x ) ) = O } ,  on u X * = Z u T ,  comme X 
est irrdductible et X* dense, on u Z ou T dense darts X. Supposons Z dense dans X. 

I1 existo n c m c k ~-~ un corps de dimension d~nombrable sur k avec / e A (~r m. 
I1 existe une const~nte c > 0 telle que ~ ~dmette une base e-normale {e~} sur d in- 
dex~e sur N([Mo],  th~or~me 8, p. 50). On a f =  ~ u ~ e ~  avec u ~ e A @ n  et 

i 

Jim []u~]] = 0 off [1" H est lu norme tensorielle de d ~ n .  Soit x e Z, on a 0 = ](](x))-~ 

-~ ~u~(](x))e~, il suit facilement de a) que u~(j(x))el.~. Comme l~ eat s@~rable 

sur ~, on a l~ et ~ lin6airement disjoints sur ~ (y), ce qui montre que u~(~(x)) = 0 
~r  ~r  

pour tout  x e Z .  Comme u~ e A  on ~ 0=u~( j (x ) )  ~ ' = u ~ ( x )  p o u r x e Z e t Z d e n s e  
~r 

darts X implique que u~ = 0. Ceci montre que S =  0. 

~) Soient 1 un corps valu~ eompIet de caractgristique p ~ O, l' une extension sg- 
parable ]inie de l, alors l~-~ et l' sent lingairement disjoints sur l. 

Soient {~1, ..., ~ }  une base de l' sur l, {co*, ..., co*} la b~se duale par rapport  
]a forme bilindaire (non d~gdndrde) (x, y) ~ Trl./l (xy). Soient ~ ,  ..., ~ e  ~-~ avec 

I f l 
0 ~ ~ ~co~, 2~, ..., ~ e  1 ~-~, 0 : ~ ~co~. Soient a~, ..., a~ les n l-homomorphismes 
de l' dans 1 ~1~, ~ ,  ..., ~ des prolongements ~ l ~I~. On a ~ :  ~ ~(0co*), comme les ~, 

i 

sent isom6triques on a donc [2~]< [01.max {[co*[}< (m~.x {[2~-- 2'~[}) • (max {Ice, I}) • 
• {Ice*[}). Comme F -~ est dense d~ns l~--~ il suit facilement que 0 = 2~= 
. . . . .  2. .  Ainsi l' et l~ -1"~ sent lin~airement disjoints sur 1. 

B) On suppose X : Spm A a]/ino~de. 

Supposons d 'abord X irr~ductible. Soit ~ l'id4al des nilpotents de A, par 
A fl) Spm ( A l a C k  ~-~) est irr6ductible; o r  A l ~ k ~ - ~  A@k~-~l~@k ~-~, ~insi 
Spm (A /~@k ~-~) et Spm (A@k ~-~) sent Zariski hom6omorphes, ce qui montre 
que X(k~_~)~" est irr6ductible. 

Soient X1, X~, . . . ,X ,  los composantes irr6ductibles de X, comme X~(k~-~) est 
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irr6duetible par Be qui prdegde, il suit que X~(k,_~'-~), ... ,Xr(~'_o~) sent les eomposantes 

irr4ductibles de X(~-~'~). 

C) Le eas gdndral. 

La d6monstration de A, fl) montre qu'il existe une application injeetive ~: X --> 
-->X(~7~-~). Soient G une eomposante irr6ductible de X(~_~'~), U un admissible affi- 
noide de X,  U~, ..., U~ ]es eomposantes irr~ductibles de U, alors U~(~,-~"~), ..., U~(~;='-~) 
sent les eomposantes irrdductibles de U(~,-~'~) (c'est B)). D 'aut re  par t  G(~ U(~,-~'~) 
est rgunion (unique) de eomposantes irr~duetibles de U(~-~'~); ainsi G n  U(~Tr--~)= 
= U U~(~:'-~) off S c  {1, 2, ..., n}. On ~ done j-I(G) ~ U = ~ U~, il suit que j-~(G) (~ U 

i eS  i~N 

est un fermg de U; ee qui montre que j-~(G) est un ferm6 deX.  On a (/ (G))(~-~)----- G. 
Ceci montre  que i-~(G) est irr4duc~ible et que les X~(~;=--~) sent les eomposantes irr~- 
duetibles de X(~,-~-'~). 

PI{OPOSITION 8. - -  Soient k un corps valu~ complet, X un espace analytique sur k, 
quasi-compact. Alors il existe une extension s~parable Jinie t de k telle que les vompo- 
santes irr~ductibles de X(~) soient gdom~triquement irr~ductibles. 

DI~O:NSTRATION. -- A) On suppose que le corps k est parJait. 

~) Soit X a/line,de tel que pour tout 1 ]ini sur k, l'espace X(~) soit irr~ductible. 
Alors X est gdomdtriquement irr~ductible. 

Supposons que X = Spm A avee A intggre. I1 existe un homomorphisme injeetif 
et fini ~: Te -~ A, soient L la cl6ture s6parable de ~r(Td) darts Fr(A), B = Z ~ A 
qui est affino~'de et Y =  S p m B .  Comme A ~ c B  (p = car (k)), X et Y sent ho- 
m6omorphes. Par  la proposition 6 il existe l fini sur k tel que :Y(t) soit dense dans 17; 
comme k est parfait  l 'homgomorphisme de I r sur X induit  une bijeetion de Y(1) 
sur X(l), ainsi X(l) est dense dans X. I1 suit facilement que X(~)(1) est dense dans 
X(z ) et [Be 2], Satz, 2.3, p. 137 montre que X(~) (qui est irr~dnetible) est g4om~tri- 
quement irr4ductible, done X est g6om~triquement irr6ductible. 

On suppose maintenant  X = Spin A irrdduetible. Soient ~ l'id6al des nilpotents 
de A, K le eompl~t6 de la el6ture alg6brique de k, on a A @ K / ~ @ K  ~_ (A/~)  @K, 
il suit que Spm ( A @ K )  est hom~omorphe ~ Spm ( ( A / ~ ) @ K ) .  Co qui precede 
montre que Spm ( ( A / ~ ) @ K )  es t  irr5duetible, ainsi Spin (A@K) est irr@duetible, 
i.e. X est g6om6triquement irrgductible. 

fl) Soit X afJinoi:de, alors il existe l ]ini sur k tel que les composantes irrdductibles 
de X(~) soient gdomgtriquement irrdductibles. 

Soient K le compl~t6 de la cl6ture algdbrique de k, X1, . . . ,X~ les composantes 
irr~duetibles de X. Soient k c I c K,  Z1, ..., Z~ les composantes irr~ductibles de X(z ), 
alors il existe une part i t ion (unique) {1, 2, ..., s} = IlI_I I~ 1_I .." ]_I l r  tene que 
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X~(~) ~ [_J Z~. Comme les compos~ntes irrSductibles de X(K ) sont en hombre fini il 
eI~ 

existe 1 fini sur k tel que les compos~ntes irr~ductibles de X(~) restent  irrdductibles 
apr~s extension finie des scalaires. Alors at) montre  que les composantes irrdductibles 
de X(~) sont g~om~triquement irr~ductibles. 

y) Soit X un espace analytique quasi-compact, alors il existe 1 ]ini sur k tel que 
les composantes irrdduetibles de X(~) soient ggomdtriquement irrdductibles. 

Soit {U~, ..., U~} un recouvrement  de X par des affino~des extrai t  d 'un recou- 
vrement  admissible. D'apr~s fl) il existe l fini sur k tel que les composantes irr~duc- 
tibles {Y~j}I<~<~, de U~(~) soient g~omdtriquement irr~ductibles pour  l<i<~s;  uinsi 
{Y~(~)}~ sont les composantes irr~duetibles de U~(g) (K est toujours le eompl~t~ de 
la cl6ture ~]gdbrique de k). Soient Z~, Z2, . . . ,Z~ les compos~ntes irrdduetibles de 
X(~), alors il existe A t e  {1, 2, ..., n~} tel que Z t ~  U~(K)= [J Y~(~). Soit Z' t l 'ensem- 

~eAt 

ble des points de X(~) au-dessous de Zt, on ~ done Z ~  U~(,)= [J Y,~, ce qui montre  
5cA* 

~" Z /  __ que Z~ est un ferm@ de X(~); de plus on a ~(~)_ Z~. I1 est alors ais5 de montrer  
! ! ! 

que Z~, Ze ~ ..., Z~ sont les composantes irr~duetibles de X(~) et qu'elles sont g~om~- 
t r iquement  irr~ductibles. 

B) Le cas g~ndral. 

Le cas off 0 ~ car (k) est rdsolu par  A), supposons car (k) ~ p > 0. Soit 1 -~ k ~-~, 
alors il existe l~ fini sur 1 tel que les eomposantes irrdductibles de X(z~) soient gdomd- 
t r iquement  irrdduetibles (e'est A) appliqud ~ X(~)). Soit m -~ l~ n k ~dp, eomme k ~dp 
et l sour lindairement disjoints sur k (proposition 7, ddmonstration ~)) on a [m:/~] ---- 

[l~:l] et l~ c (m~-~) ^ (il faut  utiliser le fair que l~ est engendrd sur I par  des dld- 
ments  algdbriques sdparables sur k). Soient ~ ,  ...~ ]z  les composantes irrdductibles 
de X(,~), il suit de 1~ proposition 7 que Y~(~-~"~) est irr6ductible, ainsi Y~(~) est irrd- 
duetible. Ceei montre  que ;I~(~), ..., Y~(,~) sont les eomposuntes irrSductibles de X(~) 
qui sont g~omdtriquement irr,~ductibles. Ainsi les composantes irrdductibles de X(,,) 
sont g~omStriquement irr~duetibles. 

3.2. Action d'un groupe ]ini d~automorphismes. 

LE~lVIE 6. -- Soient k un corps valu~ complet, I normal et ]ini sur k, G = A u t  (I/k), 
X un espaee analytique irrdductib~e sur k. Alors G agit transitivement sur les com- 
posantes irrdductibles de X(t). 

D~OSTSTRATION. -- at) On suppose X = Spin A a/]ino~de. 

Soient ~ un premier minimal de A Q  l~ 9/~-  A ~ ,  ] ~ 9/, P(T)  = 1-[ (T -- ] " ) ~ =  
a~G a~G 

: p o - ~ p ~ T ~ - . . . ~ - T  ~ o f i p ~ :  [/:klan s. Alors on ~ P ( ] ) : O ,  p ~ e ~ n A c ~ v ~ A ;  
uinsi p~ est nilpotent et par  suite ]~ est nilpotent~ done ] e s t  nilpotent.  Ceei montre  
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que X(~)= U v(~") ,  uinsi G agit t runsit ivement sur les composuntcs irr6ductibles 
d e  X(~). ~ 

fi) Le cas gdndral. 

Soient Y une composante irr4ductible de X(,), E - ~  LJ ~"  et H la r~union des 

uutres composuntes irr~ductibles de X(~); si Z e s t  une composante irr6ductible de H~ 
alors Z" est uussi une composante irr4ductible de H.  

Soit p :  X(,)-+ X 1~ projection, il fuut  montrer  que p(F)  et p(H) sont ferm4s 
de X. Soit U un ~dmissible affinoide de X, U~, U~, ..., U~ ses eomposantes irr~- 
ductibles, {U~}~ les composuntes irr~ductibles de U~(,); ~insi par a) {U~.}~ : {U~},. 
On montre f~eitement qu'il existe une part i t ion I~ ]_[ I , - ~  {1, 2, ..., s} te]le que 

ieI~ " a  ieI~ " d  ieZt 

p ( H ) ~  U = U u~. Ainsi p(F) est ferm6 et d i m e  = d imp(F)  ~- dim X(~)----- d i m X .  

Comme X est irr4ductible on ~ p(E) -~ X et E -~ p-~(p(E)) implique F ---- X(~). 

3.3. Ouverts a]/ino~des de X(K ). 

L]~M~]~ 7. - Soient k un corps valud complet~ K le compl~td de la cldture alg~brique 
de k, X un espace analytique sur k~ U un ouvert a]]ino~de de X(K ). Alors it existe un 
corps I s~parable et ]ini sur k, V un ouvert aMino,de de X(~) tel que V(K ) ~ U. 

D]~O~STRATION. -- :r Soient X un espace analytique sur k, {X~}ie 1 un recouvre- 
ment admissible a]/iuo~de. On suppose que X(K ) est a]]inoide, quail existe I ' c  I une 
pattie ]inie~ qu'il existe ]~e Ox(X) avee ~ ]~jOx(X) -~ Ox(X) pour i e  I '  et Xi(K)-~ 

J 

--~ (xeX(K):  I]~(x)l<If~O(x)l, 0~<j<n~} pour i e I '  et X(K)= UX~(~). Alors X est 
a]]inoide. ~i" 

~5ontrons d'~bord que Ox(X) est une ulg~bre affinoide. L~ suite exacte 0--> 
-> Oz(X) ~ ~ Ox(X~) ~ ~ Ox(X~ n X~) montro que Ox(X ) ~ k  K ~ Ox,~)(X(K)). I1 

existe done un homomorphisme surjectif ~: K ( Z 1 ,  ..., Z~} --~ O ~ ( X ) ~ K  puisque 
t / 

X(K ) est affinoide. Soit z~= ?(Z~), si on choisit z~, ..., z, ussez proche de z~, ..., z . ,  
alors il existe F: K(Z~ ,  ..., Z~} --> O z ( X ) ~ K  uvee ~(Z~) ---- z~ et ~ est surjeetif ([Fr], 
lemme 1~ p. 128). Comme k ~" est dense duns K il existe l s~parable fini sur k uvec 

? ! 

z~e O x ( X ) ~  1. Soit 0: l(Z~, ..., Z~} -~ O x ( X ) ~  1 d~fini par O(Z~) ----- z~, comme 0 ~  
est surjeetif, il suit que 0 est surjectif, uinsi O x ( X ) ~  1 est une ~lg6bre ~ffino~'de. I1 
r6sulte fueilement que Ox(X) est une ~lg6bre uffinoide (on peut  uppliqaer [BGI~], 
6.3.3~, p. 247). 

Soient Iz ~ Spin Ox(X), s~: Or(X) -+ Ox(X~) l 'homomorphisme restriction X'i = 
= Spm e,(X~) et I;, --- {y e Y: ]fi~(Y)[< [],o(y)[, 0~<j<n~}, on a X[c  y~; ~insi e, induit  
un  homomorphisme ~ :  0r(Y~) -+ Oz(X~). Comme ~ , ~ ) ~  est un  isomorphisme, il 
r6sulte que ~, est un isomorphisme. Ainsi X~ est isomorphe ~ Y~ de m~.me X~ ~ X~ 
est isomorphe s Y~ (~ Ys. 
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I1 reste ~ montrer  que Y ~ U iz~. Spit ~ un maximal  de Oz(X), on a ~ ~)K 
ieI '  

c O x ( X ) ~ K ,  ainsi ! ) ~ K c  ~ffV off ~ '  est un maximal  de O x ( X ) ~ K - ~  OX,~)(X(K)). r 

Par  exemple ~ ' e  X~(K) , il %sulte que !~(Ox(X~)~g)  ~ Oz (X~)~g ,  ce qui montre  
que ~Ox(X~)cr Oz(X~), done ~ e X~c Yi. Ainsi X isomorphe ~ Y est affino~de. 

fl) Spit X un espace analytique sur k tel que X(~ 0 spit a]]ino~'de. Alors il existe 
un corps l s~parable et ]ini sur k, {Y~}~e~ un recouvrement admissible a]/inoide de X(~), 
I~c I ]ini, ]~r Ox(X) ~ l tels q~e ~ ]~ Ox(X) ~ 1 = Oz(X) ~ l pour i e I', ~ i ( g )  ~ -  {X e 

e X(K): I]~(x)]dI/~o(X)], 0 < i < n ~ }  et X(K)~- U Y~(K)" 

Spit {Xi} un recouvrement admissible affinoide de X, alors X(~) est recouvert 
par un nombre fiai de X~(K) et X~(~) est %union finie de S~. qui sont rationnels duns 
X(K ). Ainsi Si~ peut  s'~crire S~ = {x ~ X(K): [g~(X)]4 Ig~o(X)], 0 4 s < n ~ }  et g~,e 

Ox(X) @ 1 pour l s~parable, fini sur k, assez grand. Spit T~. = {y a X~(~): [g~.~(y)[ < 
< Igloo(Y)], 0 < s < % } ,  alors T~ est rationnel duns X~(~), T~(~)= S~ et les T~ recou- 
vrent  X(~). On en ddduit  facilement fl). 

y) Ze cas gdndral. - Spit {X~} un recouvrement affinoi'de admissible de X,  alors 
U (~ X~(K) est une %union finie de S~ qui sont rationnels duns X~(K). Par  le mSme 
procdd~ que fl) il existe 1 s~parable, fini sur k, T~j des rationnels de X~(~) avec T~(K ) 

S~j. Spit V = ~J T~j, c'est uu ouvert unalytique de X(~) et on a V(~)~ U. Ainsi 

V est un espuce analyt ique et V(~ o est affino~de. Par  ~) et fl) il existe l~ sSparable 
fini sur k tel que W ~ V(,,) spit affinoide. Ainsi W e s t  un ouvert  affinoide de X(~.) et 
on a W(K ) = U. 

REMA~QUE. -- Les parties g) et fl) montrent  que X(K ) affinoide implique X(t) affi- 
no~'de pour un certain corps 1 s6parable, fini sur k. De 1~ on peut  montrer  que X est 
aflinoide (par ex. [Fr], exercice 38, p. 188). 

4. - F a i s c e a u x  a m p l e s  sur un  espace  analyt ique .  

4.1. Espace rdduit associ~ ~ un espace analytique. 

Spit (X, 9, Ox) un espace analytique, alors il existe sur X un faisceau coh6rent 
d ' id6aux ~ x  tel que ~x (U)  spit r id6al des nilpotents de 0z(U) pour tout  admissible 
affinoi'de U de X. Alors (X, g, Ox/~x) est un espace analyt ique r6duit not6 Xre d 
et appel6 l'espace rdduit associ~ h X.  L'identi t6 i: X~ed--~X induit  un morphisme 
et pour tout  admissible affino~de U, i#(U): Ox(U) ---> Oxrod(U) = Ox/~(U) = Ox(U)/ 
/2~'x(U) est la surjeetion eanonique ([Fr], ex. 12~ p. 280). En  particulier X est a]]i- 
no,de si et seulement si Xre d est uffino~de ([Fr], ex. 13, p. 280). 
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4.2. I~aiseeaux amples sur un espaee analytique. 

D ~ z ~ z o ~ .  - Soit X un espace analyt ique,  quas i -compact ,  un faisceau inver-  

sible s sur X est  dit  ample si pour  tou t  faisceau coh6rent 5 sur X il existe un en- 

t ier  no (d6pendant  de 5 )  tel que H q X ,  ~ D) = 0 pour  tou t  i > 0 et pour  tou t  

n>~no (s ~ s174 

PRO~OSZTZO~ 9. - Soient X un espace analytique, quasi-compact sur un corps k 
valud eomplet, i: X~ee--> X le morphisme eanonique. 

1) Soit s un ]aisceau inversible sur X.  Alors s est ample si et seulement si i*s 
est ample. 

2) Zes propridtds suivantes sont gquivalentes 

i) pour tout faisceau eohdrent ~ sur X~ le k-espaee vectoriel 57(X) est de di- 
mension ]inie ; 

ii) pour tout ]aiseeau eohdrent g sur X~ea~ le k-espaee vectoriel g ( X ~ )  est de 
dimension ]inie. 

D~)Io~SX~A~ZO~. - 1) Soient s ample  sur X,  9 coh6rent sur Xrr on a i . ( g~ )  

| (i*s = i . ~  | s et ainsi 

i , ( g  | = | (i* = HqX, | 

Comme s est ample  on a bien H~(X~ed~ g G ( i * s  0 pour  i >  0 et  n >>0, ce qui 

mon t re  que i*s est ample.  
Supposons i* s ample.  Soient 5 un faisceau coh6rent sur X,  2~ le faisceau des 

ni lpotents  sur X,  comme X est quas i -compact  il existe r >  1 avec ~Or : 0. On a la 

suite de sous4aisceaux de 9 v, 5 D 2 / ~ D ~ V ~ S D . . . ~ J ~ ' ~  = 0. Pour  ehaque i =  1, 

2, ..., r - - l ,  on a la suite exacte  0 -~ 2 ~ ' ~  --> ~ - ~ 5  --> J ~ ' ~ - ~ 5 / 2 / ~  - -->0, ce qui 
donne la suite exacte  de cohomologie 

-+ H~+~(X, ~ i  ~ | s . 

E n  ra isonnant  pa r  r6currenee on peu t  supposer  que H~(X, 5 ' ~ : ~ |  s  0 pour  
p >  0 et  n>>0 ( ~ =  0). D ' a u t r e  pa r  jV~-lS/Ae~5 est un 0 x r d m o d u l e  coh6rent, 

ainsi H~(X, (&'~-I :T/JT'~-)G s = 0 pour  p > 0 et n >>0. 
Ainsi s est ample.  

2) ii) implique i). - Soit g u n  faisceau eoh6rent sur X~ed, on a H~ d, g) -~ 
= H~ i .g),  ce qui mont re  que g(X~ed) est de dimension finie. 
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i) implique ii). - Soit 5 un faiseeau coherent  sur X.  Avee les nota t ions  
de 1), on a toujours  la suite exacte  

o -+ Ho(X, 3C ~ Y )  -> Ho(X, ~ - ~  y )  -+ I to(x ,  A "~-~ 5 /5 '~  y ) ,  

par  r~eurrenee on peu t  supposer  que H~ 2g"5 7) est de dimension finie, eomme 

A o ~ - ~ - / A ~  - est un 0x~oa-module coherent,  on a aussi Ho(X, z V i - ~  -) de dimension 
finie. 

PROP0SITI0~N 10. - Soient X un espace analytique pur  de dimension 1, quasi-eom- 
pact, rgduit sur un corps k valud eomplet, ~o: X'--> X la normalisation de X .  

1) Soit ~ un ]aisceau inversible sur X .  Alors ~ est ample si et seulement si q~*g 
est ample. 

2) Les propridtgs suivantes sont ~quivalentes. 

i) pour tout /aisceau eohdrent ~ sur X ,  Ie k-espace veetoriel Y ( X )  est de di- 
mension ]inie; 

ii) pour tout ]aiseeau eohgrent 9 sur X ' ,  le k-espace veetoriet 9(X ' )  est de di- 
mension ]inie. 

Ds 1) Soient ~ ample  sur X et 9 un faiseeau coherent  sur X '  

on a ~0,(~ @ (~* g)~) = ~ , g  @ ~ et ainsi H~(X, q),(~ @ (cp* ~)~)) = H~(X ', 9 @ (~* g)~) = 
= lYe(X, ~ , ~ @  g"). Ce qui mon t re  que ~*g est ample.  

Supposons ~* g ample.  Soit ~- un faisceau coh4rent sur X,  le faiseeau I{omo~(~,Ox, , 
5-) est un 0x-module  eoh4rent et aussi un F ,0x , -modu le  eohgrent;  ainsi il existe 
un faisceau eoh4rent  9 sur X '  avee H o m o ~ ( ~ , 0 x ,  , 5 r) = ~0,9. D ' a u t r e  p a r t  le mor-  

phisme canonique Ox-+cf ,  Ox, induit  un morph i sme  de Homo~(cf ,  Ox, , Y )  dans 
H o m o ~ ( 0 x ,  ~ )  _~ 5 ,  done induit  un morph isme  u: %,9 -+ ~-. De plus u~: (~ ,9)~-+ 
--> 5r~ est un i somorphisme pour  x e X~e ~. On a l e s  suites exactes de faiseeaux, 

0 --> :~ --> ~,  ~ --> im u --> 0 ,  0 -> im u ---> ~- --~ C --> 0 .  

On a done Supp (J~) c X~i.g, Supp (C) c X~i.~ ; ainsi les supports  de ~ et C sont de 
dimension z~ro. Ensu i te  on a l e s  suites exactes de cohomologie 

H~(X, ~ @ ~,~) -+ H~(X, cp, 9 @ s -+ H~(X, im u @ ~-) -+ H~+a(X, 3~ @ gn), 

H~(X, im u @ g") -> H~(X, Y @ s --> Hp(X, C @ g'~) . 

On a H~(X, J~ @ g") = H*(X,  C @ g~) = 0 pour  p > O; ainsi 

H~(X' ,  9 @ (q~* s = H*(X,  %~. 9 @ ~") = H~(X, im u @ ~n) �9 

Done  pour  p > 0, n >> 0 on a H~(X, im u @ ~ )  = 0. Ce qui mont re  que ~ est ample.  
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2) i i) implique i). - So truite eomme pour  lu proposit ion 9. 

i) implique ii). - Avee les notat ions de 1), on u les suites exuetes 

0 --> H~ 3~) -+ H~ q~,~) --> H~ im u) --> H~(X, 3~), 

0 -+ H~ i m  u )  - +  H~ 57) --> H~ e ) .  

Comme H~ ~.9) - - - -H~ 9) et que 0----H~(X, J~), il suit que H~ im u) est 
de dimension finie. Comme Ho(X, ~) est de dimension finie, on ~ done 5(X)---- 
= H~ 5 7) qui est de dimension finie. 

4.3. Immersion ]ermde dans un espaee pro]eeti]. 

Ttt~0R]~E 7. - Soient k un corps valud complet, X un espace analytique quasi- 
compact sur k, ~ un ]aisceau inversible sur X avee les propridt~s suivantes: 

a) Pour tout ]aiseeau eohdrent 5 ,  le k-espaee veetoriel 5 ( X )  est de dimension ]inie. 

b) Ze ]aiseeau ~ est engendrd par ses sections globales. 

e) L'homomorphisme canonique ~(X) | --> ~ ( X )  est sur~eeti] ( ~  d~f s174 

d) Pour tout ]aiseeau eohdrent 57 il existe no>O (d6pendunt de 5 )  tel que H q X ,  
57~ ~ )  = 0 pour tout i >  O, et pour tout n>~no. 

Soient l'alg~bre gradu~e A = ~ ~"(X) (elle est de type  fini sur k), x e X ,  ~ le 
n>~0 

]aiseeau eohdrent d'iddaux assoeid ~ x (i.e. ~ ,  = Ox,~, pour  x'=/= x et ~ = ~ ) .  
Alors ~ ~ ~ ~ ( X )  est un iddal premier homog~ne de A avee dim ulg~ A / ? ~  ~ 1 

n>~O 

et x---> ?~ induit un isomorphisme de X sur (Proj A) ~'. 

D g ~ O I ~ S T I ~ A T I O ~ .  -- ~) L'iddal ?~ = @ ~ ( X )  est premier homog~ne avec 
n>~O 

dim algk A/?~  = 1 et q~: X --> Z a~r Proj A 

d~]ini par ~(x) -= ?~ est bijeeti]. 

I1 existe g e s dont  lu fibre en x est une base de ~ ,  il suit que g~ l ' imuge de 
g| duns ~ ( X )  est une base de ~ .  

Soit ] e ~ ( X )  son image duns ~ s'6crit ] ~ u 'g  n off u e Oz,~, soit ~ l ' imuge de u 
duns Z = 0x.~/932~. 11 existe done un homomorphisme ~v: A -~ L[T]  tel  que ~(]) = 
----- ~ T  ~. I1 est alors clair que ~ ---- ker ~ e t  que 1 ----- dim ulgk A / ~ .  

Montrons que ~: X -+ Z e s t  injectif. Soient x, x ' e  X ,  x V: x', ~ (resp. ~') le fai- 
sceuu coh6rent d ' id6uux ~ssoci6 s x (resp. x'). Soit n tel  que ~s engendre 7I~ n 
(lemme 8.1), ci-upr~s). Comme (~s163 il existe ] e ~ ( X )  uvee /~,~(3 '~)~, ,  
Ainsi ~ V :  ~ , .  



J.  FRESNEL - ~ .  ~/[ATIGNO~N: ~ur  ies espaces analyt~ques, etc. 203 

lgontrons que p est surjectif. Soient ~ un idbal premier  homog~ne avec 
dim alg~A/,~ ~ 1~ p~,p~, ...,p~ des g6n6rateurs homog~nes de ~ n = m a x  degr~ p~, 
a~,a~ ...~at une famille g~n6ratrice du 0z(X)-module  ~ .  des 61~ments de ~ de 

degr~ n .  Montrons qu' i l  existe x e X  avee ~,~ox(x )Ox , .~  s supposons le con- 
tr~ire et montrons qu:il existe m>~0 tel qua ~ s  -~ s Soit u: O r  s 

" X 

le morphisme d4fini sur U affinoide par  ()~1~ ~ ,  ...~ )~)-> ~ ~a~lv~ ce morphisme u 

est surjectif ;  on a alors une suite exacte 0 - ~  JP--> 0 x --> -> 0~ il existe m~> 0 
tel  que H~(X~ ,~ '~ b n) = O~ ainsi la suite exacte  de cohomologie mont re  que 0 r  

s -> s est surjeetif. Comme 0 x ~ )  s ~ (s on a s e~ ---> s  
surjeetif~ ee qui veut  dire que ~ s  s Soit a es on a a~+"a 
e s c ~ ~insi a ~  ~ ,  comme s s > 0 est engendr6 par  is on a ~ ~ (~) 
(~  s ee qui eontredi t  dim a lg~A/~-~  1. 
n:~0 

Ainsi il existe x e X  avec ?~ , ,~Oz .~  s ceci implique ? ~ O z , ~ c  ~ s  So i t~  
le faiseeau eoh6rent d ' id4aux assoei~ ~ x, montrons quail existe m~> 1 avee ?~ns 

~s On a 1~ suite exaete 0 --> ~s --> s -> s163 ~ -+ 0~ il existe m tel  que 
H i ( X ?  ~ n ( ~  ~qn) ~ 0~ On a done la suite exacte 

o ~ ~s | b , ' (x )  --> s  ~- (s163 | s  --~ o .  

Clairement fi(?~g'~(X)) = 0 paree que la fibre en x est nulle; on a donc ~ . g ~ ( X ) c  
c ~s Soit ~ ,  = @ ~s il existe a e A -- ~ avee degre (a) = 1 paree que 

dim a l g t : A / ~ , =  1. Soit p~ un g~n4rateur homoggne de ~ avee degre ( p , ) ~  a , < n .  
On a p~a~+'~-~'*~ ~ s  = 7~s c ~ ;  il suit que p~e ~ ,  done que ~ c ~ .  
Or dim alg~ A/?~ ~ dim alg~ A / . ~  = 1 implique ~ = ~ .  Ce qui mont re  que p est 

surjectif. 
Soient /o , /~ ,  ..., ]~ nne base de s sur' k, ~o: k[To, T~, ..., T . ]  --> Oz(D+(]~) ) = A(:,) 

l~homomorphisme surjectif d6fini par  y:(T~) =/~//~ (en effet A~ (~ A~ @ ... ~ A . . . .  es~ 
engendr~ sur /e par  ]o, f~, ...~/~), et 9 / =  ker ~f. Soit g~= {zeD+(/~): l/~/],(z)l<l, 
0 < j < n } ,  alors on a par  d6finition 

o z ~ ( z , )  = t~<To, T~, . . . ,  T~)  
~le<To~ ...~ T,,) 

fl) Soit W c ~o-~(Z,) un admissible a//ino~de de X.  Alors il existe un homomor- 
phisme unique ~: Oxa.(Z~) --> Oz(W) tel que ~(]~/f~) = u~ oi~ us est l'uniq~e ~l~ment de 
Ox(W) tel que / ~ 1 ~  u~lqw pour O<~Qn. 

Soit x c W c  p-1(Z~), on a done ]~r163 (~ associ6 ~ oo), ee qui veu t  dire que ]i~ 

est une base de s pour  tou t  x c W; il suit faeilement que/~[w est une base de s 
ainsi il existe u~e Ox(W) avec ]~lw-~ uJ']qw" 

Montrons que [/j//,(p(x))[< 1 implique [uj(x)[< 1. 1)uisque [/j/],(p(x))]< 1, il existe 
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ao, a~, ..., a,_~e k ~ v ~ 3~'~(X) avec ao + a~ ]~l/i 4- . . .  + a,-~(]~l]i) "-~ + (LI]~)" = viii. dans 
A(~,). On a 

(1) t >  0 ~vee ]~(]~(aol ~ + a~]~-~]~ 4- ... + t ; ) -  v]~) = 0 dans A (done darts ~t*m+~(X)). 
Comme ]~ est une base de s f~= est une base de s ainsi v~ : ~o]~ off o~ ~ ~ 

(v e ~ t ~ ( X ) ) .  Ainsi (1) s%crit (ao4- a~u~4-  ... 4- u~.-- o~)]~+'~+' :  0; i.e. n o 4  , 
~_�9 4- a~u~= 4- ... + u~- -  ~o = 0 (ft+~+~,= est une base de _~ ,. On a donc a o -~ 

4- a~u~(x) + ... 4- u~(x)'---- O, soit [%.(x)[~<1. 

Soient ~b: k[To, ..., T.] --> Ox(W) d~fini par  qi(Tj) = u~, P(To, ..., T.)  e9~ ---- ker  F. 

On a +~+'~+~P/§ ..., ]~/1~) ---- 0 darts ~'~+~(X) pour  m >>0 et s = degtota 1P. Ceci veu t  
dire que P(u  o ,u~ , . . . , u~ ) ]~+~=O et  done r  on a done 
r O. Comme ][~(T~)]l~wp ~ w = : hU~ll~<], ~ induit  un homomorph i sme  ~: Oz~=(Z~) ---'l- 

Ox(W).  

~,) On a Spm o = ?1~7 et Spm o~ : W -+ Z~ est une immersion injective et ouverte. 

Soient x ~ W, ~ le m ax i m a l  de Ox(W), ~ le faisceau cohdrent  d ' id~aux associ~ 

x et  P[To~. . . ,T~] tel  que P ( u o ~ . . . ~ u , ) e ~ .  I1 existe douc m>>O tel que 
m + s p  . . .  ~ 1~ (]o/]~, ]./?~)~C+~+~(X); ce qui veu t  dire que Spm e(x) ~(x). 

Soient Oz(D+(f~) ) _2~ Oz~.(Z~) __> Ox(W), i e s t  l ' homomorph i sme  canonique,  x e W~ 

~ le m ax i m a l  correspondant  de Oz(W)~ ~ ' =  ~ - ~ ( ~ ) ,  ~ : (~ooi)-~(~). On sait  

que i induit  un isomorphisme Oz(D+(]~))/fgP~--Oz~.(Z~)/~ft '~. 
~Iontrons que ~oi indui t  un isomorphisme de Oz(D+(]~))/~ ~ sur Ox(W)/fgt ~. 

Soit toujours  ~ le faisceau coherent  d ' id~aux eorrespondant  ~ x. Soit la suite exacte  

0 --->7~ ~ ~ Ox ~ Oz/7~ ~ ~ O. Pour  n >>0 on a H~(X, ~ @  s ---- 0 (e 'est  d)); ainsi on a 

a suite exacte  

(1) o -~ ~yc"(x )+  ~"(x)-~z~-,, ( x ) - + o .  
O ~ 

De plus pour  n~ >>0, . . . , n  >>0 ( lemme 8, 2), ci-apr6s) 

(2) l ' homomorph i sme  canonique ~s . . .@3~'~(X) ~ s  est surjectif .  

Soit g ~ Ox(W)/!gt ~ = Ox,~l~ ~ 0x,~, on a (s162 = s s ainsi il existe 
h e ~"(X) dont  l ' image par  v est g.]~.  I1 est alors cla.ir que h/]~ a pour  image g darts 

O ~ ( W ) / ~ .  
Soit g e O=(D+(]~)) tel que r e Eq~. On a g = 2"(]o/fi, . . . , /n/]i)  et pour  m >>0, 

P + ~ e 3 ~ s  paree  que ~+~ ~+~ (1~ g)~=(]~ )}P(%,.. .  ~.))~ ].~+~ge s pa r  s u i t e ,  u 
et  que -P(uo, ..., u~) e ~ .  I1 suit alors de (2) que ]~g ---- ~ ]~'g~ • ... • ]~'~=g~ oh ]~'g~e 
e s On a done g e ~il~ ~. 

I1 suit  done que ~ induit  un isomorphisme de Oz~=(Zi)/~ '~ sur O x ( W ) / ~ %  P a r  
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suite le th~or~me de GEI~RITZE~ - et GRAUERT ([Ge, Gr]; [BGI~], p. 309) montre que 
Spm ~: W - ~  Z~ est une immersion ouverte et injective (parce que ~ est injectif). 

~) q~-~(Zi) est r&tnion ]inie d~a]]ino~des. 

Soit U un aiIinoide admissible de X,  il suffit de montrer  clue U (~ ~-~(Zi) est 
r~union finie do parties rationnelles de U (X est quasi-compact). 

Soient U ~ :  U n ~-z(Z~), U~-~ ~xe U: ]~ engendrc ~}. Montrons que U~ est 
un ouvert  de Zariski de U. Soient x e U~, B ~ 0z(U) et ~ le maximal  de B associ~ 

x. On a s Ox,~= (Ox(U)/clu)~ ~ Ox,., et doric ~ (U)@BB~= (A]~Iv)@~B ~ 
(B~--~ Ox, ~ est fid~lement plat). Ceei montre que U~ est un ouvert  de Zariski, i} 
existe donc un iddal ~ de B avec U -- U~ ~ V(~A). Soient j :/: i, V~ d~f {X ~ U: ]~ en- 
gendre ~ et ](Hf~)(x)l < 1} (si /r engendre ~ ,  on a f~ ~ u]r dans s u e 0z,~ et  
[fd]~(x)l < 1 u dire [u(x)I < 1). On a donc V(gA) c U v~, u , ~  (jU v~) :~ r  Soient 

5 ~ i  , i 

g~, g2~ ..., g~e~g avec 9/----glB Jr . . . -k  g~B~ il existe z e k  • tel que Woc U V~ avec 

Wo = u :  ex. 37 p. x23). Soient go: , W~- {x~ U: 

0<t<r} ,  On a U W, et V(gA)(~ ([J W~) ~-- 0. S o i t / > 0 ,  
l ~ l ~ v  " / > 0  - 

alors il cxiste u~eOx(W~) tel que ]~lw-~ u~/~lw~; ceci montre que U~(~ W~-----(xe 
W~: [u~(x)l<l ~ 0~<j<n}~ ainsi U~n W~ est une partie rationnelle de W~. Comme 

W~ est une partie rationnelle de U, il suit que U~ est rdunion finie d~admissibles 
aifinoides de X. 

~) L'applieation ~o: X - - ~ Z  induit un isomorphisme dYspaces analytiques. 

I1 suit ~acilement de ~) que Z~ admet un recouvrement aifinoi'de admissible fini 
{Z~}, que ~-~(Z~) est aifinoi'de admissible de X ct que {~-~(Z~)}~,~ est un recouvre- 
mea t  admissible de X. Par  ~) Fhomomorphisme ~: Oz~.(Z~) --~ Oz(q~-~(Z~)) induit  
un isomorphisme de Oz~,(Z~ ) sur Ox(q~-~(Z~)). I1 snit de ]a ddfinition de ~ (~)) que 
ces isomorphismes coincident sur Z~ ~ Z~,,~,. Ce qui montre que ~o indnit  un iso- 
morphisme de X sur Z ~'. 

COROLLAIRE 1. - -  Soient k un corps valud complet, X un espace analytique quasi- 
compact sur Ir ~ un faisceau inversible sur X avec les propridtds suivantes 

a) _Pour tout ]aisceau cohdrent ~ lYspace vectoriel ~ ( X )  est de dimension finie. 

b) _Pour tout /aisceau cohdrent 5 il existe no (ddpendant de ~') tel que H~(X~ 
5"G ~ )  -~ 0 pour tout i ~ 0 et n>no.  

Alors X est projecti I. 

D~O~ST~ATIO~. - C'est nne consequence du thdor~me 7 et du lemme 8 ci-apr~s. 

COI~OLLAIRE 2. - -  Soient k un corps valud compIet~ X ~n espace anagytique propre 
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sur k,  fi un ]aisceau inversible sur X avecla propri~tg suivante: pour tout ]aisceau co- 
hdrent Z il existe no tel que H~(X, 5 . ~  ~ )  -~ 0 pour tout i ~ 0 et n>no.  

Alors X est pro~ecti]. 

D ~ o ~ s ~ A ~ I O ~ .  - En  effet X propre sur k implique que la condition a) du corol- 
laire 1 est satisfaite ([Ki 3]; [BGR], theorem 1, p. 397). Ainsi le corolluire 1 montre  
le coroll~ire 2. 

Lnmc~n 8. - Soient ~ un corps valu~ complet, X un espace analytique quasi-compact, 
un /aisceau inversible sur X .  On suppose que pour tout ]aisceau cohdrent 5 sur X 

il existe un entier no (ddpendant de 5.) tel que H~(X, Z ~  fi') ~ 0 pour tout i ~ 0 et 
pour tout n >~ no. 

1) Soit 5. un ]aisceau coherent. Alors il existe un entier nl (d~pendant de 5.) 
tel que 5. |  fi" soit engendr~ par ses sections globales pour tout n ~ n l .  

On suppose en plus que pour tout ]aisceau coherent 5. que 5.(X) est un K-espace 
vectoriel de dimension /inie. 

2) Soient Z1, ..., 5.~ des ]aisceaux cohdrents, alors il existe n~ (ddpendant de 
5-1, ..., 5.~) tel que l'homomorphisme canonique ( Z ~ )  s . . . ~  ( 5 . ~  fi'~(X))i--~ 
---> 5.~| ...(~ Z~(~ fsn~+'"+~(X) soit suriccti ] pour tout mi>n~. 

D~O~STRA~mN. -- 1) Soient U c X un affinoide, x e U, ~ le faisceau coh@ent 
d~id4aux associ4 ~ x, $ u n  faisceau coh@ent on a la suite exacte 0 -+ ~ Z  -~ Z --~ 

-+ 5 . |  Ox/~->  0. Soit no tel  que H I ( X , ~ Z G  f i~)=  0 pour  n>no.  Ainsi l~homo - 
morphismc 5.@ ~'~(X) -+ 5.@ ~-@ Oz/Ty(X) est surjectif;  commc 5.@ ~n@ Ox/~(X) = 
- -  (5 . |  ~ )~ /~ (5 .@)  ~)~,  il suit par  N a k a y a m a  que l~homomorphisme 5.(~ fi '(X)@ 
@ 0x,~--> (5.@ ~")~ est surjectiL Soient M(5.@ fi") l ' image de Z @  ~ ( X ) @  Ox(U) 
darts 5.~) ~"(U), A = Ox(U), ?s le maximal  de A associ~ ~ x. On a donc M ( 5 . Q  ~")@ 
~.~ Ox. ~ = 5.(~ ~ (  U ) ~  Ox. ~ et  donc M ( 5 ~ )  s A ~  = Z ~  fin( U)@ A ~  ( A ~  --> Ox, ~ 
est fid~lement plat).  De mSme pour  5. ~ Ox i lexis te  n~ avec M ( ~ ) ~  A ~ =  s 
@) Amt. I1 existe donc g, e A -  ~ tel  que 

M(s Ag~= s Ag~ , M ( 5 . Q  ~2o+~)@ Ag~= 5. |  ~"o+~(U)Q Ag~ 

pour  0 < r  < nl.  En 4crivant  5 .Q  ~ " =  (5.@ s (fin,),~ on a M(5.@ s Ag~= 

= 5:Q s Ag~ pour  tou n>no.  Comme un nombre  fini d 'ouverts  de Zariski 
D(g~) recouvrent  U (qui est noeth@ien), il existe n~ avec M(5. G ~ )  -~ 5 .Q ~"(U) 
pour  tou t  n>n~.  

Enfin comme X est quasi-compact il existe n3 tel que 5.~) ~n soit engendr~ par  
ses sections globales pour  tou t  n>n3.  

2) ~) Soit 5" cohgrent engendr~ par ses sections globales. Alors il existe re tel que 
l'homomorphisme 5 . (X)Q ~,(X) ~ 5.G ~ ( X )  soit surjecti] pour r>ro. 
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Soit ~ = dim~0 ~-(X), il existe une suite cxaete 0 -+ 2~ -+ 0~ -+ ~- -~ 0 telle que 
Ox(X)~--> 5-(X) soit surjectif. I1 existc re avec H~(X, ~('@ s = 0 pour  r>ro; ainsi 
0~@ s ~-@ s est surjectif. D'ofl il suit que 5 ( X ) @  ~_~(X)-+5@ s 
est surjectif: 

fi) Il  existe r~>O tel que s s -+ s soit surjecti] pour tout r'>r~, 
r ~ ~ r l .  

P~r 1) il existe t~ tel que s soit engendr6 p~r ses sections globales pour  t>t~. 
Par  ~) il existe re tel que s @ s ---> s soit surjectif pour  r > roet  t~ < t < 2t~. 
Soit r ~ =  max(t~,ro), il est facile de montrer  que s163176163 est 
surjeetif pour  r'>~r~,/~>r~. 

7) Soient ~'1, ~2 deux faisceaux eohdrents engendr~s par leurs sections globales. 
Alors il existe r~ tel que ( 5 " ~  s ( ~ @  ~"(X)) --> X~@ ~ @  s soit sur- 
jecti] pour tout r' ~ r~, r" ~ r~. 

Soit r  dim~ ~ ( X ) ,  il existe une suite exacte 0 - ~  d~'r 0~'---~ ~~---> 0 avec 
O~'(X) -+ 5~(X) snrjectif: I1 existe r~ tel que H~(X, S ~ @ 2 ~ @  s = 0 pour  r>r~ 
ainsi 0~'@ 0 ~ @  s -+ ~ - ~  ~ - ~  s est surjectif. Soient r '~ / '  ~ v e c r ' + / ~ > r ~  
r'>r~,r">r, (r~ d6fini en fl)), il suit de fl) que ( 0 ~ @  s ( 0 ~ @  s 
-~ 0 ~ @ 0 ~ @  s est surjeetif. Ce qui montre  7) pour  r ' > m a x  (r~,r~)~ r"> 
:> max  (r~, r~). 

(~) Le cas g~ndral. 

Soient 9r~, ~-~ coh6rents, il existe n~ tel que ~-~@ ~n, soit engendr6 par  ses sec- 
tions globables (c'est 1)). Ainsi ~) montre  que 2) est vrai pour ~-~ et ~-~. Le cas 
g6n6rM so d6duit par  r6currence. 

PROPOSITION 11. - ~.qoient k un corps valu~ complet~ K le comptdt~ de la cldture alg~- 
brique de k~ X un espace analytique sur k pur de dimension 1. Alors les propridtds 
suivantes sent dquivalentes: 

i) X est projeeti]; 

ii) Xre a est projeeti]; 

iii) X(~) est projeeti]; 

iv) (Xred)' est projecti] ((X~ed)' est la normalisation de Xr~d). 

D]~MO~STICATI0~. -- g) Supposons i) satis]ait. On a doric X = Z an off Z e s t  une 
an ( 2  vari6t6 alg6brique projective. C o m m e  (zan)rea----- (Zred) ~ (gan)(K)= "~(K)/ 

---= ((Zred)') ~', il suit alors de ([Ha 1], w 4, p. 23) que ii), iii), iv) sent  satisfMts. 

fl) Supposons ii) ou iii) ou iv) satis]aits. On d6duit de eette hypoth~se que X 
est quasi-compact.  
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Soit D--- ((U~, ]~)}~ un diviseur de Cartier sur X (d6finition w 2.3) avec la pro- 
pri6t6 suivante: 

(*) Pour tout i on a ]~  Ox(U~) et pour toute eomposante irr6ductible I r de X 
il existe uu indice i tel que ]~ air (au moins) uu z6ro sur I r ~  U~. 

~otons fi(D) le faisceau inversible sur X associ4 ~ D. 
Soieut g~ l'image de ]4 duns O~(Ud)r~--= Ox~(Ud) , 

(1) 

(2) 

(3) 

(~) 

(5) 

(6) 

Dr~a= {U~a , g,}~, c'est un diviseur de Cartier sur X~(~. Alors D ~  poss~de 
aussi la propri6t6 (.)  et ~(Dr~a)~ i*fi(D) off i: X~e~---~X est le morphisme 
eanonique. 

Soit D(K)-~ {(U~(K) , ]4@ 1)}4, c'est un diviseur de Cartier sur X(K ) qui poss~de 
aussi 1~ propri6t6 ( , )  (proposition 8~ w 3.1~ lemme 6, w 3.2). 

Supposons X r6duit. Soit 9: X ' -~  X la normalisation de X et D ' =  {(U~,/~)}; 
e'est ua diviseur de Cartier sur X'  qui poss~de la propri6t6 ( .)  et E(D') = 9*~(D). 

Supposons X~e d projectif, il suit de (1), de la proposition 9 e t d a  eorollaire 1 
que X est projectif. 

Supposons X rdduit et X' projectif, il suit de (3), de la proposition 10 et du 
coroUaire 1 que X est projectif. 

Sapposons X(K ) projectif~ il suit de (2) que  ~(D(K)) est ample. Soient $ u n  
faisceaa coh@eut sur X~ ~(K) le faiseeau coh@ent sur X(K ) d6fini par ~-(E)(U(E)) ~-- 
----- 5 ( U ) ( ~  K pour tout affinoide admissible U de X (comme ~-(U) est un 
0x(U)-module fini dest  uu 0x(U)-module de Banach, done un k-espace de 
Banaeh). On a d o n c  H~(X(K), 57(K)@ s ) ~-0 pour tout i > 0 et pour 
tout n >>0. Comme X est quasi-compact on pent extraire d'un recouvrement 
admissible affinoide un recouvrement {V~, ..., V~}. Ainsi la suite 

O ~-(~) @ ~(D(K))"( U 4(~ )) -~ Q ~-(K) | ~(D(~))~(U~(~) n Uj(K)) -+ 

-~ @ X(K)| ~(D(K))(U~(K)n g~(K)n U~(~))-> ... 
4,j,b 

est exacte. Comme 5 ~  K est (~ fid~lement plat ~) la suite 

(~ ,~G s -->(~ 5@ s Uj)--> ~) 5@ s U j n  U~) --> ... 
i ~,j i,j,k 

est exacte, i.e. H~(X, ~ Q  fi~(D))~--0 pour i >  0 et pour tout n>>0. Ce qui 
veut dire que ~(D) est ample. 
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Soit ~ un faisceau coh6rent sur X,  alors la suite exacte 0 -+ 5(X)  - .  @ s -+ 

7 * ~ s  U~)impl ique la suite exacte 0 -+g7 (X)Q~K- ->~s  
i j  i 

~-(K)(U~(~:) ~ U~(K)). Ainsi ~-(X) Q~ K -~ 5(K)(X(~)) , c 'es t  un K-espace ~eetoriel de 
4,i 

dimension finie. I1 s u i t  alors de la (~ fid~le plat i tude ~> de �9 ( ~ K  i que s  est un 
7c-espace vectoriel de dimension f i n i e .  

Puisque X est qaasi-compaet~ t(D) ample et s  de dimension finie pour tou t  
faisceau coh6rent ~ ,  il suit du corollaire 1 que X est projectif. 

Ainsi ii) implique i) est (l)~ iii) implique i) est (6), iv) implique i) est (5) et (4). 
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