Q648 (119 3)

Soient KcL deux corps commutatifs, Ay ,B,e M, (K) des matrices carrées & n
lignes et n colonnes pour 1<0<k. On suppose qu'il existe PeGC,(L) tel que
PA,P~'=B, pour 1<0<k.

Alors il existe QeGl,(K) tel que QA,Q ~'=B, pour 1<0<k.

Démonstration (Jean Fresnel et Michel Matignon)

1) On suppose que K est infin.

Alors l'ensemble des coefficients de P engendre un sous-K-espace vectoriel de
L qui est de dimension finie. Soient (eq,eg,...,e,) une base sur K de ce sous-
espace vectoriel. On a donc A,24,...,4,,€K avec

P=Pie;+Psey+ ...+P, e, ou P,eM, (K) pour 1<i<m .

De la relation PA,=B,P , il suit que P;A,=B,P; pour 1<i<m et 1<0<k.
On considere le polyndéme de K[X;,X,,...,X,,] défini par

S(X{,Xy,...,X,) :=dét (P;X;+PyXy+...+P, X,) . Ona

S(eq,e9,...,e,)=dét (Pie;+Pyeg+...+ P, e,)=détP#0 ; cela montre que
S(X,,X5,...,X,,)#0 . Sachant que K est un corps infini, il existe
U1ty sy €K avec S(uq,pg, ..., ty,) #0 ([Fr] corollaire 2.5.13, p. 103).

Soit @:=Pquq+Popug+ ...+P,,u,, , il suit de ce qui précede que dét@=0 , que
Q eGlL(K) et que QA,Q '=B, pour 1<(<k.

2) On suppose que K est le corps fini ¥, a q éléments (avec q=p® on
p:=car(K)).

Soit K;:=(F,) ¢ une cloture algébrique de F, . Montrons qu'il existe
P,eGl,(K,) tel que P;A,P; '=B, pour 1<(<kE.

En effet, soit L;:=LK; le compositum de L etde K;. On a donc
PeGl,(Ly) tel que PA,P~1=B, pour 1<¢<k. Sachant que K; est infini, la
démonstration utilisée en 1) montre qu'il existe qu'il existe @ € G¢,(K;) tel
que QA,Q '=B, pour 1<l<k.

3) 1] nous reste donc a considérer le cas suivant avec K= F,»L=(F) alg,
A,,BpeM, (K) pour 1<0<k avec PeGU,(L) tel que PA,P -1-B, pour
1<l<Ek.
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Soit F l'automorphisme de L défini par F(x):=x7 ; en particulier, on a
F(x)=x si et seulement si xeF, . On note aussi F:M,(L) - M,(L)
I'automorphisme d'anneau défini par F([x; ;1; ;) :=[F(x; )1; ;; bien
entendu F induit un automorphisme de G€,(L) toujours noté F . En
particulier F([x; ;1; )=I[x; ;1; ; sietseulementsi [x; ;1; ; eM,(K) .
Par hypothese, ona PeGl,(L) tel que PA, =B, P pour 1<¢<k. On a donc
aussi A)P~1=P~1B, et F(P)A,=B,F(P) .
Soient G(L):={UeGCl,(L) |UA,=A,U pour 1<C<FE} , c'est un sous-groupe
de G0, (L) etona P"IF(P)eG(L) .
Soit f:G(L)—G(L) l'application définie par f(U):=U"1F(U) .
On suppose provisoirement que f est surjective . Ainsi il existe UeG(L) tel
que f(U)=P~1F(P), il suit que UP 1=F(UP~1), ce qui veut dire que Q:=
UP~'eGl,(K) . Ensuite pour 1<¢<k ona

QB,=UP'B,=UA,P '=A,UP 1=A,Q.
Il suit que QA,Q ~1=B, pour 1<0<k et QeGl,(K).
Ainsi I'énoncé est satisfait, sous la condition que l'application f est surjective.
C'est 'objet de ce qui suit.

Remarques Avant de démontrer que l'application f est surjective, nous
devons faire quelques remarques.

1. Le cas ou k=1 peut se traiter avec la théorie des invariants de similitude.
Rappelons ce que c'est ([F.M.] p. 15-18).

Si AjeM,(K) , on peut lui associer une suite (P;,Py,...,P,) de polynémes
unitaires de K[X] avec les propriétés qui suivent : Py|Py|...| P, , P,=my ,le
polynéme minimal de Ay, Py Py ... P, =74, » le polynome caractéristique de A,
etsi Py=Py=...=P,_1=1 et P;#1, en notant C(P;) la matrice compagnon
du polynéme P; pour i>s , alors A; est semblable modulo G0 ,(K) i la
matrice qui est le tableau diagonal

(C(Py),C(Py,.1),...,C(P,)). Etenfin (P,P,,...,P,) est la seule suite qui
possede les propriétés précédentes.

Il suit donc facilement de cette derniere propriété que s'il existe SeGC,(L)
avec SA;S™1=B;, alors il existe TeGl,(K) avec TA; T '=B; .

On peut aussi interpréter la théorie des invariants de similitude comme il suit.
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Le groupe GC,(K) opere sur M,(K) par (S,M)— SMS~! .1l suit alors que
les orbites sont exactement caractérisées par les suites (P{,P,,...,P,) de
polynémes unitaires de K[X] telles que degP{Psy...P,=n et P;|Py|...| P, .
A noter qu'il existe un algorithme pour calculer la suite (Py,P,,...,P,).
2. Pour k>2, on serait tenté de faire opérer G¢,(K) sur M,(K)* par

(S, (M;,M,,...,M},)) — (SM;S™*,SM,S~1,.. SM,S™1) .
Malheureusement, a notre connaissance, on ne sait pas encore caractériser
de fagon simple les orbites de M, (K )® sous cette action, comme dans le cas
k=1 ([L.B.]).
3. On pourrait espérer que le polynéme S(X;,Xs,...,X,,) construiten 1) a
partir de la matrice P définit une fonction polynomiale sur K™ qui est non
nulle. En fait, il n'en est rien.

On considere l'exemple qui suit. Soient K:=Fy,
010

100 001 000 10 1
Al:[o 10}, B, = OOO],Azz[l 11],32:[0 10],Soit P:= aaO]
111 011 001 10 1 01a

avec aefFy—Fy.Onabien PeGly(F,) ,PA;=B;P pour i=1,2 . Ensuite la
fonction polynomiale définie par le polynéme

Xy 0 X
S(X,X,)=dét| X1 X3 0 | =X;X,(X;+X,) s'annule sur (F,)2. Toutefois on
0 Xo X
101
peut remarquer que Q:[ 11 OleG€3([F2) satisfait @A, Q@ '=B; pour
100

i=1,2.
4. En 2010 de Seguins Pazzis avait déja répondu a la question [S]. Sa méthode
utilise essentiellement une description des orbites d'un groupe opérant
simultanémant sur deux matrices. De fagon plus précise, il considere M n,pE)
'ensemble des matrices @ n lignes et p colonnes a coefficients dans un corps
commutatif K, alors le groupe G, (K)xGl,(K) opere sur M, ,(K)? dela
facon qui suit : ((P,Q),(A,B))— (PAQ1,PBQ 1) . Clest la description
d'un systtme de représentants des orbites qui est le point clé de sa démons-
tration.

Comme on le verra ci-apres, notre méthode utilise essentiellement un résultat
de géométrie algébrique concernant les groupes algébriques sur les corps finis.
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4. Montrons que l'application f:G(L) - G(L) est surjective

4.1. Construction de I'idéal premier %3 .

Soient K un corps commutatif, L une cléture algébrique de K.

La lecture des relations matricielles [X; 1, ;A,—A,[X; ;1; ;=0 pour

1<0<Fk , en chaque position (i,j) définissent n®xk polynémes P; ; , qui
sont homogenes de degré 1 ou nuls. On a donc la proposition qui suit.

Proposition 1 Soit M =1[m; ;1; ;e M, (L) , alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

D) Ona lm;;l; jAp=ArIm; ;1; ; ,1<0<Ek,

i)ona P;;,(m)=0 pour 1<i,j<n et 1<C<k oi m désigne le n>-uple
(m,. o) eL™.

Il s'agit maintenant de montrer que l'idéal B, de K[X;

L,J,lgl,JSn]

engendré par les P; ; , est premier.
Soit E le sous-K—espace vectoriel de H:= @ KX, ; engendré par les

1<i,j<n
P; ; o, soit s la dimension de E . On peut supposer {Py,Py,...,P} est une
base de E. Par ailleurs, on peut extraire de la famille {X; ;};.; ;o, des
éléments {Q,, 1,Q;,2,---,Q,,} de facon que
{P1,Pg,...Ps, Q. 1,Rs.9,-,Q,2} soit une base de H . Facilement
KIX; ;,1<i,j<n]=KIP;,Py,...,P,, @y, 1,y 19, > @l  icc.
{P1,Py,....P4, Q. 1,Qs19,..,@pz} sont n? variables sur K.

Clairement, on a %3;:=> P;K[X;
1=0

1,j°
KIX; ;,1<i,j<n] _
i, 0 ~K[Q
n?_s variables, il est donc integre et
LOgKIQs,1,Qs:1,->Qu2]=LIQg,1,Qs,2,...,Q,2] estaussi integre.

1<i,j<n] et

s41:Qs115-5Qpu2] . Clest un anneau de polyndmes a

Soit u: KIX; ;,1<i,j<n] —>K[Xi,i’;3$l’]£n] la surjection canonique,
1
D(XL,J) = dét [Xi,j]i,j: Z sgn(G)Xl,a(l)XZ,G@) "'Xn,o(n)’ on souhaite

ces,

montrer que u(D(X; ;))#0 , afin de prolonger u en un homomorphisme de
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A ::K[Xi,j7

Soit e:K[X; :,1<i,j<n]—K le K-homomorphisme défini par

e( X; ;)=86; ;, le symbole de Kronecker. Sachant que I, A,=A, I, pour
1<0<k, il suit de la proposition 1 que P{(86)=0, Py(8)=0, ...,P,(8)=0 ou
& désigne le n2-uple (8; ;) eL™ ; il existe donc un K-homomorphisme
KIX; ,1<i,j<n]
. ¥y
montre que u(D)=0 .

Soit maintenant :=P;A+PyA+...,.+P, A, onadonc

1<i,j<n][D~ '] dans Fr(K[Xivf’;ﬂlBSi’jsn]) )
1

J?

v —K tel que vu=e . Ainsi v(u(D))=détl,=1, ce qui

é:K[QSH,QHQ,...,Qng][u(D)_l] , Cet anneau est integre et on a

by
L®K‘%zL[Qs+1,Qs+2,...,an][u(D)_l] qui est aussi integre.

Proposition 2.
Soient K un corps commutatif, L une cloture algébrique de K et A et % comme ils
ont été définis précédemment. Soit s:A SA L surjection canonique.

1. Soient peHomg(A,L) , 6(p) :=[p(X; ;)1; ; Le. [élément de M, (L) dont le
terme en position (i,j) est p(X; ;). Alors 6(p)eGC, (L) et lapplication
6:Homg(A,L) —>GC, (L) est bijective.

2. Soient ueHomK(‘%,L) , 0(u) :=Tus(X; )], ; ie. [élément de M, (L) dont le

terme en position (i,j) est us(X; ;). Alors 6(u)eG(L) (défini en 3)) et

lapplication G:HomK(‘%,L) —G(L) est bijective.

3. Lapplication p—us est une injection de HomK(‘%,L) dans Homg(A,L) .

Démonstration
La partie 1. est immédiate. La partie 2. résulte de la proposition 1. La partie 3.
est aussi immédiate
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4.2. Définition d'un groupe algébrique affine sur un corps commutatif K .
Soient K un corps commutatif, L une cléture algébrique de K . Un groupe
algébrique affine sur K est d'abord la donnée d'une K-algebre B de type fini,
géométriquement integre ; cela veut dire que L ®gB est integre.

Ensuite, c'est la donnée d'un K-homomorphisme m®:B—B®gB , (resp.
i*B—B, e:B—K) .

On demande en plus que les propriétés suivantes soient vérifiées.

Soit G:=Homg(B,L) , on définit sur G une multiplication comme il suit.
Soient p;,peeG et pq 9:B®B—L défini par py o(a®b) :=pi(a)py(d)

et pq.pPgi= mﬁpl,z . Ensuite si peG , on définit l'inverse de p, que 1'on note

p~! par i*p.On demande donc que G muni de la multiplication "." soit un

1

groupe dans lequel p~" estl'inverse de p et e est I'élément neutre.

On peut aussi dire que si p,py,p9,p3€G,0ona py.(py. ps)=(pi. py).p3»

p.p_lzp_l.p =e et p.e=e.p.

4.3. Définition du groupe algébrique affine G¢,, sur un corps commutatif

Soient K un corps commutatif K[X; ;,1<i,j<n] l'anneau des polynomes

i’j,

enles n? variables X; ;,D:=D(X; ;):=dét(IX; ;1; ;) comme il est défini en
4.1. et A:=KIX; ;,1<i,j<n][D~']. On sait par 4.1. que A est integre et que
L®gA=LIX; ;, 1<i,j<n][D~1] est aussi integre.

On définit m*A>A®xA par m*(X, j):kﬁxi y®X,, ;. Ensuite, on définit
K :1 b )

if (X; )=D"'M; ; ou M, ; est|'élément en position (i,j) de la transposée

de la comatrice de [X; ;1; ;. Enfin e:A K est défini par e(X; ;)=6; ;,le

i,j>
symbole de Kronecker.
Soit G:=Homg(A,L) , nous allons montrer que l'application 6:G— G ,(L)

définie a la proposition 2 partie 1. est un isomorphisme de groupe.
Soient pq,peeG , etsoit py 5:AQ®xA—K défini par

p1.2(a®b):=pi(a)py(b) et pi.py:i= mﬁpl,Q . Il s'agit de montrer que

8(p1. p2) =0(p1)0(py) . On a 6(py) =la; ;l; ; avec a; ;=p;(X; ;) ,
9(p2):[bi,j]i,j avec bi,j:l)z(Xi,j) ,enﬁn G(mﬁpl,Q):[ci,J-]i,j avec
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n
ci,jzkglai,k®bk,j ce qlll montre que [Ci,j]i,jz [ai’j]i,j[bi,j]i’j , 1.€.

0(p1.py) =60(p1)0(pg). On montrerait de méme que 0(p~H=0(p)~1, et
o(e) =1, .

Ainsi I'anneau A avec m®, i* et e définit un groupe algébrique que l'on
note G, et souvent appelé le groupe algébrique linéaire.

p p

4.4. Définition d'un sous-groupe algébrique irréductible de G,

Soit toujours G¢, défini par A::K[Xi,j,lgi,jgn][D—l] ,m*, i* et e (selon
4.3.). Un sous-groupe algébrique irréductible % de G, est défini par la
donnée d'un idéal premier % de A avec les propriétés qui suivent. Soit

s:A— ‘% la surjection canonique, on demande que (s ®s)m* = mfs ,
s if=it A

=i;s , e=se; etenfin que L®K$ soit integre.

On dit alors que ¢ est le sous-groupe algébrique de G, associé a l'idéal premier
¥ de A .

Dans cette situation I'homomorphisme canonique de HomK(‘%,L) dans

Homg(A,L)=GC,(L) défini par p— ps est un homomorphisme injectif de

groupes.

Proposition 3 Soient K un corps commutatif, L une cloture algébrique de K , GO,
le groupe algébrique linéaire associé & 'anneau

A:=KIX; ;, 1<i,j<nl[D~'1 avec D =D(X; ;):=dét([X; ;1; ;) comme il est
défini en 4.3. Soit B un idéal premier de A tel que L(X)K:fg soit intégre.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) 1l existe un sous-groupe algébrique G de GO, associé i l'idéal premier %,

A1) dans Homg(A,L)=GCl,(L) est un sous-groupe de

it) l'image de HomK(iE ,

G, (L) .
Démonstration

L'implication 7) donne 7z) est une conséquence immédiate de la définition de
sous-groupe de sous-groupe algébrique de G@,,.



Montrons que ii) implique i).
A

1) Soient s:A— £> la surjection canonique, p: £ —L un K-homomor-

B B

phisme, alors l'application p+—s ps est une injection de HomK(f L) dans

Homg(A,L)=G?, (L) .

B

. A
(1) Soient pl,pzeHomK(%,L) , A ™ aea
p1seHomg(A®gA,L) défini par sl )
p19(a®b):=p;s(a) pas(b) . Alors le fait que le

) . Ve A u
produit de p;s et pys est dans l'image de T — L
HomK(%,L) dans Homg(A,L)=G¢l,(L) se traduit
par le fait qu'il existe u: ‘% —L tel que py gmF=us
(2) Soient p eHomK(é,L) , alors le fait que l'inverse de 4
R A A

ps est dans I'image de HomK(:%,L) dans Si l ps
HoiK(A ,L)=G¢C,(L) Si traduit par le fait qu'il existe % u .
u: by —L avec us=psi’.

(3) Le fait que I'élément neutre e de
Hompy(A,L) =G0, (L) est dans I'image de Homg(2,L)

B
dans Homg(A,L)=GC,(L) se traduit par le fait qu'il
existe ej: A LI avec e;s=e ; on rappelle que e est

déﬁm par e(Xi,j) = 6i,j .

2) Il nous faut d'abord montrer qu'il existe un

A_ ™ L AgA
homomorphisme m? : A A A Ll que
PR | @
(s ®s)m* :mlﬁs. ;

Pour cela le pas essentiel est 1'égalité qui suit. Soit R

u:= (s®s)m*, montrons que

B
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(4) {u=1(M) | M est un idéal maximal de ‘%@K‘% b=

{M' | M’ est un idéal maximal de A avec M '>}.

Soit M un idéal maximal de ‘%@K‘% , il existe donc un K-homomorphisme

pl::%(X)K?3 — L avec kerp;=It. Soit p:=p;(s®s) et

a; j:==pX; ;®1), b; ;:=p(1®X; ;). On a donc p mﬁ(Xi’j):c avec

i,J
ci,f:;;ai’k@bk’j ce qui veut dire que [¢; ;1; ;= la; ;1; ;[b; ;1; ; . Il suit de
A
B
pmF(R)=0 et donc py(s®s) m* (L)=0, i.e. p;(w(R))=0, ainsi w(B) < M.
Cela veut bien dire que u~1(M) est un idéal maximal de A avec

IO OB .

(1) qu'il existe u: 2 »L tel que p m*=pus.Comme us(P)=0,ona

Soit maintenant I’ un idéal maximal de A avec I'>XW, il faut montrer

qu'il existe un idéal maximal M de %@K% tel que = 1MW) =M’ . On a
donc s(M’) qui est un idéal maximal de ‘% , ainsi il existe p;: % —L tel que

ker p;=s(2’) . Soit e:A—L défini par e(X; ;):=6; ; ,
A : Ag A (o
e1: 22 > L avec eys=e. Soit y: 2 Q% 5L défini par

y(a®b)=pi(a)ey(b) . Onadonc y(s®s)(X; ;®1)=p;s(X; ;) =:q,
y(s®s)(1®X; ;)=46; ;. Par ailleurs t//(s®s)mﬁ(Xi,j)::ci,j avec
[ci,j]i,j: [ai,j]i,j[Si’j]i’j :[ai’j]i,]’ In:[ai,j]i’j . En COHSéqUCnCC
u/(s®s)mﬁ(Xi,J«)=pls(Xi,J—) ,i.e. yu=p;s.Soit M:=kery , onadonc
R QUSRI

Il suit que (4) est vérifié.

il suit de (3) qu'il existe

’j’

Comme A est une K-algebre de type fini, comme % est un idéal premier,

on sait que ‘B est l'intersection de tous les idéaux maximaux de A qui

contiennent B ([F] corollaire 6.5.3.2, p. 236) . Comme L ®K‘% est

integre, on sait que %@K‘% est integre ([Bki] corollaire 3, AV.137) , ainsi
A

{0} est l'intersection de tous les idéaux maximaux de SIS®K% ([F] corollaire
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6.5.3.2,p 236). Il suit alors de (4) que w()={0}, ce qui montre I'existence de

ml1¢ é% ,avec (s®s)mﬁ:m1ﬁs.

%BB

3) Il faut montrer qu'il existe un K-homomorphisme

3.4 A tel que s i*=ifs.

TR

b

2>
L

Pour cela, le pas essentiel est |'égalité qui suit. Soit

u:=s i*, montrons que

(5) {z=1(M) | M est un idéal maximal de %} -

{IM | M" est un idéal maximal de A avec I'>X}.

Soient M est un idéal maximal de A A

R PR

—L tel A
que p;(M)={0} . Soit p:=p;s, alors il suit de (2) qu'il J
é

.,

existe u:‘%—)L tel que ps=p;(s iﬁ):plu. Comme

us(P)={0},ona pyu(B)=1{0}, t.e. u(P) <M, ainsi
w L) o B,

g e

—E 5

Soit M’ un ideal maximal de A avec IMM'o> P, ainsi s(IM’) est un idéal

maximal de 2 R Soit pf‘%—)L tel que p(s(M'))={0} . Alors par (2) il existe

B—>L tel que ps= pl(sz) pru.Comme pus(P)={0},ona

p1u(BP)={0} et donc u(P)cs(M’), soit s i* (V) cs(M’) et donc F(BV) =M’
sachant que B <M’ . Comme l'intersection de tous les idéaux maximaux
contenant  est égal & L ([F] corollaire 6.5.3.2, p. 236) , il suit que F(R) < B.
Et comme (*)2=1d, ona *(P) = . Il suit facilement de cela que

u Y u (M) =M . Cela montre (5) .

En conséquence u(*B)=1{0} , ainsi il existe s A A

TR R

B8
tel que s i*=ifs.
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4.5. Théoreme de Lang (version sous-groupe algébrique affine de G¢,, , [L], [B]
16.4 Corollary p. 211, [Ser] proposition 3, p. 119)

Soient K=F, le corps & q=p® éléments oic p est un nombre premier, L une
cloture algébrique de F .

Soient A:=KIX; ;,1<i,j<nl[D~'1 et GC, le groupe algébrique linéaire
associé & (A, m*,i*,e) selon 4.3.

Soient B un idéal premier de A tel que L®gA

2 soit integre. On suppose qu'il
existe un sous—groupe algébrique G de GU, associé a ¥ selon 4.4.

Soit Ff :A—A le K-homomorphisme défini par Ff (x):=x9; comme

Ff (R) =, il induit un K-homomorphisme Fﬁ:%e% . Par ailleurs F* induit
une application F:Hompg( ‘% , L) — Homp( ‘% ,L) définie par F(p):=p F*.
%,L) — Homp( ‘% ,L) [lapplication définie par

o(p):=p L. F(p) oir "."et p”

Soit ¢@:Hompg(

1 sont définis en 4.2.

Alors lapplication ¢ est surjective.

La démonstration de ce théoreme nécessite la connaissance des variétés
’ . /7 /7 /7 .
algébriques avec des résultats élémentaires ou pas.

4.6. Application du théoreme de Lang.
Soient toujours K=TF, ,le corps 2 g=p* éléments ol p est un nombre
premier, L une cloture algébrique de F,. Soit ¥ l'idéal premier de A défini

en 4.1. On sait que I'image injective de HomK(‘%,L) dans G¢,(L)

est le sous-groupe G(L) (proposition 2, partie

2), il suit alors de la proposition 3 qu'il existe HomK(é ; L)—(I)»HomK(é Ly
un sous-groupe algébrique 4 de Ge,, associé a ¥

% selon 4.4. On peut donc appliquer de el o
théorémeAde Lang & 4. Ainsi la bijection (L) > G
0:Homg (4, L) > G(L)

B
est un isomorphisme de groupe (4.4), on a facilement f6=0¢ et comme ¢
est surjectif, il suit que l'application f est surjective.
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