Equations: diffierentielles (E.D.)




1) Introduction

En biologie, en physique, en chimie :

modeélisation par des relations entre
une ou plusieurs variables évoluant
en fonctions du temps.

Aux variables, on associe des fonctions
dépendant de t: y(t).

Quand les relations font intervenir des
dérivées, on obtient une équation
différentielle.




Exemple : ol exponentielle

P(t) : une densite de population
N = : taux de natalite
M  : taux de mortalite

P(t+ot)=P(t)Fot (N-M)IP(t)




d’oul P(t+0ot)-P(t)/(ot)=(N-M)P(t)

en faisant; tendre ot=>0, on obtient une E.D.
PLD=(N=M)P(t)

Si on| connait la population;au depart
P(0)=Pq

on| peut alors determiner |e comportement poulr
tout t de |a solution

P(t)=P5 exp((N-M)t)




2) E.D. du 1" ordre

Dans ce gui suit, on nete V. Une; ionction de
t, inconnue, derivable, definie de/I->R

Definition: Une E.D. d'ordre 1 est une
elationrentret, 1a fonction y(t) et sa
derivee, v/(t)

y (B)=H(Ey(t))
aVec fi Une fonction contintie de' IxJ->R:




Exemples: On cherche toutes les fonctions y(t)
qui verifient

o y'(t)=(N-M)y(t)

Ici la fonction f est f(t,y)=(N-M)y (elle ne dépend
pas de t)

e y(D)=t+y(t)

Ici f est f(t,y)=t+y?
* y(D=1+ 2y(t)
Ici f est f(t,y)=1+2y
o y(0)=t(1+2y(1))
Ici f(t,y)=t(1+2y)




d) Equations a variables
séparables

Definition: Ies equations a variables
separables sont de a ferme

y (O=h(B)a(y(t))
avec h et g continues sur I et sur'J
fespPEectivVeEment.




Retour sur les exemples:

oy'(t)=(N-M)y(t) est a variables séparables

h(t)=N-M et g(y)=y
oy'(t)=t+y2(t) n'est pas a variables separables

oy'(t)=1 + 2y(t) est a variables seéparables
h(t)=1 et g(y)=1+2y

oy'(t)=t(1+2y(t)) est a variables séparables
h(t)=t et g(y)=1+2y




Notons y; les valeurs qui annulent la
fonction g dans J

alors la fonction constante y(t)=y; est une
solution de I'équation

y'(©)=h(t)g(y(D))

car y'(t)=0 (dérivée d'une constante)

et g(y;)=0 (par définition des y;)




Maintenant, on suppose que y(t)#y; pour tout t de I

alors g(y(t))#0, I'équation de départ peut s'écrire

y'(©)/9(y(t))=h(t) )
si G est une primitive de 1/g alors la dérivee de
G(y(t)) est

v'(t)/g(y(t)) (dérivee d'une composée)
Par conséquent, en intégrant (*), on obtient
G(y(t))=H(t)+C
ou H est une primitive de h et C une constante.
d’'ou y(t)=G1(H(t)+C)

ou G est la réciproque de G.




Retour sur les exemples:
oy'(£)=(N-M)y(t) h(t)=M-N et g(y)=y
g s'annule en y=0: y(t)=0 est solution
Si y(t)#0, on écrit y'(t)/y(t)=N-M

on integre (1/g est 1/y donc G est In)

IN(y(t))=(N-M)t+C

y(t)=K exp((N-M)t)



o y'(t)=1 + 2y(t) h(t)=1 et g(y)=1+2y

g s‘annule en -1/2 donc y(t)=-1/2 est solution

si y(t)#-1/2, on écrit
y'(£)/(1+2y(t))=1
en intégrant, on obtient
12 In|1+2y(t)|=t+C
d’ou
v(t)=(exp(2t+C)-1)/2=Kexp(2t)-1/2




oy'(D)=t(1+2y(t)) h(t)=tetg(y)=1+2y

g s'‘annule en -1/2 donc y(t)=-1/2 est solution
si y(t)#-1/2, on écrit
y'(©)/(1+2y(1))=t

en intégrant, on obtient
12 In|1+2y(t)|=t2/2+C

d’ou
y(t)=Kexp(t?)-1/2




b) E.D. lineaires du 1¢" ordre

Definition: On appelle E.D. lineaire; du 1€

ordre lesieguations du type

y (£)Fa(t)y(t)=b(D)

oula et b I->R continues




Théoreme:

les solutions de y'(t)+a(t) y(t)=b(t) (=9
sont y(t)=yo(t)+y,(t)

ou

yYo(t) est solution de y'(t)+a(t) y(t)=0 (EO)

et y,(t) est une solution particuliere de (E1)




eSolutions de (EO) y'(t)+a(t) y(t)=0

(EO0) est une équation a variables séparables dont
les solutions sont

Yo(D)=Kexp(-A(t)) ou A est une primitive a.




eRecherche d’une solution particuliere de
y'(t)+a(t)y(t)=b(t) (3

On suppose que y,(t)=K(t)exp(-A(t))

En dérivant y;, on obtient

y; (0)=K'(t)exp(-A(t))-K(t)a(t)exp(-A(t))

On remplace y1 et y1’ par ces fonctions dans (E1)
K'(©)exp(-A(t))-K(t)a(t)exp(-A(t))+a(t) K(t)exp(A(t))=Db(t)
d’ou on tire que K'(t)exp(-A(t))=b(t)

soit K'(t)=b(t) exp(A(t))

en intégrant, on obtient K(t)=/ b(t) exp(A(t))dt




3) E.D. du 27® ordre a coefficients
CONStANtS

Definition: On appelle E:D. lineaire du
2nd ordrera coefficients constants; les
equations du type

a y (D)+bry(t)+c y(D=f(t)
ou a, b et ¢ sont des constantes et 2 I->R

continue




a) E.D. 279 ordre a coef. constants
sans second membre
a y (t)+b y'(t)+c y(t)=0 (EO)

Methode : determiner le discriminant A de
a r“+b r+c=0

si A>0
deux racines;reelles distinctes r; et r;

A=0, Une racine double r

A<0, delx racines complexes conjuguees
U=a+Ib et u=a-ib




Toutes les solutions de; (EO) s’écrivent:

Si A>0
y(t)=A exp(rl t) + B exp(r2 t)

si A=0
yv(t)=(A+B t) exp(r t)

si A<O
y(t)=exp(a t) (A cos(bt) + Bsin(bt))

ou A et B sont des constantes




b) E.D. 2" ordre a coef.., constants
dVec second membre

a y (©)+b y(t)+c y(D)=(t) (E1)
Théoreme: les solutions de
a y (D+b y (t)+c y(t)=t(t) (E1)

Slelpls y(t)=yo(t)+ y; (%)

ou y,(t) est solution de a y"(t)+b y'(t)+c y(t)=0 (EOQ)

et y,(t) est une solution particuliere de (E1)




