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1) Introduction

En biologie, en physique, en chimie :

modélisation par des relations entre 
une ou plusieurs variables évoluant 
en fonctions du temps.

Aux variables, on associe des fonctions 
dépendant de t: y(t).

Quand les relations font intervenir des 
dérivées, on obtient une équation 
différentielle.



Exemple : loi exponentielleExemple : loi exponentielle

P(t)P(t) : une densit: une densitéé de populationde population

NN : taux de natalit: taux de natalitéé

MM : taux de mortalit: taux de mortalitéé

P(t+P(t+δδt)=P(t)+t)=P(t)+δδt (Nt (N--M) P(t)M) P(t)



dd’’ooùù P(t+P(t+δδt)t)--P(t)/(P(t)/(δδt)=(Nt)=(N--M)P(t)M)P(t)

en faisant tendre en faisant tendre δδtt-->0, on obtient une E.D.>0, on obtient une E.D.

PP’’(t)=(N(t)=(N--M)P(t)M)P(t)

Si on connaSi on connaîît la population au dt la population au déépart part 

P(0)=PP(0)=P00

on peut alors don peut alors dééterminer le comportement pour terminer le comportement pour 
tout t de la solutiontout t de la solution

P(t)=PP(t)=P0 0 expexp((N((N--M)tM)t))



2) 2) E.D. du 1E.D. du 1erer ordreordre

Dans ce qui suit, on note y une fonction de Dans ce qui suit, on note y une fonction de 
t, inconnue, dt, inconnue, déérivable, drivable, dééfinie de Ifinie de I-->R>R

DDééfinitionfinition: Une E.D. d: Une E.D. d’’ordre 1 est une ordre 1 est une 
relation entre t, la fonction y(t) et sa relation entre t, la fonction y(t) et sa 
ddéérivrivéée ye y’’(t)(t)

yy’’(t)=f((t)=f(t,yt,y(t))(t))

avec f une fonction continue de avec f une fonction continue de IxJIxJ-->R>R



Exemples: On cherche toutes les fonctions y(t) 
qui vérifient

• y’(t)=(N-M)y(t)

Ici la fonction f est f(t,y)=(N-M)y (elle ne dépend 
pas de t)

• y’(t)=t+y2(t)

Ici f est f(t,y)=t+y2 

• y’(t)=1 + 2y(t)

Ici f est f(t,y)=1+2y

• y’(t)=t(1+2y(t))

Ici f(t,y)=t(1+2y)



a) a) Equations Equations àà variables variables 

ssééparablesparables

�� DDééfinitionfinition: les : les ééquations quations àà variables variables 
ssééparables sont de la formeparables sont de la forme

yy’’(t)=h((t)=h(t)gt)g(y(t)) (y(t)) 

avec h et g continues sur I et sur J avec h et g continues sur I et sur J 
respectivement.respectivement.



Retour sur les exemples: 

•y’(t)=(N-M)y(t) est à variables séparables

h(t)=N-M et g(y)=y 

•y’(t)=t+y2(t) n’est pas à variables séparables

•y’(t)=1 + 2y(t) est à variables séparables

h(t)=1 et g(y)=1+2y

•y’(t)=t(1+2y(t)) est à variables séparables

h(t)=t et g(y)=1+2y



Notons yj les valeurs qui annulent la 
fonction g dans J

alors la fonction constante y(t)=yj est une 
solution de l’équation 

y’(t)=h(t)g(y(t))

car y’(t)=0 (dérivée d’une constante)

et g(yj)=0 (par définition des yj)



Maintenant, on suppose que y(t)≠yj pour tout t de I

alors g(y(t))≠0, l’équation de départ peut s’écrire

y’(t)/g(y(t))=h(t) (*)

si G est une primitive de 1/g alors la dérivée de 
G(y(t)) est 

y’(t)/g(y(t)) (dérivée d’une composée)

Par conséquent, en intégrant (*), on obtient

G(y(t))=H(t)+C

où H est une primitive de h et C une constante.

d’où y(t)=G-1(H(t)+C)

où G-1 est la réciproque de G.



Retour sur les exemples: 

•y’(t)=(N-M)y(t) h(t)=M-N et g(y)=y 

g s’annule en y=0: y(t)=0 est solution

Si y(t)≠0, on écrit y’(t)/y(t)=N-M

on intègre (1/g est 1/y donc G est ln)

ln(y(t))=(N-M)t+C

d’où

y(t)=K exp((N-M)t)



• y’(t)=1 + 2y(t)  h(t)=1 et g(y)=1+2y

g s’annule en -1/2 donc y(t)=-1/2 est solution

si y(t)≠-1/2, on écrit

y’(t)/(1+2y(t))=1

en intégrant, on obtient

½ ln|1+2y(t)|=t+C

d’où

y(t)=(exp(2t+C)-1)/2=Kexp(2t)-1/2



•y’(t)=t(1+2y(t))    h(t)=t et g(y)=1+2y

g s’annule en -1/2 donc y(t)=-1/2 est solution

si y(t)≠-1/2, on écrit

y’(t)/(1+2y(t))=t

en intégrant, on obtient

½ ln|1+2y(t)|=t2/2+C

d’où

y(t)=Kexp(t2)-1/2



b) b) E.D. linE.D. linééaires du 1aires du 1erer ordreordre

�� DDééfinitionfinition: On appelle E.D. lin: On appelle E.D. linééaire du 1aire du 1erer

ordre les ordre les ééquations du typequations du type

yy’’(t)+a((t)+a(t)yt)y(t)=b(t)(t)=b(t)

ooùù a et b Ia et b I-->R continues>R continues



Théorème: 

les solutions de y’(t)+a(t) y(t)=b(t) (E1) 

sont y(t)=y0(t)+y1(t)

où

y0(t) est solution de y’(t)+a(t) y(t)=0 (E0)

et y1(t) est une solution particulière de (E1)



•Solutions de (E0) y’(t)+a(t) y(t)=0

(E0) est une équation à variables séparables dont 
les solutions sont

y0(t)=Kexp(-A(t)) où A est une primitive a.



•Recherche d’une solution particulière de 

y’(t)+a(t)y(t)=b(t) (E1)

On suppose que y1(t)=K(t)exp(-A(t))

En dérivant y1, on obtient 

y1’(t)=K’(t)exp(-A(t))-K(t)a(t)exp(-A(t))

On remplace y1 et y1’ par ces fonctions dans (E1) 

K’(t)exp(-A(t))-K(t)a(t)exp(-A(t))+a(t) K(t)exp(A(t))=b(t)

d’où on tire que K’(t)exp(-A(t))=b(t)

soit K’(t)=b(t) exp(A(t))

en intégrant, on obtient K(t)=∫ b(t) exp(A(t))dt



3) 3) E.D. du 2E.D. du 2ndnd ordre ordre àà coefficients coefficients 
constantsconstants

�� DDééfinitionfinition: On appelle E.D. lin: On appelle E.D. linééaire du aire du 
2nd ordre 2nd ordre àà coefficients constants les coefficients constants les 
ééquations du typequations du type

a ya y’’’’(t)+b y(t)+b y’’(t)+c y(t)=f(t)(t)+c y(t)=f(t)

ooùù a, b et c sont des constantes et f: Ia, b et c sont des constantes et f: I-->R >R 

continuecontinue



a) E.D. 2a) E.D. 2ndnd ordre ordre àà coefcoef. constants . constants 
sans second membre sans second membre 

a ya y’’’’(t)+b y(t)+b y’’(t)+c y(t)=0 (E0)(t)+c y(t)=0 (E0)

MMééthodethode : d: dééterminer le discriminant terminer le discriminant ∆∆ de de 
a ra r22+b r+c=0+b r+c=0

�� si si ∆∆>0 >0 

deux racines rdeux racines rééelles distinctes relles distinctes r11 et ret r22
�� ∆∆=0, une racine double r=0, une racine double r

�� ∆∆<0, deux racines complexes conjugu<0, deux racines complexes conjuguééeses

u=a+u=a+ibib et et ūū=a=a--ibib



Toutes les solutions de (E0) sToutes les solutions de (E0) s’é’écriventcrivent

Si Si ∆∆>0>0

y(t)=A exp(r1 t) + B exp(r2 t)

si si ∆∆=0=0

y(t)=(A+B t) exp(r t)

si ∆∆<0<0

y(t)=exp(a t) (A cos(b t) + B sin(b t) )

où A et B sont des constantes



b) E.D. 2b) E.D. 2ndnd ordre ordre àà coefcoef. constants . constants 
avec second membre avec second membre 

a ya y’’’’(t)+b y(t)+b y’’(t)+c y(t)=f(t) (E1) (t)+c y(t)=f(t) (E1) 

Théorème: les solutions de 

a ya y’’’’(t)+b y(t)+b y’’(t)+c y(t)=f(t) (t)+c y(t)=f(t) (E1) 

sont y(t)=y0(t)+ y1(t)

où y0(t) est solution de a ya y’’’’(t)+b y(t)+b y’’(t)+c y(t)=0 (t)+c y(t)=0 (E0)

et y1(t) est une solution particulière de (E1)


