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RESUME. On trouvera dans ce polycopié les annales du cours d’Analyse 1 (UE
M1MI2011) depuis 2011 : les corrigés des deux devoirs surveillés 2011-2012 (en
annexes respectivement A et B), 2012-2013 (en annexes respectivement C et
D), 2013-2014 (en annexes respectivement E et F'), 2014-2015 (en annexes G et
H). Le texte du DST 2012-2013 figure en Annexe L, celui du DST 2013-2014 en
Annexe M, celui enfin de 2014-2015 en annexe N. En toute fin de ce polycopié,
apres la bibliographie, vous trouverez aussi (au titre d’annale) le texte et le
corrigé (merci & Philippe Charpentier) du DST 2011-2012. Figurent aussi en
annexes [,J,K les trois textes de DM de ’année 2014-2015 avec leurs corrigés
(merci & Clément Dubuisson). Les exercices des DM des années précédentes
ont été incorporés dans la liste des exercices (fascicule II).
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ANNEXE A

Annales 2011-2012, texte et corrigé du DS 1, 1h30

Exercice I.

Soit a un nombre réel. Calculer la somme ZZ:O a® de la suite géométrique de raison

a.

On rappelle I'identité remarquable

- X" =1-X)1+ X+ +X").

En spécifiant X = a, on a

Sia#1,

Sia=1,

(1)

1_a"+1:(1—a)(1+a—|—-~'+a”):(1_a)X a”.

on a donc, en divisant par 1 — a # 0,
n n+1
1—-a
k=0
on a

Xn:lk:n—l-l.
k=0

En déduire le calcul de la somme Z;Cn:n ak pour m > n.

Sim > n, on a, en mettant a™ en facteur dans la somme,

m—n

m
g ab = a” E a®.
k=0

k=n

En utilisant le résultat établi a la question précédente, on a donc

m 1_am—n+1 an_am+1

a”x( ): siaz#1
Zakz 1—a 1—a 7
k=n m-—-n+1lsia=1.

( Question de cours) Donner la définition d’une suite de Cauchy.

Une suite de nombres complexes (uy,),>0 est dite de Cauchy si et seule-
ment si elle obéit au critere de Cauchy :

Ve>0, dN(e) e Ntel que : Vm >n> N(e), |um — un| <e.

. s _ n 1 .
Montrer que la suite de terme général u, =y, _, Bre est une suite
de Cauchy.
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Pour m > n, on a, puisque e~ ¥ > 0 pour tout k € N :

0< Uy —u, = i 3+e

(B+ek)k
i (1/3)

M

k:n+1 k=
e Ly
=t
_ g X (1/3)"H x (1= (1/3)™")
3

IN

3 X (1/3)"+ = % x (1/3)™.

Ceci résulte du résultat établi au (2), que 'on utilise ici en prenant a =
1/3, en conservant m, et en remplacant n par n + 1. Il a fallu utiliser
aussi (pour établir la derniere inégalité) le fait que 0 < (1/3)"™ < 1/3
(puisque m —n € N*), donc que 1 — (1/3)»~™ < 1.

Pour rendre |ty — Un| = Uy — u, < € lorsque m > n, il suffit donc de
faire en sorte que (1/3)™ < 2e. Si 'on prend

m >n > N(e)
avec N(e) € N tel que

N(e) > Llh/l (326)),

on aura bien, pour m > n > N(e),

1
|U7n —Unl < 53711 < 5 X (26) =

La suite (un)n>o vérifie donc le critere de Cauchy.

Exercice 11

(1) (Question de cours)
Donner la définition de imsup,, , | o Un (limy, o0 Uy ) et liminf, o up
(im,, ,  un) d’une suite (uy), de nombres réels.

Si la suite (uy), est une suite de nombres réels majorée, on appelle
limsup,, ,, ., Un Oulim, o Up lalimite de la suite décroissante minorée :

(sup uk)
k>n
C’est aussi la plus grande valeur d’adhérence de la suite (uy), lorsque
lensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,), est non vide (par
exemple lorsque la suite (uy,), est aussi minorée). Si la suite (uy), n'est
pas majorée, on convient que

limsupu, = lim wu, = +oo.
n——+oo n—-+00
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Si la suite (uy), est une suite de nombres réels minorée, on appelle

liminf,  { o up ou lim,_, . u, la limite de la suite croissante majorée :

inf .
(juf w),
C’est aussi la plus petite valeur d’adhérence de la suite (u,), lorsque
lensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy), est non vide (par
exemple lorsque la suite (uy,), est aussi majorée). Si la suite (uy), n'est
pas minorée, on convient que

liminfu, = lim wu, = —oo.

n—-4o0o n—-+oo
Soit up, = sin (1 + ﬁsin %), n > 1. Déterminer lim, oo U, et
lim, . o Un.

Comme |sin(1/n)| <1 pour tout n > 1 et que lirf v/ =+00, on a
n—r—+0o0

et, par conséquent :

1 1
nll}r_li_loc (1 + % sin E) =1
Comme |sin(nm/4)| <1 pour tout n > 1, la suite (up)n>1 est le produit
d’une suite bornée par une suite convergente (vers 1); la suite (up)n>1
est donc une suite bornée en valeur absolue, admettant donc une limite
supérieure et une limite inférieure, toutes deux dans R (¢f. la question de
cours (1) ci-dessus). Si (uy(n))n>1 €st une suite extraite de la suite (un )n>1
et convergeant vers un nombre réel [, on a nécessairement ! € [—1,1] (car
cette suite extraite se présente comme le produit d’une suite bornée en
valeur absolue par 1, en l'occurrence la suite (sin(¢(n)m/4)),>1, par une
suite convergeant vers 1). L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(un)n>1 est donc inclus dans [—1,1].

Pour n =8k+2 (k€ N), on a

onm . (8k+2)m m LT

sin 1 = sin 1 —51n(2l<;7r+2)—sm2—1.
La suite extraite (usgt2)r>0 a donc précisémént pour limite 1 (qui est
justement la plus grande valeur d’adhérence que 'on pouvait espérer
pour la suite (u,)n>1). Le nombre 1 est donc bien la plus grande valeur

d’adhérence de la suite (up)n>1, et Pon a

limsupu, = lm u, = 1.
n—+o0 n—+00
Pour n =8k +6 (k€ N),on a
. onmw 8k +6)r . 3ry . 3w
smT = sm# = sin (2k7r + 7) = sm; =—1.

La suite extraite (usk+6)k>0 a donc précisément pour limite —1 (qui
est justement la plus petite valeur d’adhérence que 'on pouvait espérer



4 A. ANNALES 2011-2012, TEXTE ET CORRIGE DU DS 1, 1H30

pour la suite (un)n>1). Le nombre —1 est donc bien la plus petite valeur
d’adhérence de la suite (uy)n>1 €t I'on a

liminfu, = lim wu, = —1.
n—+00 n—-+oo

Exercice 111

On rappelle que, pour tout © >0 on a1+ z < e”.

(1) Soient z1, 22, ... des nombres complezes. En écrivant

p+1 P
[Ta+az)-1= (H (14 2) — 1) (14 2p41) + 2pt1,

k=1 k=1

montrer, par récurrence sur p, que

P p
Hl—FZk )—1 H1—|—|Zk|

et en déduire que

< eXhalal 1,

P
H T+2,)—1
k=1

Notons, pour p € N*, («7,) 'assertion :

P
H 142 —1

P
H (1+z]) =1 Vz1,..,2, € C.

L’assertion &7 est vraie car
|(1 +Zl) — 1‘ = ‘Zl| = 1+ |Zl| — |2:1‘ VZl € (C

On suppose que pour p donné dans N*, 'assertion 47, est vraie et 'on
montre qu’alors 7,1 l'est aussi. Cette assertion .27, sera alors héréditaire.
Elle sera ainsi prouvée pour tout p € N* (c’est 1a le principe du raisonne-
ment par récurrence).

Montrons donc 7,11 en supposant .27, vraie. Soient 21, ..., zp41, une liste
de p+ 1 nombres complexes. On a, en utilisant l'indication, puis deux fois
I'inégalité triangulaire, enfin, au second membre de la seconde ligne, le fait
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que 27, soit supposée vraie pour passer a la ligne suivante :

p+1 P
H(lJFZk)*l = |<H(1+Zk)1> (1+ zp41) + 2p1
k=1 k=1
P
< H L+ z) = 1) X [T+ zppa| + [2p4]
<

P
(H (L + |z]) — 1) (1 + [2p41]) + [2p41]
k=1

p+1
= H (T4 2]) = 1 = [2p41] + |zp4a
k=1

p+1

= H(1+\zk|)—1.

k=1
L’assertion &%, est bien démontrée modulo le fait que <7, est vraie, ce
qui valide la preuve de 2, pour tout entier p € N* (par récurrence).

On a, en utilisant le résultat rappelé en préambule de I'exercice :
P P
TT+ fal) < T e = 1l x - x elsl = claabtrtiinl = Thoslo
k=1 k=1

puisque et? = e x e’ pour a,b € R (méme en fait lorsque a et b sont
complexes). En retranchant 1 aux deux membres, on a donc :

p
H ) —1

< ezk 1|Zk:|

(2) (Question de cours) Enoncer le critére de Cauchy pour une suite de
nombres complezes (ur);~-

Une suite de nombres complexes (uy),~, converge vers une limite [ € C si
et seulement si elle est de Cauchy, c’est-a-dire vérifie le critere de Cauchy :

Ve>0, AN(e) e Ntel que : Vm >n> N(e€), |um — up| <e.

(8) Soit (uk)y>q une suite de nombres complexes vrifiant

sup <Z |uk> <M < +oo.

neN k—0

(a) Montrer que la suite n — sup,cy (ZZ ntp |uk|) est décroissante et

converge vers 0.

On a, pour tout n € N, pour tout p € N|
n+1+p n+p+1

ST oluwl < D fwl < M.

k=n-+1
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En prenant la borne supérieure sur p € N, on en déduit

n+1+p n+p n+p
sup ( Z |uk|> < sup (Z uk|> < sup (Z uk|> < M.
peEN* pEN

pe

k=n+1 k=n k=n
La suite
k=n+p
n — sup E g
PEN k=n

est donc bien décroissante et minorée par 0. Elle converge donc vers
une limite A positive ou nulle. Si 'on avait A > 0, la suite croissante
majorée

n
(kz_o uil) = Wa)azo
ne vérifierait pas le critere de Cauchy car on aurait :

Vn € N*, sup
peN

n+p n—1 et
fuad = 3 Jul| = sup (S22 ful) 2 4> 04
k=0 k=0 pEN

Pour tout n € N*, il existerait en effet m(n) = n + p(n) > n (dans
N) tel que

[Unm(n) = Unl = A/2
(ce qui exprime bien que la suite (U,)n>0 n’est pas de Cauchy) : si
en effet ce n’était pas le cas, il y aurait au moins un entier n € N*

tel que
n+p

n—1
sup | S ful = 3 Jul| < A2,
PENT k=0 k=0
ce qui serait en contradiction avec (A.1). Mais la suite (U, )n>0 converge
(car croissante et majorée). Elle vérifie donc le critere de Cauchy.

Avoir supposé A > 0 conduit ainsi a une contradiction. Donc A = 0.

(b) En utilisant le résultat obtenu la question 1., montrer que

n+p n
H (1 +ug) — H (I4ug)| < eM (ezz;ZH)\“kl _ 1) )
k=0 k=0

Pour p = 0, l'inégalité est vraie car le membre de gauche est nul.
Pour p € N*, on observe que

n+p n n+p
H(1+Uk):H(1+Uk)X H (1 4+ ).
k=0 k=0 k=n+1

On a donc, en utilisant la mise en facteur, puis I'inégalité établie au
a fin de la question (1) pour passer de la ligne 1 a la ligne 2, enfin,
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une fois encore, I'inégalité rappelée en préambule de ’exercice pour
passer cette fois de la ligne 2 a la ligne 3 :

n+p n n ntp
H1+Uk 1—[1+u;c = H|1+Uk|><‘ H(1+“k)_1‘
h=0 k=0 k=0 k=n+1
n
< T+ fuxl) x (eSihan lunl _ 1)
k=0
< 622:0 |ug| % (eZZiﬁH lug| 1)
S €M X (62;’:;’;1 |Uk,\ _ 1)
< M x (e el _ 1).

(¢) En dduire que la suite (TT_o (1 + ug)), o €st une suite de Cauchy et
conclure que cette suite converge vers une limite [ telle que |I| < eM.

n
On pose IT,, ;== [] (14 wug). On a établi a la question précédente que
k=0

VneN, VpeN, [, —1II,] < eM « (ez}::ﬁ\“kl _ 1)

< M x (esuppew(z"” fuel) _ 1)

Comme
n+p

i, ( )=
i (sup (3 fu)

(¢f. la question (3a)) et que

lim w,=0= lim (e"" —1)=0
n—-+oo n—-+o0o

pour une suite (wp)n>0 quelconque de nombres réels (la fonction
exponentielle est continue en 0 et vaut 1 en ce point), on a

(@ (Z2220) 1) g

n—-+oo

Pour tout € > 0, il existe donc N(e) tel que, pour tout
(n > N(e)) = (0 < e®Pren (SRE2 unl) _ 1< eeiM).
En reportant dans (A.2), on en déduit

Vn> N(e), VpeN', |1, —II,| <e.

La suite de nombres complexes (II,),>0 vérifie donc le critere de
Cauchy, donc converge vers une limite finie [ € C. Comme

VneN, | < [T+ uxl) < ] el = eXimo sl < M
k=0 k=0

on a aussi, en passant & la limite lorsque n tend vers +oo, |I| < eM






ANNEXE B
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Exercice I.

Questions de cours. Enoncer le théoréme des accroissements finis et linégalité

des accroissements finis.

Le théoréme (ou « formule ») des accroissements finis concerne les fonctions a

valeurs réelles et s’énonce ainsi : si [a, b] est un segment de R non réduit & un point

et f :[a,b] = R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b[, alors :
dc€labl taq. f(b) = fla)=(b—a)f(c)

(¢f. le Corollaire 2.6 du polycopié de cours).

L’inégalité des accroissements finis concerne, elle, le cadre plus général des fonctions

a valeurs complexes et s’énonce ainsi : si [a, b] est un segment de R non réduit & un

point et f : [a,b] — C une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b, alors

on a l'inégalité :

[f(0) = f@)] < (b—a) sup |f'(z)]

z€]a,b|
(¢f. le Théoréme 2.8 du polycopié de cours).

Soit f une fonction complexe continue sur un intervalle ouvert la,b| telle que f’
soit borne.

(1) Montrer que f est uniformément continue sur ]a,bl.
(2) Montrer que f est bornée sur |a,b].

(8) La fonction f se prolonge-t-elle par continuité auzx bornes a, b ?

(1) Pour tout z et y dans ]a,b[, on a, d’apres I'inégalité des accroissements
finis,

(B.1) |f(x) = f)] < lz—yl x sup [f'(t)] < |z —y|x sup |f(t)].
te]x,y| t€la,b|

Comme [’ est ici supposée bornée sur |a, b, on a
sup |f'(t)] = M € [0, +oo].

t€la,b]

Si M = 0, la fonction f est, d’aprés (B.1), constante sur |a,b[, et par
conséquent uniformément continue sur cet intervalle ouvert. Si M > 0,
alors, pour tout € > 0, on a, toujours d’apreés (B.1),

Va,y €la, b,
(le vl <n@ =57) = (f@ = Fwl < 57 x M =),

ce qui prouve encore que f est uniformément continue sur |a,b[ (cf. la
Définition 2.9 du polycopié de cours).

9
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Soit x¢ un point arbitraire de ]a, b[ (on suppose que |a, b[ est non vide, sinon
il n’y a rien & démontrer). Pour tout x €]a, b[, on a, d’apres l'inégalité des
accroissements finis :

| (2) = f(xo)| < [x— o] X s]upb[lf’(t)l = Mz — x| < M(b—a),
tela,

ott M = sup,cjq pr |/ (t)]. Comme ||f(2)| = |f(wo)l| < [f(x) — f(z0)| pour
tout = €a, b[, on déduit de (B.2) que

Va €la,bl, |f(x)] < |f(zo)| + M(b— a),
donc que f est bornée sur |a, b[.

Si (2n)n>0 est une suite d’éléments de Ja, b[ convergeant vers a, la suite
(n)n>0 est une suite de Cauchy dans R (donc vérifie le critére de Cauchy).
On en déduit, puisque

Vn,p € N’ |f(xn) - f(‘rp)| < M‘xn - ‘T;D|
(ot M := sup,¢qp |f/(t)]) d’apres (B.1), que :

Ve>0, IN(e) €N, (n > N(e) et p > N(e)

= (low =20l < 57) = (@) = Fla)l < ).

La suite (f(xn))n>0 est donc une suite de nombres complexes vérifiant
aussi le critere de Cauchy, donc convergeant (d’apres le théoréme de Cau-
chy) vers une limite {[( f(zn))n>0]- Si (Zn)n>0 est une autre suite de points
de Ja, b[ convergeant aussi vers a, la suite (2, — Z,,)n>0 converge vers 0;
il en est alors de méme, toujours d’apres le fait que

VneN, |f(zn) = f(Zn)] < M|z, — In|
(cf. (B.1)), pour la suite (f(z,) — f(Zn))n>0. Ceci montre que
(f (@n))nz0] = U([(f(Zn)),,50):

et, par conséquent, que le nombre complexe {([(f(21))n>0]) ne dépend pas
de la suite (2,)n>0. Si 'on pose donc

f(a@) = U[(f(xn))n>0l),

ol (xp)n>0 est une suite quelconque de points de |a,b] convergeant vers
a, on définit bien un prolongement par continuité de f sur l'intervalle
[a,b] : en effet, la fonction ainsi prolongée est bien continue en a (si 'on
invoque le critére séquentiel de la Définition 2.3 du polycopié de cours).
Le méme raisonnement s’applique concernant le moyen de prolonger f en
une fonction continue sur ]a, b].

Exercice 11.

Dans cet exercice, on se propose d’étudier la nature de la suite (u,), de terme
général u, = sin (Inn).

(1)

Soit nj, = [e2*™] + 1, o [u] désigne la partie entiére de u c’est-d-dire
le plus grand entier p tel que p < u. En remarquant tout d’abord que
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sin (111 (62’”)) =0, puis en appliquant l’inégalité des accroissements finis
a la fonction x — sinx et ensuite a la fonction x — Inx, montrer que

tn, | < [In(ng) —In (ezk”)| < e 2T,
et conclure que 0 est valeur d’adhérence de la suite (uy,),,.

L’inégalité des accroissements finis, que 'on applique ici a la fonction
sin : R — [—1, 1], couplée avec le fait que la fonction sin’ = cos est bornée
sur R en valeur absolue par 1, implique :

Va,y €R, |sinz —siny| < |x — y| x sup|cost| < |z —y|.
teR
En particulier, si k € N et 2 = Inny, y = In(e?*™) = 2k7 (on observe que

ng = [62’”] +1 > €27 donc que x > y du fait de la stricte croissance de
la fonction In sur |0, +o00[), on a :

|sin(Inny,) — sin(2km)| = [ sin(lnng)| = |up, | < |Inn, — In(e*)).
Sur l'intervalle |e2¥™ ny[, la fonction In est dérivable, de dérivée la fonction

strictement décroissante t — 1/¢, et I'on a :

1
Vi€l ml [ (8)] = 1/t < g = e

L’inégalité des accroissements finis, appliquée cette fois a la fonction In

sur [e2*™ ny], implique :
g — ()] < ng — €7 x  sup | In'()]
te)le2k™ ny|
< e—2k7r |nk _ 62k7r| < e—Qkﬂ-
puisque

|nk _ 62k7r| =ny — e2k7r _ [erﬂ'} +1— e?kﬂ 6]07 1]

(du fait de la définition de [e?*"]). En reportant I'inégalité (B.5) au second
membre de I'inégalité (B.4), on obtient bien I'inégalité demandée. Comme
la suite (e 257,50 tend vers 0, la suite (un, )x>0 (qui est une suite extraite
de la suite (uy)n>0) tend vers 0. Ainsi 0 est limite d’une suite extraite de
la suite (up)n>0, et est donc bien valeur d’adhérence de cette suite (cf. la
Définition 1.14 du polycopié de cours).

Refaire le raisonnement précédent avec la suite my = [62k“+”/2] +1 et
en déduire que 1 est valeur d’adhérence de la suite (uy),,. Conclure.

On applique comme dans la question précédente 'inégalité des accrois-
sements finis pour la fonction sin (inégalité (B.3)), mais cette fois avec
x = Inmy et y = In(e**+7/2) = 2km + 7/2 (on observe ici encore que
y < x du fait de la définition de my = [e2k”+”/21] + 1 et de la stricte
croissance de la fonction In sur ]0, +o00[). On en déduit :

|sin(Inmy) — sin(2km 4+ 7/2)| = |sin(Inmy) — 1| = |tm, — 1]
< [Inmy — In(e$7+7/2)).,

Sur lintervalle ouvert ]e2*7+7/2 m, [, 1a fonction In est dérivable, de dérivée
t — 1/t, strictement décroissante sur cet intervalle. On a donc, en appli-
quant l'inégalité des accroissements finis & la fonction In sur le segment
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[e2k7r+7r/2’ mk] .

e2k‘n’—‘r7\'/2) erTr+7T/2

| x sup |In'(t)]

te]e2km+m/2 m, |

[Inmy — In( | < |my —

< e—2k7r—7'r/2

|mk _ erﬂ+7T/2| < e—2k7r—7'r/2

puisque

|mk . e2k7r+7r/2| = my — 62k7r+7r/2 _ [e2k7r+7r/2:| +1-— e2k7r+7r/2 E}O, 1]

(du fait de la définition de [e2*™+7/2]). En reportant l'inégalité (B.7) au
second membre de I'inégalité (B.6), on obtient

V€ N, |y, — 1] < e 2km=m/2,

Comme la suite (e_Qk”_”/Q)kZO tend vers 0, la suite (W, k>0 (qui est

encore une suite extraite de la suite (up)n>0) tend vers 1. Ainsi 1 est
limite d’une suite extraite de la suite (u,),>0, et est donc bien valeur
d’adhérence de cette suite. La suite (uy,)n>0 possede au moins deux valeurs
d’adhérence distinctes (0 et 1) et ne peut donc converger. La suite (un)n>0
est donc une suite divergente.

Quel est 'ensemble des valeurs d’adhrence de la suite (uy), ¢ Indication :
pour ¥ € [0,27], considrer la suite d’entiers nj = [e**™ V] 41,

En répétant mot pour mot le raisonnement fait dans la question précé-
dente (mais avec cette fois 6 au lieu de /2 et donc nf = [e**™ 0] 41 &
la place de my, = [e%”"‘”/ﬂ +11), on montre que

V>0, [u,s —sin(In(e®*™))] = Ju,0 —sing| < e 270,

On en déduit que siné est valeur d’adhérence de la suite (up)n>0 (car il
existe une suite extraite de cette suite, en 1'occurrence la suite (unz) k>0
convergeant vers sin 6, du fait que la suite (e=2*"=%), - converge vers 0
quelque soit 0 dans [0, 27]). L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(tn)n>0 contient donc tout le segment [—1, 1], image de R par application
sin. Comme |u,| < 1 pour tout n (puisque w, est un sinus), 'ensemble
des valeurs d’adhérence de la suite (uy,),>0 est exactement égal a [—1, 1].

Exercice III.

1. Question de cours. Enoncer le théoréme de Rolle.

Soit [a,b] un segment de R non réduit & un point et f : [a,b] — R une fonction
telle que f(a) = f(b) et que f soit dérivable sur ]a, b[. Alors :

Jc€la,b] t.q. f'(c)=0

(¢f. le Théoreme 2.5 du polycopié de cours).

Soit f

a,b] = R, a < b, une fonction de classe sur le segment |a, b] telle que
b R b f jon de cl C? l b] tell

1" soit drivable sur]a,b[. Soient xy < x1 < x2, 3 points distincts du segment [a, b].

2. Montrer qu’il existe un polynéme P de degr 2 tel que

P((EJ) = f(xj)7 j = 0,1,2.

/2

1. Notons ainsi que n% =n et que nZ =myg.
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Indication : chercher P sous la forme

Plz)=a(x—zp)(x—x1)+b(x—x) (x —x2) + c(z —x1) (x — x2) .

Si 'on pose

B f(z2) b f(z1) B f(xo)
a = ) - ) - )
(w2 — @o) (w2 — 21) (21 — @o) (21 — 22) (w0 — @1) (w0 — @2)
on observe immédiatement que le polynome P ainsi construit satisfait les conditions
exigées. Ces valeurs de a, b, ¢ s’obtiennent en substistant respectivement xs, 1, g

a l'inconnue z dans :
fl@)=Px)=a(z—x)(x —x1) +b(x —x) (xr — 22) + c(x — 21) (x — z2)

(on observe chaque fois que deux des trois produits figurant dans ’expression de P
telle qu’elle est proposée induisent 0 apres cette substitution).

Dans toute la suite, P est fizé comme ci-dessus et, de plus, on fize un point x € [a, b],
distinct des trois nombres xg, Ty, xo.

3. Comment faut-il choisir le paramétre o € R pour que la fonction :
g :t€la,b]— f(t) = P(t) —a(t—zo) (t—z1)( —x2)
s’annule en x ?
Il faut choisir « tel que
f(z) — P(x) —alx —xo)(z —x1)(z — z2) =0,
soit
f(z) — P(z)

(x —mo)(z — 1) (T — 22)

(B.8) o=

On choisit partir de maintenant o« comme a la question ci-dessus, de sorte que g
s’annule en quatre points distincts.

4. Vérifier que g est de classe C* sur [a,b] et que g" est dérivable sur |a,b[.

La fonction polynomiale
Q2t€Rl—>P(t)‘i’()&(t*l‘o)(t*xl)(t*zg)

est de classe C*° sur R. La fonction g, qui s’écrit comme différence de la fonction
f (de classe C? sur [a, b] et telle que f” est dérivable sur ]a, b]) et de cette fonction
polynomiale @, est donc (comme f) de classe C? sur [a, b], avec de plus ¢g” dérivable
sur |a, b|.
— Montrer que g’ s’annule en trois points distincts de |a, b|.
La fonction ¢ s’annule aux trois points xg,z1,x2 (puisque f(z;) = P(x;)
pour 7 = 0,1,2, par construction méme du polynéme P wvia le choix des
trois coefficients a, b, ¢ & la question 2) et s’annule aussi au point x (supposé
distinct de ces trois points) de par le choix du parametre « a la question
3. Cette fonction g s’annule donc en (au moins) quatre points distincts de
[a,b], en V'occurrence g, 1, 2, . D’aprés le théoréme de Rolle, entre deux
quelconques (mais consécutifs) de ces quatre points, la fonction ¢’ admet au
moins un zéro. Comme quatre points (dans R) délimitent trois intervalles
ouverts contigus (deux-a-deux disjoints) I11, I12, I13 (chacun ayant pour
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extrémités deux de ces quatre points), la fonction ¢’ s’annule en au moins
trois points distincts de ]a, b[. On applique pour justifier cela le théoréme de
Rolle & chacun des trois intervalles ouverts contigus I, j = 1, 2, 3, délimités
par les quatre points zq,x1, 22,7 ; la fonction ¢’ admet ainsi au moins un
zéro dans chacun de ces trois intervalles ouverts contigus (donc deux-a-deux
diSjOiIltS) 111, 1127 113.

— Montrer que g s’annule en deuz points distincts de ]a, b].

La fonction ¢’ (continue sur [a, b]) s’annule en trois points distincts de ]a, b[
(établi au point précédent). Ces trois points distincts délimitent deux inter-
valles contigus disjoints Is; et Iso (inclus dans ]a,b[). D’apres le théoréme
de Rolle, appliqué cette fois & la fonction g’ continue sur [a,b] (donc sur
les segments Io et E), dérivable sur chacun des deux intervalles ouverts
contigus I, Ioo, et nulle aux bornes de chacun d’eux. La fonction ¢ s’an-
nule au moins une fois dans chacun de ces deux intervalles ouverts, ce qui
implique, puisque I5; et I3 sont disjoints (car contigus), que g” s’annule en
au moins deux points de ]a, b (un dans Is1, un dans I5z).
5. En déduire qu’il existe ¢, €la,b| tel que
1

@) = Pa) = ¢ (v = w0) (# = 1) (= 22) fP(ca).

Si x est 'un des trois points xg, x1, T2, les deux fonctions
t— ft) = P(t)
et 1
t— g(t—xo)(t—xl)(t—xg)

s’annulent en z et 'on peut prendre pour ¢, n’importe quel point de ]a, b[ pour ob-
tenir la relation demandée. On peut donc supposer que x est différent de xg, x1, T2,
ce qui nous met dans les conditions des questions 3 et 4. Si g est précisément la
fonction construite & la question 3, on a établi & la question 4 que g était (comme
f) de classe C? sur [a, b], avec g dérivable sur ]a, b[ et s’annulant en au moins deux
points distincts de ]a, b[, que nous noterons « et 3. Le théoréme de Rolle est encore
applicable (& ¢” : [a, ] = R cette fois) et assure que ¢ s’annule en au moins un
point de o, 8], donc de |a, b[. Mais on observe que

vt €la b, g9 (t) = fO(t) -~ 6a
(car la dérivée troisieme d’une fonction polynomiale de degré 2 est identiquement

nulle tandis que la dérivée troisieme de t — 3 vaut la fonction constante partout
égale a 6). On peut donc affirmer :

3)
Je=c; €la, b, tq. a= fT(Cm)
En reportant I’expression de o donnée en (B.8), on obtient bien encore la relation :
1
@) = Pa) = ¢ (v = w0) (w = 1) (= 22) [P(ca).

exigée.
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Exercice I
Calculer les limites sutvantes :

Jim (SRS i (14 0)"

Les calculs devront étre dans chaque cas justifiés.

Dans le premier cas, on a, pour n € N* :

! In(n) 1 ! In(n) 1
n+n(n)+1 _ n( + n +ﬁ) _ N n +ﬁ
2 5 \2 - 5 \2
(vVn+5) n(1+—-) (1+ =)
vn N

(on met ici en facteur au numérateur et au dénominateur le terme que 1’on pense
étre prépondérant dans chacune de ces deux expressions lorsque n tend vers U'infini).
En utilisant le fait que les suites (In(n)/n)n>1, (1/n)n>1 et (5/4/n)n>1 convergent
toutes les trois vers 0 et le résultat concernant les opérations sur les limites (Pro-
position 1.4 du polycopié), on trouve

lim (n(t/lg(f)f); 1) =

n—-4o0o
On a, pour tout n € N*,

ln(1+1/n)).

(1+%)n:exp(nln(1+1/n)) :exp( n

Comme

on a

1\n
lim (1—1-7) =el=¢
n

n—-+o00

puisque la fonction exponentielle est continue en 1.
Exercice 11

On rappelle que l'on a, pour tout nombre réel a différent de 1, pour tout entier
n >0,
a™tt —1

l+a+---+a" =
a—1

15
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Soit (un)n>0 une suite de nombres réels. On définit la suite (vy)n>0 de terme

général

(1)

ug + 2uy + - - - + 2"u,,

Un = on+1 Vn e N.
Vérifiez que, pour tout n € N,
wug | up— Uy | Uz — Uy Un41 — Up
Un+t1 = Un = on+2 + on-+1 on +o #

En déduire que si la suite (un)n>0 est une suite croissante de nombres
positifs ou nuls, il en est de méme pour la suite (vy,)n>0. On a, pour tout
neN:

up + 2uy + -+ 2"y, U 1 < &
Unt1 = ont2 = omrz T gaid Zuk+12
k=0
1 n
_ k
Un = on+1 Zqu :
k=0

En soustrayant ces deux égalités, on trouve bien la formule demandée.
Si la suite (un)n>0 est croissante et constituée de nombres positifs, on a
ug > 0 et ug4+1 —ur > 0 pour tout £ € N. D’apres la formule que 'on vient
d’établir (en tenant compte de la forme du second membre) on voit que
Un4+1 — Up, > 0 pour tout n > 0, donc que la suite (v, )n>0 est croissante.
Comme vy = up/2, on a aussi v, > vg = ug/2 > 0 pour tout n € N.

Montrer que si la suite (un)n>0 est majorée par une constante M > 0, il
en est de méme pour la suite (Vp)n>0-

Si ur < M pour tout k € N, on a, pour tout n € N,

1+2+4-- 42" rt -1 1
UHSMXT:MX 91 X2n+1§M'

Déduire des résultats établis auzx questions 1 et 2 que si la suite (up)n>0 est
une suite croissante et majorée de nombres positifs ou nuls, les deuzx suites
(Un)n>0 €t (Vn)n>0 sont toutes deux convergentes vers des limites réelles
positives ou nulles. Si (uy)n>0 est croissante et majorée (et constituée de
nombres positifs ou nuls), il en est de méme de la suite (vy,)n>0 d’apres
les deux items précédents. Or toute suite de nombres réels croissante et
majorée est convergente (cf. la Proposition 1.2 du polycopié). Les deux
suites (un)nZO et (Un)nzm toutes les deux croissantes et majorées, sont
donc toutes les deux convergentes vers des limites réelles. Comme ces
deux suites sont toutes les deux des suites de nombres positifs ou nuls, les
limites respectives de ces suites sont toutes les deux positives ou nulles.

Ezpliciter avec des quantificateurs logiques le fait qu’une suite (un)n>0 de
nombres réels converge vers 0. On a :

lim wu, =0
n—-+oo

= <V6> 0, 3N = N(¢) € N t.q. (nz N(e)) = (\un| < e))
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Exercice 111

Soit (un)n>0 une suite de nombres réels telle que

(1)

sup{lun|;n e N} =M <400 et  lim (un—i—@):LER. (%)

n—-+oo 3

Enoncer le théoreme de Bolzano-Weierstrass pour les suites réelles bornées.
Pourquoi existe-t-il au moins une suite extraite (Uyn))n>o0 (de la suite
donnée (un)n>0) qui converge vers une limite réelle finie ¢ On note dans

la suite | = nEr-sI-loo(u‘P(”))'

Théoreme de Bolzano-Weiertrass pour les suites réelles bornées (Théo-
reme 1.1 du polycopié) : < 'ensemble des valeurs d’adhérence (dans R)
d’une suite (un)n>0 de nombres réels bornée en valeur absolue est non
vide (c’est le segment [liminf,_, . u,,limsup,, . uy]). > Ici la suite
(Un)n>0 est une suite de nombres réels bornée en valeur absolue (par
M, c’est la premiere des hypotheses dans 'en téte de l’exercice). Cette
suite admet donc, d’apres ce théoréeme, au moins une valeur d’adhérence
I € R, ce qui signifie (Définition 1.9 des valeurs d’adhérence d’une suite de
nombres réels dans le polycopié) qu’il existe au moins une suite extraite
(Up(n))n>0 (de la suite donnée (u,)n>0) qui converge vers cette valeur
d’adhérence I.

En utilisant la seconde hypothése figurant dans (x), vérifier que

lim (u3<p(n)) =3 (L - l) .

n——+00

Comme nll}a[_loo Up(n) = | et que

lim (uw(n) + M) =

n——+o00 3

(comme suite extraite de la suite (un +usy/ 3)n>0 qui est censée converger
vers L), la suite (u3,(n))n>0 converge vers 3 (L —1) d’apres la Proposition
relative aux opérations sur les limites de suites de nombres réels (Propo-
sition 1.4 du polycopié).

Montrer par récurrence sur Uentier k que, pour tout k € N, la suite

(Ugku(n))n>0 converge vers limite finie I € R lorsque n tend vers l'in-
fini et que la suite (I)gen de nombres réels ainsi obtenue vérifie

lo=1 et VkeN, lk+1:3(L—lk).

En utilisant la premiére hypothése figurant dans (x), vérifier que l'on a
aussi |lg] < M pour tout k € N. Le résultat que 'on demande de montrer
par récurrence est vrai pour £k = 0 avec lg = [. Supposons qu’il soit
vrai & un ordre k € N, c’est-a-dire que, pour cette valeur de k, la suite
(Ugk y(n))n>0 converge vers une limite réelle . On a

Ukt sa(n)) _r
3

(toujours comme suite extraite de la suite (un + u3n/3)n>0 qui est censée

lim (u3k o(n) T

n—-+o0o

converger vers L), d’ott 'on déduit, toujours d’apres la Proposition relative
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aux opérations sur les limites de suites de nombres réels (Proposition
1.4 du polycopié), que la suite (ugk+1 ,(n))n>0 converge vers 3 (L — ) =
lg+1 € R. La propriété (P) que 'on demandait de prouver par récurrence
est donc bien héréditaire et (Py) est ainsi vraie pour tout k& € N. Pour
tout k € N, la suite (usk ,(n))n>0 est une sous-suite de la suite (un)n>0;
comme cette derniere suite, elle est bornée en valeur absolue par M et,
par conséquent, sa limite [; aussi.

Déduire de la relation entre ly, et lxy1 €tablie a la question 3 que
VkeN, lpp1 —3L/4 = (-3) x (I — 3L/4).

En déduire I, = (—=3)*(I — 3L/4) + 3L/4 pour tout k € N. La suite
((=3)%)r>0 est-elle une suite bornée ? Montrer que le fait que lon ait
|lk] < M pour tout k € N implique I = 3L/4. La relation demandée

le1 = 3L/4A = (=3) (L —3L/4)
équivaut a
k1 =3(L — lk),
comme on le vérifie immédiatement. On a donc, pour tout k € N*,
Ik =3L/4 = (=3)(lk—1 —3L/4) = (=3)*(lk—2 —3L/4) = --- =
= (=3)"(1-3L/4),
d’out
le=(-3)"(1-3L/4)+3L/4A VkeN

(la suite (Ix)x>0 est ce que I'on appelle une suite arithmético-géométrique,
cf. votre cours de S1). La suite ((—3)*)x>0 n'est pas une suite bornée
en valeur absolue (ou en module, c’est pareil, puisque les suites sont ici
réelles) car ¢’est une suite géométrique de raison —3 et que | —3| > 1. Pour
que la suite (Ix)r>0 reste donc bornée en valeur absolue (comme c’est le
cas en fait ici d’apreés ce qui a été établi a la question précédente), il faut
que [ —3L/4 = 0, soit | = 3L/4 (auquel cas la suite (Iy)k>0 est de fait
stationnaire & cette valeur 3L/4).

Déduire de ce qui précéde que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la
suite (Un)n>0 est égal a {3L/4}. Que peut-on dire du comportement du
terme général u, lorsque n tend vers +0o ? Si I est une valeur d’adhérence
réelle de la suite (un)n>o0 (il en existe d’apres le théoreme de Bolzano-
Weierstrass), on a nécessairement | = 3L/4 (d’apres ce qui a été établi a
la question précédente). L’ensemble des valeurs d’adhérence réelles de la
suite (un)n>o se réduit donc au singleton {3L/4}. D’apres la proposition
1.10 du cours (ni —oo, ni +00 ne sont valeurs d’adhérence car la suite
(un)n>0 est supposée bornée en valeur absolue par M), la suite (u,)n>0
qui n’a que 3L/4 comme seule valeur d’adhérence dans R U {—o0, +00}
est convergente vers cette valeur 3L/4.
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Exercice 1

(1)

Enoncer le théoréme de Rolle.

1l s’agit du Théoreme 2.5 du polycopié : < si f : [a,b] = R est une
fonction continue sur le segment [a,b] (non réduit a un point) et dérivable
sur ]a, b[, avec de plus f(a) = f(b), il existe au moins un point ¢ de |a,b|
ot f'(e) =0.>>

Soit f : [a,b] = R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b],
telle que f'(x) # 0 pour tout x €]a,b]. Montrer que f(x) # f(a) pour tout
x €a, b].

On va raisonner par absurde. Si x €]a, b[ était tel que f(z) = f(a), le
théoreme de Rolle, appliqué a la fonction f sur le segment [a, ], impli-
querait qu’il existe au moins un ¢, €la,z[ tel que f’(c;) = 0. Ceci serait
contradictoire avec I'hypothese selon laquelle f’ ne s’annule pas sur ]a, b].
Le résultat est donc démontré par ’absurde *.

Soit p € N* et f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b], p fois
dérivable sur |a, b, s’annulant en p+ 1 points distincts de [a,b]. Montrer
qu’il existe au moins un c €la,b| tel que fP)(c) =0 (on commencera par
traiter le cas oup=1).

On raisonne par récurrence (ou hérédité), comme d’habitude en trois
étapes.

1. On valide ’assertion au cran initial (assertion (1) VRAIE).

On raisonne pour commencer avec p = 1 et ’on suppose donc f dérivable
sur ]a,b] et telle que f s’annule en deux points distincts de [a, b], & et
&2 (on pourrait avoir a priori & = a et & = b); le théoreme de Rolle
s’applique & f sur [£1,&2] C [a,b] et il existe donc ¢ €]&7, £3[Cla, b] tel que
f'(c) = 0; le résultat est acquis dans ce cas.

2. On formule (et admet) I'assertion (Z(p) VRAIE) pour p € N* fixé.
Forts du fait que le résultat est vrai pour p = 1 (assertion #(1) VRAIE),
nous allons raisonner par récurrence et supposer le résultat vrai pour p
fixé dans N*, pour tout segment [, 3], pour toute fonction réelle continue

1. On pouvait aussi raisonner différemment, méme si ce n’était pas tout a fait dans ’esprit
de l’exercice : en invoquant cette fois non plus le théoreme de Rolle, mais la Proposition 2.12
du polycopié (qui en découle en fait via la formule des accroissements finis), on sait que si f’ ne
s’annule pas sur Ja,b[, f est strictement monotone sur cet intervalle (strictement croissante ou
strictement décroissante suivant que l'on ait toujours f/ > 0 dans ]a, b ou f/ < 0 dans ]a,b[); il
est donc impossible que f(z) = f(a) puisque f(a) = limge_,4;e>q) f(§) par continuité de f en a.

Cet argument était aussi accepté.

19
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sur [«, 8], p fois dérivable sur |a, 8, s’annulant en p + 1 points distincts
de [ov, 8] (ce sera lassertion (Z£2(p) VRAIE)).

3. On prouve (Z(p) VRAIE) = (L(p+ 1) VRAIE). Soit f une fonc-
tion réelle continue sur [a, b], p + 1 fois dérivable sur ]a, b[ et telle que f
s’annule en p + 2 points distincts de [a, b], notés a < & < -+ < &ppo < b
D’apres le théoréme de Rolle, f/ s’annule en un point &1 2 de |&1, &2, ainsi
qu'en un point &,11 p12 de |§p11,Epra[. Comme la fonction f' s’annule
aussi en un point &; j1+1 €]¢;,&;+1[Cla, b] pour tout j dans {2,...,p}, elle
s’annule en p — 1+ 2 = p + 1 points distincts de [&1.2, pr1,p+2] Cla,b]
et est continue sur ce segment ({1 2,&p11,p+2] (car f’ est encore dérivable
sur Ja, b[, puisque f est au moins 2 > 1 fois dérivable sur ]a, b[). On peut
appliquer ’hypothése de récurrence (assertion (Z?(p) VRAIE)) a f' sur
[€1,2,€p+1,p+o] ; comme f’ s’annule p+ 1 fois sur ce segment et y est conti-
nue et dérivable & I'ordre p en son intérieur, (f/)® = f®+1) doit s’annuler
au moins une fois dans ]&1 2, {p+1,p+2[, donc dans ]a, b, ce que 'on voulait.
On vient donc de vérifier :

assertion (#(p) VRAIE) = assertion (Z(p+ 1) VRAIE).

Comme Dassertion (Z(1) VRAIE) a été validée & 1’étape 1, le résultat est
prouvé par récurrence.

Exercice 11

(1) Montrer que la fonction f :x €] —1,+oo[— In (1 + x) est indéfiniment

dérivable sur | — 1,4o00[ et que, pour tout k € N*, sa fonction dérivée
d’ordre k est la fonction
ko1 (F—1)!

x— (—1) L

La fonction z €] — 1,4o00[— In(l + z) est C* sur | — 1,400[ comme
composée de la fonction affine z €] — 1, +oo[— 1 + x €]0,+o0] et de la
fonction In : X €]0, +oo[— In(X), toutes les deux C'*° sur leurs domaines
de définition, de dérivées respectives = +— 1 et X +— 1/X. La premiere
dérivée de la fonction x — In(1 + z) sur | — 1,4o00[ est, d’apres la regle
de Leibniz (cf. le cours de MISMI de semestre 1 ([Ymis], section 3.5),

la fonction = €] — 1, +oo[— (1 + x)~1. Les dérivées successives de cette
derniere fonction sur | — 1, +o0o[ sont les fonctions

z €] —1,+00] — (=1)(=2)---(=k)(1 +z)7 k!
= (DK (Q+2)7" k=1,23,..

La dérivée d’ordre k de la fonction z €] — 1, +oo[— In(1+z) sur | — 1, +o0|
est donc bien la fonction

(k —1)!

z €] —1,+oo[— (—1)}“’1m

(car il faut remonter d’un cran 'ordre de dérivation utilisé pour sa premiere
dérivée, a savoir la fonction z €] — 1, +o0[— (1 + )~ 1).
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Soient I un intervalle ouvert de R, a,b € I avec a < b et p € N. Ecrire,
pour une fonction f : I — R de classe C* sur I, la formule de Taylor-
Lagrange entre a et b a l’ordre p + 1.

11 s’agit d’énoncer ici la formule (2.49) du Théoréme 2.10 du cours :

< st f 1 — R est une fonction C*> sur un untervalle ouvert I de R, et
si a < b sont deuz points de I et p un entier positif, il existe au moins un
nombre ¢ €la, b| tel que

p k) (p+1)
o f( (a) kS (c) p+1
fb) = kE:O o (b—a)® + rEs (b—a)’™. >
En prenant I =] —1,400[, a=0, b=1 et pour f : I — R une fonction

convenable, déduire des deux questions précédentes que

pEToo(zp:Hlik_l) =n2.

En faisant comme indiqué et en appliquant la formule rappelée a la ques-
tion 2, on voit que :

Je €]0,1[, In(2)

P (=) (k—1)! 1 (—1)Pp!
2 k! (p+1)! (14 c)pt!

_ N~ (EDF (=1)”
= 2 k +(p+1)(1+c)p+1'

On en déduit, puisque ¢ > 0,

‘1n(2) - i (_1;_1‘ < 1

T p+1

Comme lim,_ 1o, 1/(p+ 1) =0, le lemme des gendarmes implique que l’on a

i (3 ) =

b
I
—

ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 111

(1)

Enoncer le théoreme des valeurs intermédiaires pour une fonction F' conti-
nue sur un intervalle de R et a valeurs réelles.

C’est le Théoréme 2.1 du cours (reposant sur la méthode algorithmique
dite de dichotomie qu'il fallait citer ici : < si I est un intervalle de R,
a < b deuz points de I et f une fonction continue de I dans R, alors f
prend au moins une fois entre a et b toute valeur c appartenant au segment
d’extrémités f(a) et f(b). >.

Soit P : R — R une fonction polynomiale de degré impair. Montrer qu’il
existe a € R tel que P(a) = 0.
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On peut supposer, quitte a remplacer P par —P, que le coefficient du
terme dominant ¢2**1 de P est strictement positif. Alors
lim P(z) =400, lim P(z)=-o0
r—+00 r——00

(car le degré de P est impair et que (—o0)?**! = —co tandis que 'on a
(+00)%k*+1 = 400, et que l'on sait d’autre part qu'une fonction polyno-
miale réelle est équivalente & sa fonction monomiale de plus haut degré
au voisinage de +00). D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, P
doit prendre au moins une fois toute valeur entre —R et R lorsque R > 0
est arbitraire, donc en particulier la valeur 0.

Soit f : R+ R une fonction de classe C*° telle que
VkeN, [f® () < |P(x)],

ou P désigne, comme a la question précédente, une fonction polynomiale
a coefficients réels de degré impair. Déduire de la question 2 qu’il existe
a € R tel que f*)(a) = 0 pour tout k € N. C’est cette fonction f et ce
nombre réel a que l'on conserve jusqu’a la fin de l’exercice.

Comme P s’annule en un point a (d’apres le résultat établi question 2)
et que | f*)(a)| < |P(a)| = 0 pour tout k € N, on a f*)(a) = 0 pour tout
ke N.

Soit b > a. Ecrire, lorsque p € N, Uinégalité de Taylor-Lagrange a l’ordre
p+ 1 pour la fonction f entre a et b. En déduire l'inégalité :

b— aq)Pt?
(b—a) sup |P(z)] VpeN

If(D)] < W z€[a,b]

On demandait ici d’énoncer, pour une fonction C*° sur I = R (& valeurs
ici réelles, mais elle pourrait tout aussi bien étre a valeurs complexes),
I'inégalité (2.54) du Théoreéme 2.11 du cours : < si a,b, avec a < b sont
deuz points de I et p € N,

" £9(a) (b—a)y*! r+1)
76 =3 = 0= 0| < S s 110V @) >

Comme ici f(*)(a) = 0 pour k = 0,...,p, et ce pour tout p € N, et que
| £+ (z)] < |P(x)| pour tout = € R par hypotheses, on en déduit, pour
ce qui est de notre contexte :

(b —a)tt (p+1) (b—a)tt
—— sup |[fP" ()| < —— sup |P(x)] VpeN.
(p+ 1! me[a,b]| @)l (p+1)! we[a,b]| (@)

Soit, pour b > a, pour tout p € N, u, = (b —a)?™/(p + 1)!. Montrer
qu’il existe un entier positif K tel que pour p > K, 0 < upy1 < u,/2. En
déduire limy,_, oo u, = 0.

On a
VpeN um—l:bia.
T wu, p+1
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Sip > sup(0,2(b —a) — 1) = K, on a donc upy1 < u,/2 (ou encore
up < up_1/2). Par récurrence, on en déduit, pour tout p > K,
0<u, < (1/2)P Kug.

Comme limy,_, ;oo (1/2)P"Fug = 0, le lemme des gendarmes implique, du
fait de 'encadrement ci-dessus, que la suite (u,),>0 converge vers 0.
Déduire des résultats établis aur questions 4 et 5 que pour tout b > a,
f(b) =0.
En prenant la limite dans I'inégalité

s < L0 s P = u, s |P@)] VpeN.
(P+D! aclay P elay
lorsque p tend vers l'infini, on trouve f(b) = 0 pour b > a.

Soit b < a. En écrivant comme auz questions précédentes l'inégalité de
Taylor-Lagrange d un ordre arbitraire pour la fonction x — f(2a — x)
entre a et 2a — b > a et en raisonnant comme a la question 6, montrer
que l’on a encore f(b) = 0.

Les nombres dérivés successifs en a de la fonction composée x — f(2a—x)
sont nuls car, pour tout k € N,

dk

e =) = (1) ¥ (20 - 2)

d’aprés la régle de Leibniz et que [f*)(2a — 2)],=q = f*)(a) = 0. On a
donc

- _ (a—b)rt ) (2 — o
-l =10 < S s (0 0)
(a — b)PT?

(8)

—— sup |P(x)] VpeN
(p + 1)' z€[b,al

En prenant cette fois u, := (b — a)?™!/(p + 1)!, on raisonne comme aux

questions 5 et 6 et I’on montre que f(b) =0si b < a.

Déduire des deux questions précédentes que f est identiquement nulle sur
R.

On a établi f(b) = 0sib > a (ala question 6) et f(b) =0sib<a (ala
question 7). On sait aussi que f(a) = 0 par hypothéses, donc f = 0 sur
R.
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Question de cours

(1) Soit I un sous-ensemble de R. Expliciter avec des quantificateurs ce que
signifie le fait qu’une fonction f : I — C soit uniformément continue sur
I. 1l s’agit de la définition 2.9 du cours, s’exprimant ainsi en termes de
quantificateurs :

Ve>0, 3n=n(e) > 0 tel que
Veyel, (lx—yl <n) = (If(z) = f(y)| <e).

(2) Pour quels sous-ensembles I de R peut-on affirmer que toute fonction f :
I — C continue sur I est uniformément continue sur cet ensemble 7 C’est
au théoréme de Heine (théoreme 2.3 du cours) qu'il fallait faire référence
ici : dés que le sous-ensemble I C R est supposé fermé et borné (c’est-a-
dire compact), toute fonction continue de I dans C est automatiquement
uniformément continue sur I. Un exemple important est celui ou I est un
segment [a,b], avec —0o < a < b < +00.

Exercice 1.
On considére la suite (vn)n>1 définie par la condition initiale vi =1 et la relation
de récurrence

=

n+1

(1) Montrer que les deux suites (vog)k>1 €t (Vak41)r>1 sont des suites adja-
centes. On a

Un+1 = Up + Vn e N*.

Va(hg1) — V2k = (Va(hg1) — Vak+1) + (Va1 — v2g) =
(71)2k+1 (71)2]@ 1 1

= - — >
@krD 1 2k+1 2kt D) 2kr1-

0 Vk>1.

La suite (vax)r>1 est donc croissante. De méme

Va(k41)+1 — V2kt1 = (V2(kt1)+1 — V2(k+1)) T (V2(kg1) — Varg1) =
—1)2(k+1) _1\2k+1

e Cort 11

Sk+ 1) +1  2k+1  2k+3 211

0 Vk> 1.

La suite (vax+1)r>1 est donc décroissante. On a enfin

(_1)2k’_ 1
2k+11 2k+1
25

|Vak41 — Var| = ‘
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et la suite (vag41 — vor)k>1 converge donc (comme c’est le cas pour la
suite (1/(2k 4 1))k>1) vers 0 lorsque k tend vers U'infini. On a donc

Vo < V(1) S V2k43 Svokp1 VA1

li — =0.
kirfm(v2k+1 Vak)

Ce sont 1a exactement les conditions (1.10) de la définition 1.8 du cours
(suites adjacentes). Les deux suites (vag)g>1 €t (vag41)r>1 sont donc bien
adjacentes.

En déduire que la suite (vy)n>1 converge vers une limite £. On invoque le
critere de convergence des suites adjacentes (proposition 1.6 du cours) : les
deux suites (vog)k>1 et (Vag41)k>1 sont convergentes vers la méme limite
¢. La suite (vy)n>1 converge donc vers la limite commune de ces deux
sous-suites (dont les termes s’intercalent pour former précisément la suite
(Un)n>1), c’est-a-dire .

Justifier en calculant les premiers termes de la suite (vy)n>1 (on précisera
combien sont nécessaires) que £ est un nombre compris entre 0 et 1 et dont
la premiére décimale est dans l’ensemble {5,6,7}. On observe (en utilisant
si nécessaire la calculette) que

=1 —1—05 —§N0833
’111—,’112—2—.,1}3—6_. 5
7 47
U4—E_0.583, Vs = @ ~ (0.783.

Comme
ve vy <L <ws <wz <

du fait de l'adjacence des des deux suites (et puisque la suite (voy)r>1 est
croissante tandis que la suite (vart1)r>1 est décroissante), le nombre ¢
appartient au segment [vyg, v5] = [7/12,47/60] C [0.58,0.79] et sa premiere
décimale appartient nécessairement & l’ensemble {5,6,7}. On utilise ici
I’assertion concernant les DDI dans ’énoncé de la proposition 1.6. Il fal-
lait calculer les cinqg premiers termes de la suite pour valider le résultat
demandé.
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Exercice 2.

(1)

Ezpliciter ce que signifie le fait qu’une suite (ux)r>1 de nombres complezes
soit une suite de Cauchy. Que peut-on dire du comportement d’une suite
de Cauchy (ug)k>0 de nombres complezes lorsque k tend vers lUinfini ?
Une suite (ug)x>1 de nombres complexes est dite de Cauchy si elle vérifie
le critere de Cauchy (1.15) de la définition 1.16 du cours :

Ve>0, IK=K(e) eN*, (k> K et k' > K) = (Jup — ug'| < €).

(4)

Le théoreme 1.3 du cours assure que toute suite de Cauchy (uy)r>1 de
nombres complexes est nécessairement convergente vers une limite finie
¢ € C lorsque k tend vers 'infini.
Montrer que pour tout k € N tel que k > 2, on a

1 1 1 1

— < = -

k2~ kk-1) k-1 k
Sik>2,0onak>k—1etpar conséquent 1/k? < 1/(k(k —1)). L’égalité
1/k?> = 1/(k — 1) — 1/k (pour k > 2) s’obtient en réduisant le second
membre au méme dénominateur.

Déduire de la question 2 que la suite (Sy)n>1 de terme général
“ 1
Su=2 12
k=1
est une suite qui converge vers une limite ¢ € [1,2]. On a, pour tout n > 2,
n n
1 1 1
oSk et B ()
k=2 k=2
en appliquant a chaque terme de la somme I'inégalité établie a la question
2. Mais on a, pour tout n > 2,
n

S R I

k=2

+< 1 1 )+( 1 1)_1 1
n—2 n-—1 n—1 n/ n’

(la somme se trouve étre < télescopique >, les termes se détruisant au
fur et & mesure qu’on les ajoute). La suite (S,),>1 est donc une suite
croissante de nombres réels (S,11 — S, = 1/(n + 1)2 > 0) minorée par
S1 =1 et majorée par 2 car S,, <1+ (1—1/n) =2—1/n pour tout n > 2.
D’apres la proposition 1.2 du cours la suite croissante majorée de nombres
réels (Sy,)n>1 est convergente vers une limite £. Comme S,, € [1,2] pour
tout n > 1, on a aussi £ € [1,2] par passage & la limite.

Soit (ug)r>1 une suite de nombres complezes telle que
. 1
Vk e N, |uk+1—uk|§ﬁ.
Vérifier que, sin et p sont deux entiers strictement positifs tels que n >
p>1,o0na

n—1

[ — up| < fun — Un—1]| 4+ |upy1 — up| < Zﬁ = Sp—1— Sp-1.

k=p
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La premiére inégalité & établir résulte de I'inégalité triangulaire (inégalité
(1.13) du cours) : si 21, ..., Zn—p sont n — p nombres complexes, on a

|21 4+ znp| <21+ + [2n—pl-
Pour la seconde inégalité, il suffit d’ajouter les inégalités

1
|uk+1*uk|§ﬁ7 k:paanfl

La derniere égalité résulte de la définition méme de S,,_1 = ﬁi?_l 1/k?
et Sp1 =Stk
Déduire des résultats établis aux deux questions précédentes que la suite
(uk)k>1 est une suite convergente. Toute suite convergente est de Cauchy
(exemple 1.10 du cours). La suite (Sy)n>1 est donc de Cauchy. Sie > 0
est donné, il existe donc K (¢) € N* tel que dées que n > p > K(e)+1,0n a
|Srn—1 —Sp—1| < € (on applique le critére de Cauchy rappelé & la question
1). On a donc

(n>p>K(e) +1) = (Jun —up| <e).

La suite (uy)r>1 vérifie donc aussi le critere de Cauchy et est par conséquent
convergente vers une limite finie ¢ € C.

Exercice 3. Soit [a,b] (a < b) un segment de R et f une fonction continue de
[a,b] dans [a,b].

(1)

En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, montrer qu’il existe
au moins un nombre £ € [a,b] tel que f(€) = ¥, c’est-a-dire que f admet
au moins un point fize. Cette question reprend (avec le segment [0, 1]
remplacé ici par le segment [a,b]) I'exemple 2.5 du cours. Soit F : x €
[a,b] — f(x) —x. On a F(a) > 0 et F(b) < 0 puisque f(a) et f(b)
appartiennent tous deux au segment [a,b]. Si F'(a)F(b) = 0, f admet a ou
b comme point fixe ; si F'(a)F(b) # 0, on a nécessairement F(a)F(b) < 0 et
le TVI (théoréme 2.1 du cours) assure, puisque F' est continue sur [a, b],
que F' s’annule au moins en un point ¢ de |a,b[, ce qui signifie que f
présente un point fixe en ce point £.

On suppose de plus & partir de maintenant que f vérifie la condition?

Va e [a’b]v Vy € [CI,, b]v (x = y) ou (|f(l‘) - f(y)| < |l‘ - yl)

Montrer que le nombre { € [a,b] introduit d la question 1 est unique. Si
lon avait deux nombres ¢1 et £o de [a,b] distincts tels que f(¢1) = ¢ et
f(l3) = Lo, on aurait |1 — lo| < [€1 — £s], ce qui est absurde.

Soit x € [a,b]. Montrer que l'on a aussi (x + f(x))/2 € [a, b]. Les nombres
x et f(x) sont dans [a,b], donc le milieu du segment qu’ils bornent ’est
aussi puisque [a,b] est un segment. Or (z + f(z))/2 est précisément le
milieu de ce segment.

On introduit la suite (un)n>0 définie par la donnée de son premier terme
up =« € [a,b] et la relation de récurrence :

Up41 = %(Un + f(“n))

1. I1 y avait un petit probléme ici car le cas * = y devait étre considéré a part. L’énoncé a
donc été légerement modifié. Il en sera bien sir tenu compte lors de la correction.
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— Justifier (en utilisant le résultat établi o la question 3) pourquoi la
définition de cette suite est licite. Ceci se justifie par récurrence. En
fait, on montre par récurrence que, pour tout n € N, la définition
de wug,...,u, est licite et que tous ces nombres sont dans [a,b]. La
définition de ug ne pose pas de probleme. Si I'on a pu définir ug, ..., U,
en respectant le fait que tous les ug, k = 0,...,n, soient dans [a,b],
la définition de up41 = (un + f(un))/2 est licite puisque f(u,) est
bien défini (car u, € [a,b] et que f : [a,b] — [a,b]). D’autre part
Un+1 € [a, b] d’apres le résultat établi & la question 3. Ainsi la définition
de ug, ..., up41 est licite et tous ces nombres sont dans [a,b]. Ce que
I’on voulait prouver est bien ainsi prouvé par récurrence.

— Montrer que pour tout n € N*, uny1 — u, est du méme signe que
Up — Un—1. En déduire que la suite (u,)n>0 est monotone. On a, pour
tout n € N*|

(un - un71> + f(un) - f(unfl)

Upt1 — Uy = 3 . (%)

Comme | f(un) — f(tn-1)| < |tn — Un—1|, les deux nombres u, — u,_1
et

(un - unfl) + (f(un) - f(unfl)) = (un - unfl) - (f(unfl) - f(un))
ont méme signe. Le signe de w41 — uy, est donc d’apres () le méme
que celui de u, — u,—1. La suite (u,)n>0 est donc bien monotone
(croissante ou décroissante).

— Montrer que la suite (uy)n>0 converge vers l'unique point fize ¢ de f.
La suite (uy)n>0 est une suite monotone (donc croissante ou décrois-
sante) de nombres réels tous dans un méme segment [a, b]. Cette suite
est donc a la fois majorée et minorée. Elle converge d’apres la propo-
sition 1.2 du cours vers une limite /. Comme f est continue, la suite
(f(un))n>0 converge vers f(¢') et on a, par passage & la limite dans la
relation inductive

Un+1 = %(un + f(un)),
0=+ f(£))/2, soit f(¢') = ¢'. Le nombre ¢ est donc un point
fixe de f. Comme un tel point fixe est unique et égal a ¢ (d’apres la
question 2), on a ¢/ = ¢.






ANNEXE F

Annales 2013-2014, texte du DS 2, 1h30

Exercice 1.

(1) Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires.

(2) Soit f : R — R une fonction continue telle que lim,_,_ f(z) = —o0 et
lim, 100 f(2) = +00. Montrer qu'il existe zog € R tel que f(xg) = 0. Peut-
on déterminer zy de manieére approchée par une méthode algorithmique
et laquelle ?

(3) Soit P un polynéme & coefficients réels de degré impair. Montrer que P
admet au moins une racine réelle.

Exercice 2.

(1) Enoncer la régle de I'Hopital.
(2) Calculer les limites suivantes :

ti (LD gy (2

z—0 sinx z—0 \1 — cosx

Exercice 3. Soient h un nombre réel strictement positif et f une fonction de classe
C? sur [0,2h], prenant ses valeurs dans R. On définit la fonction ¢y, sur [0, h] par

Va e [0,h], ¢n(z):= f(x +h)— fla+x).
(1) Montrer que ¢y, est de classe C? sur [0, h] et qu’il existe ¢;, € [0, k] tel que
(F(2h) = f(h)) = (f(R) = £(0)) =
= f(2h) = 2f(h) + f(0) = h ¢}, (cn).

(2) Exprimer la fonction gf);) ,, en fonction de a, h et de la dérivée de la fonction
f sur [a,a+ 2h)].

(3) Déduire des deux questions précédentes qu’il existe oy, €]0, 1] tel que
fla+h) =2f(a+h)+ f(a) = b* f"(a + 2ah).

Exercice 4.

(1) Rappeler I'inégalité des accroissements finis pour une fonction & valeurs
complexes continue sur un segment [a,b] de R et dérivable en tout point
de ]a, b].

31
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(2) Vérifier que si x et y sont deux éléments de [—7 /4, 7/4], on a
|z —y| < |tanz — tany| < 2|z — yl.
(3) Enoncer I'inégalité de Taylor-Lagrange pour une fonction a valeurs com-
plexes de classe C? (p € N) sur un segment [a, b] de R et dérivable & 'ordre

p+1 en tout point de ]a, b]. A quelle valeur de p correspond 'inégalité des
accroissements finis énoncée a la question 17

(4) Montrer que pour tout z > 1

log(z) — (z — 1)2(m -3) < (z —6 1)3.
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Exercice 1. Déterminez pour chacune des assertions suivantes si elle est vraie ou
fausse. Dans chaque cas, justifiez votre réponse soit 4 l'aide d’une démonstration
(si vous pensez que l'assertion est vraie), soit en exhibant un contre-exemple (si
vous pensez que l'assertion est fausse).

(1)

< Une suite (up)n>0 de nombres réels qui converge vers une limite £ € R
est nécessairement monotone >. L’assertion est FAUSSE : par exemple la
suite ((—1)"/n), ., converge vers 0 sans étre ni croissante ni décroissante.
Les suites de I’exemple 1.6 du polycopié régies par la relation inductive
Unt1 — Up = (—1)"ap, OU (@n)n>0 est une suite décroissante de nombres
strictement positifs tendant vers 0 (c’est le principe des ressorts avec amor-
tissement en mécanique), fournissent toutes des contre-exemples.

< Si A est un sous-ensemble fini et non vide de R, on asup A € A>. L’as-
sertion est VRAIE : un sous-ensemble fini non vide de R, décrit comme
A= {x1,..,xn} (icia N > 1 éléments supposés distincts) est toujours tel
que ses éléments (en nombre fini, ici N) puissent étre rangés dans 'ordre
croissant Ty (1) < T2y < *++ < Tg(n), O 0 est une application bijective
de {1,..., N} dans lui-méme; il possede donc un plus grand élément, ici
Ty(n)y = max(xy,...,rn); ce plus grand élément de A est un majorant ;
c’est le plus petit des majorants de A car il est lui-méme dans A; on a
donc sup A € A.

< Il existe au moins un nombre £ de [—1,1] tel que l'on puisse extraire
de la suite (cos(n))n>0 une sous-suite convergeant vers { ». L’assertion
est VRAIE : le théoréme de Bolzano-Weiserstrafl (théoréme 1.1 du po-
lycopié) assure que toute suite (uy,)n>0 de nombres réels bornée en valeur
absolue (ce qui signifie IM € R tel que |u,| < M pour tout n € N) ad-
met au moins une valeur d’adhérence réelle ¢ (ici |cos(n)| < 1 pour tout
n € N); comme toute valeur d’adhérence ¢ de la suite (cos(n)),>o est li-
mite d’une sous-suite (cos(p(n)))n>0, OU ¢ est une application strictement
croissante de N dans lui-méme, et que |cos(p(n))| < 1 pour tout n € N,
on a aussi par passage a la limite |[¢| < 1, soit £ € [—-1,1].

< Une suite (un)n>0 de nombres réels appartenant tous au méme segment
[-M, M] (avec M > 0) est divergente (c’est-a-dire non convergente vers
une limite réelle £) si et seulement si elle posséde au moins deux valeurs
d’adhérence distinctes »>. L’assertion est VRAIE : en effet une telle suite
admet au moins une valeur d’adhérence réelle ¢ d’apres le théoreme de
Bolzano-Weierstrafl ; de deux choses 'une :
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— si I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy,),>0 (qui est non
vide) se réduit a un seul point {lp}, cela signifie que toutes les sous-
suites extraites de la suite (up),>0 convergent vers fy, donc que la
suite (un)n>0 converge vers lo;

— ¢’il existe deux valeurs propres distinctes réelles ¢ # /{5, la suite
(un)n>o diverge car, si elle convergeait, ce serait a la fois vers ¢; et
ls, ce qui est impossible (unicité de la limite d’une suite si cette limite
existe) ;

la suite est donc bien divergente si et seulement si on se trouve dans la

seconde alternative (au moins deux valeurs d’adhérence distinctes).

(5) < Si A est un sous-ensemble non vide de R tel que inf A = 3, alors

inf{z?; z € A} = 9. > L’assertion est VRAIE : si inf A =3, ona z > 3
pour tout € A, donc 22 > 9 pour tout z € A; on a donc I'inégalité donc
inf{z?; x € A} > 9. D’autre part, puisque inf A = 3, il existe, pour tout
n € N* z, € [3,3+1/n[NA, soit 22 € [9, (3+1/n)?[ avec x,, € A; comme
lim,, 400 (3 + 1/n)%? = 9 (en décroissant par valeurs supérieures) et que
l'on ainf{z?; x € A} < (3+1/n)? pour tout n > 1 car z,, € A, on a aussi
inf{z?; z € A} <9 en passant a la limite lorsque n tend vers +o00; on a
donc bien inf{z?; x € A} = 9.

Exercice 2.

— Donnez un exemple d’un sous-ensemble A de R qui ne soit ni ouvert ni fermé

(on pourra penser ¢ un intervalle). L'intervalle A = [0, 1] n’est pas fermé
car le nombre 1 est adhérent & A (1 = lim,, (1 —1/n)et1—1/ne€ A
dés que n > 1) mais n’est pas dans A; le complémentaire de A dans R
est B =R\ [0,1[=] — 00,0[U[1, +00] : cet ensemble B n’est pas non plus
fermé car 0 lui est adhérent (0 = lim,,_, o (—1/n)) sans que 0 soit dans B ;
l'intervalle A = [0, 1] n’est donc ni ouvert (c’est-a-dire de complémentaire
fermé) ni fermé.

Donnez un exemple d’une suite de nombres réels ne tendant ni vers +00, ni
vers —oo, mais ne possédant pourtant aucune valeur d’adhérence réelle. La
suite (up)n>0 = ((—1)”n)n>0 ne tend ni vers 400, ni vers —oo car la sous-
suite (ugn)n>0 tend vers +00 tandis que la sous-suite (u2n+1)n>0 tend vers
—o0; comme la suite (|un|)n>0 = (n])n>0 tend vers +oo, la suite (up)n>0
ne saurait admettre de valeur d’adhérence réelle.

Que signifie le fait qu’une suite (up)n>0 de nombres réels soit une suite de
Cauchy ? Cela signifie

Ve>0, IN=N(e) e N tel que VYn,p> N(e), |up —up| <e

(définition 1.16 du polycopié). Autrement dit, en francais : deux termes
arbitraires de la suite sont aussi proches qu’on le souhaite (& une distance
de moins de € I'un de 'autre avec € > 0 arbitrairement petit) pourvu que
leurs indices dépassent tous deux un seuil N (¢) suffisamment grand. Est-il
possible de donner un exemple de suite de Cauchy de nombres réels qui ne
soit pas convergente ¥ NON, car toute suite de Cauchy de nombres réels
est convergente vers une limite réelle (théoréme de Cauchy, théoreme 1.3 du
polycopié).

Donnez un exemple d’une suite de mombres irrationnels convergeant vers
un nombre rationnel. Le nombre 7 est irrationnel, comme le sont tous les
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nombres w/n pour n € N*; la suite (7/n),>1 converge vers le nombre
rationnel 0.

Exercice 3. On définit une suite de nombres réels (un)n>0 en posant
u =V2 et Vn >0, Unt1 = V2 + Uy .

— Veérifiez par récurrence sur l’entier n que tous les nombres u,, appartiennent
au segment [/2,2]. On note (P,) (n € N) I’assertion suivante : < u, €
[v/2,2] ». Lassertion (Pp) est vraie car v/2 € [v/2,2]. Si I'assertion (P,)
est vraie pour un entier n € N donné, ceci signifie que u,, € [v/2,2]; on en
déduit, puisque la fonction x — /2 + x est croissante sur |0, +o00[, que

V2<A24V2<un <V2+2=2;

il en résulte que assertion (P,41) est vraie. L’assertion (P,) est donc vraie
au cran initial (n = 0) et héréditaire; elle est donc vraie pour tout n € N
(principe de récurrence).

— Discutez suivant la valeur de x € R le signe du trinéme x> —x — 2. Le
discriminant vaut 1 — 4(—2) = 9; les deux racines de ce trinéme sont donc
(14++/9)/2, soit —1 et 2; le trinome est du signe du coefficient dominant
(ici 1), donc +, dans | — 1, 2[; du signe — dans | — oo, —1[ et ]2, +-o0[.

— Montrez que la suite (un)nZO est une suite croissante. On a

Ul —ul =24 U, — ul (u? —u, —2) >0

n n
car u, € [v2,2] C] —1,2] et que le trindme 22 — x — 2 est négatif entre ses
racines —1 et 2 (d’apres le résultat établi a la question précédente). On a
donc u? < w2, soit donc u, < u,41 pour tout n € N car z — /z est
croissante sur [0, 4+o00[. La suite (uy,)n>0 est donc croissante.

— La suite (up)n>0 admet-elle une limite réelle £ ? Si oui, quelle est la valeur
de ¢ ?. La suite (up)n>0 est une suite croissante majorée (par 2). Elle est
donc convergente (proposition 1.2 du polycopié) vers une limite réelle £ < 2.
Comme la fonction x — /2 + x est continue sur [0, +oo], donc en particulier
en £, on a ¢ = \/2+ { par passage a la limite dans la relation inductive
Unt1 = V2 + uyp lorsque n tend vers +o0o. On a donc £2 — (2 + £) = 0, soit
¢ =—1oul=2;lecas £ = —1 est & oublier car £ > /2 puisque uy = v/2
et que la suite est croissante. On a donc par élimination ¢ = 2.

Exercice 4. Soit f : R — R une fonction continue telle que

xll)rzloof(x) = —1/1000 et EEIEOO f(z) = +oo.

— Donnez un exemple d’une telle fonction f (pensez a modifier par exemple
la fonction exponentielle dont vous tracerez le graphe sur R). La fonction

x € R +— —1/1000 + exp(z)

convient ; son graphe (réalisé ici avec Sage) est affiché sur la figure G.1
ci-dessus.

— Montrez que pour tout nombre réel ¢ > 0 , il existe au moins un nombre
réel z. tel que f(x.) = c. Comme lim,_, o f(x) = —1/1000 < 0, il existe
un seuil —M < 0 tel que f(a) < —1/2000 < 0 dés que a < —M. De méme,
comme lim,_, o f(z) = +o00, il existe, pour tout ¢ > 0, un seuil M. > 0
tel que f(b) > c+1des que b > M,.. On prend a < —M et b > M, ; d’apres
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2.59

FIGURE G.1. Le graphe de x — exp(x) au dessus de [—3, 1] (figure
de exercice 4, item 1)

le théoréme des valeurs intermédiaires, f([a,b]) est un intervalle (corollaire
2.1 du polycopié) puisque f est continue, ce qui implique que f prend au
moins une fois sur [a, b] la valeur intermédiaire ¢ € [0, c+ 1[C [f(a), f(b)].
On observe graphiquement que f(a) < 0 et f(b) > 0 pour deuz nombres
réels a < b. Décrire une démarche algorithmique permettant de calculer
de maniére approchée un zéro xo €la,b[ de f lorsque la fonction f et les
nombres a et b sont connus. 11 s’agit de I’algorithme de dichotomie ; on initie
cet algorithme avec z = a et y = b et on procede ainsi (en pseudo-code
Python) :
x=a; y=b
u = £f((x+y)/2)
while u <> 0 :

if uxf(x)< 0:

X =x; 7= (x+ty)/2
else :
x = (xty)/2; y =y

u = f((x+y)/2)
return (x+y)/2
Toute tentative de transcription de ce code en langage non algorithmique
mais suffisamment explicite était évidemment ici admise ; on exigeait juste
que le processus de décision if ... else ... soit clairement explicité, ainsi
que le recours au point milieu (x+y)/2 & chaque cran de la boucle (ici
while).
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Exercice 1. Déterminez pour chacune des assertions suivantes si elle est vraie ou
fausse. Dans chaque cas, justifiez votre réponse soit 4 l'aide d’une démonstration
(si vous pensez que l'assertion est vraie), soit en exhibant un contre-exemple (si
vous pensez que l'assertion est fausse).

(1)

Si f :]0,1] = R est une fonction bornée en valeur absolue sur [0,1], f est
continue sur [0, 1]. Cette assertion est fausse : la fonction f : [0,1] — [0, 1]
définie par f(x) = x pour = € [0,1] et f(1) = 0 est une fonction bornée
en valeur absolue par 1 sur [0, 1] mais n’est pas continue sur [0, 1] car 1
est un point de discontinuité puisque

lim f(z) =1 # f(1) = 0.

rx<l

Si f :]0,1] = R est une fonction continue sur [0, 1], alors f est bornée en
valeur absolue sur [0,1]. Cette assertion est vraie : toute fonction continue
sur un segment [a, b] et & valeurs réelles est minorée et majorée sur [a, b] ;
de plus les extrema sont réalisés sur [a,b] (il s’agit du théoreme 2.2 du
polycopié).

La fonction x — |x| est uniformément continue sur R. Cette assertion
est vraie : on dispose en effet de I'inégalité

Vo,y eR, |yl —|af| < |z —y|

(inégalité triangulaire (1.5) du polycopié). Si [z —y| <€, on a donc ||y —
|| < |z —y| < e. La clause (2.11) de la définition 2.9 du polycopié est
donc satisfaite si I'on convient de poser 7(e) = e.

Exercice 2. On définit la fonction f swivante sur R :

x sin(x) sin(1/x) si z # 0

frxeR+— ]
0six=0.

(1) Vérifier que f est dérivable en tout point xo € R* et calculer le nombre

dérivé f'(zg) en un tel point. La fonction z — sin(z) est une fonction
dérivable sur R, de dérivée = +— cos(z). La fonction z — sin(1/x) est
aussi dérivable sur R* comme fonction composée de la fonction

x €R" +— 1/x,

dérivable sur R* et de dérivée sur cet ouvert z € R* — —1/22), et de la
fonction
y € R+— sin(y)
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(de dérivée y € R — cos(y)). La fonction composée x € R* +— sin(1/x)
est donc dérivable (comme composée de fonctions dérivables) sur R*, de
dérivée € R* — (—1/2%) x cos(1/x) (formule de Leibniz sur la dérivation
des fonctions composées). La fonction f est donc dérivable sur R* comme
produit de trois fonctions dérivables. Le nombre dérivé vaut (d’apres les
régles de calcul rappelées page 48 du polycopié) :

sin(zq) cos(1/xp)

f' (o) = sin(zg) sin(1/z0) + zo cos(xg) sin(1/z0) — zo po
= sin(xo) sin(1/zg) + xo cos(zp) sin(1/xg) — % cos(1/xzg).

(2) Caleuler lim,_,¢ f(z). Pour tout z € R*, on a |sin(z)sin(1/z)| < 1 car
la fonction sinus est bornée en valeur absolue par 1 sur R. On a donc
|f(2)] < |z| pour tout = € R*; cette inégalité reste vraie en x = 0 car les
deux membres sont nuls. On a donc

Vo eR, [f(@)| < |l
Si|z] <n=¢, on adonc |f(x)| < e Ceciimplique
iigb f(z) =0.
(3) Montrer que la fonction f est aussi dérivable en 0 et calculer f'(0). On a
VheR, [f(h)]=]f(0+h)—f(0)] <[h[|sin(h)|.
Comme limy,_,q | sin(h)| = 0, on peut écrire
f(O+h)= f(0)+0x h+o(h).

La fonction f est donc dérivable en zy = 0 et de nombre dérivé égal a
'(0) = 0. On invoque ici la proposition 2.4 du cours pour présenter la
dérivabilité en 0 sous la forme de différentiabilité a ’origine. On aurait pu
se contenter de montrer que

i (L0510

- = lim (sin(h) sin(1/h)) = 0,

h—0

h—0
h+#0 h#0
d’apres le lemme des gendarmes (puisque |sin(h) sin(1/h)| < |sin(h)| pour
tout h), ce qui revient aussi & dire que f est dérivable en 0, de nombre
dérivé en ce point f'(0) = 0.
(4) La limite
lim f' (o)
xg—0
:E();éo
existe-t-elle ¢ La fonction [’ est-elle continue sur R tout entier 2 On rap-
pelle que, si zg # 0,

sin(xo)

I/ (o) = sin(zg) sin(1/z0) + xo cos(zg)sin(1/zg) — cos(1/zg).

La fonction f’ est continue sur R* comme somme de produits de composées
de fonctions continues. Si xp = 1/(2kw) (k € N*), on a

cos(1/xy) = cos(2km) =1
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et
. SIN Tg
lim
k—+oco Tk

x cos(1/xy) = 1.

De plus |sin(1/x)| < 1 et |cos(zy) sm(l/mk)| < 1. On a donc, compte-
tenu de 'expression de f’(zg) lorsque zy € R*
lim f'(x) = —1.

k— 400

Comme la suite (zg)r>1 tend vers 0 lorsque k tend vers l'infini et que la
suite (f'(zg))k>1 tend vers —1 # f/(0), la limite lim,_,¢ f'(zo) n’existe
pas dans R. La fonction f’ n’est donc pas continue en g = 0.

Exercice 3. Les limites suivantes existent-elles ? Si oui, les calculer; sinon, justifier
pourquoi elles n’existent pas :

lim (M), lim cos(mz/2), lim (sin(mc)).

z—0 x3 z——400 z——4 \x2 — 16

— Pour la premiere limite (forme indéterminée 0/0), on tente d’appliquer la
regle de ’Hopital ; celle ci permet d’affirmer

inz— —1
lim (m) = (si elle existe) lim (%>
x—0 ,123 x—0 3x2

Ce n’est pas gagné car on trouve toujours au second membre une indéter-
mination 0/0. Mais on peut insister et invoquer deux fois encore la régle de
I’Hopital :

lim
x—0

cosr — 1 . . . —sinx
(3T) = (si elle existe) ilg})( o )

) — —1/6.

— COS X

= (si elle existe) lim (
z—0

On trouve donc au final

. /sinz—x

b () <

— La seconde limite n’existe pas : en effet, si x = 2 = 4k + 1 (k € N*),
on a cos ((4k + 1)77/2) = cos(n/2) = 0, tandis que, si z = %) = 4km, on
a cos(mZg/2) = cos(2kw) = 1. La limite n’existe pas car 0 et 1 sont des
limites distinctes respectivement pour les deux suites (cos(mzy/2))k>1 et
(cos(mZi/2))k>1 tandis que les suites (x)r>1 et (Tx)r>1 tendent toutes les
deux vers +o0.

— On applique (juste une fois cette fois) la régle de 'Hopital.

lim <s12n(7rx)) 0 (si elle existe) lim (M) SR,
z——4\z* — 16 0 z——4 2z -8 8

Exercice 4.

(1) Soit [a,b] un segment de R (avec a < b). Enoncer le théoréme de Rolle
pour une fonction f : [a,b] = R. <Si f : [a,b] = R est une fonction
continue sur [a, b], dérivable sur ]a, ] et telle que f(a) = f(b), il existe au
moins un point ¢ €la,b] tel que f'(c) = 0> (c’est 1'"énoncé du théoreme
2.4 du polycopié).
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Soit I un intervalle ouvert non vide de R et f : I — R une fonction
dérivable jusqu’a l'ordre 3 en tout point de I et s’annulant en au moins 4
points distincts de I. Montrer que la fonction dérivée d’ordre 3 (notée ")
s’annule au moins une fois dans I. La fonction f s’annule en quatre points
a < B < <y distincts de I. On peut appliquer le théoreme de Rolle a f
sur chacun des trois segments [«, 5], [8,7] et [y, 0] puisque f(a) = f(B) =
f(v) = f(0) = 0. La fonction f’ s’annule donc en trois points distincts
o €la, B, B €]8,7[, v’ €]7,9[. On reprend donc le raisonnement avec
1" (encore dérivable sur T et telle que l'on ait, cette fois aux trois points
o < p <y, fl(d) = f(B) = f(v) = 0) en utilisant Rolle sur les
deux segments [o/, 8] et [’,7']. La fonction f” s’annule donc en deux
points distincts o €]/, 8] et 7 €]6’,7'[. On peut recommencer avec
Rolle une derniére fois (car f” est encore dérivable sur I et que (o) =
F"(B") = 0), cette fois sur le segment [/, 5”] en prenant pour fonction
f". La fonction f”’ s’annule donc en au moins un point de Ja”, 5[, donc
de I.

Exercice 5.

(1)

Soit [a,b] un segment de R (avec a < b). Enoncer la formule des accrois-
sements finis pour une fonction f :[a,b] - R. < Si f :[a,b] = R est
une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, [, il existe au moins un
point ¢ €]a, b[ tel que W = f'(¢) » (c’est ’"énoncé du corollaire 2.2
du polycopié).

Montrer que si x et y sont deux nombres réels tels que 0 <z <y < 7/2,
on a

ly — =|
[tan(y) — tan(z)| < s
La fonction & — tan(§) est continue sur | — /2, 7/2[, donc sur le segment
[z,y] C [0,7/2][C] — 7/2,7/2[, dérivable sur |z, y[ (car sur | — w/2,7/2[),
de dérivée 1
cosZ ¢’
D’apres la formule des accroissements finis (rappelée a la question 1 avec
icia=xetb=y), on a

€l —n/2,7/2[—

tan(y) — tan(x) = (y — x) @

pour un certain ¢ €]z, y[. Comme la fonction cos est décroissante sur

[0,m/2] et que 0 <z < ¢ <y < 7/2, on a cos?c > cos?y. On a donc
L ly — x| .

cos?(c) (cos(y))

[tan(y) — tan()| = |y - |
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Exercice 1

Déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Vous justifierez votre
réponse chaque fois soit avec une démonstration, soit avec un contre-exemple (sui-
vant que vous pensiez que l'assertion en question soit vraie ou fausse). Si A est une
partie non vide de R, on note sup A la borne supérieure de A.

(1)
(2)

Une partie finie non vide A de R contient toujours sa borne supérieure
sup A.

Si A est une partie non vide de R telle que
Vee A, x<5,
alors sup A < 5.

Si A est une partie non vide de R telle que
Vee A x<b5b,
alors sup A < 5.

Si A et B sont deux parties non vides bornées de R (c’est-a-dire toutes
deux incluses dans un méme segment [—M, M]) et que 'on note

A+ B:={a+b;a€ A, be B},
alors
sup(A + B) = sup A + sup B.
Une suite (z,,)n>1 de nombres réels converge vers une limite réelle si et

seulement chaque suite extraite (z,(n))n>1 de la suite (z,),>1 converge
vers une limite réelle ;

Une suite (,,)n>1 de nombres réels converge vers une limite réelle ¢ si et
seulement si la suite (|x,,|)n>1 converge vers |¢].

Si A est une partie non vide de R et que a = sup A, le sous-ensemble
ANJa—1/10"a] est non vide pour tout N € N*.

Si A est une partie non vide de R et que a est un majorant de A tel que
le sous-ensemble ANJa — 1/10",a] soit non vide pour tout N € N, alors
a = sup A.

Exercice 2

1. Soit (un)n>o une suite de nombres réels. On suppose :

dM >0 telqueVneN, w,€[-M,M)] (%)
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Quel théoreme permet d’affirmer qu’il existe au moins une suite extraite (ty(n))n>0
de la suite (u,)n>0 qui converge vers un nombre ¢ € R lorsque n tend vers U'infini ?

2. Donner un exemple d’une suite de nombres réels (uy)n>0 divergente et vérifiant
tout de méme (x).

3. On suppose maintenant que l'on a toujours (x), mais cette fois aussi :

lim (un + @) =1L (k).

n—-+oo 5

et que la sous-suite (uy(y))n>0 converge vers une limite réelle £ (une telle sous-
suite existe d’aprés la question 1). En utilisant (xx), montrer alors que la suite
(U54(n))n>0 est aussi convergente et que

lim u5¢(n) = 5(L - 6)

n—-+oo

4. Toujours en utilisant (x*), montrer par récurrence sur l'entier £ € N que, pour
tout k € N, la suite (usky,(n))n>0 converge vers une limite £, et que 'on a

bo=10 et Ly = 5(L — fk).

5. Vérifier que 'on a pour tout k € N,

5L 5L
€k+1 - ? = (*5) (Kk — ?)
En déduire que
5L A 5L

En utilisant le fait que tous les termes de la suite (u,)n>0 sont dans [—M, M],
déduire de ce qui précede que £ = 5L/6.

6. La suite (un)n>0 est-elle une suite convergente dans R? Si oui, quelle est la
valeur de sa limite 7

CORRIGE DU DM1 - 2014-2015
Exercice 1. 1) Soit A une partie non vide, finie de R, c¢’est-a-dire

A= {5005 520}

avec 23 € R pour 1 < k < n. Alors A est majorée par M := max{zy;1 < k <n} et
M € A, donc ’ sup(A) = max(A) € A. ‘

2) Comme Vz € A,z < 5 alors A est majorée par 5. A est non vide, donc sup(A)
existe et c’est le plus petit des majorants; on a donc en particulier | sup(A4) < 5.

3) Considérons I’ensemble | A := {5 — %; n € N*}. | Alors, pour tout n > 1, on a

5— % < 5 mais sup(A) = 5. En effet, comme lim,,_, % =0, alors, Ve > 0, AN €
N, Vn > N, %SE. Donc, pour € > 0, ileXisteNENtelque5—€§5—% < 5.
Clest-a-dire, Ve > 0,3z € A,5 — e < x < 5, et comme 5 est un majorant de A, on

en déduit que |5 = sup(A4).

4) Soient A et B deux parties bornées de R (non vides). On note s4 = sup(A4)
et sp = sup(B) (elles existent car A et B sont non vides et majorées). Montrons
que sup(A+ B) = s + sp.
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D’une part, pour tout a € A,a < s4 et, pour tout b € B,b < sg, donc pour
tout x € A+ B, x =a+baveca € Aetbe B par définition de A+ B, et on a
a+b<ss+sp. Donc sup(A+ B) < s4 + sp.

Soit € > 0, on cherchea € Aet b € Btelsque sa+sp—c <a+b<sap+sg.Or,
par définition de s4 = sup(A), il existe a € A tel que s4 — 5 < a < 54. De méme, il
existe b € B tel que sp—5 < b < sp. Par somme, sy —5+sp—5 <a+b < ss+sp,

i.e. s4a+sg—e<a+b<sy-+spg. Donc’sup(A+B):sA+sB.‘

5) Supposons que (wn)N converge vers £ € R. Montrons que toute suite extraite
(% ,(n) ) converge vers £. Soit £ > 0, alors, par définition de la convergence, il existe
N € N, tel que, pour tout n > N, |z, — €| < e. Soit ¢ une extractrice. Alors
VYn € N,p(n) > n (*). Nous rappellerons la démonstration de (x) ci-dessous. En
particulier, pour tout n > N,¢(n) > n > N, donc |z,(,) — £ < e. Clest-a-dire,

Ve >0, AN €N, ¥n > N, |z,,m) — £] <€, ou encore, | lim ) = L.

n—-+oo

Montrons, par récurrence, que Vn € N, p(n) > n. Par définition, ¢ : N — N est
une fonction strictement croissante. On a ¢(0) > 0 (puisque ¢(n) € N). Supposons
que p(n) > n. Alors p(n 4+ 1) > p(n) car ¢ est strictement croissante. Donc, par
hypothése de récurrence, p(n + 1) > n, i.e. p(n+1) > n+ 1. D’ou (x).

Pour la réciproque, supposons que toute suite extraite de (z,) est conver-
gente. En particulier, avec ¢(n) = n, la suite extraite (z,)n est convergente. Donc
léquivalence est vraie. Si, si, (2, )y est une suite extraite de (z,)x...

6) Si (z,,)n converge vers £ alors (|x,|)ny converge vers |¢|. En effet, soit € > 0,
alors, par hypothese, il existe N € N| tel que Vn € N, |z,, — £] < e. Or, pour tout
a,b € R, |la] = [b]| < |a — b| (un doute ? allez voir I'inégalité triangulaire (1.5) page
9 du fascicule). Donc, pour n > N, ||an| = ||| < |z, — 4] <e.

La réciproque est fausse. On considere la suite (z,)y définie par z,, = (—1)".
Alors, pour n € N, |z,| = 1, donc nll}l}_loo |xn| = 1, mais (z,)n diverge puisqu’elle a

deux valeurs d’adhérences : 1 et —1.

7) Soient A C R et a = sup(A).. D’apres la caractérisation de la borne
supérieure, Vr € A,x < aet Ve > 0,3z € A,a —e < x < a. Soit N € N*, alors,
d’apres ce qui précede, en prenant € = 10%, il existe z € A tel que a — 10% <z<a.
Cela signifie que ensemble ANja — 10%; a] est non vide.

Remarque : on a équivalence entre

Ve>0,dreAdja—c<zx<a et Ve>0,dr€eAda—c<z<a.

8) Par hypotheése a est un majorant de A. Il reste & montrer que Ve > 0, Jx €
Aja—e <z < a. Soit € > 0, comme lirf 10% = 0, il existe N € N* tel que
n—-+0oo

wiN < e. Par ailleurs, ’ensemble ANja — 10%; a] est non vide par hypotheése, donc
1

il existe z € ANja — gx; al, c'est-a-dire, il existe € A vérifiant a — v < = < a.

Dong, il existe z € A, tel que a — ¢ < a — 10% <z <a. Dolu|a=sup(4).
Exercice 2.

1) C’est le théoreme de Bolzano-Weierstrafl : toute suite réelle bornée possede
une suite extraite convergente.
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2) Considérons la suite (u,)y définie par u, = (—1)". Alors (u,)n est bornée
puisque, pour n € N, |u,| = 1, mais (u, )y diverge.

U

3) On suppose que lim <un + ﬂ) = L et que la suite extraite (uy(n))n
n—-+o0o 5

converge vers . Attention, ¢ est fixée maintenant...

U . .
On note v,, = u,, + %, alors la suite (v, )y converge vers L, donc la suite ex-
traite (v,(n) ) est convergente et converge vers L. Puisque, pour tout n € N, us,(n) =

5(Vp(n) — Up(n)), alors la suite (usy(n))n est convergente comme somme de suites
convergentes et, d’apres ce qui précede, elle converge vers 5(L — /).

4) Remarque : pour simplifier la rédaction, montrons que, pour k € N*, la
suite (Ugrp(n) )N converge vers £y vérifiant £ = —5(L — ly_1).
La suite (uyn))n converge vers £y = £. Pour k = 1, d’aprés la question 3), la suite
(us14(n))n converge vers £y et on a £ = 5(L — {p).

Soit k£ > 1. Supposons que (u5k¢(n))N converge vers {, et on a £ = 5(L—{_1).
On note ¥ (n) = 5%¢(n). Alors, par hypothese de récurrence, (uy(n))N converge vers
Ly et, d’aprés (xx), la suite (v, )y définie dans la question 3), converge vers L. Donc,
la suite extraite (vy(,))n converge vers L, et, par somme, la suite (Vy(n) — Uyn) )N
converge vers L — {;. Comme, pour n € N, 5(Vy(n) — Uy(n)) = Usy(n), 00 en déduit
que lim  usyn) = 5(L —¥€y), c’est-a-dire (usrr140,))n converge vers un réel, qu’on

n—-+oo

note 41, et on a €1 = 5(L — ;). Donc, par récurrence
pour tout k € N*, la suite (uzr,(n))n converge vers £y et on a £y, = 5(L — £y _1).

5) e Soit k € N, alors, d’apres la question précédente,

5L 5L  25L 5L
_— = L — _—_— = — — = —_ — ).
b1 = =5(L =) =+ o — ol = =5l — =)
Do, pour k € N, | £41 — 5 = =54, — F).
e Soit k € N,y — 32 = —5(0, — 35). Pour k > 1,0, — 35 = —5(4—y — 3£),
donc . . .
it = o5 = (=5) X (=5)(0h1 = ) = (=5 (thrr2 — o).

Supposons k > p et 1 — 2 = (=5)P ({1, — 3£) (vérifiée pour p = 1). Alors

U1 = % = (=5)P X (=5)(lt1—p—1 — %) car

5L 5L
bes1-p = 5 = =B(lrt14p-1 = —=)-

D'olt fyp1 — 22 = (=5)PH (0 41—(pt1) — 2£). En particulier, pour p = k,

lpg1 — % = (=5)FH1 x (=5)(lo — %)
e Pour tout n € N,u, € [-M;M], done, pour tout k € N, les limites des

suites extraites (usk,(n))N appartiennent a [—M; M], i.e. £, € [~M;M]. Notons

zp =4 — 56L on vient de prouver que la suite (:Ck;)keN est bornée.

(
(2

D’apres ce qu1 précede, on a aussi zy = (—5)* (¢ — ) Supposons que £ # 2L

c’est-a-dire, £ — 2= 7& 0. Alors, la suite extraite )keN tend vers +oo pulsque
lim (—5)%F = +oo.
n—-+oo

— 5L
¢= 5L,

Par conséquent, la suite (zj)ren n’est pas bornée. Contradiction. Donc
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6) Reprenons. On suppose que la suite (u, )y est bornée et que

. Us

lim (un + —n) =1L
n—-+oo 5

Puisque (u, )y est bornée, il existe une suite extraite convergente. Soit (uy(n))nen

une suite extraite convergente. Alors, on vient de montrer que sa limite £ vérifie £ =

%. C’est-a-dire, toute suite extraite convergente converge vers la méme limite %

On en déduit que | (u,)y est convergente et converge vers %. C’est la propriété

1.10 page 10 du fascicule.

Remarque sur la question 3), erreur fréquente : suite extraite de
suite extraite. Notons w, = uy,(y); on définit ainsi une suite extraite de la suite
(Un)nen. Soit ¢ : N — N strictement croissante. On peut alors définir une suite
extraite de (uy,(,)) d’extractrice 9, c’est-a-dire wy () et on a ’ Wep(n) = Up((n)) | €

NON Uy (,(n)) ! Pensez a la suite extraite d’'indice impair :

(wn) = (u1;uz; us; -5 Ugpy1s )
définie par w,, = ug,+1 pour n € N, avec p(n) = 2n+ 1. Une suite extraite de cette
suite extraite est une suite "dont les indices sont impairs, mais on ne les prend
pas tous”. Exemple (wa,) = (u1;us;ug; - ;Usnt1;---) avec Y(n) = 2n, et on a
W2n = Udn+1 = Up(y(n))-
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Exercice 1

(1) Donner un exemple d’une fonction continue de R dans R qui ne soit
dérivable que sur R* mais admette pourtant des dérivées a gauche et
a droite (distinctes) en zg = 0.

(2) On considére un nombre o > 0. Montrer que la fonction

Osiz=0

fo :wER— {|x"cos(1/|x|) six#0

est continue sur R. Quelle condition nécessaire et suffisante faut-il imposer
au nombre a > 0 pour que cette fonction soit dérivable sur R 7 Calculer
dans ce cas la fonction dérivée f!, (on distinguera les trois cas xzg < 0,
zg = 0, g > 0 pour calculer en fonction de a et de xg la valeur du
nombre dérivé f/ (xo)).

Exercice 2

(1) Soient M > 0, I un intervalle de R, f une fonction continue sur I, dérivable
et de nombre dérivé f'(xq) € [—M, M] en tout point z intérieur a I. Mon-
trer que f est uniformément continue sur I. L’hypothese de dérivabilité en
tout point intérieur est-elle vraiment nécessaire dans le cas ou I'intervalle
I est un segment [a, b] ? Préciser bien le théoréme utilisé pour justifier la
réponse & cette derniére question.

(2) Donner un exemple de fonction uniformément continue sur R, dérivable
en tout point de R*, mais non dérivable en 0 (penser & exploiter I'inégalité
triangulaire telle qu’elle est énoncée en (1.5) dans le polycopié).

Exercice 3. Soit f et g les fonctions polynomiales de R dans R définies par
Vo eR, f(z) =2 —4x+3, g(x)=—2"+2z-3.

(1) Soient a et b deux nombres réels. Donner I’équation de la tangente Ty,
au graphe de f au point (a, f(a)), puis celle de la tangente T}, ;, au graphe
de g au point (b, g(b)).

(2) Trouver la relation que doivent satisfaire a et b pour que les deux tangentes
Tyq et Ty soient paralleles. Existe-t-il des couples de valeurs (a,b) tels
que les tangentes T, et T} ; soient confondues? Si oui, les déterminer.

(3) Soit F' la fonction F' : z € R — f(z) +ig(x) € C. Montrer que F
est dérivable en tout point de R (comme fonction & valeurs complexes) et

47
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calculer en fonction de a € R le nombre dérivé F’(a). Donner (toujours
en fonction de a) équation cartésienne
A(a)r + B(a)y +C(a) =0
de la tangente a la courbe paramétrée par x — F'(x) au point F'(a).

Exercice 4

Evaluer les limites suivantes en expliquant précisément la démarche utilisée pour
les calculer :

IILmO (M), lim (M) lim (296 — 1) ,

1 — cos(z) 2—0 \ In(cos () =0 x
Jiinl (xl/(l — a:))’ wl_i>no1+ (x(bln(SJ?))/Z‘)

Exercice 5

(1) Montrer par récurrence sur n € N que la fonction f : z — exp(—22/2)
est, pour tout n € N, dérivable a 'ordre n en tout point de R et que la
fonction dérivée fI"! (a I’ordre n) est de la forme

VreR, fM(z)=H,(x)exp(—22/2).

ou H, est une fonction polynomiale de degré exactement n (on détermi-
nera aussi la relation inductive permettant de calculer H, 1 a partir de
H,).

(2) Que valent les limites lim, 4o £ (2) (pour n fixé dans N) ?

(3) Toujours par récurrence sur n, démontrer en utilisant le théoreme de Rolle
2.4 du polycopié (ou une petite variante, lorsque le segment [a, b] se trouve
remplacé par | — 00, b] ou [a, +00[) que, pour tout n € N*, le polynéme H,,
admet exactement n racines réelles distinctes. Ce polynéome H,, peut-il
avoir d’autres racines complexes que celles 147

CORRIGE DU DM2 - 2014-2015

Exercice 1.

1) On consideére la fonction f définie sur R par f(z) = |z|; elle est continue sur

R.
Comme, pour z > 0, f(x) = x et pour z < 0, f(x) = —=x, alors la fonction est
dérivable sur R* (et on a, pour x > 0, f'(x) = 1 et pour x < 0, f'(x) = —1). En
. f(h) = f(0) _ |A] A .|l
0, soit h € R, W_W’donc}fg})f_let}?i%f__l' Donc f est
h>0 h<0

dérivable a droite et a gauche en 0, mais n’est pas dérivable en 0.

2) e Soit a > 0. Par définition, |z|® = exp(aln(|z|)), donc, par théoremes
généraux, f est continue sur R*.
En 0,
1
|[fa(@)] = |2|%| cos (m)l < ]

Comme « > 0, lim |z|* = 0, donc lim |f,(z)| = 0, c’est-a-dire, f est continue en 0.
z—0 z—0
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e Toujours par théoremes généraux, f, est dérivable sur R*.

fa(h) _fa(o) ‘h|a cos (ﬁ)

En 0, on considere le taux d’accroissement W0 = .

N fa(h) fa(h) L

(i) Si , w| S m —=— = 0, et f, est dérivable en 0.

ii) Si @ = 1, cos (t&) n’a pas de limite lorsque h tend vers 0, donc f; n’est pas
R

dérivable en 0. "
L) =0et lim Jalltn)

Fun | n—-+o0o n

(iii) En effet, si h, = ﬁ alors lim cos( = 400, donc

n—oo

fa n’est pas dérivable en 0.

Calcul des dérivées : e Pour o > 0 et « > 0, f,(x) = exp(aIn(z)) cos(1/z), donc
1
fh(x) = az*"tcos(1/x) + - Smiﬂ

fi(z) = 272 (az cos(L) 4 sin(2)).
e Pour a > 0 et x <0, fo(z) = exp(aln(—z))cos(—1/z), donc

fi(z) = —2exp (aln(—z)) cos(—1/z) + (—z)* - sin(—1/z)

(—x)?
= \x|°‘cos(‘$|) + |z|* "2 sin (%)
)+

d’ou, pour a > 0 et x > 0,

d’ou, pour a > 0 et < 0, | fL(z) = [z]* 2 (alz] cos(%

Et pour o > 1,2 =0, | f.(0) = 0.

Attention : existence de la dérivée en 0 pour a > 1 ne signifie pas que f! est
continue en 0, en d’autres termes, on n’a pas forcément lin%J fi(x) = fL(0). Ici, il
r—

sin(gy))-

faut distinguer, « > 2et 1 < a < 2...

Exercice 2.

1) @ Soient a < b € I, alors f est continue sur [a;b], dérivable sur |a;b| car
f est dérivable a l'intérieur de I. Donc, d’apres 'inégalité des accroissements finis
appliquée & f sur [a;b], on a |f(b) — f(a)] < |b—a| sup |f'(z)]. Or, par hypothese,

z€]a;b
pour tout z €]a;bl, | f'(z)| < M, donc Va,b € I,|f(b) — f(a)] < M - |b—al.
Soit maintenant ¢ > 0, prenons n = 47 > 0, alors, pour tout a,b € I, tels que

la —b] <n,ona
lf(b) — fla)] < M -|b—a] < M- -n=c¢, cest-a-dire f est uniformément continue
sur I.

e Si I = [a;b] est un segment, alors, d’aprés le théoréme de Heine, f étant
continue sur [a;b], elle est uniformément continue sur [a;b] = I. Donc ’hypothese
de dérivabilité n’est pas nécessaire.

2) Considérons la fonction f : R — R définie par f(z) = |z|. Alors f est
continue sur R, dérivable sur R*, non dérivable en 0 (car sa dérivée a droite en 0
est 1, et sa dérivée & gauche —1), mais f est uniformément continue sur R. En effet,
on sait que, pour tout z,y € R, ||z| — |y|‘ < |z — y| (inégalité triangulaire inverse),
donc, soit & > 0, prenons n = ¢ > 0, alors, pour tout z,y € R tels que |z — y| < 7,
ona|f(z)—f(y)| = Hx| — |yH < |z—y| <n=-¢e.Donc f est uniformément continue
sur R, dérivable sur R* mais pas en 0.
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Exercice 3.

1) La fonction f est dérivable sur R et, pour a € R, f(a) = a*> —4a+3, f'(a) =
2a — 4. Donc I’équation de la tangente au graphe de f en (a; f(a)) est donnée par
y=(x—a)f'(a) + f(a). Cest-a-dire
’Tf’a:y: (2a—4)x—a2+3.‘

De méme pour la fonction g, on a T,y : y = (z — b)g’(b) + g(b) d’ou
(Typiy=(—2b+2)w+1° 3]

2) e Les droites Ty, et T, p, sont paralleles si et seulement si elles ont le méme
vecteur directeur. D’apres leur équations @ de coordonnées (1;2a—4) dirige T, et ¥
de coordonnées (1; —2b+2) dirige Ty, . Donc @ = 0 & 2a—4 = —2b+2 & a = —b+3.
Les droites T, et Ty sont paralleles si et seulement si a = —b+ 3.

e Elles sont confondues si et seulement si elles sont paralleles et ont un point
en commun. D’ol
(2a —4)z —a®>+3=(-2b+2)z+b* -3 aveca= —b+3. Or

(23—b)—4)z— (3-b)*+3 = (2—2b)x— (B> —6b+9) +3 = (2—2b)x — b* +6b—6,
donc (2a—4)z—a?+3 = (=20+2)x+b>—3 & —b>+6b—6 = b*>—3 < 26 —6b+3 = 0.
3+3

Le discriminant de ce trinéme est A =63 —4 x 6 = 12, donc b = .

2
3+3 3—vV3 .. 3-43
2

alorsa = 3—b =

5 alorsazS—sz,etsw:

On abien, sib =
.Donc | Ty =Typ < (a,b) = (3*\/5; 3*‘/§) ou (a,b) = (%, ?’}—ﬂ)

3+V3
2 2

3) e Soit F' définie par F(x) = f(z) + ig(xz). F est dérivable en a si son taux
F(z) — F(a)

d’accroissement admet une limite finie complexe. On a, pour z
b

F(z) - Fla) _ f(z)~ f(a) .g(z)— g(a)

a, = + 1 . Comme f et g sont dérivables sur
r—a r—a r—a
R, on en déduit que lim fz) = f(a) = f'(a) et lim 9(@) ~ g(a) = ¢'(a), donc
r—a Tr—aQ r—a Tr—a
F(x)—F
lim Fla) = Fla) _ f'(a) +1i¢'(a). Donc, pour a € R,
T—a r—a

| F'(a) = (20 — 4a) +i(~2a + 2).|

e D’apres la proposition 2.7 (page 42), comme F' est dérivable en tout point a,
on sait que la tangente & courbe représentant F' a pour vecteur directeur F’(a) de
coordonnées (f'(a); g'(a)), d’apres ce qui précede, et passe par F(a) de coordonnées
(f (@):9(a)).

Rappel : z € C a pour coordonnées (Re(z);Im(z)) dans le plan.

Si on note A(a)x + B(a)y + C(a) = 0, I’"équation de la tangente & la courbe
représentant F' alors —B(a) = f’(a) et A(a) = ¢'(a) (vecteur directeur d’une
droite), puis C(a) = ¢'(a)f(a) — f'(a)g(a) puisque la tangente passe par F(a).
D’ou I'équation de la tangente au point d’affixe F'(a) :

g'(a)(@ — f(@) ~ ['(@)(y ~ g(a)) = O] (caleul & faire).

Exercice 4.

Pour la plupart des limites suivantes, nous allons appliquer la regle de ’Hopital
sous la forme de la proposition 2.10 du polycopié ou de la remarque 2.18 page 55,
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c’est-a-dire f, g définies et continues sur [a; b]\{zo}, dérivables sur |a; b[\{zo}, telles
/
que lim f(z)= lim g(z) =0et lim [ _ ¢ € R; alors lim f@) _ .

=T =T T—To g’(m) T—To g(l‘)

1) On considere les fonctions f et g continues et dérivables sur [—1;1] définies

par f(x) = sin?(z) et g(x) = 1—cos(z), alors f(0) = g(0) = 0, f'(z) = 2 cos(x) sin(x)
/! !

et ¢’'(x) = sin(x), donc, pour = # 0,

= 2cos(z), d’ou lim

T x
"(x z—0, g'(x
7o) 5 7

. 2
la regle de 'Hopital, on en déduit que | lim M =
=0 1 — cos(z)

= 2. D’apres

2) On considere les fonctions f et g continues et dérivables sur [—%; T] définies

par f(z) = In(cos(2z)) et g(z) = In(cos(x)), alors f(0) = ¢(0) = 0, f'(z) =

_ 2sin(2z) _ sin(z)

cos(2ac) et ¢'(z) = cos()’ Pour z # 0, sachant que sin(2x) = 2sin(x) cos(z),
3 ] : 2 2 /
ona f'(z)  2sin(2x) .Cf)b(x) _ 4sin(z) cc?s (x) _ 4cos (sc)’ oit Tim f'(z) _
g (r)  cos(2r) sin(x) cos(2z) sin(z) cos(2x) :r;g g'(x)
1 2
D’apres la regle de ’Hopital, on en déduit que | lim 7H(COS( 7)) = 4.
z—0 In(cos(x))
T _q e In(2) _
3) Soit « # 0, = . On considere les fonctions f et g dérivables
x
sur R définies par f(z) = e*1"(2) — 1 et g(x) = z. Alors f'(x) =1n(2) 2% et ¢'(x) =1,
/
donc, par continuité de ’exponentielle en 0, liné f/é% = In(2). D’apres la regle de
z—0,
2o T
. s .27 —1
I’Hopital, on en déduit que | lim = In(2).
z—0 xT
ln(z

4) Soit x > 0,z # 1, zTF = exp( . On considere les fonctions f et g
dérivables sur sur |0; +oo[ définies par f(x ) =1In(z) et g(z) =1 —z. Alors f(1) =
!/
g(1) =0 et, pour x > 0,2 # 1, f'(z) = L et ¢'(x) = —1, donc lim f,(x) =
: =L g'(@)

x

f(z)

D’apres la regle de ’'Hopital, on en déduit que lim —— = —1. Donc, par continuité
a1 g(x)
de la fonction exp en —1, on en déduit que lim1 rTE =e L.
r—r
5) Soit = > 0, 2T = exp (Mln( )). Comme sin est dérivable en 0

et que sa dérivée est cos, alors la limite du taux d’accroissement de sin en 0 est

sin(z sin(8x sin(8x
lim L = cos(0) = 1. Donc, pour > 0, M = 8 X g — 8 lorsque
z—0 x 8z
... sin(8z) . .
x tend vers 0. Donc, par produit, hm+ In(x) = —oo, puis par composition
z—0 T
. sin(8x)
avec exp, | lim = = = —oo.

z—0t
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Exercice 5.

. . 2 .
1) Par composition des fonctions z — e” et x — —%- qui sont de classes C*

sur R, la fonction
X

fiz—exp ( — 72) est de classe C* sur R.

Pour n =1, on a, pour z € R, f'(z) = —zexp (— %2), donc
/ xQ
F'(e) = Hiw)esp (~ )
avec Hq(x) = —x et H; est une fonction polynomiale de degré 1.

Pour n =2, on a, pour z € R, f”(z) = 2% exp ( — %2) —exp (- “"—;), donc Hy(z) =
% — 1.

Soit n € N*, on suppose que, pour = € R, f")(z) = H,(z)exp ( — ”2—2) avec
H,, fonction polynomiale de degré n. Alors, par produit, pour z € R, f(*+D(z) =
(— zH,(z) + H)(z)) - exp ( — %) Comme deg(H,) = n, alors deg(H},)) =n — 1,
donc deg(—xzH,) = n+ 1. On en déduit que deg(—xzH, + H}) = n + 1. Donc,
par récurrence, nous avons montré que, pour tout n € N, il existe une fonction

polynomiale de degré n notée H, telle que | f(™) (z) = H, () exp (- ””2—2)

De plus, comme pour n = 1, nous avons Hy(z) = —zH;(x) + Hi(z), alors nous
Hyy1 = —aH, (x) + Hy(2). |

avons la relation de récurrence, pour n > 1,

2
2) Pour tout £ € N, lim z* exp ( — m—) = 0. Donc, par linéarité de la limite,
r—Foo 2

lim H,(z)exp (- %2) =0.

z—+o0

3) Comme, pour tout « € R, f(x) = exp ( — ”—22) # 0, alors, d’apres la relation
) = H, x f, les zéros de la fonction f(™ sont exactement les racines du polynome
H,,. Nous allons appliquer le théoreme de Rolle & f puis de facon répétée aux
dérivées de f jusqu’a Pordre n pour montrer que f(™ admet n zéros distincts. Plus
exactement nous allons utiliser le résultat de ’exercice A69 du polycopié : Rolle
sur R avec limites égales aux infinis (qui est aussi vrai sur un intervalle semi-borné
fermé).

e Nous avons f (continue et) dérivable sur R et EIJP flx)= lEIEl f(z)=0.

Donc, d’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢1 1 € R tel que f/(c1,1) = 0.
Pour f’, nous avons f’ continue et dérivable sur | —oo; ¢ 1], f/(c1,1) = 0 et, d’apres
la question 5.2,
lim Hi(z)f(z) =0, donc, il existe ¢z 1 €] — 00, ¢1,1] tel que f”(c2,1) = 0.

r—r—00
De méme sur sur [c1.1;+00[, f' est dérivable, f'(c11) = 0 et, d’apres la question
5.2, liIJ,l:l Hi(x)f(x) =0, donc, il existe ca 2 €]c1,1;+00[ tel que f”(c22) = 0. Et
nous avons ¢s1 < €2 2.

e Supposons que, jusqu’a un entier k € {2;3;---;n — 1}, il existe k nombres
réels deux a deux distincts

Ck1 €] — 00 Ch—1,1]s Ch,2 €)Ck—1,1; Ch—1,2[,-** + Ch ks €]Ch—1,k—1; +00[

tels que f(k)(c;m) = 0 pour 1 < j < k. Alors, nous savons que f*) est dérivable
sur R donc continue et dérivable sur chaque intervalle | — oo; ¢ 1],
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Ch,j; Chj+1] €t [Crk; +00[, avec 1 < j < k et que
¥ () =0, Tim_Hy(w)f(x) =0, lim_Hi(x)f(r) =0.

Donc, en appliquant le théoréme de Rolle & f(*) sur chacun des intervalles deux
a deux disjoints ci-dessus, nous obtenons 'existence de k 4+ 1 nombres réels deux
a deux distincts, cxr1,1 €] — 005 ¢k, Cht1,2 €lCk.15 Ch2ls - 5 Chit1 k41 €)Ch ks +00]
tels que f(k+1)(ck+17j) =0pour 1 <j<k+1.

Ainsi, par récurrence, nous obtenons au rang n € N*, ’existence de n nombres
réels deux a deux distincts ¢y 1,¢n,2, - ,Cnn € R tels que, pour tout 1 < 7 <
n, f( (¢n,j) = 0. Donc, d’apres ce que nous avons dit plus haut, nous en déduisons
que H, admet n racines réelles deux & deux distinctes. Or H, est une fonction
polynomiale de degré n donc elle admet au plus n racines complexes (distinctes ou
confondues), par conséquent, les racines de H,, sont exactement les n nombres réels
distincts ¢, ; avec 1 < j < n et ce sont les seules racines possibles.






ANNEXE K

Annales 2014-2015, texte du DM3 et corrigé

EXERCICE 1 (intégrales de Wallis)

%
Pour tout entier n € N, on note W,, = / sin" (z)dzx.
0

1.a. Justifier que, pour n € N, lintégrale W,, est bien définie. Pour tout n € N, la
fonction & — sin™(x) est une fonction & valeurs réelles continue sur [0, 7/2], donc
une fonction intégrable au sens de Riemann sur ce segment (propositions 3.3 et 3.4
du polycopié ! ).

1.b. Calculer Wy, W7 et Ws. Le calcul pour n = 0 et n = 1 se fait en exploitant
le théoreme fondamental de l’analyse (théoreme 2.9 du polycopié) : si a < b et
que la fonction F' : X € [a,b] — F(X) est une primitive d’une fonction continue
f :]a,b] = R sur le segment [a, b], on a

e dm—/ f(@)da = F(b) - F(a).
[a,b]
On a donc icdi :
/2 5 /2 9
Woz/ de = [X ]Tr/ /2, Wy = / sin(ac)dx:[—cosX]g/ =1
0 0

On calcule W5 en utilisant la formule de duplication pour la fonction cosinus
(cos(2x) = 1 — 2sin*(x) pour tout = € R, voir le cours d’analyse en S1) :

™2 1 — cos(2t) X sin(2X)17/2

W,y = 2T Gy = [7 - 7} 4.
2 /0 2 D) 4 =/
1.c. Montrer que, pour tout n € N;W,, > 0. Existe-t-il un entier n € N tel que
W, = 02 Pour tout = € [0,7/2], on a sin(z) > 0 (car la fonction sinus s’annule
en 0 et est croissante sur [0,7/2]); pour tout n € N, la fonction z — sin"(x) est
donc une fonction positive sur [0,7/2]. Du fait de la monotonie de I'opération de
prise d’intégrale au sens de Riemann (inégalité (3.26) du polycopié), on a W,, =
foﬂ/Z sin”(z) dz > fw/z 0dz = 0. Sur [r/4,7/2], la fonction sinus est minorée par
sin(r/4) = v/2/2. On a donc, d’apres la relation de Chasles (proposition 3.11 du
polycopié), pour tout n € N :

/4 /2
an/ sin" dx—/ sin" (z) der/ sin”(x) dzx
/4

/2
2/ 0d:v+/ 92 qp —0+2- 727 S 0.
0 /4 4

1. On se réfere constamment dans ce corrigé au polycopié du cours (pour les renvois aux
énoncés des résultats invoqués).

55
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Il n’existe donc aucune valeur de n € N telle que W,, = 0.

1.d. Montrer que la suite (W,)n est décroissante. Pour tout = € [0,7/2], on a
0 < sin(z) < 1 et par conséquent, pour tout tout n € N, 0 < sin" () < sin" ()
(par une récurrence immédiate). Toujours du fait de la monotonie de 1'opération
prise d’intégrale au sens de Riemann, on a pour tout n € N :

/2 /2
0< Why1 = / sin"*(z) dz < / sin”(x) de = W,.
0 0

La suite (W,,),>0 est donc bien décroissante.
2.a. A Uaide d’une intégration par partie, montrer que, pour n € N,

n+1
n+2 "

Wn+2 -

On utilise comme suggéré dans I’énoncé la formule d’intégration par parties (propo-
sition 3.15 du cours) en posant, sin € N, g, 1(X) = sin" " (X) et go(X) = — cos(X)
(primitive de la fonction sinus). On a donc, pour tout n € N :

w/2 m/2
Whio = /0 sin"*(z) x sin(z) dx = /0 gn1(z) gh(x) dz
/2
= o) @) = [ @) mle) dr
0
/2
=(1x0-0x(-1))—(n+ 1)/0 sin™(x) cos(z) x (— cos(x)) dx

/2
~(n+ 1)/0 sin” (2) (1 — sin®(z)) dz = (n + 1)(Wy, — Wiya).

(on a utilisé pour passer a la derniere ligne de cette suite d’égalités la relation
trigonométrique sin?(z) +cos?(z) = 1 pour tout = € R). On en déduit, en ramenant
tout au membre de gauche, que

(M4 2)Wss = (0 + D)W = Woto = 117,
n+2

ce qui est bien la formule demandée.

2.b. Montrer que la suite (w,)n définie pour n € N par w,, = (n + 1) W, W41 est
constante. Quelle est la valeur de cette constante ¢ (Indication : on calculera wy ).
On a wg = WoWp = m/2 x 1 d’apres la question 1.b. On va montrer que w,, = wq
pour tout n € N en raisonnant par récurrence. La propriété (P,) que 1'on souhaite
établir est vraie au cran n = 0. Supposons la vérifiée au cran n € N. On a alors,
par définition de wy, 41 :

W1 = ((n+1) + 1) Wyt 1 Wing1)41 =
= (n+2)Wnt1Waia = ((n 4+ 2)Woi2)Wiir = ((n+ DWW, )Wy 1 = wo

d’aprés la formule inductive établie & la question 2.a et le fait que (P,) est ici
supposée vraie. On a donc bien ainsi montré que

((Pn) vraie) o ((Pn+1) Vraie) ;

Le résultat demandé est donc acquis par récurrence : la suite (wy),>0 stationne a
la valeur wg = 7/2.
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3.a. Justifier que, pour n > 1, Wy < W, < W, _1 et en déduire que

\/ n—|—1 n_\/Qn

Comme la suite (W, )n>0 est une suite décroissante (question 1.d), on a bien, pour
tout n € N*, W,,_1 > W,, > W,,41 > 0. Mais, on a aussi, d’apres le résultat établi
en 2.b,

1 T 1 T
W, =— X——— et W, 1=— X —.
TP A TR ™
On a donc, compte-tenu de ce que W,,_1 > W, > W41 >0
1 T 1 T
Wp,>— X — et — x — > W,.
EW, 2t W, Com <

En multipliant ces deux inégalités par W, et en prenant ensuite la racine carrée,
on en déduit 'encadrement

T /T
a7 L AN < W7l S -
\/ 2(n+1) — 2n
demandé.

3.b. En déduire ’existence et la valeur de ll)r_il_l VnW,. On a /nW, < \/7/2

pour tout n € N* d’apres la majoration de W,, établie a la question 3.a. Mais on a

aussi la minoration
[ n
W, >/ ——/7/2
VW = n+1 ~/

pour tout n > 1 (d’apres cette fois la minoration de W,, établie a la méme question
3.a). Comme

lim "~ lim (1+1/n) V2 =1,

n—-+oo n + 1 n—+oo

lim nW, =/«

n——+oo
d’apres le lemme des gendarmes (le terme général de la suite est encadré par les
termes généraux de deux suites ayant méme limite /7/2).

on a bien

Les intégrales de Wallis permettent d’obtenir I’équivalent de Stirling n! ~ (%)n 27n.
Cette magnifique formule (si, si...) se traduit par n! = (%)n V2mn+o(1) lorsque n
tend vers +00. Nous allons utiliser cette formule pour comparer n! et n™ lorsque n
tend vers +oc.

4. Soit (v,)N la suite définie par v, = % A Udide de Uéquivalent de Stirling,

montrer que lirf v, = 0. D’apres la formule de Stirling (admise ici) on a, lorsque
n—-+0oo

n tend vers +oo,

n! n o(1)
v ( X V27mn) + pe
Or, pour tout n € N*,
In(2
e " xV2mn=exp(—n+ W) = exp(In(27)/2 — n+ In(n)/2).

Comme on a, toujours lorsque n tend vers 400,

—n+1In(n)/2 = fn(l 1 M) = —n(l —o(1)),

2 n
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on a

lim (—n+1In(n)/2) = —oo.

n—-+oo
En prenant I’exponentielle, on a donc

e x V2mn = o(1)
lorsque n tend vers l'infini ; comme c’est aussi le cas pour o(1)/n™ puisque la suite
(n™)p>1 tend évidemment vers +o0o du fait que n™ > n des que n > 1, on en déduit
que la suite (v,)n>1 tend bien vers 0 lorsque n tend vers Uinfini.

EXERCICE 2

k+1
Soit un, = > p_y (1T
formule de Taylor-Lagrange avec reste intgral) a la fonction x — In(1+x), montrer
que u,, converge vers In2. D’apres la formule de Taylor-Lagrange (théoreme 2.7 du
polycopié) appliquée & la fonction f : z — In(1 4 ) entre a = 0 et b = 1 (cette
fonction f est bien de classe C* sur | — 1,4o00[ et lapplication de la formule de
Taylor-Lagrange est ainsi ici licite), on a, pour tout entier n € N*,

n (k)
f1)=Mn(2) =) (1-0)* ! k!(o) +

k=1

. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange (ou la

f(n+1)(cn)
(n+1)!

(1 _ 0)7L+1

avec un certain ¢, €]0,1[. Or on a f(0) = 0 et, pour tout > —1, pour tout k& > 1,
f®)(z) = (=1)*='(k — 1)!/(1 4+ z)*. On a donc, en reportant ces valeurs dans la
formule écrite ci-dessus :

D! Tre)™  nal (At

n oo 1\k—1 —1)"n! _1\n
wo U 1w _cr

k=1

Comme ¢, > 0, la suite (1/(1 + ¢,)""),>0 est une suite bornée par 1. On a donc
bien

k=1
lorsque n tend vers +oo (puisque 1/(n + 1) = o(1) dans ce cas).

EXERCICE 3 (avec la trigonométrie... on tourne en rond!)

3 3
1. Montrer que / In(cos(x))dx = / In (cos(% - a:)) dz. On effectue le change-
0

ment de variables x = m/4 — ¢ et on utilise la formule de changement de variables
dans les primitives (proposition 3.16 du cours). On a

/4 w/d—m/4
/ In(cos(x)) dz = / In(cos(m/4 —t)) (—dt) =
0 T

/4—0

/4 /4
= / In(cos(w/4 —t)) dt = / In(cos(w/4 — z)) dx.
0 0
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1
2. En déduire la valeur de / In(1+tan(z))dz (Indication : on exprimera 14+tan(x)
0
en fonction de cos(§ — x) et cos(z)). Pour tout x € [0,7/4], on a
sin(x) + cos(x) V3 x cos(z) cos(m/4) + sin(zx) sin(w/4)
cos(x) N cos(x)
1 " cos(m/4 — x)
V2 cos(xz)

On a donc, en prenant les logarithmes :

In(2
Va e [0,7/4], In(1 + tan(z)) = % + In(cos(w/4 — x)) — In(cos(x)).
En intégrant enfin entre 0 et 7/4 et en utilisant la linéarité de 'opération de prise
d’intégrale ainsi que le résultat établi a la question 1, on trouve donc
/4 n(2) « In@)xw
In(1+t dr=——" X —-=—"——.
/0 n(1 + tan(z)) do 5 X7 3

1+ tan(z) =

EXERCICE 4 (“calculus”, comme disent les américains)

Calculer les intégrales suivantes.

1 1 3 /2
/ arctan z dx; / (% + 1) cos x da; / ——dx; / sin® z dz.
0 0 e z(lnz)3 0

— Pour calculer la premiere intégrale, on utilise la formule d’intégration par
parties (proposition 3.15 du cours) en prenant comme fonctions g; et go les
fonctions g1 : X +— arctan(X) et go : X — X (primitive de la fonction
X —1). On a donc

/0 arctan(x) dx:/o g1(z)g5(z) do
) 1
= (X)), - [ @) da

1 1
x m 1 2z dx
arctan(1) /0 ) z=7 2/0 T2
1 ol ™ In(2)

— Pour calculer la seconde intégrale, on procede de maniere identique en pre-
nant comme fonctions g; et go respectivement X + X2 +1 et X s sin(X)
(primitive de la fonction cosinus). On a donc :

1962 cos(z) dx = 1133’95;10
A<+w (2)d Ag(mud
1 1
ZMMmumfjﬁmmwm
0

1
= 2 sin(1) — 2/ xsin(x) dz.
0

Ce n’est toutefois pas encore gagné et il faut donc recommencer pour calculer
séparément fo x sin(z) dz, toujours par parties, mais en choisissant cette
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fois comme fonctions §; et go les fonctions X — X et X — —cos(X)
(primitive de la fonction sinus). On a ainsi :

/0 4 sin(e) dr = /0 (@) (x) da

= —cos(1) +/O cos(x) dx = —cos(1) + [sin(x)](l)
= —cos(1) + sin(1).

En reportant ce résultat au second membre dans premier calcul, on obtient :
1
/ (2 + 1) cos(z) dz = 2 sin(1) — 2(— cos(1) + sin(1)) = 2 cos(1).
0

— Le troisieme exemple est une application de la formule de changement de
variables dans les primitives. On pose z = exp(t) (ce qui est licite car [e, 3] C
10, 400, cela revient donc & poser ¢ = In(z)). On applique la proposition
3.16 du cours, ce qui donne ici :

/3 dx /1[1(3) et dt /ln(3) s
—_— = —_ = todt =
e @ (In(z))3 In(e) €' t3 1

L [X2me) (In(3)2 -1
—[_QL T o)

— Le quatrieme exemple est encore une application de la formule de change-
ment de variables dans les primitives. En effet, 'intégrale a calculer s’écrit

/Oﬂ/2 sin®(z) do = — /Oﬂ/2(1 ~ cos?(z) (—sin(z)) dz =

cos(m/2) 1 1
:—/ (1—t2)dt:/ (1—t*)dt= [T -T°/3],=2/3.
C 0

0s(0)
EXERCICE 5
Calculer les limites a l’aide des développements limités.

lim w lim M lim e @ (sin (\/ 2 + x) — sin ( 2 — x)) .

z—0 2 + 23 T 150 Sin2(2x) 7 z5+oo

— Pour le premier exemple, numérateur et dénominateur s’annulent en 0 et
la limite est donc indéterminée. On fait un développement a l'ordre 2 du
numérateur, soit, d’apres la regle concernant la recherche d’'un DL pour un
produit (voir la formule (2.76) dans le polycopié) :

(1 —e€") sin(h) = (— h — h?/2+ o(h?)) (h + o(h?)) = —h* + o(h?).
Comme le DL du dénominateur est h? + o(h?), on a

e’ —1) sin(xz . —h? + o(h?
fimg (W)%%(M)L

z—0
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— Dans ce second exemple, numérateur et dénominateur s’annulent en 0 et la
limite est encore indéterminée. On fait un DL & l'ordre 2 du numérateur et
du dénominateur pour pouvoir conclure. Le DL a I'ordre 2 du dénominateur
est

(sin(2h))? = (2h + o(h?))* = 4h* + o(h?).
Le numérateur est la fonction composée de X + In (X) dont le DL & I'ordre
2en Xg =1 est

In(1+ H)=H — H*/2 + o(H?)
et de la fonction = — cos(3x) dont le DL en zyp = 0 a 'ordre 2 est

(3h)

cos(3h) =1— +o(h?) =1—-9h%/2 4 o(h?).

D’apres la proposition 2.18, le DL a l'ordre 2 de la fonction composée = +—
In(cos(3z)) en zop = 0 est :

In(cos(3h)) = (=9 h?/2) + o(h?).
On a au final :
1 _ 2 2 2
lim (M) — 1 (M) = —9/8.
=0 \ (sin(2x))? h—0 \  4h? + o(h?)
Il y avait un piege dans cet exemple car les DL sont inutiles ici : il suffit en
effet d’observer que la fonction

r—sinyVaz2 4+ —sinyvaZ—z

(définie pour & > 1 car alors 2 -z > 0) est bornée en valeur absolue par
2 puisque la fonction sinus prend ses valeurs dans [—1,1]. On a donc

Ve>1, |e ™ (sinva?+z—sinva?—z)|<2e =0(1)

lorsque z tend vers +oco. La limite demandée vaut donc 0.
La bonne version de Pexemple précédent ? était en fait le calcul, lorsque
xr — 400, de

lim (e (sinh(y/22? + x) — sinh(v/ 22 — 2))).

Tr—+00

On fait donc ce calcul ici, en guise d’exercice complémentaire. On rappelle ici
que, pour tout X € R, sinh(X) = (eX —e~¥)/2. Comme lirf Vatto =
r— 400

400, on a lim e V¥EE = (0, ce qui fait que la limite & calculer est la

r——+00
méme que
lim (1 (em oV _ efxwm))
Tr—+00 2 ’

On a, grace a un DL & l'ordre 2 de y — /1 + y au voisinage de yo =0 :
Vet rz—z=z/1+1/x —z=
=z (1 £1/(22) —1/(82%) + o(1/2?)) — =
=41/2—-1/8z) + o(1/x) = £1/2 + o(1).

2. Il y avait une faute de frappe : < sinh > était devenu malencontreusement < sin .
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lorsque z tend vers +oco. On a donc
e—x+\/ac2+x _ e—x+\/x2—x —

el/2to() _ o=1/240(1) — /o _ 1/\/e + o(1)

lorsque x tend vers 'infini. On a donc au final :

lim (e”*(sinh(v/2? + ) — sinh(v2? — ))) = (e'/? —e71/2) /2 = sinh(1/2).

r—r+00

EXERCICE 6

1. Expliciter le résultat concernant le calcul d’une intégrale par les sommes des Rie-
mann pour une fonction f continue sur [a,b] dans le cas d’une subdivision rquliére,
i.e. de pas b_T“. Préciser ce résultat lorsque a = 0 et b = 1. Une fonction continue
sur un segment [a,b] et & valeurs réelles est intégrable au sens de Riemann sur ce
segment (d’apres les propositions 3.3 et 3.4 du polycopié). On peut donc appli-
quer le théoréme 3.3 du cours (calcul approché de lintégrale par les sommes de
Riemann). Pour tout n € N*, on pose

n—1

5= "3 Few)

k=0

ol &, 1 est un point arbitraire dans le segment

{a—i—k‘(b_Ta)ﬂ—i-(k—i—l) (b;a)} (k=0,...,n—1)

entre les deux nceuds consécutifs

xk:aJrk(biTa) et $k+1:a+(k+1)<bia)

du maillage régulier (de pas (b —a)/n) de [a,b] :
b— b—
x0:a<x1:a+7a<~-~<xn_1:a+(n71) (7@) <z, =b.
n n

Le nombre S,, ainsi défini est une somme de Riemann pour la fonction f relative-
ment & cette subdivision. Lorsque n tend vers 400, le pas (b—a)/n de la subdivision
en question tend vers 0 et le théoeéme 3.3 (clause (2)) implique donc :

n—-+oo

b
lim S, = f(x)dx:/ f(z) dx.
[a,b] a

Danslecasa=0et b=1,0n a :

n—1
Su= 3 Flén).
k=0

On peut en particulier choisir &, = k/n (k=0,...,n — 1) car ce point (qui est un
neeud) est bien dans le segment [k/n, (k 4+ 1)/n]; on a donc en particulier lorsque
a =0 et b=1, avec ce choix des points intermédiaires &, j, :

n—1

N '
dm (G s0m) = [ = [
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Notons que l'on a aussi

. 1 < 1
LU (n;f(k/m): Mf(x)dx:/o f(z)dz

si on prend cette fois pour &,  (pour k =0,...,n — 1) le point zx4+1 = (k+1)/n
extrémité (et non plus origine) du segment entre les deux nceuds conséeutifs k/n et
(k +1)/n du maillage régulier de pas 1/n.

n n
. k : 1
2. Calculer ngrfw E o) et nll)rfoo Z n+k’
k=1 k=1
— On peut écrire

n n n
ko1 |
Doz == == folk/n),
k=1 k=1 k=1
avec fy :x € [0,1] = z. On a donc, en utilisant le résultat rappelé a la
question 1 :

nli)rfm (é;;) = /01 fo(z)de = /ledacz [X2/2](1] =1/2.

— On peut écrire
n 1 1 n
- - (k
;n—i—k nzl—l—k/n Zfl /m),
avec fi :x +— 1/(1 + z). On a donc, en utlhsant a nouveau le résultat
rappelé a la question 1 :

n

. 1 1 Lodx 1
nglfm(k;n+k)_/o fi)dr= | T35 = I+ X)), =In(2).
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EXERCICE 1
Soit (un)n>1 la suite définie par récurrence pour n > 1 par
uy =1et upp1 = n+2un Vn>1.
n

(1)
(2)

Calculer us et usg. On a en appliquant la formule reliant u, 1 a u, que
Uy = (1—|—1)/1:2€t usz = (2+2)/4: 1.

Montrer, en raisonnant par récurrence sur n, que (Un)n21 est une suite
a termes positifs. On a u; = 1 > 0. L’hypothese de récurrence & (n) (a
savoir < u, > 0>) est donc vérifiée au cran initial (n = 1). Supposons
Z(n) vraie pour un cran fixé n € N*, ce qui signifie u,, > 0. Alors u,+1 =
(n +up)/n? = 1/n + u,/n? > 1/n > 0, ce qui montre que £ (n + 1)
est vraie. L assertion <« &(n) est vraie pour tout n € N* » est bien ainsi
prouvée par récurrence.

Montrer que un, > 1/(n — 1) pour tout n > 2, puis en déduire que tup41 —
Uy < 0 pour tout n > 2. D’apres la formule exprimant u,; a partir de
Uy, ON a

n—1+u,_1 1 Up—1
Uy = = =+
(n—1)2 n—1 (n—1)2
Comme u,_1 > 0 pour tout n > 2 (d’apres la question 2), on a bien
up > 1/(n — 1) pour tout n > 2. On a donc, toujours d’apres la formule

liant wp 41 & uy :

Vn > 2.

n —+ 1 n?-1
Un+1 — Un = n2 _un:ﬁ_Tun
1 n2-1 1 1 n+1 1
- — = — — =——<0 Vn>1
~ n n2 n—1 n n? n? — "

(4)

Déduire de la question 3 que la suite (u,),>1 est une suite majorée par
2, décroissante a partir den = 2. On a u; = 1 < 2, puis uy = 2. D’apres
le résultat établi & la question 3, la suite (uy,),>2 est décroissante; elle
est donc majorée par son premier terme, a savoir uo = 2. Comme u; = 1,
tous les u,, pour n > 1, sont majorés par 2. La décroissance a partir de
n = 2 a été vue juste au dessus.

En déduire que la suite (u,)n>1 est convergente et calculer sa limite. Toute
suite décroissante minorée (ici par 0) est convergente (Proposition 1.2 du
cours). Donc la suite (uy,),>2 est convergente vers une limite finie [ € R

65
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et, bien sir, la suite (uy)n>1 converge aussi vers [. On a donc (de par le
résultat concernant les opérations sur les limites de suites, Proposition 1.4
du cours)

1 1
lim unpr = Tim (S 4w x =) =0+1x0=0.
n—-+oo n—4oco \n n

La suite (Un+1)n>1, donc la suite (v, )n>1, converge vers [ = 0.

(6) Montrer, en utilisant les résultats établis auzx questions 3 et 4, que :

1 n+1
Vn > 2, mgungm.
La premiere inégalité a été établie a la question 3. D’autre part
n—14u,_1 n—14+2 n+1
(=12 = (n-1?2 " (n-1)?

puisque u,_1 < 2 pour tout n > 2.

Up <

(7) En déduire un équivalent pour u, lorsque n tend vers +o0o. Comme 1/(n—
1) ~1/net (n+1)/(n—1)% ~ 1/n lorsque n tend vers l'infini, le terme u,,
qui se trouve encadré par 1/(n—1) et (n+1)/(n—1)? est aussi équivalent
a 1/n (lemme de gendarmes).

On définit la suite (vp)n>1 en posant v, = (1 + uy,)"™ pour tout n > 1.
resume Rappeler le DL a l'ordre 1 en 0 de la fonction
x €] — 1, +oo[— f(z) =In(1 + z).
Il s’agit juste d’exprimer ici que f est dérivable en x = 0, de nombre dérivé
f'(0) =1/1 =1 en ce point. Le DL demandé est donc :
log(1+ h) =logl+ h+ o(h) = h+ o(h).

resume FEzploiter la formule ™ = exp(nlnz) (pour tout n € N* et tout x > 0) pour
réexprimer vy, lorsque n € N* et calculer la limite de la suite (vy)n>1. On
a, en exploitant la relation suggérée, lorsque n tend vers U'infini :

vn = exp(n log(l+un)) = exp(n(un + o(un))
= exp(n(us, +o(1/n)) = exp(nu, + o(1).

Comme u,, ~ 1/n lorsque n tend vers l'infini, la suite (nu,),>1 converge

vers 1 et on a lim, . v, = ! = e du fait que la fonction exponentielle

est continue en r = 1.

EXERCICE II

Soit n > 2 un entier fixé et f, :] —1,+o00o[— R la fonction définie par
142"
Vo >-1, folz) = ———.

(1) Montrer que f, est dérivable sur|—1,4o00[ et calculer zjongmapstof! (z).
La fonction f,, est définie sur |—1, +-o00[. Elle est dérivable sur cet intervalle
ouvert comme quotient de deux fonctions polynomiales (donc C*° sur R),
la fonction figurant au dénominateur ne s’annulant pas sur | — 1, +o00[. Le
calcul de la dérivée se fait en utilisant les regles de calcul pour la dérivée
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d’'un quotient (vues dans le cours de MISMI ainsi qu’en Terminale); on
obtient, pour x > —1 :

/

fote) = o [l)) @@ 2} ()
" delog(x) V2 ()
_ o (4 a)" @+ )1+ a) !
- (1+ )™
a4 —a"—1 n(n! 1)
- (1+ )+t T (A4t

(2) Montrer que f,, réalise son minimum sur [0,+o00[ en un unique point de
[0, 400 que lon déterminera et calculer la valeur de ce minimum. La
fonction f! s’annule en un seul point, x = 1. Comme f/ < 0 lorsque
2"t < 1,4.e x < 1, f, est strictement décroissante sur [0,1]. Comme
f. > 0 lorsque 2"~ > 1, i.e. ¥ > 1, f, est strictement croissante sur
[1,400[. I y a donc un (unique) point ol f,, réalise son minimum sur
[0,4+00[, le point z = 1, la valeur du minimum de f,, en ce point étant
égale & 2/2m = 21—,

(3) En déduire que

V>0, (1+z)"<2"1(142m),
puis que

Ya>0,Vb>0, (a+b)™<2"Ha™+0b").
On a, d’apres les résultats établis a la question 2 :
1 1
Va0 —— < —=2""1

AT R

Il en résulte donc
Va € [0,+oof, (1+2)" <2" 1 (1+2™).
Sia>0etb>0,on a, en prenant = a/b dans 'inégalité précédente :
(1+a/b)" <27 11 +a™/b").
En multipliant les deux membres de cette inégalité par b™, on trouve bien
(a4+b)" < 2" (a™ 4 b™).

Cette inégalité subsiste si @ > 0 et b = 0 puisque 2"~ > 1. Elle est donc
valide en fait pour tout a,b dans [0, +o00][.

EXERCICE III

Soient a < b deux nombres réels.

(1) Soient f,g : [a,b] = R deux fonctions supposées dans un premier temps de
classe O sur [a,b], et telles que f'(t) < g'(t) pour tout t € [a,b]. Rappeler
le théoréme fondamental de 'analyse pour une fonction h de classe C*
sur un segment de R et démontrer que

fly) = f(z) < g(y) —g(x) lorsque a<z<y<b
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Il s’agit du résultat suivant (théoréme 2.12 du cours) : si h est une
fonction & valeurs réelles ou complexes de classe C'! sur le segment [z, y]
(non réduit & un point), alors

Or l'intégrale de Riemann sur un segment d’une fonction continue positive
est positive du fait de la propriété de monotonie de la prise d’intégrale.
On a donc

(9(y) — f(v) — (9(z) = f(z)) >0,

ce qui est 'inégalité voulue.

On consideére f, g : [a,b] = R comme dans la question 1, mais on suppose
maintenant seulement que ces deux fonctions sont continues sur [a,b] et
dérivables sur ]a, b, telles que f'(t) < ¢'(t), cette fois seulement pour tout
t €la,b|. Enoncer la formule des accroissements finis pour une fonction
réelle h définie sur un segment de R non réduit ¢ un point, puis, en
Uappliqguant a la fonction g — f, montrer que lorsque a < x <y <b, on a
encore f(y) — f(x) < g(y) — g(x).

On utilise ici la formule des accroissements finis (corollaire 2.6 du
cours) : si h est une fonction réelle continue sur un segment [z, y|, dérivable
sur |z, y[, il existe ¢ €]z, y[ tel que

h(y) — h(z) = W (c) (y — ).
On prend ici h = (g — f)|[z,y- 1l existe ¢, €]z, y[C]a,b] tel que

(9() = f(W) = (9(z) = f(2)) = (y — ) (¢ (cary) = f'(Cary))-

Comme [’ < ¢’ sur ]a,b[, on a donc f(y) — g(y) < f(z) — g(z), ce qui
donne 'inégalité demandée.

Soit f : [a,b] = R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,bl.
On suppose qu’il existe deux constantes a et 8 telles que f'(t) € |«, f]
pour tout t €]a, b[. Soient encore x ety dans [a,b] tels que x < y. Montrer
que

y—x

On utilise comme a la question 2 la formule des accroissements finis
sur [z,y] (corollaire 2.6 du cours) ; notons que 1'on aurait pu aussi utiliser
le théoreme fondamental de ’analyse comme a la question 1, mais il aurait
fallu étre plus soigneux avec les cas ¢ = a ou y = b et utiliser en plus la
continuité de f en ces points. On prend ici h = fj[;,. On a donc

fly) = f(@) = f'(c) (y — x).
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Ory—x>0et f'(c) € o, B] par hypotheses. On a donc

y—x
(4) Soit f:x €] —m/2,m/2[— tanzx.
— Calculer f'(x) pour x €] — w/2,7/2[ et montrer que f'(x) > 1 pour
tout x €] — w/2,7/2[. La dérivée de la fonction

sinx
r— tanx =

cos T
sur | — w/2,7/2[ est

cosx X cosx — sinx X (—sinx)

T =1+tan’z>1

cos? x

en utilisant la régle de calcul donnant la dérivée d’un quotient (cf. le
cours de MISMI ou de Terminale).

— En déduire que |tanz| > |x| pour tout x €] — /2,7 /2[. La fonction
tan est paire sur | — /2, w/2[. Il suffit donc de prouver I'inégalité pour
x €]0,7/2[. D’apres la formule des accroissements finis, on a, pour un
certain ¢, €]0, x|,

tanz — tan 0 = tan’(c;) (x — 0) = z tan'(c;) > .
On a donc tanz > z sur [0,7/2[. Par parité, on a |tanz| > |z| sur
| —7/2,7/2[.
EXERCICE IV
Le but de Uexercice est de prouver la convergence de la suite (un)n>1 de terme
général

1
U, = (71216\/77,2 +kn) _n.
k=0

(1) Calculer, en exprimant l’expression dont on prend la limite comme une
somme de Riemann,

lim

n—1
(=)
notoo \ = y/n? + kn .
On remarque que, pour tout n € N* :

1 n—1

)DL o N
o Vi tkn o k:O\/l—&-%

(]

On reconnait a droite une somme de Riemann pour la fonction

1
z € |0, — ——

S A
(la subdivision est ici réguliere et de pas 1/n). Comme le pas de la sub-
division utilisée tend ici vers 0 lorsque n tend vers l'infini, il résulte du
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théoréme 3.3 du cours (sur la convergence des sommes de Riemann) que

lim ( /
n—-+oo Z‘/n2+kn 1
(2) Ecrire la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 2 pour la fonction expo-
nentielle entre a =0 et b= h > 0 et en dédwire :
1
/5 1 1. 1 e
Yn>1, Vke{0,..,n—1}, ‘e n®+ kn 7177‘ < —.
{ } vVn?+kn 2n?
La formule de Taylor-Lagrange demandée est :

h2
exp(h)=1+h+ 5 eXPCh

[wﬁ} —2(v2 - 1).

(avec ¢y, entre 0 et h). puisque exp’ = exp sur R et que exp(0) = 1. On a
donc, en prenant h(n, k) = 1/v/n? + kn,
1
eVn?+kn _1_ 1 _b 1 eChn k) <
VnZ+kn 2n2+kn - 2n?
Comme ¢,y € [0,h(n, k)] C [0,1] et que la fonction exponentielle est
[0,1], on a er»#) < e! = e. On a donc bien

ech(n,k)

croissante sur R, donc sur
I'inégalité demandée.

(3) Déduire des questions 1 et 2 que la suite (u,)n>1 est convergente et cal-
culer sa limite. On a

1
n—1 -
m= X (VR ),
k=0

En appliquant 'inégalité triangulaire, puis en ajoutant les inégalités ob-
tenues a la question 2 (pour k =0, ...,n — 1), on trouve :

v —Zéknxi_i
" —ovn?+knl T 2n2  2n’

La suite (4 )n>1 & donc la méme limite que la suite des sommes de Rie-
mann introduite & la question 1. Elle est donc convergente vers 2(v/2 — 1)
d’apres le résultat établi a la question 1.

EXERCICE V

Soient a < b deuxr nombres réels, f : [a,b] — R et g : [a,b] — [0,+00] deux
fonctions continues.

(1) Montrer sim = inf(,y f et M =supj,, f, on a

/ dt</f dt<M/

Vi€ [a,b], mg(t) < f(t)g(t) < Mg(t).
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En utilisant la monotonie de 'opération de prise d’intégrale de Riemann,
on a bien I'inégalité demandée par intégration sur [a, b] de I'inégalité ponc-
tuelle précédente.

Déduire de la question 1 qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

b b
| roade= ) [ oar

Si f: g(t)dt = 0, on a aussi f: f(t)g(t)dt = 0 d’apres 'encadrement
établi a la question précédente. Les deux membres de la formule que 1’on
demande d’établir sont nuls et I’on peut donc prendre pour ¢ n’importe

quel point de [a, b]. Si f; g(t)dt > 0, on a, d’apres 'inégalité établie a la
question 1 :
b
t)g(t)dt
o 0o
J, g(t)dt

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires et ses conséquences (Théoreéme

2.1, puis Théoreme 2.3 du cours), toute valeur entre m et M (incluses)
est prise par f sur [a,b]. Il existe donc bien ¢ € [a, b] réalisant la relation
voulue.

Pour tout o € R, on pose

Ia) = /01(1 +t)* e dt.

Exprimer I(a+ 1) en fonction de I(«) lorsque a est un nombre réel fizé.
On utilise la formule d’intégration par parties :

1
Ha+1) / (14 1)7+ et gt
0

1 1
a+1_t —(« ocet
[(1+t) +e}0 ( +1)/0(1+t) dt
= 2°Tle —1—(a+1)I(a).

Déduire des questions 2 et 3 que, pour tout o € R, il existe co, € [0,1] tel
que
I(a) 24+ a+cy) =2%Te — 1.
D’apres le résultat établi & la question 2 (en prenant f(t) = 1+ ¢ et
g(t) = (14 t)®e?), on voit qu'il existe ¢, € [0, 1] tel que
IHa+1)=(1+4cq) ().
En reportant dans la formule établie & la question 3, on trouve donc
I(a)(1 4 co+a+1) =2Tle — 1.

C’est la formule voulue.
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EXERCICE I

I.1 (Question de cours). Soit f une fonction a valeurs réelles définie dans un
intervalle ouvert I de R contenant xg et p € N. On suppose que f est dérivable
jusqu’a Uordre p + 1 au point xg. Enoncer la formule de Taylor-Young a l'ordre
p+ 1 pour f au voisinage de xg.
On peut écrire, pour h voisin de 0, puisque f est dérivable jusqu’a 'ordre p + 1 en
Zg, que

p+1

10%f

HW(mo) R* + hPHL e(n)
k=0

flwo+h)=

avec limp,_,g €(h) = 0 (ce qui équivaut a dire, en utilisant les notations de Landau,
que hPTL e(h) = o(hP*1) lorsque h tend vers 0). C’est le théoréme 2.6 du polycopié
que l'on cite ici.
1.2. Montrer que la fonction tangente hyperbolique définie sur R tout entier par
et — e
VezeR, tanh(z)=———
et + e~ "

. . . s e s !/ ;.
est une fonction dérivable sur R et que sa fonction dérivée tanh’ sur R wvérifie la
relation

Vz € R, tanh'(z)=1— (tanh(x))?. (1)
En déduire que la fonction tanh est une fonction de classe C*° sur R.

Cette fonction est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables : en effet,
les fonctions x — e® et x — e~ " sont dérivables sur R, donc aussi leur différence et
leur somme (qui ne s’annule pas). En utilisant la formule

flg—4d'f
2 b

(fl9) = 7

(MISMI, semestre 1), il vient

(¢ 4 e)(e 4 ) — (€ — (e — )
(ez _ e—z)Q

)2 =1 — tanh?(z).

tanh'(x) =

x x

e’ —e
et +e- "
Pour montrer que la fonction tanh est de classe C'* sur R, il suffit de montrer par
récurrence sur k € N* la propriété (Py) suivante : < la fonction tanh est dérivable

73
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sur R jusqu’a lordre k et sa dérivée a l'ordre k s’exprime comme Py o tanh, ou Py
est une fonction polynomiale. >
Il est clair que (P;) est vraie (on prend P;(X) =1 — X?). Supposons que (Py,) soit
vraie. Comme la composée de deux fonctions dérivables est dérivable (et qu'une
fonction polynomiale est C*°), la fonction tanh® = P, o tanh est dérivable sur R,
de dérivée

z € R — (1 — tanh?(x)) P/ (tanh(z)) = P41 (tanh(z))

ot X + Pry1(X) = (1 — X?) P/(X) est bien une fonction polynomiale. On a bien
vérifié que (Py) = (Pr+1) pour tout k € N*. La propriété (Py) est donc vraie
pour tout k € N* par récurrence . On en déduit que la fonction tanh est de classe
C* sur R.

1.3. Montrer que tanh’(0) = 1 et que la fonction tanh est impaire. Déduire du
résultat rappelé a la question 1.1 qu’il existe des constantes réelles a,b,c (que l'on
ne calculera pas numériquement dans un premier temps) telles que

tanh(h) = h+ah® +bh +ch” + h¥e(h) (avec lim €(h) = 0)
—

au voisinage de h = 0.
On a tanh(0) = 0, donc tanh’(0) = 1 — (tanh(0))? = 1. Comme

e~ _ e er — e

= — Vo eR,
la fonction tanh est bien impaire. Comme elle est C°°; elle est en particulier de
classe C® et la formule de Taylor-Young assure alors (voir la question I.1) qu’elle

admet un développement limité a 'ordre 8 en zy = 0, de la forme

8
tanh(h) = > " ax h* + h® e(h)
k=0
avec limy,_,o€e(h) = 0. On a ag = 0 puisque tanh(0) = 0 et a; = tanh’(0) = 1.
Comme la fonction est impaire, on a 1’égalité des deux développements limités

8 8
D aphF 4 B3 e(h) = = ar (=h)* — hBe(—h).
k=0 k=0

On déduit du résultat sur 'unicité des développements limités en un point 2y € R,
& un ordre donné, pour une fonction donnée (si tant est qu’il en existe (proposition
2.14 du polycopié), que tous coefficients ag sont nuls. Il reste donc seulement a3 = a,
as = b et ay = c et on a le développement a I'ordre 8 demandé.

1.4 (Question de cours). Soit o € R. On suppose qu’une fonction continue f
sur un intervalle ouvert I de R contenant xg admet en xg un développement limité
a l'ordre n € N de la forme :

flxo+h) = ’;ak h* +h™e(h) (avec lim e(h) = 0)

au voisinage de h = 0. Ecrire le développement limité a 'ordre n + 1 en xg de la
primitive F' de x s’annulant en xg, c’est-a-dire de la fonction

xe[n—>/$f(t)dt.
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C’est la proposition 2.19 du cours qu’il faut invoquer ici. On a, lorsque h est voisin
de 0 :
thrl

zo+h n
/ f(t)dt = Zakk+1 + "L E(h),
x k=0

0

avec limy,_,q €(h) = 0.
1.5. Déduire du résultat de cours rappelé a la question 1.4 que le développement
limité de tanh” & l’ordre 7 en 0 est

tanh’(h) = 14 3ah® + 5bh* + 7ch® + h7e(h) (avec lim e(h) = 0)

h—0
au voisinage de h = 0.

Si le développement limité & I'ordre 7 en 0 de tanh’ est
7
tanh’(h) = > b h¥ + B7 e(h)
k=0

avec limp,_,g e(h) = 0, celui de tanh en 0 & l'ordre 8 est, d’apres le résultat rappelé
a la question 1.4,
1

hk+ h8~h
U

7
tanh(h) =) by
k=0

avec limy,_, €(h) = 0. Mais ce DL est aussi
tanh(h) = h +ah® + bh® + ch” + h® €(h)

avec limp_,9€e(h) = 0. Par identification des deux développements ainsi obtenus
(unicité des développements limités), on en déduit bien by = bs = b5 = 0, by = 1,

b2 == 30,7 b4 =5b et b6 =Tec.

1.6. En utilisant la relation (1) établie a la question 1.2 et l'expression des développements
limités de tanh et de tanh’ exprimés a partir des constantes a, b, ¢ auz questions 1.3

et 1.5, calculer les valeurs de ces trois constantes. Quel est le développement limité

a lordre 8 de la fonction tanh en z =0 %

Par composition des développements limités, le développement & lordre 7 de tanh?
en 0 est

2
h? (1 + ah? + bht + ch® + o(h7)) = h? (1 +2ah? + (2b+ a?) h4) +o(h).
On a donc, au voisinage de 0,
1+3ah®+5bh* +7chb +o(h") =1 — h? = 2a h* — (2b+ a®) h® + o(h").
Par identification de ces deux développements & 1’ordre 7 de tanh’ en 0, on trouve
a=-1/3,b=—2a/5=2/15, ¢ = —(2b+ a?)/7 = —17/315. Ceci est confirmé par
exemple si 'on invoque le logiciel Sage (on aurait pu aussi invoquer Maple, mais

je ne peux que conseiller Sage d’une part parce que c’est un logiciel libre, d’autre
part parce que la syntaxe Python vous est un peu familiere en L1) :

sage: var(’x’)
f=(e"x - e"(-x))/(e"x+e"(-x)); f.taylor(x,0,8)
ans: -17/315*%x"7 + 2/15%x"5-1/3*%x"3 + x
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(le terme o(z7) est sous-entendu par la machine, qui affiche juste la partie principale
ou encore entiere des développements de Taylor). Comme quoi la machine est, elle,
infaillible !

EXERCICE II

On définit, pour tout entier n > 0 et pour tout réel x > 0, la fonction

I r—>/w di
T e e———————
" o (L+83)n

11.1.

— (Question de cours) Enoncer le théoréme fondamental de l’analyse (pour
une fonction f de classe C' sur un segment [a,b], & valeurs réelles). C'est
le théoréme 2.9 du polycopié : si [a, b] est un segment de R (non réduit & un
point) et g : [a,b] — C une fonction de classe C!, alors

b
/ g (t)dt = / g(t)dt = g(b) — g(a).
a la,b]

— Appliquer ce théoréme pour en déduire que, pour tout n € N, la fonction
I,, est de classe C sur [0, +o00| et expliciter sa fonction dérivée. Expliciter
aussi la fonction Iy. Si F,, est la primitive de x — 1/(1 + x3)™ sur [0, o0
s'annulant en 0, on a F,(z) — F(0) = Fy(z) = [ dt/(1+t3)" = I,(x)
d’apres le théoreme mondamental de ’analyse. La fonction I,, est donc la
primitive de ¢ — 1/(1 + t3)™ sur [0, +oo[ qui s’annule en 0. Elle est donc
de classe C! sur cet intervalle et a pour dérivée x + 1/(1 + 23)". On a
Iy(z) = [ dt = x pour tout z € [0, +oo|.
I1.2. Trouver des nombres rationnels a,b,c tels que l'on ait I’égalité des fractions
rationnelles en la variable X :

1 a bX +ec

1+X3_X+1+X2—X+1'

On a
1 1

X3+1 (X+D)(X2-X+1)

On peut écrire en utilisant la division euclidienne :

X2 X+1=(X+1)(X-2)+3

En reportant cette identité de Bézout au numérateur de 1/(X? + 1), on trouve

1 _1(X2—X+1)—(X—2)(X+1)_1< 1 X2 )
X341 3 (X +1)(X2-X+1) C3\X 41 X2-X 1/
On trouve donc a = 1/3,b = —1/3, ¢ = 2/3. On aurait aussi pu trouver ces nombres

par simple identification des deux membres, mais c’était moins élégant que cette
méthode utilisant la division euclidienne.
11.3.
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— (Question de cours) Rappeler la formule de changement de variables dans
les primitives et 'appliquer pour expliciter les primitives sur R s’annulant
en 0 des fonctions :

Tr—« 1

ER— —F—— et ER— —m———

R N CEY e
lorsque o et B sont des nombres réels (avec 5 # 0). On traitera dans un
premier temps le cas particulier ot o = 0 et 8 = 1. Si [«, ] et [a, b] sont deux
segments de R, ¢ : [a, 8] — [a, b] une fonction de classe C! et : [a,b] — C

une fonction continue, on a (proposition 3.16 du polycopié) :

»(B) B
u e [, A, / ECEE / () @/ (7) dr.

La primitive sur R de 1/(1 +t?) (o = 0, 3 = 1) sannulant en 0 est la
fonction arctan. Dans le cas général, on écrit

1 IR
(r—a)+p52 B <E [1 - XQ}Xz(wa)/ﬂ)'
En posant ¢(x) = (z — «)/f et en appliquant la formule de changement de
variables dans les primitives, on trouve que la primitive de
PO
(x—a)?+p2

s’annulant en 0 est

On a aussi
v—a 1y _2x L
(l‘ — Oé)2 + 62 o 2 |:X2 + 62:|X:m—a - 2 |:dX [10g(X + B )]:| X:z—a.

La formule de changement de variables dans les primitives implique qu'une
primitive de cette fonction de x sur R s’annulant en 0 est

x

T —> % [log ((z — )®+ %)

0

— Utiliser les résultats établis au précédent item pour exprimer la fonction
I, en termes de fonctions rationnelles, de la fonction logarithme et de la
fonction arc tangente.

On a
X? - X+1=(X-1/2%*+3/4= (X —a)® + B>
avec a =1/2 et B =1/3/2. On a
X -2 X -« a—2
XX (X —ap+ 2 (X ap+ 5
En utilisant ce qui précede, une primitive s’annulant en 0 de
T —2
22—z +1

T —
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est

2 V32

bg(ﬁ%*’” -3 (arctan [Qz\/_g 1} + arctan {%D

e ]

On obtient donc finalement, en regroupant les calculs :

L(z) = w_é(log\/aﬁ—x—k —ﬁarctan(%)—ﬁ%)

o ()" g (1) ¢

On pourra vérifier que cette formule est exacte, d’une part en s’assurant (ce qui est
immédiat) que

1(0) 1 ¢ (71)Jr m 17T+ m 0
ST TevE T TVBE oV
d’autre part en faisant appel & un logiciel de calcul formel (tel Sage ou Maple) pour
calculer une primitive de la fonction rationnelle z — 1/(1 + 23). En utilisant par
exemple la routine INTSYMB mise en ligne (sous Sage et Python) sur le guide Moodle
(c’est, on le notera, une procédure récursive, ce qui est naturel ici), on implémente
la démarche algorithmique décrite plus haut :
sage: R.<x>=QQ[]; P=1; Q=1+x"3
sage: INTSYMB(R,P,Q,1)
ans:
Primitive= 0 + somme
coefficient * log | |
[[1/3, x + 1]]
+ somme
coefficient *log | |
[[-0.33333333333333347,
x - 0.5000000000000007 - 0.8660254037844397*1]]
+ somme
coefficient * arg( )
[[0.57735026918962587,
x - 0.5000000000000007 - 0.8660254037844397%1]]

On reconnait notre résultat car :
sage: RDF(1/sqrt(3)); RDF(sqrt(3)/2)
ans: 0.57735026919

0.866025403784

Le logiciel est bien ici venu & appui du résultat établi!

11.4.

— (Question de cours) Rappeler, étant données deux fonctions f et g a
valeurs réelles et de classe C' sur un segment [a,b] C R (avec a < b), la
formule d’intégration par parties. C’est la proposition 3.15 du cours : si f
et g sont deux fonctions de classe C'! sur un segment [a, b] de R non réduit
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a un point, a valeurs réeles ou complexes, on a

b
/ £(t) gt) dt F(t) g(t) dt

[a,b]

(F®)g(b) — Fa)g(a)) - / F(Hyg/ (1) dt

[a,?]

b
— (00 - flalg@) - [ )90
— Expliciter des polynomes U et V' de degrés respectivement O et 1 tels que
1=U(X)(1+ X% +V(X) x (3X?).
X
= (

14+ X3~ 3 3X) =1+ X3 - X3 =1,

On peut donc prendre U =1 et V = —X/3.
— FEn déduire, lorsque n est un entier supérieur ou égal a 2, lidentité entre
fractions rationnelles en la variable X :

1 - 1 X d 1
(14 X3)n (1 + X3)n—1 * 3n—1) d7{(1 +X3)n—1]
On a
1 O UX)(1+X%) +V(X)(3X?)
1+ X3 (14 X3)n
B U(X) 3X2
= e TV ey
B 1 X 1 d 1
T+ X3)l 3 —n+1 ﬁ{(lJrX?’)n—l]
B 1 X d 1
1+ X3t + 3(n—1) dX {(1 +X3)H] '

— Déduire de la formule d’intégration par parties rappelée au premier item les

identités :
Lz) = L)+ v L @)
nE = T s T )0+ 2% 3(n—1) "
_4
= a on (Vn > 2).

3(n —1)(1+ z3)n1 + 3(n—1) n-1()

On utilise la formule d’intégration par parties sur [0, z] en prenant comme
fonction f la fonction ¢ — 1/(1 + )"~ ! et pour fonction g la fonction t.
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On a alors, d’apres la formule établie a I'item précédent :

T T gt 1 v
v = [ e, Gt e , S0s0

f@ge) — fO)g0) 1 [T
e T / F(t) g/ (t) dt
x I,_1(z)

= I,_1(z) + 3(n—1)(1+a3)"—1  3(n—1)

== 17,_1(13) +

x 1
B an—nu+x%wﬂ+(yfan—U)L“d@
x 3n —4
T 3D+ 3m-1) fn-a(@).
Ceci donne les formules voulues lorsque n > 2.
Indiquer un processus algorithmique (déduit de la relation établie a l'item
précédent et de Uexpression de I établie a la question 11.3) conduisant
Dexpression de I, (lorsque n est un entier strictement positif) en termes de
fonctions rationnelles, de la fonction logarithme et de la fonction arc tan-
gente. Lorsque n = 1, 'expression de I,, en termes des fonctions rationnelles,
logarithme et arc tangente a été obtenue a la question I1.3. Lorsque n > 2,
la relation établie précédemment montre que I, est la somme d’une fonction
rationnelle (donc dans la classe des fonctions « admissibles » pour l'expres-
sion des fonctions) et de I,,_; multipliée par le facteur (3n —4)/3(n — 1).
Si n = 2, c’est fini, car on sait expliciter I;. Si n > 2, on recommence avec
I,—1, que 'on exprime comme la somme d’une fonction rationnelle et de
I,—o (multipliée par (3(n — 1) —4)/(3(n — 2)). Et ainsi de suite. On par-
vient ainsi a abaisser l'ordre de l'exposant n au dénominateur jusqu’a la
valeur n = 1 ou 'on sait conclure. On obtient bien au final une expression
de I,, en termes des fonctions admissibles proposées (fonctions rationnelle,
logarithme et arc tangente). On trouvera cette méthode (dite de Hermite)
implémentée sous Sage sur le guide sous Moodle :
sage: R.<x>=Q[]; P=1; Q=1+x"3
sage: def HERMITE_ITERE(R,P,Q,n):
X=R.0
if n==1:
return [(P//Q).integral(),P-(P//Q)*Q]
else:
D=Q.xgcd(derivative(Q,X))
NewPrim = D[2]*P/((1-n)*Q"~(n-1))
PP = P*D[1]+(1/(n-1))*derivative(P*D[2],X)
Prim = HERMITE_ITERE(R,PP,Q,n-1) [0]
Reste = HERMITE_ITERE(R,PP,Q,n-1)[1]
return [Prim+NewPrim,Reste]
sage: HERMITE_ITERE(R,P,Q,n)
Par exemple, si n = 8, on obtient comme résultat :
sage: HERMITE_ITERE(R,1,1+x"3,8)
ans: [(3740/19683) * (x + 1)°-7 * x * (x"2 - x + 1)°-7 *
(x718 + 33/5*x"15 + 369/20%x7~12 + 6197/220%x"9
+ 7737/308%xx"6 + 9585/748*x"~3 + 12203/3740),
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7480/19683]
Ceci signifie que Ig(x) est la somme d’une fraction rationnelle (premiere
entrée de la liste) et de (7480/19683) x I1(z) = 23 x 379 x 5x 11 x 17 x I (x).
II1.5.
— (Question de cours) Si f et g sont deuzx fonctions réelles intégrables au
sens de Riemann sur un segment [a,b] C R et telles que f < g sur [a,b],
que peut-on dire du signe de la quantité

/ gydi— | fyar 2
[a,b] la,b]

L’opération de prise d’intégrale de Riemann est une opération monotone
(inégalité (3.26) du polycopié). Si f < g sur [a, b], on a conséquent f[ ] f)dt <
f[ ] g(t) dt. La quantité mentionnée ici est donc de signe positif.

— Montrer (en appliquant le résultat de cours rappelé a litem précédent)
que, st © > 0 est un nombre réel fixé, la suite (I,(x))n>0 est une suite
décroissante d’éléments du segment [0, z]. En déduire que, pour tout x > 0,
la suite (I,(z))n>0 est convergente. On a linégalité (1 + )" < (1 +
t3)=(=1 pour tout t € [0,z] et tout n > 1. En intégrant, on obtient
par conséquent (d’apres ce qui est rappelé a litem précédent) que la suite
(In(x))n>1 est décroissante. Comme cette suite est minorée par 0, elle est
convergente vers une limite ¢ > 01,

EXERCICE III

II1.1 (Question de cours). Qu’appelle-t-on somme de Riemann pour une fonction
f continue sur un segment [a,b] subdivisé en une subdivision 0 : xy = a < x1 <

. <axny =0b? Que fait une suite de sommes de Riemann associée a la fonction f
et o une suite de subdivisions de [a,b] dont le pas tend vers 0 ¢

Pour définir une somme de Riemann pour f (attachée & une subdivision donnée), il
faut se donner un point arbitraire ; dans chaque segment [z}, z;11] (j =0, ..., N—1)
entre deux noeuds consécutifs de la subdivision. La somme de Riemann associée a
ce choix est alors définie par

N-1
st [f3 (&5)j50 Z (w41 — x5) f(&;)
7=0

(définition 3.8 du polycopié). Une suite de sommes de Riemann associée a la fonction
f et é une suite de subdivisions de [a,b] dont le pas tend vers 0 converge vers
f[ b] t)dt. C'est le théoreme 3.3 du polycopié applicable ici car une fonction f
contmue sur un segment est nécessairement intégrable au sens de Riemann sur ce
segment ; Iassertion (3.48) dans I’énoncé de ce théoreme 3.3 est donc valide.

1. En fait, cette limite vaut 0. En effet, si £ > 0, en exploitant les résultats établis a la question
II.4, on trouverait que Ip—1(z) — In(x) ~ £/(3n). Or la suite (Zf](l/n))Nzl tend vers 400 (voir
Pexercice A.16 du polycopié). Si (In(z))n>1 tendait vers une limite strictement positive £, on
en déduirait que Iy (z) = 22]:1([71(33) — In—1(z)) + Io(z) tendrait aussi vers +o0o, ce qui serait
absurde. Cette observation est un commentaire qui ne fait pas partie du corrigé (on ne posait pas
la question de la valeur de la limite ¢).
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II1.2. Appliquer le résultat rappelé a la question précédente pour calculer

1 & 1.k k2
Wi (e DRV R) = im (5351 )
Soit la subdivision réguliere d u segment [0, 1] de pas 1/N, ¢’est-a-dire la subdivision
0<1/N<2/N<..-<(N-1)/N < 1. Soit f la fonction
tef0,1] —t\1—¢2.

Clairement

L Eo iy kR

Nng:lk N2 —k N’;N 1-
est une somme de Riemman pour cette fonction et la subdivision réguliere de [0, 1]

de pas 1/N (on le reconnait sur la forme de droite). D’apres le résultat rappelé a
la question III.1, la limite de la suite proposée est

1 1t
/ tvV1—t2dt = / t\/l—thtzi/ vV1—udu
[0,1] 0

0
1 1
o 3

I
|
|
X
|
X
N
|
£
w
<
o
—_
|

I11.3.

— (Question de cours) Soit [a, 5] et [a,b] deux segments non réduits o un
point dans R et ¢ une application bijective et de classe C* entre [, (] et
[a,b] telle que @' ne s’annule pas sur [a, (). Enoncer le théoréme qui relie
Uintégrabilité au sens de Riemann des fonctions de [a,b] dans R & celle des
fonctions de [, B8] dans R ainsi que la formule de changement de variables
dans les intégrales de Riemann complétant ce théoréme. C’est la proposition
3.17 du polycopié. Dire que f : [a,b] — C est intégrable au sens de Riemann
sur [a,b] équivaut a dire que t € [, B] — f(@(t)) | (t)] est intégrable au
sens de Riemann sur [a, 8]. De plus, on a alors, si I'une ou l'autre de ces
conditions d’intégrabilité au sens de Riemann est remplie :

f&)de = ]f(so(T)) ' (7)| dr.

[a,b] [a,8
— La fonction
1

V1—2z?

si zel0,1]
fozelo1]—

0 si z=1

est-elle bornée sur [0,1] ¢ Quels sont les points de discontinuité de cette
fonction de [0,1] dans R ? La fonction f est-elle intégrable au sens de Rie-
mann sur [0,1] ? Cette fonction a pour limite & gauche +oo au point 1;
elle n’est pas bornée. Le seul point de discontinuité est xy = 1. Parmi les
clauses nécessaires pour qu'une fonction soit intégrable au sens de Riemann
sur un segment, figure le fait que cette fonction soit bornée sur ce segment
(voir la définition 3.3 du polycopié). Ici f n’est pas bornée sur [0, 1], donc
elle n’est pas intégrable au sens de Riemann sur ce segment.
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— Soit « €]0,1[ ; justifier pourquoi la restriction f| 0.0] de f au segment [0, o]

est intégrable au sens de Riemann sur [0, a]. On notera I, [f] Uintégrale de
Riemann de f’[o o) SUT [0,a]. La restriction de f & [0,a] est une fonction

continue sur ce segment. Cette restriction est donc intégrable au sens de
Riemann sur [0, a.

— En utilisant la formule de changement de variables dans les intégrales de
Riemann rappelée dans le premier item (appliquée avec la fonction ¢ =
sinus : [0,7/2] — [0,1]), montrer que

I,[f] = arcsin(a) et 1111117 Lf] ==/2.

L’application ¢ réalise bien une bijection de classe C! entre [0, arcsin(a)]
t [0,a]; de plus ¢’ = cos ne s’annule pas sur [0, arcsin(a)] car on a 0 <
arsin(a) < 7/2. La formule de changement de variables rappelée au premier
item donne

/ dg / cos(7) dr
s = P
[0,a] m [0,arcsin (a)] 1— sin2 (7_)

= / dr = arcsin(«).
[0,arcsin(a)]

La deuxieme égalité demandée résulte de la continuité de la fonction arcsin
en t =1 et du fait que arcsin(1) = 7/2.

— En utilisant le comportement des suites de sommes de Riemann rappelé en
IT1.1 et les résultats établis a l’item précédent, montrer que

[Na] 1

O(151117 [NETM ( Z m)} g ([Na] = partie entiére de N «).

On introduit la subdivision de [0, ] définie par

N
O<1/N<2/N<---<[N—a]<a. (%)
On constate que
[Na] 1 [Na] 1 1 1 1

;\/NQ—I# N Z V1 k2/N2 "N - (NaNE N

D’autre part

1 1 )
—Nal/N)?
a—[Na]/N 1 o Na 1
= ey (F e W) =
_ a —[Na]/N (N)
([N al/V)?
avec 1 1 1 1
(s =g (N /NE  Nvi-a®
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On a donc limN_>+oo e(N) = 0. D’autre part

p L a— [Na]/N

¥ Z T (e

est une somme de Rlemann pour la fonction f sur le segment [0, a] rela-
tivement & la subdivision (x); lorsque N tend vers 'infini, le pas de cette
subdivision tend vers 0 et I'on a donc, d’apres le résultat de cours rappelé
a la question ITI.1 :

[N o]

) 1 a—[Na]/N B
M Aw Z V1—k2/N? \/1—([Na]/N)2) B

= (&) d€ = arcsin («).

[0,a]
Comme
[ R
([Na]/N)?
Na]f
( Z a—[Na]/N )+€(N)_i
/€2/N2 \/1 — ([N a]/N)? N’
on a aussi
[Na]

. 1 .
Nl_li?oo ( ; \/ﬁ) = arsin (o).

En prenant la limite (de cette limite) lorsque a €]0, 1] tend vers 1 par valeurs
inférieures, on trouve bien 7 /2 puisque la fonction arcsin est continue en 1.
Cela, établit le résultat demandé 2.

2. En fait, on aurait pu établir que

. T
lim

N-1 1
Nﬁm(; )3

ce qui aurait été le double passage a la limite. Mais il aurait fallu pour cela utiliser la majoration

; (¥)

N-1

1 N — [N q]
k[ZNa] VN? —k? = VN2 —[Na?

et choisir dans un premier temps « assez proche de 1 pour que ce terme reste inférieur ou égal
a € (arbitraire) indépendamment de N tendant vers I'infini. On ne demandait pas ici d’établir ce
résultat (x*) et cette note est & interpréter juste comme un commentaire.
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EXERCICE I

1.1. Pourquoi la fonction x — /1 + x admet-t-elle un développement limité a l’ordre
2 en xg = 0 ? Ecrire ce développement limité a l'ordre 2 en xg = 0. Cette fonction
est une fonction de classe C* sur | — 1, +00[ comme composée de la fonction po-
lynomiale z — 1 + = de classe C'*° sur R et de la fonction X > VX de classe C
sur |0, +o00[. D’apres la formule de Taylor-Young (théoréme 2.6 du polycopié), cette
fonction f : 2 +— /14 2 admet un DL & l'ordre 2 en zy = 0. Comme f/(0) = 1,
f0) = [(w+1)712)2] _ =1/2, f"(0) = [ - (14 2)7%?2/4] _ = —1/4,le DL
demandé est
h  h?

VIth= 2 IO ey o2y = 1 h?
+ _kz::o k! +o(h?) = +§—§+0( )-

1.2. Soit (un)n>0 la suite de terme général u, = v/n+2—+/n+5. En exploitant le
développement limité & 'ordre 2 en xog = 0 pour la fonction x — /14 x (établi a
la question 1.1) et en pensant & factoriser n + a sous la forme n(1 + a/n) lorsque
a > 0, vérifier qu’il existe des nombres réels a et b (que l'on calculera) tels que,
pour tout n € N*,

_a b En
Un = ==+ +n3/2

\/ﬁ n3/2

avec

lim ¢, =0.
n—-+oo

Comme suggéré dans le texte, on écrit, si n € N* :

Vn+2=+yn\1+2/n et Vb+n=+vn\/1+5/n.

Lorsque n tend vers l'infini, la suite (1/n),>1 tend vers 0 et 'on peut donc exploiter
le DL a l'ordre 2 trouvé a la question I.1 pour écrire, lorsque n tend vers 400 :

Vi vrs =i (145 () - 5 (7) o)

8 \n
RASHORHOREC)
=(1-5/2) % —(1/2- 25/8)# +o(n3/?)

EEIVUE IO S

2 Un T8 N wer e
On trouve donc a = —3/2 et b= 21/8.

85
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1.3. Montrer que la suite (un)n>0 est une suite convergente et calculer sa limite.
Peut-on dire aussi que cette suite (un)n>0 est une suite de Cauchy ? Puisque I'on
a (d’apres le résultat établi a la question I.2) que, lorsque n tend vers l'infini,

3 1 21 1 En
Un =T X TR e T e

et que les suites (1/y/n),>1 et (1/n%/?),>1 tendent vers 0 lorsque n tend vers +o0,
la suite (uy,)n>0 tend aussi vers 0 lorsque n tend vers +oo0. Toute suite de nombres
réels ou complexes convergente vers un nombre réel ou complexe est une suite de
Cauchy (converger vers un nombre réel ou complexe et étre de Cauchy sont méme
deux propriétés équivalentes pour une suite de nombres réels ou complexes d’apres
le théoreme de Cauchy, théoréme 1.3 du polycopié); la suite (uy)n>0 convergeant
vers 0 est donc naturellement une suite de Cauchy.

1.4. Montrer que la suite (\/n X un)nZO est aussi une suite convergente vers une
limite réelle £ que 'on calculera. Quel est le signe de \/n X u,, — £ lorsque n devient
grand ? Lorsque n tend vers l'infini, on a, d’apres le résultat établi & la question
1.3:

3 21 1
\/ﬁxunf—i—i—gxﬁx(l—ksn)
avec lim, 4o €, = 0. Comme la suite (1/n),>1 tend vers 0 lorsque n tend vers
+00, la suite (v/n X up)p>o tend vers £ = —3/2 lorsque n tend vers +o0o. Comme
on a, lorsque n tend vers +oo,
Jn 3 21 1
nu, + 5= 8n X (14 €,),

que 1/n > 0sin > 1 et que la suite (¢,),>0 tend vers 0, le signe de nu, — ¢ =
V/nuy, + 3/2 lorsque n devient grand est le signe plus.
EXERCICE 11

Soit f : R +— R une fonction dérivable telle que l’on ait
VreR, f(z)>a,
ou a désigne un nombre réel strictement positif.

I1.1. Justifier en invoquant un résultat du cours que l’on explicitera que la fonction
f est une fonction strictement croissante sur R. D’apres la formule des accroisse-
ments finis (applicable ici car f est dérivable sur R, donc a fortiori continue sur
R, voir le corollaire 2.2 du cours), on peut écrire, si x < y sont deux nombres réels
distincts,

Jegy €]z, yl tel que f(y) — f(2) = f(cay) (y —2) 2 aly —2) > 0.
La fonction f est donc bien une fonction strictement croissante sur R. On pouvait
invoquer ici aussi la premiere assertion de la proposition 2.12 du polycopié.
I1.2. Montrer que
Vz e [0,+o00f, f(z)—f(0)>ax.

En déduire que limg,_, 1o f(z) = 4+00. On applique & nouveau la formule des ac-
croissements finis : pour tout = > 0, il existe ¢, €]0, z[ tel que

f(@) = £(0) = f(cz) (x—0) 2 az.
On a donc bien f(x) > f(0) + ax pour tout x > 0 (c’est évident lorsque x = 0).
Comme la fonction affine de pente strictement positive = — ax + f(0) tend vers
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+o0o lorsque z tend vers +oo, toute fonction h telle que h(x) > L(x) pour tout
x > 0 tend aussi vers +oo lorsque = tend vers +o0o. C’est bien le cas en particulier
pour la fonction f.

EXERCICE III

IIL.1. Etant donnée une fonction f :]a,b] = R et un entier N € N, énoncer la
formule de Taylor-Lagrange a lordre N + 1 entre a et b en précisant sous quelles
hypotheses sur la fonction f cette formule est vraie. 1l s’agit du théoreme 2.7 du
polycopié. Si N € N et que f est une fonction & valeurs réelles de classe CN sur
un intervalle I, que a et b sont deux points distincts de I, et qu’en plus la fonction
F) est dérivable dans Pintervalle ouvert I, entre ces deux points, on peut écrire

N
deel,p, tel que f(b) — Z f(’:'(a) (b—a)k =

k=0

(b—a)Nt1
N+ 1)

f(N-H)(C)_

II1.2. Montrer que, pour tout nombre réel x € [—1,1] et tout entier p € N, on a
linégalité
2k+1 1

P
< .
sin(e kZ:O 2k + 1! = (2p+ 1)

On applique cette formule avec la fonction sin entre 0 et x et 'entier N = 2p+1. La
fonction sin est une fonction impaire, de classe C™ sur R, et telle que f(2*)(0) =0
et que f*+D(0) = (=1)* pour tout k£ € N. On a donc, pour tout z € R :

2p+1 P
fZ (0) ’ A x2k+1

=2 2k + 1)

=0 ’ k=0

D’apres la formule de Taylor-Lagrange entre 0 et = (rappelée a la question II1.1),
il existe, pour tout x € [—1, 1], un réel ¢, strictement inclus ente 0 et x tel que :

p p2k+1
sin(x kg 2k+1)
2p+1) 2(p+1)
_ T @) ey BT .
“apeop! ) = gy e

puisque sin®? = (=1)¢ sin pour tout £ € N et que (2p+1) +1 = 2(p+ 1). En
prenant les valeurs absolues, on trouve bien :
p . p2k+1 ‘x|2(p+1) 1

sin(x) — Z(_l) (2k+1)! < (2(p+1))! = (2p+ 1)1

k=0

II1.3. Calculer 3!, 5!, 7!, 8!, 9! et vérifier que 9! > 10°. En utilisant ’inégalité
établie a la question II1.2 avec une valeur de p convenable, trouver un entier positif
a tel que les quatre premiéres décimales de a/5040 soient les mémes que les quatre
premieres décimales de sin(1). On a 3! = 6, 5! = 120, 7! = 5040, 8! = 40320,
9! = 362880 > 10° = 100000. Si I’on applique le résultat obtenu & la question ITI.2
avec x = 1 et p = 3, on trouve

‘.(1) <1+0 1+0+ Lo +o)‘ 1 1
St 276 120 T 6! 5040 ' 8!

IN
[
\
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On utilise ici la formule de Taylor-Lagrange complete a l'ordre 2(p+1)4+1=9. On
a, en réduisant les fractions au méme dénominateur :

1 1 1 4241

6 7120 5040  5040°

D’apres la formule établie & la question 1, ’écart entre sin(1) et le nombre rationel
4241/5040 est un nombre inférieur ou égal en valeur absolue au seuil 1/9! < 107°.
Les quatre premieres décimales de sin(1) et de 4241/5040 sont donc les mémes.
On prend donc a = 4241 (en prenant comme valeur de p la valeur p = 4). On
peut vérifier ce résultat avec Sage en comparant les représentations de sin(1) et de
4241/5040 en virgule flottante, avec 100 bits de précision en binaire (c’est-a-dire
100 x In(2)/In(10) ~ 30 décimales dans le systéme décimal) :
sage : Ndigits = 100; R = RealField(Ndigits)

R(sin(1)); R(4241/5040)
ans :
0.84147098480789650665250232163
0.84146825396825396825396825397

Les quatre premieres décimales communes sont 8,4,1,4 (on le vérifie aussi avec
une calculette ordinaire comme celle autorisée lors de ’examen) ; on constate que
sin(1) > 4241/5040.

EXERCICE IV

IV.1. Ecrire le développement limité a 'ordre 12 au voisinage de [’origine pour la

fonction x — 1 — cos(2®). 1l s’agit du développement d'une fonction composée

gof,ouf :x—aSetg : X = 1—cos(X). Le DL & I'ordre 12 de X + 1 —cos(X)
en Xo = 0 est donné par la formule de Taylor :

H2 H4 HG H8 HlO H12

1— cos(H :1—(1—— T

cos(H) ST TR T TR T TR T

Lorsque 'on substitue H par h® et que 'on ne garde que les termes contribuant &

la partie principale du DL & lordre 4 de x +— 1 — cos(z) (c’est-a-dire seulement les

termes en h* avec 0 < k < 12), il reste :

+ o(Hu)).

h12
1 —cos(h®) = - + o(h'?).

C’était ce développement limité que l'on demandait ici. Mais, afin de pouvoir
traiter convenablement la question IV.2 suivante, il fallait pousser plus loin de
développement limité, en fait en 'exprimant avec un terme de plus a ’ordre cette
fois 24 et non plus 12, ce qui donne
h12 h24 h12 h24
1 —cos(h®) = — — — B = — — — h).
(h7) = = = T olh™) = 5 =5y +olh™)
IV.2. Déduire du résultat établi a la question IV.1 le développement limité a l’ordre

15 au wvoisinage de l’origine pour la fonction :
z— (1- cos(xﬁ))1/4.

Le DL & Pordre 1 pour la fonction X — (1 4+ X)Y/% en X =0 est

(1+H)1/4:1+%+0(H). (1)
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On a donc, d’apres le résultat établi a la question ITI.1 :

(1 — cos(h%))M/* = (}L12

1/4
12
2 +o(h ))

=h(1+ % +0(0(1)))

en utilisant le DL & Pordre 1 (1) pour X — (14 X)/%. On constate que ce n’est pas
suffisant ici pour avoir un DL & 'ordre 15 (car le o(1) n’est pas du tout explicité).
Il fallait donc pousser plus loin (jusqu’a 'ordre 24) le DL de x + 1 — cos(z%) au
voisinage de z = 0. Si 'on fait cela, on obtient

=h*(1+ 0(1))1/4

1/4
(1- cos(hﬁ))1/4 = (— - —+ 0(h24))
h12 1/4 h12 12 1/4
= () x(1- g o)
h3 h12 1o
= g (1= 33 + o)
h3 h15
T 214 48 x 21/4
si 'on utilise le DL & I'ordre 1 de X + (1+ X)'/4 donné par (1) ci-dessus. On a ici
le DL a lordre 15 demandé.

+ o(h'®)

EXERCICE V

Soit ¢ un nombre réel. On suppose que la fonction polynomiale
z— zt+ 4z + ¢

s’annule en deux nombres réels distincts xo < x1. Montrer que la fonction poly-
nomiale © — x> + 1 s’annule nécessairement dans |xo,z1[. En déduire que l'on a
nécessairement xo < —1 et x1 > —1. Si la fonction polynomiale (donc de classe
C>) z + 2* 4+ 4x + ¢ s’annule en deux points distincts 2y < 21, elle prend la méme
valeur (ici en l'occurrence 0) en ces deux points. D’aprés le théoréme de Rolle (en
I'occurrence le théoreme 2.4 du polycopié), sa fonction dérivée z +— 4(x3 + 1) s’an-
nule au moins une fois dans |zg, z1[. Or 23+1 = (z+1)(2? —2+1) pour tout = € R;
comme la fonction trindome z — z? — z + 1 ne s’annule pas sur R car son discrimi-
nant 1 — 4 = —3 est strictement négatif, —1 est le seul zéro réel de cette fonction
dérivée z —+ 22 +1. On déduit de ce qui préceéde que nécessairement o < —1 < z.

EXERCICE VI

VI.1. Soit f une fonction continue de [0,1] dans R. Pour chaque valeur de n € N*
et pour chaque entier k entre 0 et n—1, on choisit un point x,  dans [k/n, (k+1)/n]
et on pose :

n—1
. 1
VneN*, §, = ﬁ];f(x,L7k).

En utilisant un théoréme du cours que l’on énoncera précisément, montrer que la
suite (Sy)n>1 ainsi construite converge vers un nombre réel S. Calculer ce nombre
réel lorsque f est la fonction :

4

: 0,1 — —.
f iz el0,1] 52
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La somme S,, est une somme de Riemann (définition 3.8 du polycopié) pour la
fonction continue (donc intégrable au sens de Riemann) f : [0,1] — R, associée a
la subdivision réguliere de [0,1] de pas 1/n. Lorsque n tend vers I'infini, le pas de
cette subdivision tend vers 0. D’apres le théoréeme d’approximation de 'intégrale
d’une fonction intégrable au sens de Riemann sur un segment [a, b] par ses sommes
de Riemann (pour une suite de subsivisions dont le pas tend vers 0 comme c’est le
cas ici puisque ce pas vaut 1/n), on a

lim S, :/ f(z)dx.
n—-+4oo [0,1] ( )

Il s’agit de ’assertion finale du théoreme 3.3 du polycopié. Pour la fonction x —
4/(1 + 2?), on trouve donc

d
lim S, =4 / -
n—-+oo [0‘1] 1 + X

1
d
=1 /0 Hiwx? =4 [arctan (X)](l) = 4arctan(l) = 7.

VI.2. Pour tout p € N*, on pose

1
d
i
o (L+a2)p

En écrivant, pour tout p € N* :
1 1 x 2z

(14 22)pt1 — (1+22)p 2 (1+a2)ptl’
vérifier que la suite (Ip)p,>1 est régie par la condition initiale Iy = 7 et la relation
de récurrence :

% — 1> 1
2p p2r—1’

On pose J, = I,/4 pour tout p € N*. En utilisant (pour transformer sous 'intégrale

VpeN*, I =1I,x (

I'expression donnant J,1 = fol dx/(1+2%)PT1) la relation proposée, on trouve que,
pour tout p € N*, on a

1
Jpr1="Jp 7/0 g O—Fiﬁ dz. (%)

Une primitive sur R de la fonction
T —r 721‘
(1 +x2)p+1

est la fonction
Xt 1 (1+X2%)P

p(I+X%)P  p

du fait du théoreme de dérivation des fonctions composées (régle de Leibniz). En
utilisant la formule d’intégration par parties (proposition 3.5 du polycopié) avec ici
les fonctions g1 x> z/2 et go : X — —(1+ X?)7P/p, il vient :

L 2z ! ,
f, 5 e an = ), sito e -
1 1

p-
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En reportant dans (), on a donc la relation de récurrence :

1 1
Jp+1 = (1 — %> Jp"‘ W
En multipliant les deux membres par 4, on trouve bien la relation voulue. On sait

déja d’autre part que Iy = w. Cette condition initiale, couplée avec la relation
inductive que l'on vient d’établir, génere bien la suite (I,)p>1-

VL.3. Calculer la limite de la suite (Sy,)n>1 de terme général

n—1 5
~ n
pors (n? 4+ k2)

On exprime S, pour tout entier n > 1 comme

n—1 2 n—1 4 n—1

S MBS ES DI BN

=+ (k)2 ns

avec f :x— 4/(1 +22)7%. Comme k/n € [k/n, (k +1)/n], S, est une somme de
Riemann pour la fonction f sur [0, 1] relativement & la subdivision réguliere de pas
1/n de ce segment. D’apres le résultat rappelé a la question VI.1, on a

~ dz ! dx
lim S, =4 —— =4 — = 1Is.
nrhoo /[0,1] (1+22)3 /0 (1+a2)3 7

D’apres la relation inductive établie a la question VI.2, on a

3 1 1 T
Ii=-L+~- et Lh==-L+1=—=+1.
3 1 2+ 1 e 2 2 1+ 5 +
En combinant ces deux relations, on trouve
~ 3
li S, =13=—+1.
s too 3= T

VI.4. Quel est développement limité a l'ordre 6 au voisinage de l’origine pour la
fonction :
1
fryr—m —7
(1+y)
En déduire par dérivation le développement limité a l’ordre 4 au voisinage de [’ori-
gine pour la fonction y — (1 4+ y)=3, puis le développement limité a l'ordre 8 au

voisinage de l’origine pour la fonction :

4
Donner enfin le développement limité a l'ordre 9 au voisinage de l’origine pour la
fonction

T —

X
F :X%4/ _dz
o (I+a2)3

D’apres la formule
1 o(h") 1

1+hn7 2 13,34 15, 16 6
L h 4+ B2 — B R — B 1S = _ h
1+h + + M e wry Al U
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(valable pour h # —1, donc en particulier lorsque h tend vers 0), le DL & 'ordre 6
au voisinage de l'origine pour la fonction f est
1

—— =1—h+h*=h*+h*—h®+ K0 +o(h%).

1+nh
En dérivant deux fois la fonction f, on trouve la fonction y +— 2(1 + y)~3. Le DL
a I'ordre 4 pour cette fonction y +— (1 + y) 2 s’obtient en dérivant deux fois le DL
de f :yw+— 1/(1+y) alordre 6, puis en divisant ensuite le résultat par 2. Cela
donne :

1

(1+h)"3 = 5(2 —6h+12h* —20h% + 30 h* 4 o(h?))

=1-3h+6h%—10h% 4 150" + o(h*).
En composant avec la fonction = + x2, on en déduit que le DL & I'ordre 8 en 29 = 0
de z+— (1+2%)73 est

(1+h?)3=1-3h%+6h*—10h° + 15h® + o(h®).
Le DL al’ordre 9 de F' en xzy = 0 s’obtient en primitivant ce DL & l’ordre 8 (multiplié
au préalable par 4) et en exploitant le fait que F'(0) = 0 (F est bien la primitive
s’annulant en 0 de z +— 4 (1 + 22)~3 d’apres le théoréme fondamental de I’analyse,

théoreme 2.9 du polycopié). On applique ensuite la proposition 2.19 du polycopié
relativement a l'intégration terme-a-terme des DL. On a donc

24 40 20
F(H) :4H—4H3+€H5—7H7+§H9+0(H9).
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-

. “Donner le développement limité & lorigine, & lordre n, de la fonction f définie sur R par f (x) =

Exercice I

. Questions de cours.

(@) “Donner la définition d’une suite de (auchy.

Corrigé. Une suite (uy,), est dite de Cauchy si Ve > 0 il existe un entier naturel Ng tel que p > Ng, ¢ > Ng, (p,q) €N,
implique ’up — uq| <e.

(b) Enoncer le critére (ou théoréme) de Cauchy pour les suites numériques.

Corrigé. Une suite de nombres complexes est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

n

. Montrer que la suite n — u, = Z — west pas une suite de (auchy (considérer uz, — uy).

k=1

Corrigé. Onauy, —u, = ):k il % (l) = %, chaque terme de la somme étant > 5. Elle ne vérifie donc pas le critére

de Cauchy.

. Soit (uy), une suite de nombres complexes vérifiant, pour tout entier n, |un41 — | < ¢" avec q € [0, 1[. Montrer que cette suite

converge.

Corrigé. Supposons que n et m sont deux entiers naturels tels que m > n. Alors, en écrivant u,, — Up, = Uy — Up—1 4 Upm—1 —

. _ m—n+l
Un—2+ . Upy 1 — Uy, il vient (i, —u,| < Y 1”|u,,+k—u,,+k | <Yt ="y gt =g ‘1— <

€ > 0 est donné, puisque g < 1, il existe n tel que 1 7 < & ce qui montre que la suite (uy,), est de Cauchy donc
converge.

Exercice I1

(cosx)— ( 1 —x2/2>
P

f(0) = 0. En déduire la tangente, et la position par rapport a celle-ci, & L'origine, de la courbe d’équation’y = f(x).

six#0 et

k2K )
Corrigé. Le développement limité de cosx a lorigine est cosx = Y} _ ( (1))x +x2"+18( ) avec lim,_,0€(x) = 0. Par
2k

suite, cosx— (1 —+/2) = YL 2 +x2"+18( ), etil vient f(x) =Y}_ 2 } e 2g(x). Onadonc f(x) =

x © 4 X
4 — 71 +x"€(x), ce qui montre que la droite d’équation y = g7 est tangente a la courbe alorigine, et que, pour x assez

petit, la courbe est au dessous de sa tangente si x > 0 et au dessus sinon.

. Etudier les branches infinies de la courbe d ‘équation’y = (x —2) e, On déterminera les éventuelles asymptotes et la position de la

courbe par rapport i celles-ci.

T.S.V.P.




I.

Corrigé. Cette courbe a une branche infinie lorsque x tends vers oo et lorsque x tends vers O par valeurs supérieures.
Lorsque x tends vers 0, x > 0, y tends vers —oo et la courbe admet la demi-droite x = 0, y < 0, comme assymptote ;
de plus la courbe se trouve a droite de son asymptote.

Etudions maintenant les branches lorsque x tends vers £oo. Le développement limité de I'exponnentielle donne

y=(x—2) (l +14 ﬁ + és ()17)), avec lim,_,0€(u) =0. Onadoncy=x—1— 237 +1e(1). Ceci montre que la
droite d’équation y = x — 1 est assymptote a la courbe lorsque x — oo, et que la courbe est au dessous de 'asymptote
$i x — oo et au dessus sinon.

Exercice I11

Questions de cours.
(a) Soit A une partie de R et f une fonction de A dans C. Que signifie « f est uniformément continue » 2
Corrigé. Pour tout € > 0 il existe 1) > 0 tel que, (x,y) € A X A, |x—y| < 1 implique |f(x) — f(y)| < €.

(b) Toute fonction continue f définie sur un intervalle de R est-elle uniformément continue 2 Justifier la réponse par un exemple,
et énoncer un théoréme donnant une condition suffisante pour l'uniforme continuité d’une telle fonction.

Corrigé. Non : la fonction x — % est continue sur |0, 1] mais n’est pas uniformément continue sur cet intervalle. Un
théoréme du cours dit que toute fonction continue sur un segment est uniformément continue.

Soit f une fonction réelle uniformément continue sur [0, +oo[. Soiz & > 0 tel que |x —y| < & implique | f(x) — f(y)| < 1. Soitx > 0 fixé.

2.

Soit F la fonction définie sur R” =0, 4-o0] par : F(x) =

Vérifier qu'il existe un unique entier ny tel que 5 <ny < 5+ 1.

Corrigé. Tout intervalle semi-ouvert |a,b] ou[a,b[ de longueur 1 contient exactement un entier.

- &n derivant f(x) — £(0) = " ( (L) = £ (&) ), monsrer que | £(x) — F(O)] < §+1.

(ke ke
Ny Ny

Corrigé. Comme ‘ =, <08,ona ‘f (%) —f (%)‘ < 1, etla formule donne | f(x) — f(0)] <n, < 5 +1.

. &n déduire qu'il existe deux constantes a > 0 et b > 0 telles que, pour tout x € [0,4co[, on a |f(x)| < ax+b.

Corrigé. La question précédente donne |f(x)| < 5+ 1+ (f(0)), et on peut prendre a = % etb=1+4]f(0).

. La fonction exponentielle est-elle uniformément continue sur [0,+oo[ 2

Corrigé. Non car elle ne vérifie pas la conclusion de la question précédente (comparaison exponnentielle et polynome).

. La fonction x — In (1 +x) est-elle uniformément continue sur [0,+oo| 2

Corrigé. La dérivée de cette fonction est 1—; Elle est donc majorée par 1 sur [0, +oo[. Le théoréme des accroissements
finis donne alors, pour (x,y) € [0,+oo[ X [0,+ec[, [In(1+x) —In(1+y)| < |x—y| ce qui montre que x +— In(1+x)
est uniformément continue sur [0, +oo|.

Exercice IV

. Questions de cours. Soit f une fonction ‘Riemann-intégrable sur un segment [a, D).

(a) Que peut-on dire de la fonction x — [ f(t)dt 2
Corrigé. Cette fonction est continue sur [a, b].

(b) Donner une condition suffisante portant sur f pour que la fonction x — faxf(t) dt soit dérivable en un point xo. Que vaut
alors cette dérivée 2

Corrigé. Cette fonction est dérivable en xp si f est continue en ce point et sa dérivée vaut f (xp).

* Int
—dt
A

Le but de lexercice est d’étudier la fonction F que Ion ne cherchera pas a calculer.

2.

Etudier le signe, la continuité et la dérivabilité de la fonction F.



Corrigé. Six>1, {2 >0 sur [1,x] et F(x) > 0.Si10 <x <1, {2 <Osur [x, 1] et F (x) = — xl 2dt > 0. Comme +— {2

est continue sur |0, +oo[, F est dérivable sur cet intervalle.
3. Que vaut F'(x) 2

Corrigé. F'(x) = {2

4. (a) Question de cours. Enoncer, pour une fonction h, la formule de ‘]Zzy/or-]”oung en un point xo a lordre p + 1, en précisant les
hypothéses sur h.

Corrigé. Soit i une fonction de classe €7 définie sur un intervalle[a, b] et xg € ]a,b[. On suppose que fP)est déri-
vable au point xg. Alors, pour x € [a,b], on a

B ptl f(k) (Xo)

(x =

(r —x0)“ + (x —x0)" " (),

avec lim,_, €(x) = 0.
(b) Donner le développement limité i I'ordre 3 de F au point 1.
Corrigé. Un calcul direct donne F(1) =0, F'(1) =0, F"(1) = 1/2 et F®)(1) = —1. Le développement limité est

donc

G-l 1) -1 e).

F) =" 6

5. Soit @(1) = IHUIH) ,t > 0. En utilisant une intégration par parties, montrer que, pour tout x > 0,

F(x) = (Inx) (In(1+x)) — /lx(p(t)dt.

Corrigé. Immédiat avec u =Inx et v =1In(1+x).
6. En déduire que F est prolongeable par continuité en 0.

Corrigé. Lorsque x — 0, In(14x) est équivalent a x, et, par suite limy_,o (Inx) (In(1+x)) = 0 Pour la méme raison, la
fonction @ se prolonge par continuité au segment [0, 1], ce qu1 1mpl1que que x+— [ @(r)dt est continue sur [0,1]

(Premiére question de cours). Ainsi F se prolonge en 0 par F(0) = — fo

1 1
7. En utilisant un changement de variables montrer que, pour x > 0, F (1/x) = / < — H—) Inudu.
1 u u

Corrigé. 1l suffit de poser t = l dans F (1/x) = fll/* lhjr’[dt F( )= [} an::u du.

8. En déduire que hmxﬂﬂo = =1/

Corrigé. Le résultat de la question précédente sécrit F(x) = —F (1/x) + [ du = —F (1/x) + & (Inx)?, d’ot le résultat
en vertu de la question s.

9. On pose I (x fl t*Intdt, k € N.

(@) En utilisant le développement limité & lordre n de la fonction t — l%Lz montrer que

n x (_ 1\ nt1 n
Fx)=Y (—l)klk(x)—i—/l ) e,

= 1+t
Corrigé. Le développement limité a Uordre n de la fonction ¢ +— %ﬂ T +t =Yr (- 1)k 4 ltj;rl , d’ott 1a for-
mule.
n (_ 1 )k 1
(b) &n calculant Iy(x), en déduire que, pour tout entier n > 0, |F(0) — Z 1) < / " n (1) dr
—o (K + 0
. - kg et , =
Corrigé. En intégrant par parties, il vient [y (x) = 3 — 1)y + T d’ou

n 1 n+1 _p+1
—1 " nt
Z /( i .
k+1 0 I+1¢

(71)n+1tn+1 Int

] < (1),

ce qui donne le résultat puisque



n 1)/{7]

(¢) Conclure que F(0) = lim Z 2

Corrigé. La fonctiont — 7lnt se prolonge par continuité au segment [0, 1]. Par un théoréme du cours elle y est donc

bornée par une constante M > 0. La question précédente donne donc |F(0) — Y} —5 k+1 Mfo t'dt = n+1 ,
k
ce qui montre que lim,_ 4 ’F (0) Y4, ((k:- 11))2 =0.
Exercice V

1. Question de cours.

(a) “Donner la définition d'une subdivision d’un segment [a,b) et, pour une fonction f définie sur [a,b), d’une somme de ‘Riemann
de f associée a cette subdivision.

Corrigé. On appelle subdivision du segment [a, b] une suite finie . = (a;)_, de points de [a, ] telle que ap = a <
a; <ay <...<a,=>b. On appelle somme de Riemann de f associée a la subdivision .# toute somme de la
forme 6 = Z;':_ol (zi) (aiv1 —a;) o z; € |aj,a;y1].

(b) Enoncer le théoréme reliant les sommes de ‘Riemann d’une fonction intégrable sur un segment [a, b] et son intégrale.

Corrigé. Le théoréme dit que, pour tout € > 0 il existe > 0 tel que, pour toute subdivision . de pas < §, toute
<eE.

c— f[wb]f <

somme de Riemann o de f associée a .7 vérifie

2
X .
2. Montrer que, pour tout x > 0, on a x — > <In(14x) < xen en déduire que

i«/k(nz—k)_zlzik(n;k)Szln<1+ k(n—k)>§2 k(n—k)
k=1 n =1

n k=1

Corrigé. La formule des accroissements finis donne In(1+x) = xﬁ avec ¢ € ]0,x[ ce qui donne In(1+x) <x. La

1
(1+¢)?

formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 2 donne In(14x) =x— % avec ¢ € ]0,x[ d’ou on tire x — % <In(1+x).

k(n—k)

- et en additionnant les

On obtient alors les inégalités demandées en appliquant cette inégalité aux points x =
inégalités obtenues.

n 'k (n—k 1 1 k(n—k 1
3. Montrer que HT Z(z):/ Vx(1 —x)dx et que lim 72 (n2 ) :/ x(1—x)dx.
Ry = 0 0

n— +°°nk=1 n

Corrigé. En effet, Y} ~ Knh) _ %Zﬁzl % (1 — %) et = Zk 1 =1 w i1 % ( %) et il suffit d’appliquer le théo-

2 2
n n
réme sur les sommes de Riemann.

4. En admettant que fol VX (1 —x)dx = 7/8, en déduire que

,,ETOQ(H”:,Z_I) <1+2(;_2)>...<1+(nn;2)2> <1+(nnz_l)> =8,

k(n—k)
n2

=7/8 et lim, oo 55 Y7 Mk — 0, et

Corrigé. En effet, la question précédente montre que lim, o)y p

la question 2. donne alors lim,, 1o Y3 In (1 + kfzk)) = n/3, et il suffit alors de prendre I'exponentielle de

¥, In (1+"(2"‘>>

FIN



