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Texte (en italiques) et corrigé (en roman).

Exercice 1.

Soit a un nombre réel. Calculer la somme Yy ,_,a* de la suite géométrique
de raison a.

On rappelle 'identité remarquable
- X"M=01-X)1+X+---+X").

En spécifiant X = a, on a
l—a""=1-a)(l+a+-+a)=(1—-a)x Y d"

Sia # 1, on a donc, en divisant par 1 — a # 0,
1_an+1
Za T 1—-a

Sia=1,ona

anlk:n+1.
k=0

1. En déduire le calcul de la somme >, a* pour m > n.

Sim > n, on a, en mettant a” en facteur dans la somme,

m—n

m
E a® =a" a.

k=n k=0
En utilisant le résultat établi a la question précédente, on a donc
m 1 — am—n—l-l) a® — am+1 ]
= sta#1
SR e e o Y7

k=n m—n-+1sia=1.

n




2. (Question de cours) Donner la définition d’une suite de Cauchy.

Une suite de nombres complexes (uy,),>o est dite de Cauchy si et seule-
ment si elle obéit au critére de Cauchy :

Ve>0, IN(e) e Ntel que : Vm >n> N(e), |upm — u,| <e.

3. Montrer que la suite de terme général u, = > _,

de Cauchy.

Pour m > n, on a, puisque e * > 0 pour tout ¥ € N :

———— est une suite

(3+e )

0<uy—u, = )k

m

PR

< i,f > o
11/

= (1/3) 1_—1/3

= DX (- (/3

< §><(1/3)“+1:%><(1/3)n.

Ceci résulte du résultat établi au (2), que I'on utilise ici en prenant
a = 1/3, en conservant m, et en remplacant n par n+1. Il a fallu utiliser
aussi (pour établir la derniere inégalité) le fait que 0 < (1/3)"™ < 1/3
(puisque m —n € N*), donc que 1 — (1/3)"™ < 1.

Pour rendre |u,, — u,| = t,, — u, < € lorsque m > n, il suffit donc de
faire en sorte que (1/3)™ < 2e¢. Si l'on prend

m >mn > Ne)
avec N(e) € N tel que

log(1/(2€))

N
(€) > log 3

on aura bien, pour m > n > N(e),

1 1
[t —un|<23 " 2><(2€):

La suite (uy,)n,>o vérifie donc le critere de Cauchy.
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Exercice 11

1. (Question de cours)
Donner la définition de limsup,,_, o un (limy, oo uy,) et liminf, o u,
(lim, _, o u,) d’une suite (u,), de nombres réels.

Si la suite (uy,), est une suite de nombres réels majorée, on appelle
lim sup,, _,, o, U oU lim, o u, la limite de la suite décroissante mi-
norée :

(Sup uk)
k>n

.
C’est aussi la plus grande valeur d’adhérence de la suite (u,), lorsque
I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy,), est non vide (par
exemple lorsque la suite (uy,), est aussi minorée). Si la suite (u,,), n’est

pas majorée, on convient que

limsupu, = lim wu, = +o0.
n—-+o0o n—+00

Si la suite (u,), est une suite de nombres réels minorée, on appelle
liminf, . u, oulim, , _u, lalimite de la suite croissante majorée :

inf :
(jnf w),
C’est aussi la plus petite valeur d’adhérence de la suite (u,), lorsque
I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,), est non vide (par
exemple lorsque la suite (uy,), est aussi majorée). Si la suite (u,), n’est
pas minorée, on convient que

liminfu,, = lim wu, = —oc.
n—+o0 n—-+00
2. Soit u, = sin*=F (1 + \/iﬁsin %), n > 1. Déterminer lim,_, . u, et
lim, . .

Comme [sin(1/n)| < 1 pour tout n > 1 et que lim /n =400, on a

n—-+00

I ( L 1) 0
11m —=Sln — | =
n——+00 \/ﬁ n ’

et, par conséquent :

1 1
I (1 BRI —>:1.
nffoo —l—\/ﬁsmn



Comme |sin(nm/4)] < 1 pour tout n > 1, la suite (uy,),>1 est le pro-
duit d’une suite bornée par une suite convergente (vers 1); la suite
(un)n>1 est donc une suite bornée en valeur absolue, admettant donc
une limite supérieure et une limite inférieure, toutes deux dans R (cf.
la question de cours (1) ci-dessus). Si (uy(m))n>1 est une suite ex-
traite de la suite (u,),>1 et convergeant vers un nombre réel [, on a
nécessairement [ € [—1, 1] (car cette suite extraite se présente comme
le produit d’une suite bornée en valeur absolue par 1, en I'occurrence la
suite (sin(p(n)m/4)),>1, par une suite convergeant vers 1). L’ensemble
des valeurs d’adhérence de la suite (uy,),>1 est donc inclus dans [—1, 1].

Pour n =8k +2 (k€ N),on a

nw . (8k+2)m “in (

sinZ:sm 2k7r—|—z) :singzl.

2

La suite extraite (ugri2)r>0 @ donc précisémént pour limite 1 (qui est
justement la plus grande valeur d’adhérence que l'on pouvait espérer
pour la suite (u,,),>1). Le nombre 1 est donc bien la plus grande valeur
d’adhérence de la suite (u,),>1, et I'on a

limsupu, = lim u, =1.
n—s+00 n—r+00

Pour n =8k +6 (k€ N), ona

Sk +6 3 3
SinT?T7T = sin# = sin <2k7r+ g) = sim?7T = —1.

La suite extraite (usgi6)r>0 & donc précisément pour limite —1 (qui
est justement la plus petite valeur d’adhérence que ’on pouvait espérer
pour la suite (u,,),>1). Le nombre —1 est donc bien la plus petite valeur
d’adhérence de la suite (u,),>1 et l'on a

liminfu, = lim wu, = —1.
n—+00 n——+o0o
Exercice 111

On rappelle que, pour tout x > 0 on a1+ x < e*.

1. Soient z1, zo, ... des nombres complexes. En écrivant

k=1 k=1

Ii_[(1+zk> —1= (ﬁ(1+zk) - 1) (1 + 2p11) + 2p11,



montrer, par récurrence sur p, que

<l +1=h -1

k=1

p

[JTa+z) -1

k=1

et en déduire que

p
[T +20) —1f < el -1,
k=1

Notons, pour p € N*, («<7,) 'assertion :

[Ja+z)-1]<

L’assertion 7 est vrale car

p
H (14 |zk|) =1 Vzi,...,2, € C

|(1 —|—21) — 1| = |21| =1+ |21| — |21| ‘v’21 e C.

On suppose que pour p donné dans N*, I'assertion .7, est vraie et
I'on montre qu’alors 7,1 l'est aussi. Cette assertion .7, sera alors
héréditaire. Elle sera ainsi prouvée pour tout p € N* (c’est la le prin-
cipe du raisonnement par récurrence).

Montrons donc 47,1, en supposant 7, vraie. Soient 21, ..., 2,11, une liste
de p + 1 nombres complexes. On a, en utilisant I'indication, puis deux
fois I'inégalité triangulaire, enfin, au second membre de la seconde ligne,
le fait que 27, soit supposée vraie pour passer a la ligne suivante :

p+l p
H(1+Zk)_1 - (Hl_l_zk _1>(1+2p+1)+zp+1
k=1 k=1

IN

X |1+ zpy1| + |2p41]

ﬁ(l—l—zk)—l

k=1
p
( (14 |zx]) — 1) (L + [2p11]) + |2p1]
k=
p+1
TT O+ 12D = 1= zpaa] + |2
k=1
p+1
= [+ =) -
k=1

b}



L’assertion .27, est bien démontrée modulo le fait que .7, est vraie,
ce qui valide la preuve de 7, pour tout entier p € N* (par récurrence).

On a, en utilisant le résultat rappelé en préambule de I'exercice :

p p

P
H(l + |Zk|) < Helz’“‘ = €\Z1I X oo X e‘Zp| = e|z1\+ Hzpl = ezk:lw|
k=1 k=1

puisque e*™? = e x e’ pour a,b € R (méme en fait lorsque a et b sont
complexes). En retranchant 1 aux deux membres, on a donc :

S ezizl‘zkl J— 1.

[Ja+z) -1

. (Question de cours) Enoncer le critére de Cauchy pour une suite de
nombres complexes (ur);~-

Une suite de nombres complexes (ug),~, converge vers une limite [ € C
si et seulement si elle est de Cauchy, c’est-a-dire vérifie le critere de
Cauchy :

Ve>0, dN(e) e Ntel que : Vm >n> N(e), |um —un| <e.

. Soit (ug),~, une suite de nombres complexes vérifiant

sup (Z |uk|> <M < +o0.
k=0

neN

(a) Montrer que la suite n — sup,cy (Zzzzﬂo |uk|> est décroissante

et converge vers 0.

On a, pour tout n € N, pour tout p € N,

n+1+4p n+p+1
> lwl = 3 fud < M
k=n-+1 n

En prenant la borne supérieure sur p € N, on en déduit

n+l+p n+p n+p
sup [ D fuel | < sup (D fuel | <sup (D fu| | < M.
pEN® k=n peN k=n

PEN k=n+1
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(b)

La suite

peN

k=n+p
n — sup ( Z |uk|>
k=n

est donc bien décroissante et minorée par 0. Elle converge donc
vers une limite A positive ou nulle. Si I'on avait A > 0, la suite
croissante majorée

(S ), = o

ne vérifierait pas le critere de Cauchy car on aurait :

Vn e N*¥,

Z |ukl| = Sup (i lue) > A >0
(1)

Pour tout n € N*, il existerait en effet m(n) = n+p(n) > n (dans
N) tel que

peEN

[Unn(n) — Un| > A/2

(ce qui exprime bien que la suite (U, ),>o n’est pas de Cauchy) : si
en effet ce n’était pas le cas, il y aurait au moins un entier n € N*

tel que
n+p

sup‘zmk] ]uk]‘ < \/2,

ce qui serait en contradiction avec (1). Mais la suite (U,)n>0
converge (car croissante et majorée). Elle vérifie donc le critere
de Cauchy. Avoir supposé A > 0 conduit ainsi a une contradic-
tion. Donc A = 0.

En utilisant le résultat obtenu a la question 1., montrer que

n—+p n
[T +uw) =] +uw) < ( i- nﬂ)‘”’“'—l).
k=0 k=0

Pour p = 0, 'inégalité est vraie car le membre de gauche est nul.
Pour p € N*, on observe que

n+p n n+p
[TO+w) =T +w) x [T (4w
k=0 k=0 k=n-+1
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On a dongc, en utilisant la mise en facteur, puis I'inégalité établie au
a fin de la question (1) pour passer de la ligne 1 a la ligne 2, enfin,
une fois encore, I'inégalité rappelée en préambule de ’exercice pour
passer cette fois de la ligne 2 a la ligne 3 :

n+p n n n+p
H(1+Uk)_H(1+Uk) = H|1+uk| X ’ H (14 u) —1
k=0 k=0 k=0 k=n+1

< T+ fual) x (eXi5mealad — 1)

k=0

S ezgzo ‘uk| X (QZZIZ+1 |Uk‘ _ 1)

< M x (ezZiZH il — 1)

< M x (eXhznlul — 1),

En déduire que la suite (TT,_o (1 4+ uy)), <, est une suite de Cauchy
et conclure que cette suite converge vers une limite | telle que
1] < eM.

n

On pose II,, := J] (1 + ux). On a établi a la question précédente

k=0
que
VneN, VpeN, |y, —IL| < &M x (62225 Juk| _ 1)
< My (esupm( ) 1)
(2)
Comme N
n+p
li ( > —0
Jm (s (]

(cf. la question (3a)) et que

lim w,=0= lim (¢""—1)=0
n——+0oo n——+00

pour une suite (wy,),>o quelconque de nombres réels (la fonction
exponentielle est continue en 0 et vaut 1 en ce point), on a

lim (e (SE2Il) _ 1) — g,

n——+o00



Pour tout € > 0, il existe donc N (e) tel que, pour tout
(n > N(E)) = (O < ¢"Ppen (Simial) _ g < ee_M>.
En reportant dans (2), on en déduit

Vn> N(e), VpeN, |4, —1L,| <e.

La suite de nombres complexes (II,,),>o vérifie donc le critere de
Cauchy, donc converge vers une limite finie [ € C. Comme

VneN, I, < H(l + |ux]) < Heml — Xm0 lukl < oM
k=0 k=0

on a aussi, en passant a la limite lorsque n tend vers +oo, |I| < e,

FIN



