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Lépreuve se compose de quatre exercices indépendants.
Toutes les réponses doivent étre justifiées.

Exercice 1.

111 -2 1 1
1. Déterminer le noyau et le rang des matrices A=|1 1 1|etB=| 1 -2 1].
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2. Soit a un réel fixé. On consideére la matrice

ainsi que les vecteurs
u1=(1,1,1), us=(1,-1,0) et u'3=(1,0,-1).

Enfin, on note f I'application linéaire de R? dans lui-méme dont la matrice dans la base
canonique de R? est égale a M.

(a) Montrer que la famille 98 = (41, W2, 3) est une base de R3.

(b) Calculer les images par f de @1, Uig, et i3 et en déduire la matrice N de f dans la base
A.

(c) On note % la base canonique de R3.
Déterminer la matrice de passage P de % a & et calculer son inverse.

(d) Quelle relation y a-t-il entre N, P, Pl et M ?

(e) Déterminer, en fonction de a, la dimension du noyau de f.



Exercice 2.
Soit A une matrice carrée de taille 3 triangulaire supérieure, c’est-a-dire de la forme :

a b ¢
A=|0 d e
0 0 f

avec (a,b,c,d,e,f) € RS,
1. Montrez que si a, d ou f est nul, le rang de A est strictement inférieur a 3.
2. Montrez qu’'inversement, si a, d et f sont non nuls, alors A est inversible.
3. Dans cette question, on suppose que a =d = f = 1. Calculez I'inverse de A.
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. Donnez deux matrices A et D telles que A = A1D, ou A; est triangulaire supérieure avec
ses coefficients diagonaux égaux a 1, et D est diagonale.

5. Lorsque adf # 0, calculez I'inverse de A en vous aidant des deux questions précédentes.

Exercice 3. Soit f une application linéaire de R? dans R? telle que f2 =0, c'est-a-dire qu’on a
la propriété :
YueR", f(f@)=0.
1. Montrer que Imf c Kerf.
2. En utilisant le théoreme du rang, montrer que dimIm f <1 et que dimKer f = 2.

3. On suppose désormais que l'application f n’est pas identiquement nulle, ou autrement dit
que Ker f # R3.

(a) Montrer que dimKerf =2 et dimIm f =1.

(b) Soit u ¢ Ker f. Montrer qu’il existe U € Ker f tel que la famille 2 = (f(u),,#) soit une
base de R3.

(c) Quelle est la matrice de f dans la base 9 précédente ?

Exercice 4.
1. Soit a =138, b =102, ¢ = 110. On note d = pged(a,b) et d’ = pged(d, c).

(a) Appliquez 'algorithme d’Euclide étendu a a et b pour calculer d ainsi qu'une relation
de Bézout entre a et b.

(b) Faites de méme avec d et c.
(¢c) En déduire des entiers u,v,w tels que d’' = au + bv + cw.

(d) Donnez la liste des diviseurs de a, b et ¢, puis vérifier que leur plus grand diviseur
commun est égal a d’.

2. Soit a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls quelconques. On note D = pged(a, b, ¢) leur plus
grand diviseur commun. On note d = pged(a,b) et d’ = pged(d, c).

(a) Montrez que D divise d, et en déduire que D <d’'.
(b) Montrez que D =d’'.

(c) Déduire de ce qui précede qu’il existe des entiers u,v,w tels que

D=au+bv+cw.



