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Empilements de spheres

Un empilement de spheres est la réunion de
spheres de méme rayon, n’ayant aucun point
Intérieur commun.

Les empilements de
spheres que nous
considererons s’étendent a
I'Infini.
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Boulets de canon

Arlington, Virginia,
1863




Molécules

La modélisation des
atomes par des
spheres conduit a
étudier les différentes
facons d’empiler les
spheres.
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La densité d’'un empilement
de spheres

La densité d’'un empilement de spheres mesure
la proportion d’espace occupée par les spheres.

Question: Comment arranger les spheres de
sorte que cette densite soit la plus grande
possible?




Calcul de la densité

On calcule la densité
d’un empilement dans
une boite de “grande
taille” de cote . Les
spheres sont de rayon

vol des spheres
vol de la boite

nb spheres —
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La conjecture de Kepler

1611: Johannes Kepler “Les cristaux de neige a six
branches”.

Il construit 'empilement cubique a faces centrées et
affirme “qu’il est le plus serré, de sorte gu’aucun autre
arrangement pourrait mettre plus de boules dans le méme

volume”. -

_— . Cette affirmation ™

est depuis connue sous le
nom de Conjecture de

Sa densité est égale a Kepler. "Ew =
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Démontréee en 1998!

par Thomas Hales

282 pages + longs
calculs sur ordinateurs




Cercles dans le plan

Un probleme a priori plus simple:

Quel empilement de disques dans le plan
occupe le moins de surface?




Exemples

Empilement hexagonal Empilement carré
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Un calcul de densité

On peut partager le plan en carrés dans lesquels la
densité est facile a calculer.
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Cellules de Voronoi

Si  estI'ensemble des centres des cercles d’'un
empilement de cercles de rayon , on peut partitioner le
plan en cellules de Voronoi associées a

La cellule de Voronoi d’'un point de est
I'ensemble des points du plan plus proches de que de
tout autre point de
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La médiatrice du segment

sépare le plan en
deux régions
respectivement le lieu des
points les plus proches de
et de
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Les cellules de Voronoi de
trois points
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Les cellules de Voronoi des
points en position
hexagonale.

Si 'empilement est
guelconque, elles ne sont
pas toutes identiques
comme ici! Si elles le sont,
on dit que I'empilement est
regulier.
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Chaque cellule de Voronoi
contient un disque.

La densité dans la cellule de
Voronoi de centre
est égale a
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La densité de 'empilement est donc inférieure a la densité
dans la meilleure cellule de Voronoi , c’est-a-dire celle qui
a le plus petit volume.

On peut démontrer que la cellule hexagonale est la cellule
de Voronoi de plus petit volume, et en deduire que
I'empilement hexagonal est le melilleur empilement de
cercles.

Sa densité est —
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Cellules de Delaunay

Une autre partition du plan est obtenue en joignant deux
points de lorsque le segment qui les joint coupe une
aréte des cellules de Voronoi.

Les cellules de Delaunay
sont centrées aux sommets

N
de celles de Voronol. Elles =
[

sont triangulaires, ou bien
subdivisibles en triangles.
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Il est facile de voir que le triangle equilatéral de coté est
celui qui atteint la meilleure densité. Il pave le plan dans la
partition de Delaunay de 'empilement hexagonal, qui est
donc optimal.

Gauss démontre la conjecture de Kepler en dimension
et pour les empilements reguliers.

1890: Thue démontre la conjecture de Kepler en
dimension
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Dans |'espace

L'empilement ou cubique a faces centr ées:
On pose les unes sur les autres des couches de spheres

en position hexagonale.
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A chaque étage, il y a deux possibilités: r, b.

Lempilement  est obtenu par:

nronrbnrbnronrb

Les autres choix conduisent a des empilements tout aussi

denses, mais pas réguliers.
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Cellules de Voronoi

Soit I'ensemble des centres des spheres d’'un
empilement. La cellule de Voronoi d'un point de
est 'ensemble des points de I'espace plus proches de
gue des autres points de

Plan médiateur de deux
points
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Les cellules de Voronol sont
des polyedres.

Cercles et Sphéeres — p.23/3:



Les cellules de Voronol de
I'empilement

Ce sont des
dodécaedres a faces
de losanges.




lIs pavent I'espace




La conjecture du dodécaedre

Le dodéecaedre régulier est une cellule de Voronoi de plus
petit volume que le dodéecaedre a face de losange! Mais il
ne pave pas l'espace.

Conjecture du dodecaedre:
C’est la cellule de Voronoi
minimale. -
Démontree par McLaughlin,
1999.
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La cellule de Voronoi de 'empilement  est un minimum
global mais pas un minimum local comme en dimension

Il faut considerer simultanément des ensembles de cellules
voisines. Une stratégie pour atteindre ainsi la conjecture
de Kepler est proposée par Fejes Toth en 1953.
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Les cellules de Delaunay

Elles sont obtenues en joignant les paires de points de
dont le segment traverse une face d’une cellule de Vorono.
1958 Rogers: on peut les subdiviser en tétraedres.
Consequemment, la densité de 'empilement est au plus
égale a celle obtenue dans le tétraedre régulier de coté
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Les cellules de Delaunay de

I'empilement

Il y en a de deux sortes:
tétraedres reguliers et
octaedres reqguliers. La
borne de Rogers ne peut
étre atteinte!
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La demonstration de Hales

Il utilise une décomposition de I'espace hybride entre
celles de Voronorl et Delaunay. Il construit une fonction sur
I'espace des cellules voisines d’'un point, qui joue le role de
terme correcteur aux volumes de ses cellules. La
complexité du probleme est liée a la combinatoire de ces

cellules.
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