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Une version martingale

Loi forte des grands nombres

Soit (Xp) une suite de variables aléatoires iid avec E[X,] = m
etE[X?] =02.SiSp=Xy +Xo+---+ Xp,0na

(LGN) im > —m s
n—oo N
(LFQ) lim 1§n:(8k—m)2—02 p.:s
n—oo log n k N e
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Une version martingale

Théoreme limite central

On a également

S, — nm

L 2
n — N(0, o°).

(TLC)

Pour toute fonction h continue bornée,

lim E[h(s” /h X)dG(x

n—oo

ou G est la mesure gaussienne N(0, 02).
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On a aussi

1 1
(TLCPS)  logn ; %(Sc—km\y =G  ps
- vk

Pour toute fonction h continue bornée,

n

, 1 1, /Sx—km
nlmmmwv;kh(k\/;> - /R h(x)dG(x)  p.s.
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Sur les poids

Soit0 < a <1,
exp((log n)*
an:p((ng)) et An:§ ag.

Pour toute fonction h continue bornée,

im akh(Sk\;Ekm) - /R h(x)dG(x)  ps.

n—oo An e
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Soit () une suite adaptée a F = (F,) avec

E[€n+1 |fn] =0 et E[E%+1 ‘Fn] = 0'2.

On souhaite étudier la transformée de martingale

n
Mn = Z ¢k—1 Ek-
k=1

On appelle coefficient d’explosion associé a ($,)
P2 n

f,=-"1 avec sh=) 2.
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Une version martingale

Théoreme (B-Fort, 2008)
On suppose que, pour toutp > 1 eta > 2p,

SUPE[|ens1|?Fn] < o0 .S.
(Hp) PE [lent1]%1 0] p

nz

Si le coefficient d’explosion f, — 0 p.s., on a

(TLCPS) ,09 s, Z i 0 ( > =G  ps

VS

Pour toute fonction polynémiale h,

. 1 < M
Jm o Snk;fkh( SH) _ /R h(X)dG(x)  ps.
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Matrices aléatoires circulantes

Soit (X) une suite de variables aléatoires et soit A, la matrice
aléatoire circulante symétrique

Xi Xo X3 oo Xpog Xp

e X X X X

Ap = — X3 X4 X5 --- X X
SRVZH R
Xn X1 Xo - Xopo Xnoq

But. Comportement asymptotique de la mesure spectrale

n—1

1
Fn(x) = EZ.‘{AKQ‘}'

k=0 m
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Sommes trigonométriques

On va utiliser

ainsi que les sommes trigonométriques

<27rkt>
Z X; cos

kt
Tok=—~ Zthm < il >
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Valeurs propres

Les valeurs propres de A, sont données par

Si n est pair n

Pourtout1 < k<

Ak = —Ap_k = ‘/Sr27,k + Tsk
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Théoréme (Bose-Mitra, 2002)

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires iid avec E[X1] = 0,
E[X2] =1, E[|X4|3] < cc. Pour tout x € R fixé, on a

lim_E[(Fa(x) — F(x))?] =0
ou F est la loi de Rayleigh symétrique

1 exp(—x?) si x <0,

F(x) = >

2 —exp(—x3) si x>0.
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Convergence uniforme presque s(re

Théoréme (B-Bryc, 2007)

Soit (X») une suite de variables aléatoires independantes
avec E[X,] = 0, E[X2] = 1, supE[|X,|%] < oc. Alors, on a

lim sup|Fn(x) — F(x)|]=0 p.s.
R

N—=00 ye
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Périodogramme empirique

Le périodogramme empirique d’une suite (Xj,) de variables
aléatoires, est donné, pour tout \ € [—m, 7|, par

2
1/~
() = > e x|
t=1

Sur les fréquences de Fourier A\, = # ona
In(Ak) = 3,21,1( + Tr?,k

But. Comportement asymptotique de la mesure empirique

1 &
Fn(x) = o Z Ie 00 <03
k=1
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Théoreme (Kokoszka-Mikosch, 2000)

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires iid avec E[X1] = 0,
E[X2] = 1. Pour tout x € R fixé, on a

lim_E[(Fa(x) — (1 — exp(—x)))?] = 0.

A\

Théoréme (B-Bryc, 2007)

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires independantes
avec E[Xy] = 0, E[X?] = 1, supE[|X,|%] < cc. Alors, on a

lim sup|Fn(x) — (1 —exp(—x))| =0 p.s.
n—oo x>0

N
=
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Applications

On consideére le processus autorégressif contrdlé
Xn+1 = 9f(Xn, cee Xn—d+1) + Un + Ent1

@ X, — Lobservation,

On se fixe deux objectifs a atteindre simultanément
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Applications

On consideére le processus autorégressif contrdlé
Xny1 = 0f(Xn, ..., Xn—g+1) + Un + eny1

@ X, — Lobservation,
@ U, — Le contrble donton a le choix,
@ &, — Lebruit.

On se fixe deux objectifs a atteindre simultanément

@ Estimer le parametre inconnu 6,
@ Contréler la dynamique du processus (X).
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Simulation autorégressif stable |0| < 1

Xn+1 = 6Xp + €n+1 N
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Simulation autorégressif explosif |0| > 1
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Applications Industrielles

@ Aéronautique — Contrdle de trajectoires d’aéronefs,
@ Biochimie — Controle de fermenteurs,
@ Biostatistique — Contréle de dynamique de populations.
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Estimation et contrble

On estime 6 par I'estimateur des moindres carrés

N M
0,—0=_—"
Sp—1

n
avec M, = Z &y _1ek-
k=1

On utilise le contréle adaptatif de poursuite

Un = Xp41 — é\nq)n

avec ¢, = f(Xn, -+, Xp—gt1)-
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Si f appartient a I'algebre des polynémes a d variables et de
degreé total a < 4,

Applications

lim 6, =6 p.S.

V(8 — 8) £ A(0, 0).

De plus, on a pour tout1 < p < a,

1 2P (2p)!

> kP60 — 0)% =
— 2p p!

lim

p.Ss.
n—oo log n
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