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Lois et Espérances Conditionnelles

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs {x1, . . . , xn}.
Si Y est intégrable et pour tout 1 ! k ! n, P(X = xk) > 0, montrer que

E[Y |X ] =
n∑

k=1

1I{X=xk}

P(X = xk)
E[Y 1I{X=xk}].

Exercice 2. Soient X et Y deux variables aléatoires intégrables, indépendantes et de
même loi.

1) Comparer les lois des couples aléatoires (X,X + Y ) et (Y,X + Y ).

2) En déduire que

E[X|X + Y ] = E[Y |X + Y ] =
X + Y

2
.

Exercice 3. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois de Poisson
P(λ1) et P(λ2).

1) Déterminer la loi conditionnelle de X sachant X + Y .

2) En déduire que

E[X|X + Y ] =
λ1

λ1 + λ2
(X + Y ).

Exercice 4. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles avec Y de carré intégrable.
La variance conditionnelle de Y sachant X est donnée par

V(Y |X) = E
[
(Y − E[Y |X ])2|X

]
.

Etablir l’égalité
V(Y ) = V(E[Y |X ]) + E[V(Y |X)].

Exercice 5. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires réelles telles que la densité
conditionnelle de Y sachant X est donnée, pour tout k ∈ N∗, par

fY (y|X = k) = k(1− y)k−11I{0<y<1}

où X suit la loi géométrique G(p) avec 0 < p < 1.

1) Déterminer la loi de Y .

2) Trouver la loi conditionnelle de X sachant Y et calculer E[XY ].
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Exercice 6. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires réelles dont la densité de
probabilité est donnée par

f(X,Y )(x, y) =
1

x
1I{(x,y)∈∆}

avec
∆ =

{
(x, y) ∈ R2 avec 0 < y < x < 1

}
.

1) Déterminer les lois de X et de Y .

2) En déduire les espérances et variances de X et de Y .

3) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

4) Trouver les lois conditionnelles de Y sachant X et de X sachant Y .

5) En déduire E[Y |X ] et E[X|Y ].

Exercice 7. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires réelles telles que la loi con-
ditionnelle de Y sachant X est la loi uniforme U([0, X ]) où X suit la loi Gamma de
paramètres 2 et λ > 0, de densité de probabilité fX donnée par

fX(x) = λ2x exp(−λx)1Ix"0.

1) Déterminer la densité de probabilité du couple (X, Y ) et la loi marginale de Y .

2) Calculer la densité conditionnelle de X sachant Y .

3) En déduire E[X|Y ] et E[XY ].

Exercice 8. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi de
carré intégrable, d’espérance m et de variance σ2. Soit N une variable aléatoire à valeurs
dans N, de carré intégrable, et indépendante de (Xn). Pour tout n " 1, on pose

Sn =
n∑

k=1

Xk.

1) Montrer que

E[SN |N ] = Nm et E[S2
N |N ] = Nσ2 +N2m2.

2) Exprimer l’espérance et la variance de la variable aléatoire SN en fonction de
l’espérance et de la variance de N .

Exercice 9. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi
N (0, 1) et, pour tout n " 1, soit

Sn =
n∑

k=1

Xk.

Montrer que la loi conditionnelle de X1 sachant Sn est la loi

N
(Sn

n
, 1− 1

n

)
.
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