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1 Somme.

Soit (Xt) une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que, pour tout
t ∈ N, E[Xt] = 0 et E[X2

t ] = σ2. Pour tout t ! 1, on pose

St =
t∑

k=1

Xk.

Montrer que le processus (St) n’est pas stationnaire.

2 Produit.

Soit (Xt) une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que, pour tout
t ∈ N, E[Xt] = 0 et E[X2

t ] = 1. Pour tout t ! 0, on pose

Pt =
t∏

k=0

Xk.

Montrer que (Pt) est un processus stationnaire et calculer sa fonction d’autocovariance.

3 Cosinus.

Soient A et B deux variables aléatoires indépendantes, centrées et de variance 1. Pour
θ ∈ [−π, π] et pour tout t ∈ Z, on pose

Xt = A cos(θt) +B sin(θt).

Montrer que (Xt) est un processus stationnaire et calculer sa fonction d’autocovariance.

4 Processus autorégressif.

On considère le processus autorégressif défini, pour tout t ! 0, par

Xt = θXt−1 + εt

où |θ| < 1 et (εt) est une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi
N (0, σ2) avec σ2 > 0. On suppose que X0 est indépendante de (εt) et de loi N (m, τ 2).

1) Montrer que, pour tout t ! 1, Xt = θtX0 +
∑t

k=1 θ
t−kεk.

2) Déterminer la loi de Xt.

3) Trouver les valeurs de m et τ 2 afin que (Xt) soit strictement stationnaire.

4) Dans ce cas, calculer sa fonction d’autocovariance.
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5 Processus linéaire.

Soit (εt) une suite de variables aléatoires centrées, non corrélées et de variance σ2. Soit
(at) une suite de nombres réels et (Xt) le processus défini, pour tout t ∈ Z, par

Xt =
+∞∑

k=−∞

akεt−k avec
+∞∑

k=−∞

a2k < ∞

Montrer que (Xt) est un processus stationnaire et calculer sa fonction d’autocovariance.

6 Processus moyenne mobile.

Soit (εt) une suite de variables aléatoires indépendantes, centrées et de carré intégrable
avec, pour tout t ∈ Z, E[ε2t ] = σ2. On considère le processus moyenne mobile défini, pour
θ ∈ R et pour tout t ∈ Z, par

Xt = θεt−1 + εt.

1) Montrer que (Xt) est stationnaire et calculer sa fonction d’autocovariance.

2) Le processus (Xt) est-il strictement stationnaire ?

7 Box-Muller.

L’algorithme de Box-Muller permet la génération de variables aléatoires gaussiennes à
partir de variables aléatoires de loi uniforme sur l’intervalle [0, 1]. Soient U et V deux
variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1]. On pose

X =
√
−2 logU cos(2πV ) et Y =

√
−2 logU sin(2πV ).

Montrer que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et de même loi N (0, 1).

8 Processus gaussien.

Soit (Xt, Yt) un processus gaussien stationnaire de moyenne m et de matrice de covariance
Γ données, pour a, b ∈ R et |r| < 1, par

m =

(
a
b

)
et Γ =

(
1 r
r 1

)
.

1) Déterminer la densité de probabilité du couple (Xt, Yt).

2) Trouver la loi conditionnelle de Yt sachant Xt.

3) Quelle est la loi de la variable aléatoire

Vt =
(Xt − a)2 − 2r(Xt − a)(Yt − b) + (Yt − b)2

(1− r2)
.
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