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Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - Pour un modèle ARMAX vectoriel complexe, on étudie,
;ous l’hypothèse de passivité, la consistance forte de l’estimateur des

noindres carrés généralisé pour un schéma récursif AML, en précisant les
vitesses de convergence presque sûre. On travaille également sur les erreurs
ie prédiction liées à un tel modèle.
On donne ensuite, pour un modèle ARMA vectoriel complexe, le com-

Jortement asymptotique presque sûr des trajectoires. On prouve, dans les
:as stable et instable, la consistance forte et dans le cas explosif régulier
:elle de la partie autorégressive, en précisant les vitesses de convergence
presque sure.

ABSTRACT. - For a complex multivariate ARMAX model, we study the
;trong consistency of the extended least squares estimator for a recursive
~ML scheme, on the hypothesis of passivity. We precise the almost sure
’ates of convergence. We also work on the prediction errors related to
.uch a model.

Afterwards, we give the almost sure asymptotic behaviour of the trajec-
:ories of a complex multivariate ARMA model. We prove the strong
consistency on the stable and unstable cases. On the explosive regular
;ase, we prove the strong consistency of the autoregressive part. We give
he almost sure rates of convergence.
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426 B. BERCU

I. MODÈLE ARMAX VECTORIEL

1.1. Introduction

De nombreux travaux ont été réalisés sur les modèles ARMAX, notam-
ment par Caines [ 1 ], Duflo [3], Goodwin, Ramadge et Caines [5], Lai et
Wei [6], [8], [9] et [10] et Solo [12].
Ces auteurs ont souvent travaillé dans un cadre unidimensionnel et ont

peu travaillé sur les erreurs de prédiction. Après avoir rappelé certains
résultats qui découlent de leurs travaux, on donne, sous l’hypothèse de
passivité, des critères de consistance forte de l’estimateur des moindres
carrés généralisé pour un schéma récursif AML et des résultats sur les
erreurs de prédiction qui jouent un rôle fondamental dans tous les

problèmes de poursuite.
Soit (Q, j~, P) un espace de probabilité muni d’une filtration

On considère le modèle ARMAX vectoriel complexe
d’ordre (p, q, r) défini pour tout n ~ 0 par

2022 A, B et C sont des polynômes matriciels complexes avec pour z ~ C

et A~, ..., Ap, CI, ... ,Cr sont des matrices carrées complexes d’ordre
dl, Bi, ..., Bq sont des matrices rectangulaires complexes d’ordre dl x d2
et Idl est la matrice identité d’ordre dl.
~ Le bruit ~ _ (En) est une suite de vecteurs aléatoires de dimension dl

adaptée à F avec et E(En+1 où r est une

matrice de covariance d’ordre di déterministe.
~ Le contrôle U = (Un) est une suite de vecteurs aléatoires de dimension

d2 adaptée à F.
~ L’état initial ..., Yo, Ul-q, ..., Uo, ..., Eo) est ~o

mesurable.

~ R est l’opérateur retard sur les suites vectorielles.

NOTATION. - Pour deux vecteurs complexes a et b de même dimension,
on utilise *a = t a, et ~~a~~2=~a, a ) .

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



427MODÈLE ARMAX

Pour une matrice symétrique A, (A) et (A) sont sa plus grande
et sa plus petite valeurs propres. Pour un entier naturel d, Id est la matrice
identité d’ordre d. 1 est la matrice identité d’ordre dl (p + r) + d2 q.

Soit *o = (A1, ..., Ap, B1, ..., B~, Cl, ..., Cr). On cherche à estimer S
constitué par (p + r) matrices carrées d’ordre dl et q matrices rectangulaires
d’ordre dl x d2.
Pour tout n ? 0, soit t’Pn = où

fyp = (tyn’ ... , tY~ _ P + 1)’
~ U~ _ ..., 

i )
On montre facilement que la relation ARMAX ci-dessus, peut s’écrire,

pour tout n - >_ o, Yn + 1= ., *o~’~ + En + 1. ,.

Pour tout n >_ o, soit En un estimateur de En, de ’Pn et Sn de 8 et soit
Nn - *~~’n - *en ~n l’erreur de prédiction à l’instant n. On utilise

Soit qn et Sn les traces des matrices Q~ et Sn. On utilise également

MÉTHODE AML. - On travaille sur un schéma récursif PO si l’on

utilise pour estimer ~n, l’erreur a posteriori

On appelle méthode récursive AML, abréviation anglosaxonne de

Approximate Maximum Likelihood, l’étude de l’estimateur des moindres
carrés généralisé pour le schéma PO, défini pour tout h ? 0 par

I.2. Consistance

THÉORÈME I. - On suppose que dans le modèle ARMAX, le bruit E a un
moment d’ordre > 2 fini. On suppose que le polynôme matriciel C est passif.

n

Soit Fn = ~ , On a toujours p. s.
k=1 1

Vol. 27, n° 3-1991.



428 B. BERCU

THÉORÈME 2. - On se place dans le cadre du théorème 1 mais on suppose
seulement que le bruit E a un moment d’ordre 2 fini. Soit f une fonction
réelle, strictement positive et croissante avec

pour un a > ~. Alors, + le théorème 1 reste valable en

remplaçant partout O (F~) par o ( f (Fn)), sauf dans la première relation.

Remarque. - On peut prendre par exemple, pour ou

f (x) = x (log x) 1 +°‘.

Remarque. - Soit pour n > 1, K,~ = inf ~ n, log sn ~ . Comme Fn = 4 (Kn),
les théorèmes ci-dessus restent valables en remplaçant partout Fn par Kn.

COMMENTAIRE. - Les deux premières relations ont été prouvées par Lai
et Wei, dans un cadre unidimensionnel [8] puis dans un cadre multidimen-
sionnel [9] avec une vitesse de convergence en log sn. Les trois suivantes en
découlent. La dernière donne un résultat utile sur les erreurs de prédiction.

COROLLAIRE l. - On se place dans le cadre du théorème 1.

(a) L’estimateur des moindres carrés généralisé est fortement consistant
sur Il U I2 où

. _ ._ _ ,

et, sur Il U 12, on a

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



429MODÈLE ARMAX

(b) De SZ On a Àmax ~‘~n~ ~ + 00 et 10~ (Àmax ~~n~l - ~ (Àmin (Qn)) p. S.
alors l’estimateur des moindres carrés généralisé est fortement consistant sur

J U J2 où

et, sur J 1 U J~, on a

COROLLAIRE 2. - On se place dans le cadre du théorème 2.
Les résultats du corollaire 1 restent valables en remplaçant K~ par f (Kn)

et L,~ par f (Ln).

COROLLAIRE 3. - On se place dans le cadre du théorème 1 avec

COROLLAIRE 4. - On se place dans le cadre du théorème 2.
Les résultats du corollaire 3 restent valables en remplaçant log (sn) par

f (log (sn)) et log (qn) par f (log (qn)) et tous les o par des O.

Remarque. - On utilise pour prouver ces corollaires, les propriétés de
transfert suivantes

~ Par le théorème 1, on a toujours (Qn) = O (Sn)) p. s.
~ De plus, si l’on suppose que (Qn) -~ + oo p. s. alors les suites

(Sn))~ (Qn)) et les suites (sn), (qn) sont équivalentes.
~ Si (Qn) ~ et lo g (Qn)) o (Qn)) p- s- alors les suites

(Amin (SJ). (~min (Qn)) sont du même ordre.

Remarque. - On peut montrer, ce qui nous sera utile dans le cadre

ARMA, que si 03BBmax (Qn) ~ + oo et log (Àmax (Qn)) = o (03BBmin (Qn)) p. s. alors
il existe deux constantes a et b strictement positives telles que, pour n
assez grand

Vol. 27, n° 3-1991.



430 B. BERCU

II. IDENTIFICATION DES MODÈLES ARMA

II. 1. Introduction

On reprend, pour les modèles ARMA, les résultats obtenus par Duflo,
Senoussi et Touati [4] et Lai et Wei [7], sur les modèles autorégressifs. On
précise comment l’on passe facilement du cadre AR au cadre ARMA. On
étudie, en supposant que la matrice de covariance du bruit associé au
modèle est inversible, le comportement asymptotique presque sûr des

trajectoires. On prouve, dans les cas stable et instable, la consistance forte
et dans le cas explosif régulier, celle de la partie autorégressive, en précisant
les vitesses de convergence presque sûre.

On se place dans le cadre ARMA avec q = o. On considère le modèle
ARMA vectoriel complexe d’ordre (p, r) et de dimension d, défini pour

tout n ~ 0 par

~ A et L sont ces polynômes matriciels complexes avec pour 

et Al, ..., Ap, CI, ..., Cr sont des matrices carrées complexes d’ordre
d. On suppose que l’on a une représentation ARMA irréductible, les

polynômes A et C sont premiers entre eux à gauche.
~ On suppose dans toute notre étude Ap inversible.
~ Le bruit E = (E) est une suite de vecteurs aléatoires de dimension d,

adaptée à F, avec E (~n + 1 ~ ~ n) = o et E (~n + 1 * En+ 11 où r est une
matrice de covariance d’ordre d inversible. De plus, on suppose que E est
soit un bruit blanc, soit un bruit admettant un moment d’ordre > 2 fini.

Soit PA le polynôme défini pour z~C par PA (z) = det (A (z)). Soit a et
~c le plus petit et le plus grand des modules des racines du polynôme PA.
e Le modèle est stable si a > 1.

e Le modèle est instable si oc = 1.

~ Le modèle est explosif si ~c  1.

~ Le modèle est régulier s’il n’existe aucun z E C avec z ~  1 tel que
A (z) ait un noyau de dimension > 2.

Remarque. - Comme le montrent Duflo, Senoussi et Touati [4] dans le
cadre AR vectoriel, l’hypothèse de régularité est inévitable si l’on cherche
à obtenir des résultats de consistance forte dans le cas explosif. Elle est

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



431MODÈLE ARMAX

donc, a fortiori, inévitable dans le cadre ARMA vectoriel explosif mais
elle est toujours réalisée dans le cadre ARMA scalaire explosif.

II. 2. Passage ARMA-AR

Soit B la matrice compagne du polynôme matriciel A. B est une matrice
carrée complexe d’ ordre s où s = dp avec

Soit J la matrice rectangulaire de dimension s x d dont le bloc supérieur
est la matrice Id et dont les autres termes sont nuls. Pour tout 1  i _ Y,
soit rci la matrice carrée complexe d’ordre s dont la première colonne
correspond à JCi et dont les autres colonnes sont nulles.
En posant, pour tout n >_ o, avec ... , tYn - p + 1) et

En, on se ramène à l’étude du modèle ARMA vectoriel complexe
d’ordre (1, r) et de dimension s, défini pour n > 0 par

Soit Z = le processus défini pour n >_ û par
..~ ~ ç ..

On montre facilement la relation + si l’on a choisi

et pour tout 1  i __ {r -1 ), Di = B -1 + D~ + 1 ) ~

Remarque. - Comme Ap est inversible, B est inversible car les valeurs
propres de B sont les racines de l’équation

_ ... _ ..~_, ___. ~

et les valeurs propres non nulles de B sont les inverses des racines du

polynôme PA.
n

NOTATION. - Pour n >_ 03 on utilise R,~ _ ~ Xk * et r n = trace (Rn).
k=o

Vol. 27, n° 3-1991.
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II. 3. Comportement des trajectoires

THÉORÈME 3. - Soit v le maximum des ordres des racines de PA de
module oc. On a p. s.

~ Cas stable :

~ Cas instable :

De plus, si le bruit E admet un moment d’ordre ~ 2 fini, on a
; .e. m r~ -. f .r T ~

~ Cas explosif :

converge vers une v. a. strictement positive et l’on a
1

COMMENTAIRE. - Comme est un processus AR commandable, le
comportement asymptotique presque sûr de ces trajectoires est entièrement
décrit par Duflo, Senoussi et Touati [4] ou Lai et Wei [7]. On peut
en déduire facilement les résultats annoncés pour le comportement des

trajectoires du processus ARMA X = (Xn).

II.4. Consistance

Soit *8=(A,C) avec A=(A1, ... , Ap) et C = (Cl, ... , Cr) et soit ên
l’estimateur des moindres carrés généralisé de 8. *8n = (Ân, Cn) où Â~ estime
la partie AR A et Cn estime la partie MA C. On travaille, comme dans le
cadre ARMAX, avec l’erreur a posteriori.
NOTATION. - Pour tout on utilise

n

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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THÉORÈME 4. - On suppose que le polynôme matriciel C est passi.f’ et

que le bruit E admet un moment d’ordre ~ 2 fini.
~ Cas stable et instable :

n est un estimateur fortement consistant de 6 et

De plus, on a lim *03A6nS-1n 03A6n = 0 p.s.

~ Cas explosif régulier :
,.

An est un consistant de A et 

COMMENTAIRE. - Le cas stable a déjà été traité par de nombreux

auteurs, alors que les cas instable et explosif ont été peu explorés. Dans
les cas stable et instable, on trouve les mêmes résultats de consistance
forte que dans le cadre autorégressif étudié dans [4] et [7]. Par contre,
dans le cas explosif régulier, on trouve un 9 à la place d’un o.

Remarque. - Si l’on suppose seulement que le bruit E a un moment

d’ordre 2 fini, comme dans le théorème 2, on a dans les cas stable et

instable

et dans le cas explosif régulier

COROLLAIRE 5. - On se place dans le cadre du théorème 4. On utilise,
pour estimer I~’, les estimateurs

_ n

Alors, dans les cas stable et instable, hn et i’n sont des estimateurs

fortement consistants de h.

Remarque. 2014 Soit, pour tout n >_ o, 03B2n = *03B803A8n - *®n 03A6n l’erreur de prédic-
tion à l’instant n et ~’n = S~ 1 on a

~ i n

Vol. 27, n° 3-1991.



434 B. BERCU

III. LES DÉMONSTRATIONS ARMAX

III.1. Propriétés AML

Nous donnons une série de résultats, connus ou non, qui nous seront
utiles par la suite.

UTILITAIRE 1. - Pour tout Yl > (), gn = ~~n sn 11 ~n et
n 

~ ~ ~ 

soit Fn = ~ fk.
k=1 i

w , ~ - 1 i ~~~~-~

PASSIVITÉ. - Soit A un polynôme matriciel complexe défini pour z~C
par où Ao, A l, ... , An sont des matrices
carrées complexes d’ordre d.

~ A est causal si det A (z) ~ 0 pour tout z I -_ 1.
2022 A est positif si, pour tout z~C avec A (z) + *A (z) > 0.

~ A est passif si A est causal et B = A -1- 1 2 Id) est positif.
UTILITAIRE 2. - Soit A un polynôme matriciel complexe de dimension d.

On suppose que A est passif. Soit u = (un) une suite de vecteurs complexes
de C~ et et w = (wn) les suites définies pour tout n >_ 1 par

un=A(R)vn et 
(a) Il existe quatre constantes positives al, al (u), b~ et bi (u) avec

et

Annales rle l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



435MODÈLE ARMAX

(b) Soit c = (cn) une suite réelle, strictement positive et croissante. On a
~ n ... . n

et

COMMENTAIRE. - L’Utilitaire 2 est prouvé, grâce à des outils d’Analyse
de Fourier par Duflo [3]. Il clarifie les notions qui découlent, dans notre
cadre, du lemme de Positivité. Voir Caines [1], Goodwin, Ramadge et
Caines [5] et Solo [12].

III.2. Consistance

Soit et oc,~ _ - Par les Utilitaires 1 et 2, on
montre l’égalité classique similaire à celle de Caines [ 1 ], Goodwin,
Ramadge et Caine [5] et Lai et Wei [9]

où l’on a posé

et

Soit vn la trace de la matrice Par commutativité de la trace, on tire

alors

En sommant l’égalité ci-dessus, on montre facilement que l’on a

VoL 27, n° 3-1991.



436 B. BERCU

n

k=1

est une martingale de processus croissant ( M ~ _ (~ ~ 

n 

avec, pour tout n >_ 2, (M >n~ 03BBmax (r) dn où ©n = 03A3~03B3k~2. Par suite,
k=2

grâce à la loi forte des grands nombres, il existe une suite réelle convergente
11 = qui tend vers 0 si ( M )~ = oo et qui vérifie l’inégalité

Soit hn = Ën - ~ an. Par ce qui précède, on montre facilement que
2

Mais par l’Utilitaire 2, il existe une constante 1 strictement positive et
une v. a positive finie L avec

H . N

donc

Finalement, on a où K est une v. a. positive finie et
n

/~ (/n) et E = sont deux suites adaptées à F. Si E admet un moment
n

d’ordre >2 fini, on a où F~= ~ /~. Voir Chow [2] ou Lai
~=1

et Wei [6]. Par suite, on a

Un a

n

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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De même

Or

domine

n

on obtient 03A3 ~*03B803A8k- *ek+ 1 03A6k~2 = O(Fn).
k=1 

~ 

_ _ . ___ _

Soit ~in = *8~n - *8n c~n l’erreur de prédiction à l’instant n. On tire, grâce
à l’Utilitaire 1, l’égalité ( 1-, f ’n) ~in - £n + ~ +.f’n En + 1. Donc par suite, on a

En reprenant la démonstration ci-dessus, on montre également que

donc

n

et finalement 03A3(1-fk)~03B2k ~2=O(Fn).
k=1

On a donc achevé la démonstration du théorème 1. La démonstration

du théorème 2 est similaire à celle du théorème 1, en utilisant le lemme

de Kronecker et l’Utilitaire 2.

Vol. 27, n° 3-1991.
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IV. LES DÉMONSTRATIONS ARMA

IV . l. Commandabilité

Soit M la matrice carrée complexe d’ordre e avec e = d (p + r),

où C est la matrice rectangulaire complexe d’ordre s x dr dont les colonnes
sont constituées par JCi, JC2, ..., JCr et E est la matrice carrée réelle
d’ordre dr x dr dont les d premières lignes et les d dernières colonnes sont
nulles et dont le bloc inférieur gauche correspond à la matrice identité
d’ordre d(r - 1). Si, pour tout 0, ..., 0), on a

03A8 = (03A8n) est donc un processus autoregressl1 de dimension e. Un suppose
que r est inversible et que l’on a une représentation ARMA irréductible.
Alors, grâce au théorème de transfert d’excitation, voir Duflo [3] ou Lai
et Wei [9], il existe une constante p strictement positive, telle que

1

Par suite, ’P = {~n) est un modèle autorégressif commandable. Soit T la
matrice rectangulaire complexe, D 1 J ... Dr J). On tire que Z = (Zn)
est également un modèle autorégressif commandable, car on a 

IV. 2. Comportement des trajectoires

En reprenant les résultats obtenus par Duflo, Senoussi et Touati [4] et
par Lai et Wei [7], sur le processus on obtient facilement la

démonstration du théorème 3.

En effet, grâce à la relation liant Z = (Zn) et X = (Xn) et grâce à l’inégalité
de Cauchy-Schwarz, les résultats sur les normes et les traces associées à
ces processus sont les mêmes. La seule difficulté consiste à montrer que
dans les cas stable et instable

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Le cas stable est simple. Pour n assez grand, si *X,,R,, ’ X,, on a
- - ... ~ /Y~ B~1 

Or donc ~~(~(R.))-~)X~. Par suite

lim 

n 
n-+oo

On étudie maintenant le cas instable. modèle autogréssif

mmandable. Soit gn=*03A8nQ-1n03A8n. Par les travaux déjà effectues 
dans

cadre autorégressif, voir [4] et [7], on a
r ~- 2014~ ~ ~

On a

rec

De plus, on a

lvec

c

et

On a 03B1n ~ 2 gn + 2 03B2n et comme gn et convergent

Soit E = L - *K R’’ K,. Comme la matrice Qn 
est

également car on a Par suite, on peut choisir

pour inverser Q,, voir Rao [11], la 
matrice

 . ~-~ T-’ ~~ 2014 t B 

Vol. 27, n° 3-1991.
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Mais En est définie positive et

donc, comme lim on a iim p. s.
n-’+oo 

On a donc achevé la démonstration du théorème 3. On prouve mainte-

nant le théorème 4.

IV. 3. Consistance

IV. 3 .1. Cas stable et instable

’P = (’P n) est un modèle autorégressif commandable. Par suite, grâce au
théorème 3, on peut trouver p > 0 tel que

Mais n = U (03BBmin (Qn)), donc log (03BBmax (Qn))=o (03BBmi (Qn)) 1W s. Donc, par
le corollaire 1, on a

donc

De plus, comme log o ~~,~)) p. s., on peut trouver deux
constantes a et b strictement positives telles que, pour n assez grand

donc

Soit 0394n = 03A8n - 03A6n. On a *03A6n Q-1n 03A6n  2 (gn + Q-1n 1 Mais
. , ~ _, . _ - ._ ,. " . "..

donc ~On ~n 1 ~n ~ ~Qn~~ 1 I ~ ~n I I L .
or, on a

H

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



441MODÈLE ARMAX

Par suite, on a lim *an Q~ i ~n = 0 p. s. et comme lim gn = o, on a

lim Q; 1 ~n = 0 p. s. Finalement lim fn = 0 p. s.
n-+oo 

IV . 3.2. Cas explosf régulier

Soit Tn=B-nXn et 
On a les mêmes résultats que Duflo, Senoussi et Touati [4] dans le cadre

auto régressif, à savoir que Tn converge presque sûrement vers une variable
aléatoire finie T dont la loi ne charge aucun hyperplan et que Gn converge
presque sûrement vers une matrice aléatoire G, inversible sous l’hypothèse
de régularité.

Soit D~ = diag (Bn, v (n)) avec = 0 (v (n)).
On a

avec

Par suite, on a -1 S n-1 -1=(Gn *U
n Un n où l’on a posé

ie

Mais, par le théorème 1, on a ~ ~’ ~k - Êk ~~2 = ~ (n) et comme

j~-o
Il I ~ , .-~ ~ ~ .

Par suite, comme = o (v (n)), les matrices aléatoires Un et v~ conver-
gent presque sûrement vers 0, donc la matrice *Dn 1, converge
presque sûrement vers la matrice

Vol. 27, n° 3-1991.



442 B. BERCU

Par l’Utilitaire 1, on a Donc, si l’on pose
on a, pour n > 1,

~ _ , __ _ ~ , ~ , x n-~ i ."~ ,  X ’-

avec

Par suite, on a D; 1 *Dn 1 ~‘~n JU, et l on tire

A 

car

et car

et
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