LES TRAVAUX DE M. BHARGAVA
par

Karim Belabas & Christophe Delaunay

Manjul Bhargava a recu la médaille Fields au congrés international de
Séoul «pour avoir développé de nouvelles méthodes en géométrie des
nombres, qu’il a appliquées au comptage des anneaux de petit rang et
pour borner le rang moyen de courbes elliptiques». Cet article est un
survol d'une partie de ses travaux.

1. Lois de composition et comptages de discriminants

Commencons par rappeler une construction remontant aux Disquisi-
tiones. Etant donnée une forme quadratique binaire f(x,y) = az?® +
bry + cy? a coefficients entiers, Gauss s’intéresse aux entiers représen-
tables par cette forme, c’est-a-dire {f(v): v € Z?}. Le célébre exemple
des entiers sommes de deux carrés correspond a f(z,y) = 2% + y*; il
est résolu par Fermat puis Euler en se ramenant au cas des premiers re-
présentables (2 et les premiers p = 1 (mod 4)), a l'aide d’une propriété
de multiplicativité (un produit de sommes de 2 carrés est somme de 2
carrés). Gauss remarque que, si v € GLy(Z) est une matrice entiére de
déterminant £1, alors v — v est une bijection de Z? et la forme (v - f)
définie par
(- ) i= F(v7)

représente les mémes entiers que f. Le discriminant D(f) = b* — 4ac
de f est commun a tous les éléments de GLy(Z) - f et il est tout aussi
remarquable que, si 'on fixe un discriminant, il n’existe qu'un nombre
fini d’orbites; par exemple, pour D = —4, il n’y a qu’une seule orbite,
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celle de 2% + y2. A discriminant fixé, il n’y a donc qu'un nombre fini de
problémes de classification d’entiers représentables, un par orbite sous
GLy(Z).

Pour aller plus loin, il faut généraliser la multiplicativité des sommes de
deux carrés. Gauss parvient a décrire toutes les identités de la forme

(alx% + by + clyf)(agxg + boxoys + Cng) = (a3x§ + b3x3ys + cgyg),

ot les trois formes quadratiques ont méme discriminant et (x3,ys) sont
deux fonctions bilinéaires a coefficients entiers de (x1,y1) et (x2,y2). Par
exemple (27 + dy?) (22 + dy3) = (23 + dy3), avec

(w3,y3) == (2122 + dy1y2, T1Y2 — Y122),

pour le discriminant —4d. Mais un nouveau phénoméne apparait
contrairement a l’exemple ci-dessus, l'identité obtenue mélange en
général des formes de différentes orbites!

La théorie est plus riche en se limitant aux formes pm’mitives, telles que
pged(a, b, ¢) = 1, et en considérant plutdt les orbites pour le sous-groupe
SLy(Z) des matrices de déterminant 1. Voici le résultat :

Théoréme 1 (composition de Gauss). — Soit D = 0,1 (mod 4).
L’ensemble des SLo(Z)-orbites de formes quadratiques binaires primitives
de discriminant D posséde une structure naturelle de groupe abélien
fini.

L’exemple qui précede le théoréme conduit ainsi a décréter que la classe
de 2% + dy? est I’élément neutre du groupe obtenu pour D = —4d.

La loi de groupe est explicite, donnée par des formules algébriques, mais
reste obscure sous cette forme. Elle ne fut éclaircie qu’aprés réinterpré-
tation par Dedekind, et en particulier 'introduction de la théorie des
idéaux. En termes modernes, ce groupe est le groupe des classes (orien-
tées) de 'anneau quadratique Q(D) de discriminant D. Pour simpliﬁer,

1. Cette propriété est invariante sous action de GLy(Z).

2. En trahissant 'esprit de Bhargava, qui porte une grande attention aux cas dégé-
nérés et évite justement ce type de réductions & un cadre générique ; ici en introduisant
la notion d’orientation (ou, de fagon équivalente, de classes au sens restreint), au prix
de complications techniques. Pour les formes définies, la simplification est vénielle : le
groupe des classes orientées est un produit de deux copies du sous-groupe d’indice 2
que nous considérons. Pour le cas général, voir [BhaO4al.
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restreignons nous au sous-ensemble formé des formes définies positives,
de discriminant D < 0. Dans ce cas

Q(D) := Z[z]/(2* — Dz + (D* — D)/4) ~ Z|(D + VD) /2],

et soit K = Q(v/D) son corps des fractions. La multiplication de K
induit sur ’ensemble des sous-@Q-modules I de rang 1 de K (idéaux frac-
tionnaires) une multiplication naturelle, de neutre @ ; s’il existe I’ tel
que II' = @, I est dit inversible. Les isomorphismes de Q-modules par-
titionnent naturellement cet ensemble en classes (d’idéaux) : [; ~ I 8’il
existe Kk € K* tel que I} = kl>.

Théoréeme 2 (composition de Gauss, version 2)

Il y a une bijection canonique entre les Slo(Z)-orbites de formes qua-
dratiques binaires définies positives et [’ensemble des classes d’isomor-
phismes de paires (Q, I), ot Q est un anneau quadratique de discriminant
< 0 et I est une classe d’idéauz de ().

Les formes primitives de discriminant D sont associées aux idéaux in-
versibles de Q(D) et forment un groupe abélien.

La bijection est explicite : si [ = a1Z + asZ, ou la Z-base est orientée[®)]
telle que, dans le produit alterné A2Q ~ Z,

o Aae =A1AVD), AeQF;
alors la classe de I a pour image la classe de la partie primitive de
N olonz + agy),

ot on définit Ny /g(a + bW/ D) := a®> — Db? pour a,b € Q. Mieux, chaque
classe de forme quadratiques az? + bxy + cy? contient une unique forme
telle que |b] < a < c et b > 0 si I'une des inégalités est une égalité.
On peut donc choisir dans chaque classe de formes (ou d’idéaux) un
représentant canonique, et manipuler ou compter des classes d’idéaux en
calculant au moyen de formes quadratiques, vues comme points entiers
dans ce domaine fondamental F C R?. De plus, si on fixe K = Q(v/D) et
que ’on choisit un anneau quadratique () C K maximal pour la relation

3. Sans ce choix d’orientation, la base serait définie modulo GL3(Z) et non plus
SL2(Z), induisant une correspondance avec les classes de formes quadratiques binaires
modulo GL2(Z). Si (a1, a2) est une Z-base arbitraire de I, alors (g, a2) ou (az,a1)
est correctement orientée.



4 KARIM BELABAS & CHRISTOPHE DELAUNAY

d’inclusion, par exemple si D est sans facteurs carrés, il se produit un
petit miracle : tous les idéaux de @) sont inversibles (toutes les formes
quadratiques de discriminant D sont primitives).

Les premiers travaux de Bhargava, dans sa thése, sont consacrés a la
généralisation de cette construction de Gauss. Plus précisément, on a
vu apparaitre un groupe arithmétique G = SLs, une représentation V'
définie sur Z (1’ensemble des formes quadratiques), tels que I’ensemble des
orbites entiéres G(Z) \ V(Z) paramétre les classes d’idéaux des anneaux
quadratiques. Bhargava a plus généralement cherché a paramétrer les
anneaux de rang n (anneaux commutatifs, libres de rang n comme Z-
modules) et leurs idéaux.

Ces anneaux trés simples forment un cadre naturel pour la définition
usuelle du discriminant : si A est un anneau de rang n et a € A, on définit
la trace de «, Tr(a)), comme étant la trace de la multiplication par « :
mq : A — Aj; on note disc(A) le déterminant det(Tr(a;a;)), pour une Z-
base (a1, ..., a,) arbitraire de A. Les anneaux de discriminant 0 sont dits
dégénérés. Dans le cas quadratique, on retrouve bien disc(Q(D)) = D, et
Zlx]/(x?) est I'unique anneau dégénéré, a isomorphisme prés.

Parmi ces anneaux, la théorie algébrique des nombres privilégie les an-
neaux de Dedekind (intégres, maximaux pour la relation d’inclusion dans
leur corps des fractions), qui sont les bons analogues des entiers naturels
dans leur corps des fractions; en particulier le miracle vu plus haut se re-
produit : tous les idéaux fractionnaires sont inversibles et forment donc un
groupe. En fait, pour toute extension finie de corps K/Q, dimg K = n,
il existe un unique anneau de Dedekind Zyx C K : le sous-anneau de
nombre de rang n de K maximal pour l'inclusion, donc, et on notera
disc K := disc Zg. De plus les classes d’'idéaux fractionnaires (sous-Zg-
modules de K de rang 1 modulo isomorphisme de Zg-modules) forment
encore un groupe abélien fini, le groupe des classes de K, noté Cl(K).

Mais la classe des anneaux de petit rang contient tout aussi bien des an-
neaux comme Z[x]/(z?) ou Zlx,y]/(x?, zy,y*) (respectivement de rangs
2 et 3, tous deux dégénérés), ou Z[x]/(2? + ) (non intégre), ou Z[v/5]
(non maximal dans son corps de fractions Q(v/5), puisqu'il est inclus

4. La condition nécessaire et suffisante est «p? { D pour p premier impair et D #
0,4 (mod 16)».
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dans Z[(1 + +/5)/2]). Il n’est pas nécessaire de se restreindre aux an-
neaux de Dedekind : les idéaux fractionnaires inversibles des anneaux
non dégénérés ont de bonnes propriétés.

Ou chercher d’autres couples (G, V') paramétrant ainsi des anneaux de
petit rang ? Si possible tels que I'action de G(Z) admette un invariant po-
lynomial D, analogue au discriminant des formes quadratiques binaires ?
Un cadre naturel est celui des espaces vectoriels préhomogenes, tels que
I'action de G(C) sur V(C) admette une orbite Zariski-dense, c’est-a-dire
dont le complémentaire S est un ensemble algébrique (par exemple une
hypersurface D = 0). Heuristiquement, le lien est clair : aprés changement
de base a C, il ne doit plus rester qu'une orbite non dégénérée, puisqu’il
n’existe qu’'un seul anneau A de rang n non dégénéré et un seul A-module
I inversible de rang 1 (A = I = C"); donc un seul objet a paramétrer.
Ces espaces, introduits par Sato dans les années 70 avec de toutes autres
motivations, ont été classifiés par Sato et Kimura [SK77| modulo des
transformations naturelles : il y en a essentiellement 36 types différents.
Wright et Yukie [WY92| les avaient déja étudiés sur un corps k dans
le but explicite d’obtenir des paramétrisations et avaient montré que les
G(k)-orbites non dégénérées de (V' — S)(k) paramétraient souvent des
extensions de corps K/k; et donc pourraient permettre de compter ces
extensions (avec la restriction importante [K : k] < 5, imposée par la
classification de Sato-Kimura). Bhargava a été le premier a s’intéresser
systématiquement a leurs orbites entiéres, et a I’ensemble des objets, «dé-
générés» ou non, qu’elles parameétrent. Ce qui lui permettra en particulier
de réaliser le programme de compter les extensions K/Q, [K : Q] < 5,
en s’inspirant du résultat connu pour les anneaux cubiques :

Théoréme 3 (Levi |[Levl4|, Gan-Gross-Savin [GGS02])
Il y a une bijection entre les ensembles suivants :
— les classes d’isomorphismes d’anneaux cubiques,
— les formes cubiques binaires entiéres modulo laction de Glo(Z).

Les analogues quartiques et quintiques sont donnés par les théorémes
suivants :

Théoréeme 4 (Bhargava [BhaO4c|). — Il y a une bijection entre les
ensembles suivants :
— les paires de formes quadratiques entiéres en 3 variables modulo

Uaction de GLy(Z) x GL3(Z) ;
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— les classes d’isomorphismes de couples (Q), R), ot Q) est un anneau
quartique et R une résolvante cubiquel® de Q.

Théoréme 5 (Bhargava [BhalO|). — Il y a une bijection entre les en-
sembles suivants :
— les quadruplets de 2-formes alternées enticres de rang 5 (Z* ®
A2ZP), entieres modulo laction de GLy(Z) x SL5(Z) ;
— les classes d’isomorphismes de couples , R), ou Q est un anneau
quintique et R une résolvante sextiquel®) de Q.

Ce sont les paramétrisations de ce type qui ont les conséquences les plus
spectaculaires, mais Bhargava en obtient bien d’autres, pour quasiment
tous les types de Sato-Kimura. Certaines admettent de nouvelles lois de
composition comme la «loi du cube» : si on étiquette les 8 sommets d'un
cube A par des entiers

on peut le partitioner en deux matrices 2 x 2 de trois facons différentes :
M, = (ﬁg), Ny = (;ﬁ), ou My =(¢g), No = (?ﬁ), ou encore M3 =
(5%), N3 = (57); pour chacun de ces découpages, on construit une
forme quadratique entiére Q;(x,y) = — det(M;x + N;y).

5. Une résolvante cubique de () est un anneau cubique R muni d’une certaine
application naturelle @ — R; tous les anneaux quartiques admettent une résolvante
cubique, les anneaux quartiques maximaux n’en admettent qu’une : dans ce cas on
peut oublier la résolvante R.

6. Un anneau R de rang 6 muni d’une certaine application naturelle Q — A2R; de
nouveau, tous les anneaux quintiques admettent une telle résolvante et les anneaux
maximaux n’en admettent qu’une.
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Théoréme 6 (Bhargava [BhaO4al). — Si un cube A produit trois
formes quadratiques primitives alors elles ont méme discriminant et leur
produit pour la composition de Gauss est le neutre. Réciproquement, si
le produit de trois formes quadratiques primitives est le neutre, il existe
un cube A permettant de les obtenir par la recette ci-dessus.

Ce résultat est associé a la représentation standard V(Z) = Z* @ 7Z* ®
Z? de G(Z) = SLy(Z) x SLy(Z) x SLy(Z) et s’interpréte lui aussi en
termes de groupes de classes d’idéaux (inversibles) d’anneaux quadra-
tiques. D’autres lois de composition sont associées aux pavés 2 X 2 X 3 et
aux groupes de classes d’anneaux cubiques [Bha04b]. On pourra trouver
dans [Bel05] un survol plus détaillé de ces paramétrisations.

Outre l'intérét algébrique intrinséque de ces paramétrisations et lois de
composition issues de représentations préhomogénes (G, V), on peut
maintenant obtenir des résultats de comptage asymptotique des orbites
non dégénérées de discriminant borné. On rentre dans un cadre clas-
sique en géométrie des nombres : le décompte de points entiers dans
des domaines décrits par des inégalités polynomiales. L’analogue des
conditions géométriques [b| < a < ¢ du domaine fondamental F de
Gauss et des conditions de signe (formes définies positives) devient
une étude des composantes connexes d'un domaine fondamental pour
G(Z)\ (V - S)(R).

— Pour peu que les domaines fondamentaux obtenus soient suffisam-
ment réguliers, et de volume euclidien fini, leur nombre de points
entiers est bien approché par leur volume, avec un terme d’erreur
dépendant de la régularité du bord. On sait déja que leur bord
n’est pas trop sauvage : ces ensembles sont définis par des in-
égalités polynomiales; par contre, il ne faudrait pas qu’il y ait des
«pointes» ou «tentacules» qui bien que de volume négligeable (en-
sembles de codimension > 0) contiendraient beaucoup de points
entiers.

— Les conditions arithmétiques de primitivité, ou de restriction aux
idéaux inversibles, deviennent des conditions de congruence. Ce
qui devrait se traduire par 'apparition d’un produit eulérien de
densités locales devant le terme volume. Typiquement, compter
des n-uplets primitifs dans Z" devrait se traduire par ’apparition
d’un facteur [T (1—p™") = . Pour peu que 'on maitrise 1'effet

Q)
de ces conditions arithmétiques sur les termes d’erreur !
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— Si on désire compter les corps de nombres K ordonnés par discrimi-
nant, il suffit de compter leurs anneaux d’entiers Zjy, c’est-a-dire
des anneaux intégres et maximaux. La condition de maximalité
est locale, analogue aux congruences du point précédent.

— Il faut espérer que les points entiers qui ne nous intéressent pas
mais ne sont pas exclus par des conditions de congruence, par
exemple associés a des anneaux non-intégres, soient en nombre
négligeable dans ces domaines.

Un théoréme de Minkowski énonce qu’a isomorphisme prés le nombre
de corps de nombres N, (X) de degré n et de discriminant borné par
X est fini. Une conjecture du folklore prédit que, pour tout n > 1, il
existe ¢, > 0 tel que N,,(X) ~ ¢, X, pour X — oco. (Des conjectures plus
précises ont été proposées, remplacant Q par une base plus générale, et
fixant la cloture galoisienne ou des conditions locales.)

Le cas n = 2 est immédiat. Le cas n = 3, dii a Davenport et Heil-
bronn [DHT1], est nettement plus ardu et nécessite déja une paramétri-
sation des anneaux cubiques maximaux (mal comprise & I’époque) et une
étude fine d'un domaine fondamental non compact dans R*.

X
Théoréeme 7. — On a N3(X) ~ ——, pour X — 0.

3¢(3)
(En collaboration avec Shankar et Tsimermann, Bhargava a précisé ce ré-
sultat dans [BST13| en donnant un second terme principal, démontrant
une conjecture de Roberts.)
Entre 2004 et 2009, Bhargava a démontré cette conjecture pour les cas
n =4 et n = 5, les derniers qu’on pouvait espérer traiter par ces para-
métrisations préhomogeénes (d’aprés la classification de Sato-Kimura).

Théoréme 8 (|[Bha05, Bhal0|). — Pour n = 4 oun = 5, on a
N, (X) ~ ¢, X pour des constantes c4 et c5 explicites.

Ces résultats sont des tours de forces techniques : les domaines fonda-
mentaux a étudier vivent respectivement dans R'? et R*’, et ont une
géométrie compliquée, incluant de nombreuses «pointes» qu’il faut com-
prendre une a une : on ne peux pas estimer le nombre de leurs points
entiers par leur volume. Il se passe plusieurs miracles a ce niveau : la ma-
jorité des pointes contient o(X') points entiers; & une exception prés, les
autres correspondent a des anneaux non intégres. L’exception se produit
pour n = 4, ol une pointe contient de l'ordre de X anneaux intégres
dont le corps de fractions est de groupe de Galois Dy, le groupe dihédral
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d’ordre 8, plus o(X) autres points. Un résultat de Cohen, Diaz y Diaz et
Olivier, obtenu par théorie du corps de classes, permet de compter indé-
pendamment ces corps, et donc de ne pas tenir compte de cette derniére
pointe !

2. Points rationnels sur les courbes (hyper)-elliptiques

Plus récemment, Bhargava, en collaboration avez Shankar, s’est détourné
des représentations préhomogénes pour paramétrer et comprendre des
structures ne se réduisant pas a un seul objet par changement de base
sur C. Ils ont obtenu des résultats trés forts et remarquables sur le com-
portement du rang des courbes elliptiques. Une courbe elliptique F dé-
finie sur le corps des nombres rationnels Q est une courbe définie par
une équation de la forme E: y? = 2° + ax + b ot a,b € Q sont fixés et
vérifient 4a® 4+ 276 # 0. Cette derniére inégalité est équivalente au fait
que la courbe E est lisse et en particulier, qu’elle admet des tangentes en
tous ses points. L’ensemble des points Q-rationnels de F est alors
B(Q) ={(z,y) € Q*: y* = 2® + az + b} U{O}.

Le point O, appelé « point a l'infini », provient naturellement de I’homo-
généisation de I'équation vue dans 'espace projectif. Les courbes ellip-
tiques font 1'objet d’études intensives depuis de nombreuses décennies.
Par exemple, il est particulierement intéressant de chercher & comprendre
I’ensemble de leurs points rationnels, i.e., les solutions des équations dio-
phantiennes sous-jacentes. En effet, on classifie les courbes (lisses) suivant
leur genre g € N. Ce nombre mesure en quelque sorte la complexité arith-
métique de la courbe (pour les courbes définies sur C, il s’agit du genre
analytique qui compte le nombre de trous). Dans le cas du genre 0, on
sait décrire explicitement I’ensemble de leurs points rationnels assez fa-
cilement. Pour g > 2, le théoréme de Faltings affirme qu’il n’existe qu’'un
nombre fini de points rationnels sur les courbes de genre > 2 (mais il
peut étre délicat de donner la liste de ces points). Pour le genre 1, toutes
les situations peuvent arriver : aucun point, un nombre fini ou un nombre
infini de points rationnels. Les courbes elliptiques sont en fait des courbes
de genre 1 possédant au moins un point rationnel : on s’intéresse alors a
cet ensemble non vide E(Q).

D’autre part, les courbes elliptiques fournissent des exemples fondamen-
taux de groupes algébriques. Si P = (zp,yp) et @ = (x¢,yg) sont deux
points de E(Q), alors la droite (PQ) recoupe la courbe en un troisiéme
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point R = (xR, yr), on définit alors P + ) comme 'opposé (pour la loi
de groupe que 'on est en train de définir) du point R qui est le point
(g, —yr). Pour doubler un point P, il suffit de prendre la tangente a la
courbe en ce point qui recoupe la courbe en 'opposé de 2P = P + P.
Le fait remarquable est que cette opération munit £(Q) d’une structure
de groupe abélien dont le neutre est le point O; trois points P, ) et
R sur la courbe sont alignés si et seulement P+ @Q + R = O (ce qui a
motivé la «loi du cube» vue en premiére partie). D’autre part, cette loi
de groupe respecte le caractére algébrique des points : si P et () ont des
coordonnées rationnelles alors P+() a aussi des coordonnées rationnelles.
Le théoréme crucial suivant précise la structure de E(Q).

Théoréeme 9 (Théoréme de Mordell-Weil). — Le groupe E(Q) est
un groupe abélien de type fini, i.e., il existe r € N, il existe G1,--- ,G, €
E(Q) et il existe un sous-groupe fini E(Q)ors tels que :

E(Q) = <G1> &P <Gr> D E(Q)tors-

Résoudre I’équation diophantienne sous-jacente a F revient donc a dé-
terminer le rang r, dit rang du groupe de Mordell-Weil, des générateurs
et le sous-groupe de torsion E(Q)is. En particulier, £(Q) peut étre dé-
crit & l'aide d’un nombre fini de points rationnels. A ce jour, il n’existe
pas d’algorithme pour calculer 'entier r et trouver des générateurs en
général. En revanche, la torsion d’une courbe elliptique est parfaitement
bien comprise : elle s’explicite facilement et le théoréeme de Mazur affirme
que le sous-groupe de torsion est toujours d’ordre inférieur a 16. Outre
la résolution de I’équation diophantienne, il existe de nombreuses ques-
tions ouvertes sur les courbes elliptiques. Les travaux récents et tout a
fait innovants de Bhargava et Shankar portent sur la question délicate du
comportement du rang et ont des conséquences importantes sur certaines
de ces questions ouvertes.

En fait, méme s’il n’existe pas d’algorithme pour déterminer le rang et
un systéme de générateurs d’une courbe elliptique, il existe un procédé
théorique qui fonctionne assez bien en général. Pour cela, on associe a une
courbe elliptique F définie sur Q, son groupe de Tate-Shafarevich, II(E).
D’autre part, pour tout entier n € N, on peut définir le n-groupe de
Selmer de E, Sel,,(F); c’est un groupe fini et (théoriquement) calculable.
On a alors la suite exacte suivante :

0 — E(Q)/nE(Q) — Sel,,(E) — UI(E)[n] — 0.
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Il n’est pas question de donner une définition rigoureuse des groupes de
Tate-Shafarevich et des n-groupes de Selmer. Intuitivement, le n-groupe
de Selmer est constitué de certaines courbes C (de genre 1) qui possédent
des points partout localement i.e. qui possédent un point défini sur R
et un point défini sur les corps Q, pour tout nombre premier p. Les
éléments de TI( E)[n] sont les courbes C de Sel,,(E) qui n’ont pas de point
rationnel. Ainsi, le groupe II(E)[n] mesure en quelque sorte 'obstruction
a ce que les objets ayant des points partout localement aient un point
global i.e. rationnel.

Si HI(E)[n] = {0} alors comme Sel,,(F) est calculable, on en déduit le
rang (et un ensemble de générateurs). Cependant, il n’y a aucune raison
d’avoir II(F)[n] = {0} pour un n a priori mais on fait la conjecture
suivante :

Conjecture 10 (Cassels). — Le groupe I(E) est un groupe fini.

Ceci dit, un controle du groupe de Selmer permet de majorer le rang
puisque la suite exacte précédente implique que

(1) r <k, (Sel,(E)),

oll p est un nombre premier et ou rk,(G) désigne le p-rang du groupe
abélien fini G (i.e. la dimension sur F, de G/pG). Pour n € {2,3,4, 5},
Bhargava et Shankar ont calculé la moyenne de | Sel,,(E)| pour I'ensemble
des courbes elliptiques définies sur Q. Afin d’énoncer correctement leurs
résultats, nous devons étre plus précis, en particulier pour ordonner les
courbes elliptiques. Tout d’abord, on ne compte qu’une seule fois les
courbes elliptiques dans une classe d’isomorphie. Deux équations E: y? =
> +ar+bet E': y? = 23+a'v+b sur Q définissent des courbes elliptiques
isomorphes si et seulement si il existe u € Q* tel que @’ = u*a et v = ub.
On passe alors de I'équation de E & celle de E' par le changement de
variables x <+ u?x et y < u®y. Ainsi, chaque classe d’isomorphie contient
un unique représentant minimal, i.e., une courbe E: y? = 23 + ax + b tel
que pour tout nombre premier p si p* divise a alors p® ne divise pas b.
Pour une telle courbe, F, minimale, on définit la hauteur (naive) de F
par

ht(E) = max{4|a|?, 276%}.

7. Si p est un nombre premier, le corps Q, est le complété de Q pour la valeur
absolue | - |, = p~r() ou vp(-) désigne la valuation p-adique.
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On note alors F I'ensemble des courbes E: y? = 2 + ax + b minimales et
pour z € R, on pose F(z) = {F € F: ht(F) < z}. Enfin, si f: F - R
est une fonction, la moyenne de f sur I’ensemble des courbes elliptiques
ordonnées par la hauteur est

. ZEe}‘(x) f(E)
M =1 ———— A
U=

Y

si la limite existe. Si f est la fonction caractéristique d’une propriété P,
on parle de la probabilité (ou de la densité) de I'ensemble des courbes
elliptiques vérifiant P. Avec ces définitions, les résultats de Bhargava et
Shankar sont les suivants :

Théoréme 11. — On a :

e M(|Sely|) =3 (IBS13c|),

e M(|Selz|) =4 (IBS13d]);

e M(|Sely|) =7 (IBS13al);

e M(|Sels|) =6 (IBS13b]);
On obtient les mémes moyennes lorsqu’on considere des sous-familles de
courbes elliptiques de F définies par un nombre fini de congruences sur
les coefficients a et b.

La conjecture générale formulée par Bhargava et Shankar est la suivante :

Conjecture 12. — Pour n € N, on a M(|Sel, |) = o(n), ou o(n) dé-
signe la somme des diviseurs de n.

Cette conjecture se retrouve aussi dans les travaux modélisant le com-
portement des groupes de Selmer et de Tate-Shafarevich ([?], [?], [?])-

Les moyennes calculées par Bhargava et Shankar entrainent des résul-
tats sur le rang général des courbes elliptiques. En effet, I’équation (1))
et M(|Sely|) = 3 impliquent que la moyenne des rangs des courbes el-
liptiques est majorée par 3/2 (|[BS13c|). Lorsque Bhargava et Shankar
ont annoncé cette majoration, c’était le premier résultat inconditionnel
montrant que le rang moyen était borné. Le meilleur résultat antérieur
était da a Young ([You06]) sous 'hypothése de Riemann généralisée et
sous la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer avec une majoration de
25/14 donc moins bonne que le 3/2 que Bhargava et Shankar obtiennent
sans conjecture! Il convient & ce point de donner une explication sur la
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer qui est centrale en théorie des
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nombres. On sait associer a une courbe elliptique E définie sur Q une
série L :

1
L(E,s)=) ayn *= )
;21 1;[ (1 —app=)(1 = Bpp~*)
ot les produit porte sur tous les nombres premiers p. On a a, = a,, + 3,
et pour tous p sauf un nombre fini, le nombre a, est en fait défini par

ap :p+1 _ﬁE(Fp)a

ou {E(F,) est le nombre de points de la courbe elliptique vue dans le corps
fini & p éléments, . Le théoréme de Hasse affirme que |a,| < 2,/p ce qui
permet d’obtenir la convergence absolue de L(FE,s) pour Re(s) > 3/2
et de montrer qu’elle définit une fonction entiére dans ce demi-plan. Les
fameux travaux de Wiles complétés par Taylor-Wiles et Breuil-Conrad-
Diamond-Taylor entrainent que L(FE,s) admet un prolongement analy-
tique & tout le plan complexe et qu’elle satisfait une équation fonction-
nelle qui relit la valeur L(E, s) a celle de L(E, 2—s). Le point s = 1 est une
valeur centrale pour L(E, s) et la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer
(BSD) prédit un lien entre L(E, 1) et certains invariants arithmétiques
de E.

Conjecture 13 (Birch et Swinnerton-Dyer). — On note r,, € N
Vordre d’annulation de L(E,s) ens=1. On a

Tan =1 (forme faible de la conjecture BSD).

Plus précisément

i LB o oo REE)I(E)]
s=1 (s — 1) (BE(Q)sors)?
ot QUFE) € Ry estla période 'réelle, ¢(E) € N est le produit des nombres
de Tamagawa, R(E) € R, est le régulateur de E (intuitivement, il donne
une mesure de la complexité d’un systéme de générateurs de E(Q)) et ou
II(E) est supposé étre un groupe fini (i.e. on suppose que la conjecture
de Cassels est vérifiée pour énoncer cette conjecture).

Les travaux de Kolyvagin et de Gross-Zagier entrainent en particulier que
si 74, < 1 alors 7 = 7,4, et le groupe II(F) est fini. La conjecture BSD
est a la base de nombreuses autres conjectures en théorie des nombres.

8. Il n’est pas nécessaire ici de définir précisément les invariants arithmétiques
impliqués dans 1’égalité de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.
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Les travaux de Young établissent, avec des outils analytiques (formules
explicites, etc.) une majoration de l'ordre d’annulation moyen en s = 1
des fonctions L(E, s) lorsque E parcourt les courbes elliptiques définies
sur Q. Pour obtenir son résultat, Young a également besoin de faire
des hypothéses sur les zéros de fonctions L (les fonctions L(F,s) des
courbes elliptiques mais également d’autres fonctions L) d’ou I"utilisation
de I'hypothése de Riemann généralisée.

En utilisant leur résultat sur le 5-groupe de Selmer et les travaux de
T. Dokchitser et V. Dokchitser ([DD10]) sur la parité des p-groupes de
Selmer, Bhargava et Shankar obtiennent

Théoréeme 14 (|[BS13b]). — La moyenne des rangs des courbes ellip-
tiques est majorée par 0.885.

Ce résultat tres fort est a mettre en paralléle avec les conjectures clas-
siques du domaine qui prédisent que la moyenne du rang, M (r) est égale
a 1/2. Plus précisément, on fait la conjecture suivante :

Congecture 15. — Le rang des courbes elliptiques est en moyenne 0 ou
1 avec une probabilité de 1/2 pour chaque cas.

Toujours dans [BS13b], les auteurs déduisent de la moyenne du 5-groupe
de Selmer qu’'une densité d’au moins 20,62% des courbes elliptiques ont
un rang égal 0 et, si on admet la conjecture [[0] qu'une densité d’au moins
26,12% des courbes elliptiques ont un rang égal a 1. Pour le dernier point,
Bhargava et C. Skinner ([BS14]) obtiennent un résultat inconditionnel
en montrant qu’il existe une densité positive de courbes elliptiques de
rang 1. C’est le premier résultat donnant une borne inférieure sur le rang
moyen.

Tous les travaux précédents ont aussi des applications sur les courbes
elliptiques qui vérifient la (forme faible de la) conjecture de Birch et
Swinnrton-Dyer. En effet, Bhargava, Skinner et Zhang obtiennent le théo-
reme suivant :

Théoréeme 16. — |?| Au moins 66,48% des courbes elliptiques vérifient
la forme faible de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer et vérifie la
conjecture de Cassels.
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La démonstration de M(]Sely|) = 3 ([BS13c]) repose sur l'étude et le
comptage des formes quartiques binaires définies sur Q. Soit V' l'espace
vectoriel de ces formes“@, ie.

V(Q) = {f(x1, 20) = ax +bax’xo + caias +doya +exs: a,b,c,d, e € Q}.
Si f est une forme quadratique binaire, on lui associe deux invariants :
I=1I(f) = 12ae—3bd + ¢
J=J(f) = T2ace+ Ybcd — 27ad* — 27b%e — 2¢°.

On définit aussi la hauteur de f par ht(f) = 5 max{|I|*, J?/4}. Le
groupe PGLy(Q) agit naturellement sur V(Q) : pour g € PGLy(Q) et
f e V(Q), on pose

(9 f)(@r,22) = (det(g)) > f((z1, 22) - 9),
de telle sorte que I(g- f) = I(f) et J(g-f) = J(f). On dit que f € V(Q)

a des solutions partout localement si I'équation y* = f(z1,22) a des
solutions (non-triviales) dans R et dans tous les complétés QQ, de Q pour
tout nombre premier p. On note V(Q) le sous—ensemble de V(Q)
constitué des formes f qui ont des solutions partout localement. L’action
de PGLy(Q) préserve V(Q)®l. Maintenant si [f] € PGLy(Q)\V (Q)* alors
la classe [f] peut étre identifice a un élément de Sely(E) ou E est la
courbe définie par 3% = 2 — éx — 2—‘]7 En faisant varier les coefficients I et
J et en ne gardant qu’'une courbe elliptique dans la classe d’isomorphie
(cela correspond & ne garder qu'un représentant de [f] modulo Q* sur les
formes quartiques binaires via l'action 7 - f := +*f, v € Q*), on obtient
une correspondance bijective

(PGLy(Q)xQ*N\V(Q)* <+ {(E,c): E courbe elliptique, ¢ € Sely(E)}/ ~ .

Pour obtenir le résultat sur la moyenne du 2-groupe de Selmer, tout le
tour de force de Bhargava et Shankar revient & compter le nombre de
classes d’équivalence des formes quartiques binaires dans V(Q)® dont la
hauteur est inférieure a x. Plusieurs résultats généraux et intéressants en
eux-mémes sont nécessaires. Il s’agit d’abord d’arriver a compter, comme
dans la premiére partie et via la théorie géométrique des nombres, les
classes d’équivalence modulo PGLs(Z) des formes quartiques binaires
a coeflicients entiers, V(Z). Il faut alors trouver un représentant entier

9. Cet ensemble, noté également V n’a aucun rapport avec l’ensemble V' donné
dans la premiére partie de ce texte.
10. L’idée est de paramétrer ainsi les 2-groupes de Selmer.
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pour les classes de V(Q)*! modulo (PGLy(Q) x Q*) ayant des invariants
entiers et enfin faire intervenir la condition d’avoir des solutions partout
localement. Outre l'article [BS13c|, on pourra trouver dans [Hol4| ou
dans [Pool13| une présentation beaucoup plus détaillée de toutes ces
étapes.

La stratégie précédente se généralise & d’autres couples (G, V) ou V est
une représentation du groupe G pour lesquels 'espace des invariants est
un anneau engendré par deux polynomes : on parle alors de représen-
tations coréguliéres. Et, en effet, en adaptant leur méthode sur d’autres
espaces, Bhargava et Shankar parviennent a calculer la moyenne des 3-4-
5-groupes de Selmer (par exemple, pour les 3-groupes de Selmer, I'espace
V est celui des formes formes cubiques ternaires et G est le groupe SLj).

Un autre résultat de Bhargava issu d’une stratégie similaire porte sur
I'existence de points rationnels sur les courbes en général. Comme dit
précédemment, on classifie les courbes (lisses) suivant leur genre g € N.
Les courbes elliptiques sont des courbes de genre 1 ayant au moins un
point rationnel et le rang donne une mesure de « 'abondance » des points
rationnels sur la courbe (par exemple, un nombre fini si le rang est nul,
une infinité si le rang est > 1). Dans ce contexte, il est naturel de se
demander si une courbe aléatoire définie sur (Q posséde ou non un point
rationnel. Cette question a été étudiée par plusieurs auteurs et les tra-
vaux remarquables de Bhargava dans ce domaine apportent une réponse
précise dans le cas particulier et important des courbes hyperelliptiques.
Une telle courbe de genre g peut se ramener a une équation de la forme :

C:y? = for + fia" 'y + -+ faorzy" T+ fuy”

olt n = 2g + 2 et ol le polynome homogéne f(z,y) = fox™ + fra"ty +
cee 4 fn_lxy"*1 + fuy™ € Z[x,y] n’a pas de facteurs carrés non-triviaux
dans Q[z,y]. En définissant la hauteur de la courbe C' par

H(C) = max(|fil),
on peut définir la limite inférieure de la densité des courbes hyperellip-
tiques définies sur Q qui ne possédent pas de point rationnel. On note p,
cette limité inférieure. Bhargava démontre le théoréme suivant :

Théoréeme 17 (|Bhal3|). — On ap, =1+ 0(279), g = .

La stratégie de la preuve de ce théoréme rejoint celle du calcul de la
moyenne du 2-groupe de Selmer. A un point rationnel sur C, Bhargava
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associe une orbite entiére de 'action du groupe G(Z) = GL,(Z) sur un
certain espace V(Z) de telle sorte que le couple (G, V) est une certaine
représentation coréguliere beaucoup plus technique a traiter que celles
mentionnées précédemment. Bhargava parvient néammoins a compter
ces orbites entiéres et & en déduire le théoréme. Ce résultat a des consé-
quences spectaculaires sur la philosophie « local-global ». En particulier,
lorsque g — oo, 100% des courbes hyperelliptiques définies sur Q ayant
des points dans tous les complétés de Q n’ont, en fait, pas de point ra-
tionnel.

Outre ces travaux majeurs en théorie algébrique des nombres et en géo-
métrie arithmétiques, M. Bhargava a obtenu de nombreuses contributions
originales et importantes en théorie des nombres citons simplement par
exemple ses travaux sur la généralisation de la fonction factorielle et ses
travaux autour des théorémes "15" et "290" sur les valeurs prises par les
formes quadratiques définies positives.
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