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Gauss publie ses Disquisitiones Arithmeticae en 1801. La moitié du traité est consacrée
aux formes quadratiques binaires f(z,y) = az? + bxy + cy?, a,b,c € Z, notées (a, b, c),
de discriminant D = b? — 4ac !. Intéressé par les valeurs représentées par ces formes,
c’est-a-dire par {f(z,y): z,y € Z}, Gauss constate que 'action du groupe linéaire SLy(Z)
par changement de variables

(1) (v- F)z,y) = f((z,9)7),

permet de ranger les formes en classes, les formes d’une orbite représentant les mémes
entiers. Le discriminant est constant sur une orbite et le nombre d’orbites de discriminant
fixé est fini. Enfin,

« sujet tres important et dont personne ne s’est encore occupé » [§234],

il munit les orbites primitives, telles que pged(a, b, ¢) = 1, d’une structure de groupe, com-
patible avec les valeurs représentées. L’idée est de généraliser I'identité de Brahmagupta

(2% + Dy?)(2* + Dt*) = X? + DY?, pour X = 2z + Dyt, Y =zt — yz,

qu’on n’expliquait pas encore par la multiplicativité de la norme dans Z[v/D]. Gauss écrit
en complete généralité

(12 4+ bizy + c1y?) (ag2® + byzt + cot?) = AX? + BXY + CY?

dans Z[z,y, 2,t], oi X et Y sont des fonctions linéaires de (zz,xt,yz,yt) données par
une transformation primitive (les mineurs maximaux de la matrice 2 x 4 associée sont
premiers entre eux) et ou tous les coefficients sont indéterminés et entiers. Puis il résout
tranquillement le systeme. Il découvre ainsi toutes les lois de composition possibles : il n’y
en a essentiellement qu'une?, qui s’exprime plus agréablement pour les formes primitives
de méme discriminant. Voici la formulation qu’en donne Dirichlet® : pour deux formes
primitives de discriminant D # 0, vérifiant a;as # 0, on pose

(2) (a1,b1, %) X (ag,be,*) = (A, B, %),

LGauss considere les formes dont la forme polaire bilinéaire est & valeurs entieres, et le coefficient de zy
est toujours pair. Il utilise donc le symbole (a, b, ¢) 14 ol nous écrivons (a, 2b, ¢) et définit son discriminant

par b?> — ac. Nous traduisons dans les notations modernes.
2Gauss exclut les formes de discriminant nul et impose une transformation primitive, ainsi qu’un choix

de signe (distinguant ainsi composition directe et indirecte).
3Pour lessentiel. Dirichlet-Dedekind se restreint au cas n = 1 des formes « unifiées » [23, Supp. X].
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olt n = pged(ay, ag, (b + b2)/2), A = ajaz/n?, B est solution du systéme de congruences
B = b (mod 2a;/n)
B = by (mod 2as/n)
B?> = D (mod 4ajay/n),

et le troisieme coefficient, déterminé par les deux premiers et le discriminant, est omis.
Consciencieux, Gauss vérifie que 'opération passe au quotient et qu’elle est associative. En
langage moderne, il définit la multiplication des idéaux dans un anneau quadratique S et
identifie le groupe des classes de S-idéaux projectifs (i.e. inversibles). Cette caractérisation
est toujours algorithmiquement utile et permet d’autre part d’estimer de nombreuses
densités liées a ces groupes de classes quand le discriminant varie.

Dans sa these, Bhargava entreprend une vaste recherche de «lois de composition »
arithmétiques, guidé par une série d’heuristiques et la classification des espaces vecto-
riels préhomogenes (voir §3). Il considére un groupe algébrique G, une représentation
naturelle V', choisis tels que 'action de Gz sur Vz n’ait qu’un seul invariant, baptisé dis-
criminant, puis montre que les orbites V7 /Gy parametrent les paires (R, *), ou R est une
classe d’isomorphisme d’anneaux de nombres de petit degré (voir §1.1) et * désigne des
structures supplémentaires, en général des R-modules. Ce sont les structures algébriques
du titre de I’exposé. Le discriminant usuel de R coincide avec celui de I'orbite de V7/G7,
associée. Bhargava obtient une dizaine de tels exemples, tres explicites, et d’autres encore
conjecturaux.

D’une part, il munit un sous-ensemble « projectif » de V; /Gy d’une loi de groupe in-
trinseque et élégante, qui se réinterpréte en termes du groupe des classes CI(R). D’autre
part, il peut énumérer les orbites par discriminant croissant, algorithmiquement ou asymp-
totiquement quand le discriminant tend vers 'infini. En particulier, en oubliant les struc-
tures * et en se restreignant aux anneaux R integres maximaux, Bhargava obtient de
nouveaux résultats sur les densités de discriminants de corps de nombres quartiques et
quintiques. Il convient toutefois de rester prudent pour cette derniere application : seul le
cas des corps quartiques totalement réels est completement rédigé a ce jour. Ces résultats
restent mystérieux : la vision est unifiée et élégante, mais chaque démonstration est unique
quoique suivant un motif commun dans l’esprit de la théorie des invariants classique, et

laisse une part décisive au calcul formel explicite. Tout comme la démonstration de Gauss.

Apres quelques définitions, nous détaillons sur 'exemple de Gauss la technique de
comptage employée par Bhargava en dimension supérieure. Nous décrivons ensuite les
techniques alternatives utilisant les fonctions zéta de Sato-Shintani, plus générales mais
aussi plus sophistiquées, qui fournissent de nombreux résultats de densités, en particulier
pour les discriminants des corps quadratiques et cubiques sur une base arbitraire, et
proposent un vaste programme susceptible d’aboutir a d’autres résultats de ce type, mais
sans étre pour I'instant en mesure de fournir les résultats annoncés par Bhargava sur Q.
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Elles inspirent néanmoins ses paramétrisations et lois de composition que nous présentons
ensuite. Nous énongons finalement les résultats de densité obtenus ainsi que les conjectures
qu’ils corroborent.

Je voudrais remercier A. Chambert-Loir, H. Cohen, O. Gabber, H. Gangl, J. Kliners,
B. Perrin-Riou et J.-P. Serre pour leurs suggestions.

1. DEFINITIONS

1.1. Anneaux de nombres

On appelle anneau de nombres de degré n un anneau R (commutatif, associatif, uni-
taire) qui est un Z-module libre de rang n. On dit que R est un ordre s’il est integre,
auquel cas son corps des fractions est un corps de nombres. Dans cet exposé, 2 < n < 5;
conformément a une respectable tradition, nous parlerons d’anneaux quadratiques, cu-
biques, quartiques et quintiques pour n = 2, 3,4, 5 respectivement. La trace Tr : R — Z
assigne a € R la trace de la multiplication par a. Elle permet de définir le discriminant
Disc(R) comme det(Tr(a;e;)), ol (o4)1<icn st une Z-base arbitraire de R. C’est un entier
relatif congru a 0 ou 1 modulo 4.

Un anneau de nombres est dit maximal s’il n’est pas strictement inclus dans un anneau
de méme degré. En particulier un ordre maximal est ’anneau des entiers de son corps des
fractions, ¢.e. il est intégralement clos. La maximalité est une propriété locale qui se voit
sur les R ®g, Z,.

1.2. Anneaux quadratiques

Soit D = 0,1 (mod 4) un entier relatif. A isomorphisme pres, il existe un unique anneau
quadratique de discriminant D, & savoir S(D) := Z[X|/(X? — DX + (D?* — D)/4). Une
orientation sur S = S(D) est un choix d’isomorphisme 7 : S/Z — Z, ce qui revient a
choisir une racine carrée de D, ou encore une Z-base a A 3 de A%2S ~ Z. Une base (z,y)
d’'un sous-module de rang 2 de 'algébre K = S ®z Q est orientée positivement si et
seulement si z Ay =c-a A [, avec ¢ > 0.

Un anneau quadratique orienté n’ayant pas d’automorphismes non triviaux, deux tels
anneaux de méme discriminant sont canoniquement isomorphes. Ainsi, ’ensemble des
entiers D = 0,1 (mod 4) parameétre les classes d’isomorphismes d’anneaux quadratiques
orientés. Un idéal orienté de S est un couple (I,¢), ou I C K est un idéal fractionnaire de
S et € € {£1}. (Alternativement, on peut définir (I, ) par une Z-base de I d’orientation
donnée par le signe de ¢.) La norme d’un idéal orienté (I,¢) est € |L/S|/|L/I| € Z, ou L
est un sous-Z-module de rang 2 de K arbitraire contenant S et I.

Les idéaux orientés forment un monoide pour la multiplication composante par com-
posante et tout x € K* définit un idéal orienté principal ((k),sgn(Nk/gk)). Les idéaux
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orientés inversibles forment un groupe, dont les idéaux principaux inversibles forment un
sous-groupe. Le quotient, noté C1(D)*, est le groupe des classes orientées, de discrimi-
nant D. Si D > 0, c’est le groupe des classes au sens restreint. Si D < 0, C17(D) =
{£1} x CI(D), ou CI(D) est le groupe des classes usuel.

1.3. Formes

Une forme k-ique n-aire est un polynome homogene de degré k£ en n variables ou, par
abus de langage, le polynome nul. Par exemple, une forme quadratique binaire est un
polynéme f(z,y) = ax® + bxy + cy?, pour certains coefficients a, b, ¢, éventuellement tous
nuls. On notera (ag, a1, . . ., a,) la forme binaire ) _, a;x" "'y de degré n, quand le contexte
ne portera pas & confusion. On note Sym* Z" I’ensemble des formes f : Z" — Z satisfaisant
f(z) = F(x,...,x) pour une forme polaire F k-linéaire symétrique de (Z")¥ — Z, et
(Sym* Z™)* I'ensemble des formes k-iques n-aires. Par exemple (Sym? Z?)* est 1’ensemble
des f comme ci-dessus, avec (a,b,c) € Z*>.On a f € Sym? Z? si et seulement si b est pair ;
plus généralement, les mondmes de Sym” Z* sont pondérés de coefficients multinomiaux.
Finalement, soit AF¥Z" espace des fonctions multilinéaires (Z")* — Z alternées.

2. DOMAINES FONDAMENTAUX : UN EXEMPLE CLASSIQUE

2.1. Paramétrisation
Le prototype des résultats que ’on veut obtenir remonte a Gauss, au langage pres.

THEOREME 2.1. — I existe une bijection canonique entre les deux ensembles suivants :

— les classes d’isomorphismes de paires (S, 1), ou S est un anneau quadratique orienté

de discriminant non nul, et I une classe d’idéaux orientés de S,

— les classes de formes quadratiques binaires entiéres, modulo ’action de SLy(Z).
Cette bijection préserve le discriminant et associe une classe de formes quadratiques pri-
mitives @ une classe de S-idéauz inversibles. Muni de la composition des formes quadra-
tiques, l’ensemble des classes de formes primitives de discriminant D # 0 est un groupe,
isomorphe au groupe des classes orientées C11 (D).

Dans ce théoréme, les formes quadratiques entieres sont les (a, b, ¢) € (Sym® Z2)* =: Vy,
une forme est primitive si le pged de ses coefficients est 1, et 1'action (a droite) de SLs
est donnée par le changement de variable (g - F)(z,y) = F((z,y)g). Le discriminant
Disc(F) = b? — 4ac est un invariant de cette action, et il engendre 1’algébre des invariants
sur C. Par abus de langage, on dira que I'action a un unique invariant.

2.2. Domaine fondamental

Les orbites sous I' = SLy(Z) ont donc une signification arithmétique et les représentants
des classes sont les points entiers V; de I'espace affine V' = A?, et non pas un ensemble
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« mince », comme une sous-variété de codimension > 1 par exemple. Cette représentation
s’utilise algorithmiquement pour calculer ou manipuler concretement le groupe des classes
d’idéaux de corps quadratiques, dans les méthodes développées par Shanks [48] apres
Gauss (voir [8, 10] pour les détails algorithmiques), mais elle permet aussi de démontrer
des résultats de densité, par exemple

THEOREME 2.2 (Lipschitz [36], conjecturé par Gauss). — Quand X — 400, on a

Z [Vz/T| ~ gXS/Q-

0<-D<X

(On peut étre plus précis, voir [9].) Le principe est simple : on identifie les orbites de
discriminant inférieur a X aux points a coordonnées entieres du domaine fondamental de
Gauss, dont 1'adhérence est Cx U (—Cx) ou

Ox ={(a,b,c) € B*: ol a < ¢, dac =¥ < X},

et qui s’obtient en imposant qu’une racine de axz? + bz + ¢ = 0 soit dans le domaine fon-
damental standard de 1’action de I' sur le demi-plan supérieur. Leur nombre est approché
par le volume de C'x.

THEOREME 2.3 («principe de Lipschitz », Davenport [20]). — Soit C C R" un en-
semble semi-algébrique compact, de volume Vol(C), et soit N(C) = |CNZ". On note
R(C) le mazimum des volumes des projections de C' sur les variétés linéaires d’équations
{z; =0,i € I}, ou I parcourt les sous-ensembles non-vides de {1,...,n}. Alors

N(C) =Vol(C) + O(1 + R(C)).
La constante implicite est effective et ne dépend que de la dimension n, du nombre et du

degré des équations définissant C.

Nous avons négligé deux points techniques : d’abord les stabilisateurs
Ip:={yel,yz =2}

ont pour cardinaux 1, 2, 4, ou 6. Comme dans toute formule de masse, il serait plus
habile de compter une classe z avec poids 1/ |I';| plutét que d’exclure arbitrairement
certains points du bord du domaine fondamental. Ici ces derniers sont peu nombreux
et absorbés dans le terme d’erreur. Ensuite, nous n’avons pas a séparer le bon grain de
Iivraie : il n’y a pas de points de discriminant nul dans l'intérieur de Cx et, dans le cas
de discriminants négatifs, il n’y a pas non plus lieu d’isoler les anneaux isomorphes & Z?2,

dont le discriminant est un carré parfait.

2.3. Densités locales et crible

Si on se restreint aux classes primitives, la formule d’inversion de Moebius donne :
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COROLLAIRE 2.4. — Quand X — +0o0, on a
CI* (D) ~ — . soit Cl(D X372,
2, s 2P 5

La condition imposée est de nature locale (une condition p-adique pour chaque premier p),
se traduisant par ’apparition du facteur eulérien [J(1—p~2) = 1/{(3), et admet un grand
nombre de variantes naturelles. On peut par exemple se limiter aux D qui sont discrimi-
nants d'un corps quadratique, ou discriminants fondamentauz, ce qui permet d’obtenir
une somme sur les corps quadratiques, en fait une somme sur leurs ordres maximaux.
Ceci se traduit par I’élimination des points (a, b, ¢) satisfaisant 1’'une des congruences

(*p)

Disc(a,b,c) =0 (mod p®) pour p premier impair,
Disc(a,b,c) = 0,4 (mod 2*) pour p = 2.

(Cette condition ne dépend que de (a,b,c) modulo p?, y compris quand p = 2.) La
formule de Moebius prend alors la forme du crible d’inclusion-exclusion et on retrouve un
cas particulier d’un résultat de Goldfeld-Hoffstein [27], qu’ils obtenaient en utilisant des
séries d’Eisenstein de poids demi-entier.

THEOREME 2.5. — Si k parcourt les corps quadratiques, on a
7
Y [ClDisck)| ~ [[a-p?—pP+p7") - X2
. |(1)|H(;Dp+p)18
0<—Disck<X p
Preuve. — Indiquons les deux ingrédients nécessaires pour résoudre 1'exercice : pour un

entier sans facteur carré ¢, soit N,(Cx) le nombre des points de Cx vérifiant (*,) pour
tout p | ¢. Alors

(3) Ng(Cx) = v(g)N(Cx) + Rq(Cx)
pour un reste R, effectif venant du principe de Lipschitz et une fonction (de densité)
multiplicative
1 -
vig) = W# {(a,b,c) € (Z/q°Z)? satisfait (x,) pour tout p | ¢}
= [[e?+p?-p") =0("][(1+1/p))
lg plg

obtenue par un dénombrement élémentaire (voir par exemple [1, §4]). Si ¢ est grand, le
reste R,(X) domine le terme principal et on remplace (3) par une majoration uniforme

(4) Ny(Cx) = O(N(Cx)q* H(1 +1/p)),
plg
obtenue en majorant

ICl(¢’D)| /ICUD)| = O(¢ [ [(1 + 1/p)),

plg
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voir par exemple [16, §7.D], avec une complication technique pour gérer les formes non

primitives. Pour tout parametre ) > 0, la somme restreinte aux D fondamentaux vaut

D @) N,(Cx) =D (@) ((@)N(Cx) + Ry) + > O(N,(Cx))

g1 a<Q 2>Q

= N(Cx) [[(t = v(p) +0 (ZR +3 " u(g)N(Cx) + N, (CX)> ,

p q<Q 2Q
ol y est la fonction de Moebius. Il ne reste plus qu’a optimiser () en fonction de X pour

minimiser les termes d’erreur. Les conditions locales (*,) ne raréfient pas trop ’ensemble
des points, ce qui se traduit par la convergence de 3 Ny(Cx), >, v(q) et [[,(1-v(p)). O

REMARQUE 2.6. — Par cette méthode du « domaine fondamental », on obtient naturelle-
ment des termes d’erreur, que nous avons omis ci-dessus. Sous la forme générale du prin-
cipe de Lipschitz, ils sont en effet loin d’étre optimaux. Pour s’en convaincre, considérons
le probleme des points entiers du disque : on obtient comme Gauss

#{(a,b) €Z%a” + 1’ < X} =7X*+ O(X).

L’argument revient a considérer la formule de Poisson

Y )y =) fn)

nez, nez
avec f(n) = VX2 —n2x 1,/<x, pour ne retenir du membre de droite que le terme f(()) Il
est naturel qu’un lissage convenable et une analyse harmonique plus fine faisant intervenir
des majorations de sommes d’exponentielles permettent des progrés (reste en O(X131/208)
actuellement pour le probleme du cercle, voir le survol de Huxley [29]).

REMARQUE 2.7. — Cet exemple est pédagogique. Tous ces résultats s’obtiennent en
quelques lignes avec de meilleurs termes d’erreur par un argument de Siegel [51] fondé sur
la formule du nombre de classes de Dirichlet.

(5) L(1,xp) Z Xxp(n _ [CI(D)] o 27 siD <0
n>1 w(D)m 4loge(D) si D > 0 non carré,

ol xp est le caractere de Kronecker modulo D = 0,1 (mod 4), ou (D) > 1 est 'unité
fondamentale de 1'ordre quadratique de discriminant D et w(D) le nombre de racines de
I'unité, soit w(D) = 2 pour D # —4, —6. En sommant les L(1, xp) au lieu des |Cl(D)|, on
introduit essentiellement un poids \D\_l/ 2, que ’on supprime par intégration par partie.
Il suffit d’intervertir les sommations et de majorer non trivialement ) ,_y xp(n) pour
n non carré, par réciprocité quadratique et Pélya-Vinogradov par exemple. Comme au
Corollaire 2.4, mais a ’envers, la formule de Moebius donne les formes non primitives.
Avantage supplémentaire, on obtient des estimations analogues pour les discriminants
D positifs, non carrés parfaits. Suite a la modification de (5), on remplace |Cl(D)| par
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|C1(D)|loge(D) dans la somme, et 'équivalent est multiplié par 7/2 (on élimine les carrés
dans le terme d’erreur). Siegel [51] en donne une interprétation en termes de domaine
fondamental mais, suite a la présence d’un nombre infini d’unités, les stabilisateurs ne
sont plus finis : il faut introduire une densité analogue aux p(z) du §3.2, formule (9).

3. ESPACES VECTORIELS PREHOMOGENES

3.1. Motivation

Le Théoreme 2.2 estime une formule de masse asymptotique de type

(6) Y. ul)

z€L/T
0<|P(z)|<X
ou L est un réseau sur lequel agit un groupe linéaire discret I', dont les stabilisateurs [,
sont supposés finis, p(z) = |T'y|~", et P est un polynéme I'-invariant. Nous avons évoqué
la « méthode du domaine fondamental ». Une autre méthode classique étudie les pro-
priétés analytiques (prolongement analytique, poles et résidus, croissance dans les bandes
verticales) de la série de Dirichlet associée

(7) > u@) |P(@)[™*, on L'={x € L: P(z) # 0}.

zel!/T

Les espaces vectoriels préhomogenes introduits par Sato [44, 46] systématisent cette étude.

DEFINITION 3.1. — Soit k un corps. Un espace vectoriel préhomogéne sur k est une
représentation (G, V') d’un groupe linéaire algébrique connexe G défini sur k sur un espace
affine de dimension finie V = A}, possédant une G-orbite Zariski-dense.

On notera S le fermé complémentaire de cette orbite dense. Un espace préhomogene
est donc un espace « presque homogene », cloture de ’espace homogene Gx pour z & S.

DEFINITION 3.2. — On dit que (G, V') préhomogéne est réductif régulier si G est réductif
et S est une hypersurface irréductible de V. Un polynéme irréductible définissant S sera
appelé invariant relatif de (G,V).

ProposITION 3.3 (Sato). — Si (G,V) est préhomogéne réductif régulier, un invariant
relatif P est un polyndme homogéne, unique modulo k*. Il existe un caractére rationnel x
de G tel que P(g-x) = x(9)P(z) pour tout g € G et
dimV

= elz

(8) (det p(g))* = x(9)*", ot kK:= dog P € 2

Y

et p: G — GL(V) est la représentation de G sur V.
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On verra au paragraphe suivant le lien entre ces définitions et la série (en fait, les séries)
de Dirichlet associée a (6). Pour les applications, il est crucial que (G, V') soit défini sur R,
et utile qu’il soit régulier (sinon les fonctions obtenues ont une variable par composante
irréductible de S, ce qui complique les choses).

On dispose d’une construction abstraite assez générale d’espaces préhomogenes : si GG
est un groupe réductif, P = LU un sous-groupe parabolique maximal, la composante de
Levi L agit par conjugaison sur le radical unipotent U, donc sur ’abélianisé V = U/[U, U].
Vinberg [52] démontre que (L, V') est préhomogene.

DEFINITION 3.4. — Un tel espace préhomogéne est dit de type parabolique.

Sur C, les espaces préhomogenes irréductibles, modulo une relation d’équivalence na-
turelle (roques ou castling transforms), sont classifiés par Kimura et Sato [44] : il y a 29
types réguliers, dont 5 séries infinies : matrices m X n, formes quadratiques en n variables,
etc. Les formes réelles de ces espaces qui sont paraboliques sont classifiées par Rubentha-
ler [41] : presque tous les types de Kimura-Sato sont paraboliques, il y a 6 exceptions ne
comportant aucune série infinie. Il existe aussi une classification sur un corps local ou un
corps de nombres, due a Saito [42].

Inspiré par Wright et Yukie [56] (qui s’intéressent aux orbites rationnelles, cf. §3.3),
Bhargava [3, 4, 5, 6, 7] a recherché systématiquement comment paramétrer des situations
liées aux anneaux de nombres par les orbites entieres d’espaces préhomogenes. Il se trouve
que tous les exemples obtenus sont de type parabolique (réductif) régulier, associés aux
groupes de Lie simples G = By, G, Bs, Dy, D5, Eg (corps quadratiques), G, Fy, Eg, E7
(cubiques), F; (quartiques), Eg (quintiques), pour un parabolique LU convenable. Guidé
par la classification de Kimura-Sato et des considérations heuristiques sur les diagrammes
de Dynkin et leurs symétries, Bhargava construit pour beaucoup d’entre eux des lois
de composition que nous décrirons aux §4-5. Les structures de groupe obtenues ont peu
d’intérét intrinseque puisqu’on les obtient aussi via les groupes des classes des anneaux
sous-jacents, du moins pour I'instant. Mais elles en donnent des descriptions explicites, et
sont justiciables du méme type de traitement qu’au §2.

3.2. La théorie de Sato-Shintani

Soit (G, V) réductif régulier associé a P, x comme ci-dessus. On note H le noyau de x.
Soit G& la composante connexe du neutre dans le groupe de Lie Gg, Hi = Hg N G%. On
fixe des mesures de Haar dg sur G, d*h sur Hy, dv, sur (Hg), pour z € (V — S) avec

_ dx(g) 1
Pg)dy = /G;{/HH‘{ 1x(9)] H;¢(gh)dh

+
GIR

= [ IPlg-a)dgea) [ lahdu(n), Ve e LG
G /(H)a 5

(Hg )z
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(Dapres (8), |P(y)| " dy est une mesure Gg-invariante sur V —S.) Soit I' = Gz N Hg . On
fixe un réseau ['-stable L, et on pose L' = L—(LN.S). On fait les hypotheses simplificatrices

suivantes :
(H1) (G,V) est réductif régulier défini sur Q, tel que Gz - Vz C Vz,
(H2) S N Vg se décompose en un nombre fini de Hy -orbites,

(H3) une hypothese technique destinée a justifier la convergence des identités formelles,
en particulier (11) : pour toute fonction ¢ dans la classe de Schwartz sur Vg,
I'intégrale

1= [ S otith

converge absolument et définit une distribution tempérée sur V.

La derniére hypothese est restrictive, elle ne couvre pas le cas des formes quadratiques
Sym? A" si n < 4 ou des formes cubiques Sym® A? par exemple. Shintani [49, 50] regle le
probléeme pour ces deux exemples en renormalisant les fonctions zéta.

Soient Vi,...,V; les composantes connexes de (V — S)gr, qui sont des G-orbites. Pour
tout z € (V — S)q, on définit la fonction I-invariante

9) () = / dv, < 00.
(Hg)z/Tz

L’hypothese (H3) implique la finitude de u(x), en fait une majoration polynomiale en X
de la somme des p(z) sur {z € L'/T,|P(z)| < X}. On définit les séries de Dirichlet

(10)  &(s, L) = E w(z) |P(x)|°, associées & E w(x) (1<i<li),
ze(LNV;)/T ze(LNV;)/T
0<|P(z)|<X

qui convergent donc pour $(s) > 1. (Ceci est démontré par Saito [43] sous des hypotheses
bien moins restrictives que (H3).) Si I', est fini pour tout z, on obtient u(z) = ¢ |Ty| ™
pour une constante ¢ indépendante de x. Il s’agit donc bien d’un raffinement de (7), qu’on
retrouve par sommation sur les composantes connexes.

On obtient des notions analogues pour la représentation contragrédiente sur le dual
(G, V*) qui est aussi préhomogene : S*, P* de méme degré que P, x* = x !, V;*U---UV}*
(pour le méme 1), dv*(x), & (s, L*), etc. Sous nos hypotheses, en considérant

l

W 269= [ XIS dlo-adg =360 [ 66)1PWI "y

el i=1

et la distribution duale Z*, Sato et Shintani [45] démontrent que les séries &;(s, L), £/ (s, L*)
admettent un prolongement analytique méromorphe sur C et satisfont une équation fonc-
tionnelle matricielle [ x [ reliant

(&(s,L):1<i<l) et (§(k—s,L"):1<i<]).
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Le prolongement vient d’une intégration par parties qui fait intervenir des polynomes de
Bernstein-Sato ou « fonctions b », définis par

P*(Vo)P(x)* = b(s)P(z)",
ou P*(V,) est l'opérateur différentiel a coefficients constants sur Vi satisfaisant

P*(Vy)exp({(z,y)) = P*(y) exp({(z,y)),  Vy € Vg.

On a degb = deg P et, sous nos hypotheses, les zéros de b(s — k) sont les poles (simples)
des & et &f. Les fonctions b sont connues explicitement pour les 29 types réguliers de
Kimura-Sato, ainsi que leur comportement par roque (c¢f. Kimura [33]) et leurs zéros
sont rationnels (voir aussi Kashiwara [32]). Dans les autres cas ou les &;, & sont connus,
la multiplicité d’un zéro de b(s — k) borne celle du pole, mais il arrive qu’on n’ait pas
égalité. L’équation fonctionnelle suit de la formule sommatoire de Poisson appliquée a la
série théta intervenant dans Z(¢, s), en isolant la partie polaire (x € L — L', z* € L* —
L™). Par transformée de Mellin et déplacement de contour, on en tire un développement
asymptotique des sommes partielles (10) quand X — +o0.

EXEMPLE 3.5. — Pour (G, V) = (GLq, A!), le plus simple des espaces préhomogenes, on
trouve P(z) =z, k = 1, b(s) =5, (V-=S)g = V1 UVo =R, UR® et G, = {1} pour
xz € (V—=9)g, soit u(z) = 1 avec la normalisation naturelle. Ainsi &(s) = & (s) = ((s) pour

1 = 1,2 et on retrouve les résultats de Riemann, essentiellement par la méme méthode.

3.3. Adélisation et GGi-orbites

Si A désigne les adeles du corps global k£, on remplace le sous-groupe discret Gz C Gr
par Gy C G,. Pour ¢ = ®,¢, une fonction de Schwartz-Bruhat sur V}, on pose

(12) Z(6,5) = / XY ooy,

el
et le formalisme est proche de celui du paragraphe précédent, en distinguant une place
infinie de k. Les séries de Dirichlet associées se décomposent en somme sur les orbites
L' /Gy de termes faisant apparaitre des produits eulériens sur v de fonctions zéta locales

(13) | e P

pondérés par u(z)/o(x), ot o(x) = [(Hy)x : (H?)i] et u(x) est le volume de (H?)s/(H2)x
pour une mesure convenable (voir [57]). Pour v infinie, les b-fonctions permettent comme
précédemment le prolongement méromorphe de (13). Si v est finie et ¢, est la fonction
caractéristique du disque unité Oy, , on obtient une fonction locale d’'Igusa, d’expression
élémentaire connue pour presque tous les types de Kimura-Sato (voir [30]). Hors d’un
ensemble fini de places 7', ¢, est de cette forme, et la fonction zéta pour 7T fixée est
controlée. Par contre, pour énumérer les GGx-orbites, il faut un passage a la limite sur 7,
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axiomatisé par Wright (cf [57, §0.5]), d’esprit analogue a celui du §2.3, mais bien plus
contraignant. Ceci étant dit, que représentent les Gy-orbites?

EXEMPLE 3.6. — Reconsidérons les formes quadratiques binaires du §2; la SLo(k)-orbite
d’une forme quadratique irréductible z de Sym® k? définit un corps quadratique K, /k :
I’orbite des racines de z. Les formes réductibles forment deux orbites, suivant qu’elles ont
ou non une racine multiple. En étudiant la fonction zéta adélique associée, Datskovsky [19]
obtient une version relative du Théoréme 2.5 sur un corps de nombres k : dans ce cas,
() est essentiellement [Disc K,|"/? Res(Ck,,s = 1).

EXEMPLE 3.7. — Shintani [50, 49], dans les premieres études sur les séries de Dirichlet
provenant de la théorie du §3.2, obtient d’excellents termes d’erreur pour le nombre de
classes de formes quadratiques ou cubiques binaires avec les méthodes du §3.2. A nou-
veau, I’ensemble naturel des orbites de formes cubiques est stratifié suivant le type de
décomposition de I’équation associée. En traitant les formes quadratiques et cubiques
générales, Shintani peut isoler les Gz-orbites de formes cubiques irréductibles. Nous ver-
rons au §5.1 que ce dernier exemple parameétre les anneaux cubiques. Datskovsky et
Wright [54, 17, 18] adélisent le travail de Shintani sur un corps global k£ de caractéristique
différente de 2 ou 3. Comptant les GGi-orbites de formes cubiques irréductibles, ils ob-
tiennent la densité des discriminants des corps cubiques sur k.

REMARQUE 3.8. — Dans ces deux cas, la fonction zéta pour 7T fixé admet un autre pole
réel a gauche de 1, mais le passage a la limite sur 7" empéche de tenir compte de ce
pole secondaire, et méme d’obtenir un terme d’erreur. On conjecture que le passage a la
limite formel donne le développement asymptotique correct (voir Roberts [40] pour le cas
cubique).

Plus généralement, soit n > 1 et k£ un corps infini de caractéristique nulle ou strictement
supérieure a n. On note E(k,n) 'ensemble des classes d’isomorphismes d’extensions galoi-
siennes de k qui sont corps de décomposition d’un polynéme séparable de degré inférieur
a n. Wright et Yukie [56] (voir aussi [31]) construisent pour six nouveaux types d’espaces
préhomogenes paraboliques (G, V) une bijection naturelle entre Gy-orbites de (V — )
et classes de conjugaison d’homomorphismes de Gal(k/k) dans le groupe symétrique & n
éléments ou n = 2, 3,4, 5 suivant les cas. Ceci définit une application

ay : (V—=9)/Gy — E(k,n),

oll une orbite a pour image le noyau d’un des homomorphismes associés. En inspectant les
classes de conjugaison de S,,, on voit que ay est bijective pour les six exemples associés a
n = 2, 3. Dans les deux cas restants, n = 4, 5 et les fibres sont réduites a un point, sauf dans
des cas dégénérés (2 ou 4 points) correspondant & des extensions de petit degré, inférieur
a 12. Quand k£ est un corps global, en supposant résolus les problemes de convergence et
la détermination des poles et résidus, on espere pouvoir compter les extensions x de k
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de degré n munies du poids p(z)/o(z), mais ce programme n’est pas achevé. La partie
globale du cas quartique est traitée par Yukie [57].

3.4. Comparaison

Pour conclure cette présentation des méthodes en présence?, les calculs de densités de
discriminants d’extensions de type Wright-Yukie reposent sur I’existence d’une représenta-
tion (G,V) préhomogene, telle que Vi /Gy parameétre les extensions du corps k. Ces
constructions sont actuellement restreintes aux extensions de degré n < 5.

Bhargava démontre que dans ces mémes cas, Vz/Gy parametre essentiellement des
anneaux de nombres de degré n sur Z (et non des corps). En principe, les méthodes
élémentaires du §2 permettent de les énumérer, puis de les cribler pour ne retenir que les
ordres maximaux, ce qui revient a compter leurs corps de fractions, i.e. les Gg-orbites de
V- Ces méthodes fournissent des termes d’erreur qui survivent aux cribles, mais restent
loin des valeurs conjecturées a la lecture des poles des séries de Sato-Shintani.

A I'inverse, ces dernieres fournissent les termes d’erreur attendus sur les probléemes de
comptage de Gz-orbites et leur adélisation permet le passage aux Gy-orbites sur Vj, et
donc aux extensions du corps global k£ par la théorie de Wright-Yukie, pour n = 2, 3. Par
contre, elle ne fournit pour I'instant qu’un équivalent pour ces décomptes d’extensions
de k, y compris quand k£ = Q, et se heurte a de redoutables probléemes de convergence
d’identités formelles (voir [57, Part IV]).

Ce sont les problemes de comptage associés aux deux cas n = 4,5 ci-dessus que Bhar-
gava vient, semble-t-il, de résoudre sur QQ, en étudiant directement les domaines fonda-
mentaux associés aux Gz-orbites des espaces préhomogenes de Wright et Yukie. Nous
décrirons une partie de ces travaux a partir du §5.3, mais nous commengons par sa ré-
interprétation des cas n = 2, 3.

4. PARAMETRISATIONS ET COMPOSITIONS QUADRATIQUES

4.1. Cubes

Soit C; = Z? ® Z? ® Z?, dont on peut représenter les éléments par des octuplets
(a,b,c,d,e, f,g,h) € Z® ou plus naturellement par un cube de sommets étiquetés par

4Pour étre complet, il efit fallu inclure les séries génératrices issues de la théorie du corps de classes ou
directement de la théorie de Kummer, pour les extensions abéliennes d’une base raisonnable. Elles sont
disjointes des travaux de Bhargava que nous présentons et nous renvoyons au survol de Cohen [11].
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des entiers :
e f
/| b/

a___

g____
/

[

h

/
En notant (o, 8) la base canonique de Z?, ce cube remplace avantageusement 1'élément

aa®@a®a)+b(a®@BRa)+c(fRa®a)+d®BG a)
+ e(a®a®p)+fa®@BRPB)+9(Ra®P)+h(BRLRP).

On peut partitionner un tel cube A € Cy en deux matrices 2 x 2 de trois fagons différentes :
M, = (2%, N, = (;i), ouMy=(2g),Ny= (%), ouencore M3 =(55),Ns=(37)-
Soit v = (§3) un élément générique de SLy(Z). On définit une action de I' = SLy(Z) X
SLs(Z) x SLy(Z) sur Co, en spécifiant que (y x Id x Id) agit sur le cube A en remplagant
(M, Ny) par (rM; + sNy,tM; +ulNy), (Id xy x Id) et (Id x Id xy) agissant de méme sur
(My, No) et (M3, N3) respectivement. Il s’agit bien d’une action (& gauche!), on vérifie que
les actions des trois facteurs SLy(Z) dans I' commutent. C’est I’analogue de I’associativité
de la multiplication matricielle : les opérations sur les lignes et colonnes d’'une matrice
rectangulaire commutent. Par exemple, la transformation de (M;, N;) indiquée se traduit
par (My, Ny) — (yMy,yNs) et (Ms, N3) — (Ms'y, N3tv). Alternativement, cette action
est donnée par
(71572,73) * (71 @ T2 @ T3) = V371 @ V2T2 @ V1 T3

(Nous conservons les normalisations de Bhargava.)

Etant donné un cube A € Cy, on construit pour 1 < 7 < 3 une forme quadratique
binaire Q; = Q par la regle

Qi(z,y) = —det(xM; — yN;).

La forme Q; est invariante sous 'action de {Id} x SLy(Z) x SLy(Z) C T, puisque les deux
autres facteurs agissent par multiplication & gauche ou & droite sur (Mj, Ny). Le premier
facteur agit de la fagon habituelle (y-Q1)(z,y) = Q1((z,v)7), et cette action a un unique
invariant, a savoir Disc ();. Il en est donc de méme pour ’action de I' sur C,. Par symétrie,
Disc ()5 et Disc Q3 sont aussi des invariants, et on vérifie que Disc (); = Disc ()2 = Disc Q5.
On baptise cette valeur commune Disc A. Explicitement,

Q1= (bc — ad, —ah +bg +cf —de, fg— eh),
Qs = (ce — ag, —ah — bg + cf + de, df — bh),
Qs = (be —af, —ah +bg — cf + de, dg — ch),
Disc A = a’h*+b*g*+c* f?+d*e*—2(abgh+acf h-+adeh+be fg+bdeg+cdef ) +4(adfg+beeh).
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Toute forme quadratique (d, h,g) € (Sym?Z?)* provient d’un cube : prendre a = —1,
b=c=e=0, f =1 par exemple.

4.2. Loi du cube et loi de Gauss

DEFINITION 4.1.— Un cube A € Cy est dit projectif si les trois formes quadratiques
associées (Q7, Q4, Q%) sont primitives. On note C1(Cy; D) I’ensemble des classes de cubes
projectifs modulo T de discriminant D.

Motivé par la loi de groupe sur une courbe elliptique, Bhargava considere le groupe libre
engendré par les formes quadratiques primitives de discriminant D, modulo les relations

(14) Qe Qi e Qs =0,

ot A € Cy. En particulier, deux formes SLy(Z)-équivalentes sont identifiées puisque,
si (1 est donnée, alors il existe un cube A comportant ()1 parmi ses formes associées
(Q1,Q2,Q3). En considérant (7 x Id x Id) - A, on en déduit que

Q1O D Q3 =701 Q20 Q3 =0,

soit @1 = y@Q1 dans le quotient de Bhargava, pour tout v € SLy(Z). De méme, on voit
facilement que (a, b, c) ® (c,b,a) = 0.

THEOREME 4.2. — Soit D = 0,1 (mod 4) un entier. Fizons un cube projectif Ay de
discriminant D, dont les formes quadratiques associées sont égales ; soit Q° cette forme
primitive. Il existe une unique loi de groupe additif sur [’ensemble des classes de formes
quadratiques binaires [Q] primitives modulo SLy(Z), de discriminant D, telle que [Q°] = 0,
et [Q{]+[Q4]+[Q4] = 0 pour tout cube projectif A € Co. Réciproquement, pour tout triplet
de classes de formes primitives de somme nulle dans ce groupe, il existe un cube projectif
A € Cy, unique a I'-équivalence prées, dont ce sont les formes associées.

On démontrera ce résultat en méme temps que le Théoreme 4.6. Les cubes Aq satisfai-
sant la condition du théoréme avec Q° # (0,0,0) présentent une triple symétrie :

b g
a/l—b/

g____|_h

(15) b/—g/
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Le choix le plus naturel est Q° = (1,¢,(e — D)/4) pour D = ¢ (mod 4), ¢ € {0,1},
associée au cube Ay de discriminant D donné par

1 €
o/ 17

3

—_(D+3¢)/4
/

(16) 17 €

THEOREME 4.3. — Pour le choiz de Ay donné par (16), la loi de groupe du Théoréme 4.2
est la composition de Gauss du Théoréme 2.1.

Preuve. — [Q°] est bien la classe principale de Gauss. Si A est un cube projectif, le pged
de ses coefficients est 1. A ['-équivalence pres, on peut donc supposer qu’un sommet, est 1.
Toujours a I'-équivalence pres, on utilise ce 1 pour annuler les trois sommets adjacents
(pivot de Gauss tridimensionnel!). On suppose donc que A est de la forme

[
17 o7
)
0. d~
soit
Ql = (_dahafg)a QQZ (_g7h7df)7 Q3: (_fah’dg)
De [@Q1] + [Q2] = —[Qs] = (dg, h, —f), on tire la composition de Dirichlet (2). O

COROLLAIRE 4.4. — Soit D = 0,1 (mod 4) un entier, et soit Ay le cube (16). Il eriste
une unique loi de groupe sur Cl(Co; D), de neutre T' - Ay, telle que les projections

¢; : Cl(Cy; D) — CIT(D)
A = [QF

sotent des homomorphismes de groupe pour 1 <1 < 3.

Preuve. — Si A et A’ sont deux cubes projectifs, alors
3 3 3
S QA+ 104 = Y IR+ Y0 =0+0 =0,
=1 =1 i=1

D’aprés le dernier point du Théoreme 4.2, il existe A" € Cy tel que [Q7"] = [QF] + [Q]
pouri =1,2,3. Les Qf" étant primitives par définition de la loi de groupe, A” est projectif.
On pose A" = A" + A. O
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4.3. Paramétrisations

Identifions maintenant ces lois de composition.

DEFINITION 4.5. — Soit S l'anneau quadratique de discriminant D et K = S @7 Q
Palgebre quadratique associée. Un triplet (11, I, I3) d’idéauz orientés de S est équilibré
si ItIyls C S et N(I;)N(I3)N(I3) = 1. Deuz tels triplets (I, I, Is) et (11,15, 1) sont
équivalents s’il existe ki1, ko, kg € K tel que I; = k;I] pour 1 < i < 3.

Si S est un anneau de Dedekind, une classe d’équivalence de triplets équilibrés n’est
rien d’autre qu’un triplet de classes d’idéaux restreintes de produit 1.

THEOREME 4.6. — I[ existe une bijection canonique entre
— lensemble des T'-orbites de discriminant D # 0 sur ’espace Co = 72 ® 7.2 @ 7.2,
— l’ensemble des classes d’isomorphismes de paires (S, (I1, I, I3)), o S est un anneau
quadratique orienté de discriminant D, et (I, I3, I3) est une classe d’équivalence de
triplets équilibrés d’idéauz orientés de S.

Sa restriction auz cubes projectifs induit un isomorphisme de groupes
Cl(Z* ® 7? ® Z?; D) ~ CI* (D) x CI*(D).

Preuve. — Soit D = ¢ (mod 4), ¢ € {0,1} et soit (1,7) une base positive de S, pour
une orientation 7 : S/Z — Z, ou 7 —eT + (¢ — D)/4 = 0. Soient (v, az), (B, Ba),
(71,72) des bases de Iy, I, I3, de méme orientation que I, I5, I3 respectivement. Comme
IiI,Is C S, on a

(17) ;B = Ciji + QijkT,

pour des entiers a;j; et ¢k, 1 < 4,7,k < 2. Le cube associé est A = (a;j;). De fagon plus
intrinseque, A € Z? ® 72 ® Z? représente I’application trilinéaire I; x I x I3 — Z donnée
par la formule (z,y, z) — 7(zyz). On vérifie que A est bien défini & I'-équivalence pres.

Réciproquement, pour un cube A = (a;j;) fixé, on considere le systeme (17), qui com-
porte essentiellement des indéterminées pour I'instant. On cherche 7, (o), (5;), () le
satisfaisant tels que les S, Iy, I, I3 associés vérifient Iy I, 13 C S et N(I;)N(I)N(I3) = 1.
Ceci implique

Disc A = N(I;)2N(I,)? N(I;)? Disc S,

ainsi Disc S = Disc A et donc S sont déterminés. Comme dans la preuve du Théoreme 4.3,
on peut supposer que les trois sommets adjacents & un sommet fixé (qui porte le pged des
coefficients) sont nuls. Par associativité et commutativité de la multiplication dans S, un
calcul explicite montre que les c;;;, sont déterminés, et entiers! Grace a la nullité de trois
des a;ji, on déduit de (17) que les «, B, v, sont inversibles dans K, puis que les quotients
ai/ag, Bi1/B2 et v1/72 sont fixés. Un calcul explicite montre que les Z-modules obtenus
sont bien des idéaux.
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Un triplet équilibré (I, Iy, I3) est dit projectif si les I; sont projectifs (c’est-a-dire in-
versibles) comme S-modules. Les formes normes associées aux I; sont exactement les Q2
donc les I; sont projectifs si et seulement si A ’est. L’ensemble des classes d’équivalence de
triplets équilibrés projectifs est muni de la loi de groupe naturelle (Iy, Iy, I3) - (11, I}, I}) =
(ILI], I, 1, I31%), qui le rend isomorphe & C1* (D) x CI (D) par la projection (I, Iy, I3) —
(I1,I3). On conclut grace aux Théoremes 4.3 et 2.1. O

Bhargava définit de méme des fleches naturelles préservant le discriminant entre espaces

de formes
Sym®7Z? —— Z?@® Sym?7? —— 7Z?’°Q7?® Z?

l J

(Sym? Z?)* «+—— 7Z?® A*Z*

|

372
munies d’actions de groupes linéaires. Par exemple, la premiéjl}leangée correspond a l'in-
clusion des ensembles de cubes présentant une triple symétrie, une double symétrie ou
pas de symétrie a priori :

b g d______ e
a/l— b 7/ a/l— b 7
| | |
g |_h € - f g—|—h

b / g/ b /— c / c /— d /

e f
oy

A partir de la loi du cube, on obtient des lois de groupe sur les ensembles d’orbites
projectives de discriminant D non nul :

Cl(Sym*Z% D) ——  ClZ?®Sym2Z%D) —— Cl(Z2® 72 ® 7% D)

I J

CI™(D) ~ Cl((Sym? Z*)*; D) +—— Cl(Z*> ® A*Z*; D)

I
C1(A3Z?% D) = {0}

Bhargava identifie ensuite les structures dont ils parametrent les classes d’équivalence.
Dans I’énumération suivante, toutes les formes et les anneaux sont de discriminant non
nul, S désigne un anneau quadratique orienté, I (avec ou sans indice) un S-idéal orienté,
et un « S-idéal de rang n » est un sous-S-module de (S ® Q)", de rang maximal 2n sur Z.

Voir [5] pour les définitions manquantes et les démonstrations.
— Sym? Z?, SLy(Z) : formes cubiques binaires et triplets (S,1,d), o1 § € S ® Q tel que
I? C 65 et N(I)® = N(4). Si on se restreint aux formes projectives, I est inversible
et N(I?) = N(I)3, d’ou I® = (). L’application Cl(Sym?® Z?2; D) — Cl3(D) donnée par



935-20

(S,I,8) — I est un morphisme surjectif dont le noyau est de cardinal #(S*/S*3).
En particulier si S est un anneau de Dedekind, ce morphisme est un isomorphisme si
D < —3, et a un noyau d’ordre 3 sinon (cette construction remonte a Eisenstein [24],
voir aussi Hoffman-Morales [28]).

— 72 ® Sym?® Z2, SLy(Z) x SLy(Z) : paires de formes quadratiques binaires et triplets
(S, I, I,, I3 = I,) ou (I, I, I,) est un triplet équilibré. L’application naturelle Z? ®
Sym?Z? — (Sym?®Z?)* donnée par A — Q4 devient un isomorphisme par passage
aux quotients, si on la restreint aux classes projectives (I;Iy[3 étant principal, si
I, = I Dest, I; aussi).

— (Sym® Z?)*, SLy(Z) : formes quadratiques binaires, c’est le cas considéré par Gauss.

~ Z2QN?Z*, SLy(Z) x SLy(Z) : paires de 2-formes alternées de rang 4. Elles parametrent
les paires (S, (I, M)), ou M est un « S-idéal de rang 2 » et (I, M) est équilibré.

~ A3Z5, SLg(Z) : 3-formes alternées de rang 6. Elles parametrent les paires (S, M) ol
M est un « S-idéal de rang 3 » équilibré.

5. PARAMETRISATIONS EN DEGRE SUPERIEUR

5.1. Anneaux cubiques

THEOREME 5.1 (Delone-Faddeev [22], Gan-Gross-Savin [26]). — Il existe une bijection
canonique entre les deux ensembles suivants :

— les classes d’isomorphismes d’anneaux cubiques,

~ les formes cubiques binaires entiéres, soit (Sym® Z?)*, modulo action de GLy(Z).
Cette bijection préserve le discriminant. La classe contenant la forme de coefficients

(a,b,c,d) est associée au Z-module libre R = (1,w, 0),, muni de la multiplication

wl = —ad,
w? = —ac+bw—ab,
62 = —bd+ dw — cb.
Preuve. — Vérification explicite, facilitée par le choix d’une base de R telle que wf € Z,

toujours possible par translation de w et #. Une autre démonstration pour R integre
consiste & comparer deux applications classiques : la forme indice (qui, & un ordre de
rang n, associe une forme de (Sym™"™1/2771)* ‘modulo GL,_1(Z)) et I'ordre de Dede-
kind (qui, & une forme irréductible de (Sym” Z?)*, associe un ordre de degré n). Elles sont
compatibles si et seulement si n = 3, et inverses I'une de I’autre dans ce cas. 0

Par exemple

(18) (0,0,0,0) +— Z[w,0]/(w’, 6%, wh),
(19) (a,b,c,d) +— Z[aw, aw® + bw]/(aw® + bw? + cw +d) si a # 0.
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Zagier [58] a donné une jolie interprétation de I’application réciproque, en associant a R
I’application

®30:R/Z — NR2Z
£ = 1AENE,

que l'on identifie & une forme cubique en choisissant une base («, 5) du Z-module R/Z
de rang 2 et en posant £ = za + yf. La construction est bien définie modulo GLy(Z).

5.2. Paramétrisations cubiques

L’espace Vz = Z? ® Z* ® Z? peut se représenter comme ’ensemble des boites 2 x 3 x 3
a sommets entiers, ou encore les paires (A4, B) de matrices 3 x 3. De fagon analogue
au §4.1, on le munit d’une action de GLy(Z) x GL3(Z) x GL3(Z). On se restreint a
GL2(Z) x SL3(Z) x SL3(Z) puisque (— Idg, Ids, — Id3) et (— Ids, — Ids, Id3) agissent trivia-
lement (cette action est fidele). Soit f(x,y) la forme cubique binaire det(zA — yB), on
note

Disc((A, B)) = Disc(det(zA — yB)) = Disc(f),

qui est 'unique GLy(Z) x SL3(Z) x SL3(Z)-invariant sur V. D’apres le Théoréme 5.1, on
associe un ordre cubique R de discriminant Disc(f) a f.

THEOREME 5.2. — Il y a une bijection canonique entre
— ensemble des GLo(Z) x SL3(Z) x SL3(Z)-orbites de discriminant D # 0 sur Z2? ®
73 ® 73,
— l’ensemble des classes d’isomorphismes de paires (R, (I,1')), ou R est un anneau
cubique de discriminant D # 0, et (I,I') est une classe d’équivalence de paires
équilibrées de R-idéaux fractionnaires de R ® Q.

THEOREME 5.3. — Il y a une bijection canonique entre
— lensemble des GLy(Z) x SL3(Z)-orbites de discriminant D # 0 sur Z? ® Sym?* Z?,
— l’ensemble des classes d’isomorphismes de triplets (R, 1,0), ot R est un anneau cu-

bique de discriminant D # 0, et I est un R-idéal et § est un élément inversible de
R®Q, tels que I? C (§), N(6) = N(I)%
Tout comme au §4, on obtient des applications naturelles
7Z?>Q®Sym’Z? —— Z’°®7Z°Q 7} —— Z?Q A*ZS,

munies d’actions de GLy(Z) x SL3(Z), GLo(Z) x SL3(Z) x SL3(Z) et GLy(Z) x SLg(Z),
respectivement. Restreintes a des sous-espaces convenables et modulo ces actions, elles de-
viennent des morphismes de groupes. Par exemple, pour R fixé et I, I' projectifs comme
R-modules (i.e. inversibles), la restriction de la bijection du Théoreme 5.2 associe a

(A,B) € Z> ® 7Z® ® Z3 la classe d’idéaux de I. C’est un isomorphisme sur le groupe
des classes des R-idéaux inversibles Cl(R).
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5.3. Les cas quartiques et quintiques

La paramétrisation des anneaux quartiques requiert de nouveaux préliminaires.

DEFINITION 5.4. — Pour un anneau R de degré n, soit Iy l'idéal de R®" engendré par
les éléments de la forme

1@ - ®)+(1ez® @)+ +(1®1®--®z)—Tr(z) x (1®---®1).

La S,,-cloture R de R est Uanneau de degré n! donné par R= M /M, o M := R®"/Ig

et My, est le sous-groupe de torsion de M.

Si R est integre de corps des fractions K, Rest la Z-algebre engendrée par les conjugués
des éléments de R et son corps des fractions Frac(R) est une cloture galoisienne de K/Q.
On fixe un plongement z — (2 ®1®---® 1) de R dans R. Les n conjugués de & sont les
z®1®--®1),...,(1®1Q®---®x). Il y a une action naturelle du groupe symétrique

S, sur Ret R" =729 ---Q7Z ="17.

DEFINITION 5.5. — Soit Q un anneau quartique de Sy-cloture Q Pour x € @, on note
z, &', 2", 2" ses Sy-conjugués et on définit Py : Q — Q par Q,3(x) = za’ + 2"z". On
note

R™(Q) = Z[{®43(x): 2 € Q}] C Q.

On démontre que R™(Q) est inclus dans un anneau cubique, le sous-anneau de R fixe
par un sous-groupe D, C S4 diédral d’ordre 8.

DEFINITION 5.6.— Soit Q un anneau quartique. Une résolvante cubique de @ est un
anneau cubique R tel que Disc(R) = Disc(Q) et R™(Q) C R.

Bhargava a aussi donné une description plus fonctorielle des résolvantes cubique qui
n’utilise pas la notion de §,-cloture. L.’idée est de voir une résolvante cubique R d’un
anneau quartique () comme un anneau cubique muni d’une application quadratique ®,3 :
() — R satisfaisant des propriétés formelles convenables.

THEOREME 5.7. — Tout anneau quartique admet au moins une résolvante cubique R,
qui est unique si et seulement si QQ est « de contenu 1», c’est-a-dire si Q/Z n’est pas de
la forme n(Q'/Z) pour un n > 1 et un anneau quartique Q'. Dans ce cas, R = R™(Q).

Si R est une résolvante cubique de ), @43 induit une application quadratique de )/Z
dans R/Z, c’est-a-dire de Z® dans Z? aux changements de base prés. C’est donc une paire
de formes quadratiques ternaires modulo I' = GL3(Z) x GLy(Z). Explicitement (g3, g2) € T
opere sur (A, B) € Z?® (Sym® Z?)*, ol A, B sont vues comme matrices symétriques 3 x 3
a coefficients demi-entiers en dehors de la diagonale, par

(93, 92) - (A, B) = (r - g3Ags + s - g3Bgs, t- g3Agh + u - g3Bgs),
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avec go = (%4 ). Soit f la forme cubique binaire 4det(zA — yB) — le facteur 4 assure
'intégralité. La forme f est invariante sous 'action du facteur GL3(Z) de T', et le facteur
GLy(Z) agit via (", °) - f. L’action de I" a un unique invariant Disc((4, B)) := Disc(f).

THEOREME 5.8. — Il existe une bijection entre les ensembles suivants :
— les paires de formes quadratiques ternaires (A, B) de discriminant Disc((A4, B)) = D,
soit Z? ® (Sym? Z3)*, modulo action de GL3(Z) x GLy(Z),
— les classes d’isomorphismes de triplets (Q, R, ®), ot Q, R sont des anneaux respecti-
vement quartique et cubique, ® : Q/Z — R/7Z est une application quadratique, R est
une résolvante cubique de Q et Disc (Q = Disc R = D. La classe d’isomorphisme de R
est donnée par la GLo(Z)-orbite de la forme cubique binaire f(z,y) = 4det(zA—yB).

On notera Q(A, B) 'anneau quartique associé a la paire (A4, B). Ce théoréme est un
analogue du cas cubique, qui associe a un anneau cubique R de discriminant D, une
résolvante quadratique S(D) et une application cubique ®35 : R/Z — S/Z. Ces deux
données étant entierement déterminées par R, elles n’apparaissaient pas explicitement.
Dans la paramétrisation ci-dessus, ® est en fait déterminée par @) et R si leur discriminant
commun est non-nul. De surcroit, comme nous ’avons vu au Théoreéme 5.7, () de contenu 1
détermine R.

Ce théoreme se démontre « explicitement » comme le Théoreme 4.6, la grande difficulté
venant du fait qu’il n’y a pas de choix naturel pour la résolvante cubique R. Pour un choix
particulier d’un représentant (A, B) dans la classe modulo GL3(Z) x GLy(Z), Bhargava
montre que la structure multiplicative de () et R est fixée, en écrivant explicitement
des lois de multiplication génériques analogues a (17), et en résolvant les conditions de
compatibilité, associativité, commutativité, au terme d’un processus ou le mot « miracle »
apparait plusieurs fois [2]. On vérifie que R est bien une résolvante cubique de @, et que
(Q, R) a bien pour image (A, B).

Bhargava [3, 4] annonce d’autres paramétrisations, dont le résultat suivant :

THEOREME 5.9. — Il existe une bijection entre les ensembles suivants :
— les quadruplets de 2-formes alternées de rang 5, soit Z* ® A2Z>, modulo 'action de
GL4(Z) x SLs(Z),
— les paires (P,S), ot P est une classe d’isomorphisme d’anneauz quintiques, et S est
une résolvante sextique de P.
Cette bijection préserve le discriminant.

6. COMPTAGES PAR DISCRIMINANT ET DENSITES

6.1. La conjecture de Malle

Soit k£ un corps de nombres dont on fixe une cléture algébrique k, G C S, un groupe
de permutations sur n lettres et K/k une extension finie de degré [K : k] = n. Par abus



935-24

de notation, on écrit « Gal(K/k) = G » si le groupe de Galois de la cléture galoisienne
de K/k, vu comme groupe de permutation sur les n k-plongements de K dans k, est
isomorphe a G. Soit

Far(X,G) = {K/k: K C k,Gal(K/k) = G,Nyso(dx/) < X} / Gal(k/k),

I’ensemble des classes d’isomorphismes d’extensions de k£ de groupe de Galois GG, au sens
précédent, dont la norme du discriminant relatif dg/; est bornée par X. On note

1
Nop(X,G) = _—
’k( ) # Autk K
KeF, x(X,G)
La pondération par le nombre d’automorphismes, qui ne dépend que de k et GG, nous
permettra de formuler plus naturellement certaines densités.

DEFINITION 6.1. — Pour o € S, on définit ’indice de o par
ind(o) := n — # {cycles de o}

(il ne dépend que de la classe de conjugaison de o). Si G # {Id} est un sous-groupe de
Sn, on note

ind(G) := aegl_i?ld} ind(0), a(G)=1/ind(G) €]0,1].

On note b(G, k) > 1 le nombre de k-classes de conjugaison de G, c’est-a-dire de classes
modulo ’action naturelle de Gal(k/k), dont I’indice est ind(G).

En particulier, a(G) = 1 si et seulement si G contient une transposition ; dans ce cas,
b(G,k) = 1 pour tout corps de nombres k& (Malle [38]). Malle [38, 39] conjecture une
estimation relativement précise pour N, x(X, Q) :

CONJECTURE 6.2. — Soit G un groupe de permutation transitif et k un corps de nombres.
Il existe une constante c(G, k) > 0 telle que

Noi(X,G) ~ (G, k) XD (log X )¥Gk)=1,

On en déduit que le nombre N, 1 (X) = > g Nni(X,G) d’extensions de k de degré
n dont on ne fixe plus le groupe de Galois vérifierait

Nas(X) ~ X - 3" (G, k).

GCSn
a(@)=1

Bien siir, cette conjecture implique une solution positive au probleme de GGalois inverse.
Malle conjecture qu’en fixant la structure de k,-algebre de K ® k, pour un nombre fini de
places v de k, on garde les mémes exposants (mais la constante change) pour peu qu’au
moins une telle extension K existe. Les ¢(G, k) ne sont pas précisés par la conjecture.
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Celle-ci est démontrée si G est abélien® (Maki [37], Wright [55]) ou de petit cardinal :
n = 3 et G = S3 (Davenport et Heilbronn [21], Datskovsky et Wright [18]), n = 4 et
G = D, (Cohen, Diaz y Diaz, Olivier [14]; malgré le titre, le cas k # Q est traité). Voir
[11] pour un survol plus détaillé.

Citons pour finir trois résultats récents. Pour un groupe G nilpotent en représentation
réguliere, Kliiners et Malle [35] obtiennent la forme faible

. ]OgN|G‘ k(Xa G)
1 : = .
X5Hoo log X (@)

Kliiners [34] a récemment annoncé que les groupes quaternioniens généralisés
Qum = (z,y | ™ =1,y =a2™ y oy = 3:_1>, m=21>1,

vérifient la conjecture sur k£ = Q, fournissant les premiers exemples non abéliens d’ordre
arbitrairement élevé; ici G = Qun C Sin est en représentation réguliere, a(G) = 2m et

b(G,Q) = 1. Le résultat le plus général a ce jour, di a Ellenberg et Venkatesh [25] dit que
pour tout € > 0, tout n > 1, et tout corps de nombres k, on a

1 o BV . € t 1 f—=— =7 > — -
;(Hiili? log X Ln e XD oo log X 2 + n?

6.2. La conjecture de Bhargava

Pour v une place de k et n > 1, on définit
Z ‘dA/kv
A étale/ky #Auty, A
[Atky]=n

ou la somme porte sur les classes d’isomorphismes d’algebres étales de degré n sur le
complété k,. Ici, d 4k, est le discriminant associé (1 pour v archimédienne), et |-|, désigne
la valeur absolue normalisée habituelle.

CONJECTURE 6.3 (Bhargava). — Pour n > 2, on a Npi(X,S,) ~ ¢(Sp, k)X quand
X — 400, avec

(20) c(Sp, k) = —Res (Ck,s=1) Hav (1-1/Nvw)
ot (i est la fonction zéta de Dedekind de k, et ot on omet le facteur (1 — 1/ Nwv) pour v

archimédienne.

5Si G est abélien de cardinal n, G C S, p le plus petit diviseur premier de n, n, le nombre d’éléments
d’ordre p dans GG, on montre que

1/a(G) = |G|(1 = 1/p) et b(G,k) = np/ [k(e2™/?) : k].
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(Il S’agit d’une reformulation d’une conjecture équivalente donnée par Bhargava [4].)

Comme les algebres étales sur k, sont les produits finis de corps sur k, et que leurs
k,-automorphismes et discriminants sont les produits de ceux de leurs composantes, on
obtient I’expression de la série génératrice

(21) Z ay(n)T" = exp Z #iﬁi’t T ko]

K corps/ky

THEOREME 6.4. — On a

exp(T) st v est complere,

n_ Jexp (T +1T?) siv est réelle,
Zav( )T T ) 4o 1
. . -1
H — i St est finie, ¢ = (Nv)
Py 1 — g 'T

Preuve. — Les deux premiers cas sont clairs a partir de (21), le troisiéme résulte de la
formule de masse de Serre [47], sous la forme

s, g
. Corzps/kv #Auty, K lﬂzn d
[K:ky]=n

La formule donnée dans [47] énonce que la somme sur les extensions totalement ramifiées
est ¢" 1. Pour chaque d | n, on 'applique & I'unique extension non ramifiée de degré d
de k,, pour compter ses extensions totalement ramifiées de degré %. O

COROLLAIRE 6.5. — Si v est finie, ¢ = (Nv)™ !, alors a,(n) = P,(q) ou P, € N[X| ne
dépend pas dev. On a P,(q) = 1+q+0(¢?) quand g — 0 et le produit infini (20) converge.

EXEMPLE 6.6. — Pour v réelle,
0(2) =1, a(3)=2/3, a,(4)=5/12, ay(5)=13/60.
Pour v finie, ¢ = (Nv)~!, on obtient
(1-qa(2)=1-¢, 1-qa,(4)=1+¢~¢ ~¢",
(1-qa(3)=1~¢", (1-9)a(3)=1+¢"~q¢"—¢"
EXEMPLE 6.7. — Si n = 2, la conjecture prédit

NQ, (X Sg)/X—) QC( )

ce qui est un résultat classique. On le démontre par exemple & partir de I'identité p?(q) =
>a2jq #(d) d’oli on déduit la densité des entiers sans facteur carré. (Ne pas oublier que
chaque corps est pondéré par 1/# Autg(K) =1/2.)
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La conjecture suit du principe heuristique suivant, analogue a celui de Cohen-Lenstra [12]
et Cohen-Martinet [13] sur le comportement moyen des groupes de classes. On considere le
nombre d’extensions K /k de degré n, avec Gal(K/k) = S, et dk, = D. En se demandant
quelles collections de A = K ® k, peuvent intervenir et en supposant les comportements
indépendants aux différentes places, on s’attend a ce qu’il soit égal a

1
H Z #Autkv A’

v A étale/ky
[A:ky]=n

‘dA/kv|v:|D|q,
en moyenne sur D. La conjecture est vraie pour n = 2 (Wright [55], Cohen-Diaz y Diaz-
Olivier [15]), n = 3 (Datskovsky-Wright [18]), et correspond aux valeurs annoncées par
Bhargava sur Q pour n = 4,5. Une variation évidente fixe la structure de k,-algebre de
K ® k, pour un nombre fini de places, par exemple la signature a I'infini : on remplace les
a,(n) correspondants par la somme sur les algébres de structure permise. Cette conjecture
renforcée est vérifiée dans les mémes cas que ci-dessus (voir [18, §4] pour n = 2, 3).

6.3. S5 sur Q

Ce cas, réinterprété et étendu dans le langage du §3.3 par Datskovsky et Wright [54,
17, 18], est originellement traité sur Q par Davenport et Heilbronn [21] avec la méthode
du domaine fondamental du §2. A partir du Théoréme 5.1, un équivalent de Ng (X, Ss)
s’obtient assez simplement : on compte les classes de formes cubiques associées aux ordres

maximaux, une condition locale qui prend la forme suivante.

THEOREME 6.8 (Davenport-Heilbronn). — La classe d’une forme cubique irréductible
F' est associée & un ordre R mazimal en p (c’est-a-dire tel que R @ Z, est mazimal)
si et seulement si p { F et F n'est pas GLo(Z)-équivalente a une forme (a,b, pc, p*d),
a,bc,d€Z.

Ce n’est pas la formulation de Davenport et Heilbronn [21], qui ne connaissaient pas
le résultat de Delone et Faddeev et faisaient des calculs locaux désagréables, mais elle lui
est équivalente.

Preuve. — Si p | F, R est inclus dans l'ordre associé & F/p, donc non maximal en p.
Si p ne divise pas le discriminant de F', égal a Disc R, il n’y a pas de probleme. Sinon, en
remplagant au besoin F par une forme GLy(Z)-équivalente, on peut supposer que la racine
double de F modulo p est en 0, et qu’il n’y a pas de racine a 'infini soit F' = (a, b, pc, pd),
avec p 1 a. Le résultat suit du critére de p-maximalité de Dedekind (cf. [10, §6.1.4]).

Explicitement, si p | d, 'ordre associé a (pa, b, ¢, d/p) contient R (voir (19)). O

Posons G = GL,, V = Sym3 A? ; il suffit de compter les points de Vz/Gz de discriminant
borné, satisfaisant les congruences ci-dessus. En effet, les points associés a des anneaux
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non integres ou de corps des fractions cubiques cycliques sont absorbés dans un terme

d’erreur. On trouve

Vol(Va /Gy O {F : |Disc F| < X}) = (% + é) @X - @X,

en séparant les deux composantes connexes de (V —S)g = VT UV~ associées aux formes
de discriminant respectivement positif ou négatif®. Le produit des densités p-adiques pro-
venant du Théoreme 6.8 est 1/({(2)((3)), et I'on obtient

1 1

Ngs(X,S5)/X — RORE Res(C,s = 1) aoo(3) [ [(1 = 1/p)ap(3)-

On peut bien sir séparer les densités des corps totalement réels et totalement complexes,
la premiére étant trois fois plus faible que la seconde, en se restreignant & V* ou V'~ au
lieu d’additionner leurs contributions.

6.4. Sy et S5 sur Q

Pour ce qui concerne Sy et S5 sur Q, seul le cas des corps S, totalement réels est publié [2]

a ce jour. Bhargava [4] annonce une solution compléte qui corrobore sa conjecture pour
n=4,5.

DEFINITION 6.9. — Une paire de formes quadratiques ternaires (A, B) est totalement
réelle, resp. mixte, resp. totalement complexe si (A, B) a 4, resp. 2, resp. 0 zéros réels
dans P?(R). Elle est irréductible si A et B n’ont pas de zéro commun dans P?(Q) et si la
forme cubique binaire det(xA—yB) est irréductible sur Q. Une paire (A, B) est maximale
si Panneau quartique Q(A, B) est mazimal.

Toutes ces définitions ne dépendent que de la classe de (A, B) modulo GL3(Z) x GL(Z)
et on a une description locale, analogue au Théoréeme 6.8, des paires (A4, B) mazimales.

THEOREME 6.10. — Soit Q(A, B) anneau quartique associé d une classe de paires de
formes quadratiques (A, B) :
— (A, B) est irréductible si et seulement si Q(A, B) est un ordre d’une extension quar-
tique de Q de cloture galoisienne Ay ou Sy.
— (A, B) est totalement réelle si et seulement si Q est totalement réel (Q @R ~R*).
~ (A, B) est totalement réelle irréductible mazimale si et seulement si Q(A, B) est un
ordre quartique maximal, dont le corps des fractions est totalement réel, de cloture
galoisienne Ay ou Sy sur Q.
— Le produit des densités locales associées auzr (A, B) mazimales est

]' 2 -3 —4
e LA+ =7 =07,

6Y+ (resp. V) correspond aux formes ayant trois racines réelles (resp. une seule racine réelle), dont
le stabilisateur dans GL2(R) est isomorphe & S3 (resp. & S2). D’ou les coefficients 1/6 et 1/2.
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On trouve cette fois-ci

11 1) ¢(2)%(03)
24 " 4 8) X

Vol(Vik/G7z N {(A, B) : |Disc(A, B)| < X}) = (_ 44 5 ’
oit Ve = R? ® Sym?R®, Gz = GLy(Z) x GL3(Z), et les coefficients 1/24, 1/4, 1/8 pro-

viennent respectivement des cas réels, mixtes et complexes (stabilisateurs S, S2 et S3)
qui sont les trois composantes connexes de (V — S)g.

THEOREME 6.11. — Conformément a la conjecture de Bhargava, le nombre de classes
d’isomorphismes de corps quartiques totalement réels de discriminant inférieur a X est
équivalent a CX, ot

1 1
C==-x—xX 1—1/p).
5 % 22 [Je:p)@ = 1/p)
P
Preuve. — Ce théoreme suit formellement de ce qui précede, en montrant que sont

négligeables
— le nombre d’extensions A, de discriminant inférieur a X,
— les points associés aux (A, B) réductibles,
— le terme reste algébrique lié au passage a la limite dans le produit des facteurs locaux
(analogue de (4)),
— le terme géométrique provenant du principe de Lipschitz (Théoreme 2.2), lié aux
volumes des projections d’un domaine fondamental.
Wong [53, Remark 9] démontre que Ng4 (X, As) = O(X7/3+) pour tout & > 0, et les trois
autres points sont démontrés par Bhargava. Le deuxieme est de loin le plus délicat, faisant
hélas appel & un domaine fondamental explicite et & de lourdes estimations directes (en
dimension 12). Parmi les points entiers du domaine fondamental, les paires réductibles sont
en fait largement majoritaires; elles sont heureusement concentrées sur quelques sections

hyperplanes qui peuvent étre éliminées avant le décompte par principe de Lipschitz. [

L’hypothese « totalement réel » et le domaine fondamental explicite qu’elle permet sont
utilisés pour traiter un cas dégénéré mais crucial. Je ne sais pas si Bhargava les supprime
pour traiter les deux autres signatures possibles ou bien s’il doit refaire tous les calculs.

Si K est un corps de nombres et p un nombre premier, soit

rp(K) = dimy, (Cl(K) ®7 (Z/pZ))

K) est le nombre d’éléments de p-torsion

le p-rang du groupe des classes de K ; ainsi, p"
du groupe des classes, et (p"»*) —1)/(p — 1) le nombre de sous-groupes d’indice p. La
méthode de Davenport et Heilbronn du §6.3 permet la détermination de ’ordre moyen
de 373(K) quand K parcourt les corps quadratiques, et la vérification de ’heuristique de

Cohen-Lenstra dans ce cadre. Bhargava obtient ’analogue suivant :
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THEOREME 6.12. — Conformément auz heuristiques de Cohen-Martinet, on a
1
; (QTQ(K) — 1) ~ 1 ; 1, quand X — oo,

ou K parcourt les corps cubiques totalement réels de discriminant inférieur a X.

Preuve. — Soit K4 un corps quartique de type A, ou S;, de cloture galoisienne L,
K3 C L un corps cubique, et Kg 'unique extension quadratique de K3 dont la cloture
galoisienne soit L. Alors Kg/ K3 est ramifiée en une place divisant p si et seulement si le
type de ramification de p dans Ky est (1*), (2?), ou (1222). Le corps K, est totalement
réel si et seulement si L 'est, ce qui implique que K3 et Kg le sont aussi.

Réciproquement si K3 est un corps cubique totalement réel et si Kg/K3 est une ex-
tension quadratique non ramifiée, alors la cloture galoisienne L de Kg est de type Ay
ou Sy et contient un unique corps quartique K, a conjugaison pres, et K, est totale-
ment réel puisque Kg et donc L le sont. Par théorie du corps de classes, 272(K) — 1 est
le nombre d’extensions quadratiques non ramifiées K4 de K5. On vérifie par ailleurs que
Disc K3 = Disc K4. Le membre de gauche compte donc les extensions K, totalement
réelles de type A4 ou S4 et de ramification restreinte comme ci-dessus.

Bhargava démontre que, pour Q(A, B) maximal, la structure de ’anneau quotient
Q(A, B)/(p) est donnée par les degrés résiduels aux points d’intersections des deux co-
niques définies par A et B sur F,. (Le résultat reste vrai pour Q(A, B) non-maximal,
s’il n’y a pas de point d’intersection quadruple.) En particulier le type de décomposition
d’un premier p dans le corps des fractions K4 de Q(A, B) se voit par des congruences mo-
dulo p sur (A, B). En renfor¢ant la condition locale de p-maximalité de la démonstration
précédente pour imposer I’absence de ramification de type (1%), (22) ou (1222), on obtient
un équivalent du membre de gauche. Le théoreme de Davenport-Heilbronn démontré au
§6.3 donne un équivalent du membre de droite. O
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