COMPLEMENT II

Statistiques d’ordre

(Biblio : Cottrell p. 53) On considére n variables aléatoires (X7, ..., X, ) indépendantes de méme loi de
densité f sur R, de fonction de répartition F'.

Proposition 1. Les (X;)1<i<n sont presque sdrement tous distincts.

DEMONSTRATION. En effet soit i # j. P(X; = X;) = [po lo(a—y) f(z) f(y)dedy = [ f(x)( [ 1 (y) f(y)dy)dx
d’aprés Fubini. La deuxiéme intégrale est nulle car le singleton {z} est de mesure de Lebesgue nulle. On

en déduit
PR3 # ), Xi = X;) =P(Uins (X = X;)) < 30, P(Xi = X;) =0 O

Par conséquent on peut définir pour presque tout w € € la permutation o(w) telle que
Xo(w)(1)(W) < Xo(w)(@2) (W) <+ < Xo@)m)(W)-

Proposition 2. o est une variable aléatoire o valeurs dans ’ensemble des permutations S,,, de loi uniforme
sur S,,.

DEMONSTRATION. On commence par montrer que o est bien une variable aléatoire : puisque 5,, est
un ensemble fini, il suffit de montrer que si 7 est une permutation, o~ ({r}) est mesurable. Or
o' ({r}) ={we 0 X;1)(w) < Xr2)(w) < ... Xym)(w)} ={w e Q,(Xy,...,X,) € Br(w)}, on
By ={(z1,22,...,2,) € R, 2,(1) < T2) < -+ < Zy(n)}. By est bien un borélien de R", par conséquent
{weQ,(Xy,...,X,) € B;} est bien mesurable et o est donc bien une variable aléatoire.
Pour vérifier que o a bien une loi uniforme, on va montrer que si 7 est une permutation quelconque de
Sy, P(0 = 7) ne dépend pas de 7. En effet
Plo =7) = P({w € O, X, ()(w) < Xr2)(w) < ... X;(myw}). Or la densité du n-uplet (Xi,...,X,) est

f(x1)... f(zy) : elle est invariante par permutation des coordonnées, et le n-uplet (X;(1),..., X))
donc méme loi que (X3, ...,X,). Par conséquent,

P{w € Q, X,y (w) < Xr@9)(w) < ... Xrmyw}) =P({w € Q, X1 (w) < Xo(w) < ... Xy (w)})

ne dépend pas de . O

On note souvent pour simplifier les notations X;)(w) = Xq(w)). X(i) est appelé statistique d’ordre de
rang i de I'échantillon (X1,...,X,). En particulier, X(;) = min(X;) et X(,) = max(X;). Egalement
souvent étudiée, si n est impair, X(,,41)/2 est la médiane des X;. Il est facile de déterminer la loi de X
et celle de X(,,). Le résultat se généralise :

Proposition 3.
~ Le n-uplet (X1y, X2),---,X(n)) a pour densité nlly, copc.ca, [11—q f(23)
~ Pour tout 1 <i <n, X(;) a pour densité i(7) f(z)(F(x))" " (1 — F(z)) "
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DEMONSTRATION. — En effet, si B est un borélien de R",

P((X(l),X(Q), . 7X(n)) S B) = ZTGSW, P((X(l), X(2)7 . 7X(n)) €Beto= T)
=2 res, PU(Xr), Xr2), - X)) € B et (Xr1) < Xr2) < Xr(ny))
Or si 7 est une permutation de Sy, (X;(1) < X;(2) < Xr(n)) @ méme loi que (Xi, ..., X,). Ainsi chacun
des n! événements de la somme a la méme probabilité
P((X17X2, D ¢ ) € Bet (Xl < Xo <0 < Xn)) = fB 1x1<3¢2<.“<$nf($1) Ce f(l‘n)dl‘1 ...dx,. La
densité de (X 1),X(2), ooy Xy est donc bien n!ly, cop<.ca, f(21) . f20).

— Une fois qu’on a la densité du n-uplet, on pourrait trouver la densité d’une coordonnée en intégrant
sur les autres : ainsi si 1 <7 <n, la densité de X(;) est :
0! fon—1 Loy <an<oca, f(@1) .o flzn)dey .. dei_ydaigy ... dxy,
Néanmoins il est plus simple de s’inspirer du calcul classique dans les cas particuliers i = 1 oui =n
et de calculer la fonction de répartition de X(;y : si € R, 'événement {X(;) < x} est la réunion
(disjointe) pour tous les k > i des événements “Il y a exactement k éléments du n-uplets inférieurs a x
et n — k supérieurs strictement a z”. De plus, si K C {1,...,n} vérifie |[K| =k,
P(Vj e K,X; <zetVj¢ K,X; >x)=F(x)*(1 — F(z))"* ne dépend pas de K, mais uniquement

n
de son cardinal k. Puisqu’il y a i parties de cardinal k, on a finalement

PO <) = i () ) P - Fa) )

Pour trouver la densité, il ne reste plus qu’a dériver par rapport a x :
n

@) = £ Sz k() @10 = P ) = ) S - 0 ()P0 - Fa) )

En utilisant les égalités k (Z) =n (Z - 1) et (n— k) <Z> =n (” . 1) il vient
i@ =nf @ Si ()P - Py ) - s S (M) )t - oy

Il reste & effectuer un changement de variable dans la premiére somme j = k — 1 et a simplifier pour
obtenir enfin : )

@ =nf@)(} 1) Py - Foy =i

n

) F (@) F(2) 11 - F())™.

g
]

Deux cas particuliers sont souvent regardés :

(1) Cas ou les X; sont uniformes sur [0,1]. La densité du n-uplet (X(1y, X(2),..., X)) est alors
s, <ap<- <z, <1 : 1l 8'agit d’une loi uniforme sur le simplexe {0 < 21 < 23 < -+ <z, < 1}.
De plus, pour tout 1 < i < n, X(; a alors pour densité sur [0, 1] ( )xl Y1 —2)"~% 1 il sagit
d’une loi 3.

(2) Cas ot les X; sont exponentielles de paramétre 1. La densité du n-uplet (X (1), X(a), ..., X(n)) est
alors n!locy, <op< <z, € 22i=1%i On peut remarquer que cette densité se transforme simplement
avec le difféomorphisme de {0 < 1 < ..., z,} dans (RT)™ (z1,...,2,) = (21, %2 —Z1, ..., Ty —
Zp—1). Ce difféomorphisme est de jacobien 1, et de réciproque
(V1,925 - - Yn) = (Y1, 91 + Y2, -+, iy ¥i)- On en déduit finalement que le n-uplet (Y7,...,Y,)
défini par Y; = X(;41) — X(;) a pour densité n! [T}, 1p+ (i) [T/, € —(n=i+1)y: . en particulier les
Y; sont indépendantes, de loi exponentielle de paramétre respectlf n—1i+ 1.

De plus, pour tout 1 <4 < n, X;) a alors pour densité sur R* z‘(zb)e’(”*l*i)m(l — e T)imL
On retrouve en particulier que le minimum X ;) suit une loi exponentielle de parameétre n.
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