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CHAPITRE 1

Introduction a la théorie des probabilités

1. Espaces probabilisés

Définition 1. Soit E un ensemble. On dit que A C P(E) est une tribu (ou une o-algébre) si :
e e A;

e Ac A= Acc A;

eVn>0, A,e A= ] AL e A

n>0

Les éléments de A sont appelés parties mesurables (ou A-mesurables). On dit alors que (F,.A) est un
espace mesurable.
Il est facile de vérifier que ’ensemble vide appartient toujours & une tribu, et qu’une tribu est stable par
intersection dénombrable.
Exemples :
b P(E)v {QLE};
e CCP(E)alors o(C) = ﬂ A
A tribu , ccA
o tribu des boréliens B(FE) : tribu engendrée par les ouverts d’un espace topologique; si E = R, B(R) est
la tribu engendrée par les ]a,b[ ou | — 00, a[ (a € R ou Q).

En probabilité on utilise un vocabulaire particulier :

e () est appelé espace des réalisations ou univers; c’est aussi I’événement certain ;
w € Q) est appelé une réalisation ;

() est ’événement impossible ;

A € A est un événement ;

AN B est 'événement A et B

AU B est ’'événement A ou B.

telle que :
o 1(0) =0

e pour toute famille (Ay,)n>0 de parties mesurables disjointes : p U A, | = Z w(Ay).
n>0 n>0

Définition 2. On appelle mesure positive sur un espace mesurable (E, A) une application p : A — [0, 400]

On dit que  est finie si u(F) < +00, et que 1 est o-finie s’il existe une suite croissante de parties mesurées
(Ay)n>o telle que 50 An = E et p(Ay) < 400 pour tout n > 0.
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Définition 3. Une mesure positive est une probabilité si u(E) = 1.

On dit que = € E est un atome si pu({x}) > 0. Une mesure est diffuse si elle n’a pas d’atome.

Enfin, on appelle mesure de Lebesgue, 'unique mesure sur (R, B(R)) telle que A(Ja,b]) = b — a.

On dit que (2, A, P) est un espace probabilisé si (2,.A) est un espace mesurable sur lequel on a défini une
probabilité P.

Exemples :

e On lance un dé deux fois :

Q=1{1,2,...,6}% A="P(Q),P(A) = Card(A)

36

La probabilité choisie rend tous les tirages possibles équiprobables.
e On lance un dé jusqu’a obtenir 6. L’expérience définie ici peut amener a une infinité de lancers, on a
donc :

Q={1,2,...,6}".
Les éléments de 2 sont donc les suites w = (w1, ws,...) qui représentent les tirages successifs. La tribu
A sur Q est la plus petite tribu qui rend mesurable tous les ensembles :

{w L W1 :’il,WQ :i27...,wn :Zn}

oun>1etiy,... i, €{1,...,6}, et P est 'unique probabilité sur 2 telle que
. . . 1\"
P{w : wy =i, ws =d9,..., Wy =in}) = (6) )
Une probabilité P sur (2, 7) on peut vérifier les propriétés suivantes :

AC B = P(A) <P(B)
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

IP’( U Aj) = Z (—1)k_1( Z P(A;, N---N Aik)), formule de Poincaré

1<j<n 1<j<n 1<iy <-<ip<n
Ap CAp = P(| An) = lim P(Ay)
n>0
Bhi1 C B, = P( OO B,) = ngrwaP(Bn)

P({J An) < P(An)

n>0 n>0
2. Probabilités discrétes

1l existe un cas particulier important lorsqu’on considére un univers 2 dénombrable. On prend T = P(Q).
Alors pour construire une probabilité sur (£2,7) il suffit de se donner les probabilités P({w}) pour toute
réalisation w € , telles que > P({w}) = 1. Il est alors immédiat de vérifier que pour tout événement A,

P(A) = P({w}).

weA
Cette méthode s’applique en particulier lorsque €2 est fini et que les w sont équiprobables, c’est-a-dire que

1
P = ——
{wh) = Gara@)
On obtient alors la régle d’équiprobabilité
nombre d’issues favorables & A Card(A)

P(A) =

nombre d’issues possibles ~ Card()

RAPPELS
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Pour calculer en détails ces probabilités on utilise des résultats de combinatoire, dont on rappelle les plus
classiques.

e Nombre de permutations d’un ensemble & n éléments : n!.

e Nombre de p—uplets dans un ensemble a n éléments : nP.

e Nombre de p—uplets d’éléments distincts dans un ensemble a n éléments : A2 =n(n—1)...(n—p+1).
e Nombre de parties d’un ensemble a n éléments : 2"

n
o Nombre de parties a p éléments dans un ensemble a n éléments : CF = ( >

3. Probabilités conditionnelles, événements indépendants

Le fait de connaitre un événement, de savoir qu’il s’est produit, peut modifier la probabilité d’un autre
événement. il est donc important de pouvoir définir une nouvelle probabilité.

Définition 4. Soit (2, T,P) un espace probabilisé et A un événement de probabilité non nulle. On peut
définir une nouvelle probabilité sur (2, T ), appelée probabilité conditionnelle sachant A, en posant pour tout
BeT,

PA(B) = P(B|A) = W.

On peut facilement voir que 1’on a
P(AN B) =P(A)P(B|A)
que 'on généralise en
P(N_1A;) = P(A41)P(A2|A1)P(A3|A1 N Ag) .. .P(A,]A1 N N Ap_q)
De plus, si P(A¢) > 0 alors on a
P(B) = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A°)

et la formule de Bayes
P(A)P(B|A)
P(A)P(B|A) + P(Ac)P(B|Ac)’
Il est possible de généraliser ces derniéres relations lorsqu’on considére une partition (A,)pen de Q
(Ag N A =0,UA, =Qet P(4,) >0):

P(A|B) =

P(B) = Z P(A,)P(B|A,) (formule des probabilités totales)
n>0

P(An)P(B|An)
ano ]P)(AVL)P(B|AH)

On peut remarquer que lorsque P(A N B) = P(A)P(B) alors P(B|A) = P(B), autrement dit le fait de
savoir que A est réalisé ne donne pas d’information sur la réalisation ou non de I’événement B ; d’ou la
définition suivante.

P(A,|B) = (formule de Bayes)

Définition 5. On considére un espace probabilisé (1, A,P). Si A, B € A sont deuzr événements, on dit que
A et B sont indépendants si
P(AN B) =P(A)P(B).

J.-J. RucH ET M.-L. CHABANOL
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Plus généralement on a :

Définition 6. On dit que n événements Ay, ..., A, sont indépendants si, pour tout sous-ensemble non vide
{j1,-- -, Jp} de{L,...,n}, on a

Attention ceci n’est pas équivalent P(A4; N --- N A,) = P(A41)...P(4,) ou &, pour chaque paire
{i,7} € {1,...,n} les événements A; et A; sont indépendants.

Exemples :

Considérons ’espace correspondant & deux lancers de pile ou face et prenons A = {pile au premier lancer},
B = {pile au second lancer} et C' = {méme résultats aux deux lancers}. Les trois événements sont 2 & 2
indépendants, mais ne sont pas indépendants.

Proposition 7. Les n événements A1, ..., A, sont indépendants si et seulement si
P(ByNn---NB,) =P(By)...P(B,)
pour B; € o(A4;) ={0,Q, A;, AS }.

4. Lemme de Borel-Cantelli

Si (Ap)nen est une suite d’événements on note

limsup 4,, = ﬁ G Ay

nroo n=0k=n

De fagon équivalente, w € limsup,,_, . A, < w appartient & une infinité d’événements A,
o0 o0

On peut rappeler qu’on a aussi la définition liminf A,, = U ﬂ Ay. De facon équivalente,
n— oo

n=0k=n

w € liminf A,, < w appartient a tous les A,, sauf éventuellement un nombre fini.
n—oo

Enfin, puisqu’une suite a valeurs dans {0, 1} a pour limite supérieure 1 si et seulement si elle prend une
infinité de fois la valeur 1, on a une interprétation simple en terme de fonctions indicatrices :

Liim sup 4, = limsup(la,) et liminfa, = liminf(1a,)

Le résultat suivant est le lemme de Borel-Cantelli, mais vu son importance cela pourrait étre un théoréme.

RAPPELS



4. LEMME DE BOREL-CANTELLI 9

Lemme 8. Lemme de Borel Cantelli Soit (A,,),en une suite d’événements
(i) Si Z]P’(An) < oo alors
neN
P(limsup A,) =0

n—oo
ou de maniére équivalente
{neN:weA,} est fini p.s.

(i) Si Z P(A,) = 0o et si les événements A, sont indépendants, alors
neN
P(limsup A4,) =1
n—00
ou de maniére équivalente
{neN:we A,} est infini p.s.

L’hypothése d’indépendance est nécessaire dans le (ii), comme le montre 'exemple trivial on A, = A
pour tout n € N, avec 0 < P(A) < 1.

DEMONSTRATION. (%) Supposons Z P(A,) < co. On a pour tout entier m

neN
(o] o0 o0
limsup A4,, = ﬂ U A C U Ay
noroo n=0k=n k=m

et donc P(limsup 4,) < Z P(A,,) qui tend vers 0 avec m si la série converge.

n—00 k>m

(ii) Pour le deuxiéme point, remarquons d’abord que pour tout n et tout N > n

PO A = 1-B( (] 49

n<k<N n<k<N
- 1 ] a-eAw)
n<k<N

Comme 1 — x < e~ % pour tout = > 0, on en déduit

P U Ak Zl—exp — Z Ak

n<k<N n<k<N

Lorsque N tend vers l’infini, la somme dans l’exponentielle tend, pour tout n, vers linfini par hy-
pothése, et donc P(lJ,s,, Ax) = 1. Il ne reste alors plus qu’a remarquer que P(limsup, . A,) =

Tty o0 P(Uys Ab)- O

J.-J. RucH ET M.-L. CHABANOL







CHAPITRE II

Variables aléatoires

1. Définitions

Définition 1. Soient (2, A, P) un espace probabilisé et (E, E) un espace mesurable. Une application mesurable
X : Q — FE est appelée variable aléatoire a valeurs dans E. Lorsque E C R, on parle de variable aléatoire
réelle.

Exemple :

Si on lance deux dés on peut définir la variable aléatoire qui est égale a la somme des résultats des
dés : X((i,5)) = i+ j. Alors X définit une variable aléatoire sur = {1,2,...,6}2 & valeurs dans
E=1{1,2,...,12}.

Si on lance un dé une infinité de fois on peut définir une variable aléatoire Y comme étant le premier
instant ot on obtient 6. Alors on a : Y (w) = inf{j : w; = 6}, avec la convention inf() = co; Y est a
valeurs dans N = N J{oo}. Dans ce cas, pour vérifier la mesurabilité on observe que, pour tout k > 1

Y ({k}) ={w e Q:wi #6,ws #6,...,wk1 # 6,wr =6}

Définition 2. La loi d’une variable aléatoire X : Q — E est la mesure-image de P par X. C’est donc la
probabilité sur (E,E), notée Px, définie par : VB € £

Px(B) =P(X 1(B)) =P(X € B) =P({w € Q@ : X(w) € B}).

1.A. Variable aléatoire discréte.

Définition 3. Une variable aléatoire X : Q@ — E est une variable aléatoire discréte si E (en fait X (€2)) est
un ensemble fini ou dénombrable. Dans ce cas, la tribu associée est, en général, I’ensemble des parties P(E).

Pour une variable discréte X, la loi est donnée par
el
ol p, = P(X = x) et 0, désigne la mesure de Dirac en z. Ceci provient du fait suivant :
Px(B)=P(X € B)=P(| J{X=2})=) P(X=2)=> p.6,(B)
reEB r€B zE€EB

En pratique déterminer la loi d’une variable aléatoire discréte, revient & calculer toutes les probabilités
P(X =x) pour z € E.
On supposera dans la suite sans perte de généralité que pour les variables discrétes £ C Z.

11
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1.B. Variable aléatoire a densité.

continue par rapport & la mesure de Lebesgue .

Définition 4. Une variable aléatoire X a valeurs dans (RY, B(R?)) est ¢ densité si Py est absolument

Le théoréme de Radon-Nikodym nous assure alors qu'il existe une fonction borélienne f : R? — R, telle
que

VB € B(RY), Px(B) = /B F(@)da.

On a en particulier [, f(z)dz = P(X € RY) = 1. La fonction f (unique & un ensemble de mesure de
Lebesgue nulle prés), est appelée la densité de la loi de X.
Sid =1, on a en particulier, pour tout a < 3,

B
Pla< X <p) = / p(z)dx.

(o3

2. Tribu engendrée par une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un espace mesurable quelconque (F, ). La tribu engendrée
par X, notée o(X), est par définition la plus petite tribu sur  qui rende X mesurable :

o(X)={A=X"YB):Be¢&}.

On peut généraliser cette définition a une famille quelconque (X;);er de variables aléatoires, X; étant a
valeurs dans (E;,&;). Dans ce cas,

o(Xsiel)={X;Y(B;)):B; € &,iclI}.

réelle. Il y a équivalence entre :
(i) Y est o(X)-mesurable ;
(i) il existe une fonction mesurable f de (E,&) dans (R, B(R)) telle que Y = f(X).

Proposition 5. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans un espace (E,E), et soit Y une variable aléatoire

DEMONSTRATION. L’implication (ii) = (i) est facile puisque la composée de fonctions mesurables est
mesurable.
Pour la réciproque on traite d’abord le cas ot Y est étagée : Y = > | \;14, ou \; € Ret 4; € o(X).
Pour tout i, on peut trouver B; € & tel que A; = X~ (B;), et on a

Y:i)\ilAl :i)\ilgioX:foX
i=1 i=1

ou f =31 A\lp, est E-mesurable. Dans le cas général, on sait que Y est limite simple d’une suite de
variables aléatoires Y,, étagées et o(X)-mesurables. D’aprés la premiére étape, on peut écrire, pour tout
n, Y, = fn(X), ot f, : E — R est mesurable. On pose alors : pour tout € F

@) = lim,, o0 fn(x)  si cette limite existe
10 sinon

qui est mesurable. On obtient ainsi Y = f(X). O

RAPPELS



3. FONCTION DE REPARTITION D'UNE VARIABLE ALEATOIRE 13

3. Fonction de répartition d’une variable aléatoire

Définition 6. Si X est une variable aléatoire réelle, la fonction de répartition de X est la fonction
Fx : R — [0,1] définie par : Vt € R,
Fx(t)=P(X <t).

On peut vérifier les propriétés suivantes :

e la fonction Fx est croissante;

e la fonction Fx est continue a droite;

e la fonction F'y a pour limite 0 en —co et 1 en +oc0.

Inversement, si on se donne une fonction F' ayant ces propriétés, d’aprés le cours d’intégration, il existe
une (unique) mesure de probabilité u telle que (] — oo,t]) = F(t) pour tout t € R. Cela montre qu’on
peut interpréter F' comme la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle. Il découle, que F'x
caractérise la loi Px de X. On a :

Pla< X <b)=Fx(b)—Fx(a")sia<hb,
Pla<X <b)=Fx(b~")—Fx(a™)sia<b.

et les sauts de F'x correspondent aux atomes de Py. Ainsi une variable aléatoire a densité aura une
fonction de répartition continue, alors que la fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte sera
en escalier.

Remarque : il existe des variables aléatoires qui ne sont ni discréte, ni & densité. Il suffit de considérer
une fonction de répartition qui ne soit ni continue ni en escalier... Un exemple explicite assez simple
consiste & considérer un mélange des deux lois : par exemple, si Q = [0, 1], la variable aléatoire définie
par X (w) = 1 1)(w) + wljz yj(w) vaut 1 avec probabilité 1, mais elle n’est pas & densité.

Mais on peut aussi construire un exemple de variable aléatoire avec fonction de répartition continue mais
qui ne soit pas a densité (elle aura alors une loi qui sera une mesure de probabilité sur R sans atome, mais
étrangére a la mesure de Lebesgue). Par exemple, si les €, sont des variables de Bernoulli de parameétre

L indépendantes, il est facile de vérifier que la série > 23671‘ converge, et la variable aléatoire limite

2
appartient avec probabilité 1 & ’ensemble de Cantor, elle n’est donc pas & densité.

La croissance de la fonction de répartition F' entraine ’existence de la fonction suivante.

Définition 7. Soit F' une fonction de répartition. On appelle fonction quantile la fonction
F~(u) =inf{z: F(z) > u}, u€]0,1]

Si F est bijective d'un intervalle I C R dans ]0, 1], on a simplement F~ = F~1.
Cette fonction est trés utile pour la simulation informatique de variables aléatoires, grace a la proposition
suivante :

Proposition 8. Si U est une variable de loi uniforme sur [0,1] et si F' est une fonction de répartition, alors
la variable X = F~(U) a pour fonction de répartition F.

Ainsi, si 'on dispose d’un générateur de variable de loi uniforme sur [0, 1], pour simuler une variable de
fonction de répartition F' il suffit d’écrire un algorithme qui calcule F'~.

DEMONSTRATION. On va vérifier V&t € R,P(F~(U) < t) = F(t). Il suffit pour cela de vérifier
V(u,t) €]0,1[xR, F~(u) <t < u < F(t).
Si on suppose u < F(t), alors F~(u) < t. Réciproquement, si on suppose u > F(t), puisque F' est

J.-J. RucH ET M.-L. CHABANOL
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continue & droite en ¢, il existe t; > ¢ tel que F(¢1) < u. Puisque F' est croissante, Vz < t1, F(z) < u et
par conséquent F~(u) > t; > t. ]

4. Vecteur aléatoire

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2,4, P) et a valeurs dans
(Elagl) et (EQ,EQ).

Définition 9. La loi du couple (X,Y), ou loi conjointe de X et Y, est la probabilité sur (Ey X Fs, (& ®&s))
notée P(x yy définie par

VB €& ®&E,Pxy)(B)=P(X,Y) € B)
Dans le cas de variables aléatoires discretes, elle est caractérisée par Uapplication p définie sur E1 X Es par

(x,y) = P(X =2,Y =y).

On généralise trivialement cette définition & un n-uplet.

Connaissant la loi d’un couple, on détermine la probabilité d’'un événement par une somme double lorsque
les variables sont discrétes, et par une intégrale double lorsque le couple de variables aléatoires est a
densité.

Connaissant la loi du couple (X,Y) il est facile de retrouver la loi de X et de Y qui sont alors appelées
lois marginales :

— Si X et Y sont discrétes,

PX=2)=>» PX=xY=y PY=y=> PX
yeFE> zeFE;

I
&
~

I
I

— Si (X,Y) a valeurs dans R™*™ est a densité fx,y, la densité de X est

vre R fx(@)= [ @y
Les lois marginales se déduisent donc de la loi conjointe mais la réciproque est fausse comme le montre
I’exemple ci-dessous.
Exemple :
Considérons Iespace correspondant au lancer de deux dés. Si X représente le résultat du premier dé et YV
celui du second. Alors la loi conjointe de (X, Y) est équirépartie sur {1,...,6}% mais P(X =1, X =2) = 0.
C’est-a-dire que les couples (X,Y) et (X, X) n’ont pas la méme loi alors que les lois marginales sont toutes
égales.
On peut contourner ce probléme quand les variables sont indépendantes.
A partir de la loi conjointe, on peut de maniére générale obtenir la loi de n’importe quelle fonction
(mesurable) de (X,Y) Z = ¢(X,Y) a partir de la fonction de répartition de Z : il faut pour cela déterminer
pour tout réel ¢ ensemble A; = {(z,y) € R? ¢(z,y) < t} et calculer P(Z < t) = P(X,Y) € A;. Dans
le cas ou les variables sont indépendantes et ot Z = X + Y, on se raméne simplement un produit de
convolution, comme on va le voir.

5. Variables aléatoires indépendantes

5.A. Définitions. La notion la plus générale est celle de tribus indépendantes.

RAPPELS




5. VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES 15

Définition 10. On dit que les tribus, By, ..., B, inclues dans A, sont indépendantes si

VAL € By,... VAn € By, P(A1N---NA,) =P(A))...P(Ay).

Définition 11. On dit que les variables aléatoires, X1,..., X, a valeurs dans (E1,&1),...,(Fn, &), sont
indépendantes si les tribus o(X1),...,0(X,) le sont. Cela équivaut &

VFy € &,...,VF, € &,, ]P)({Xl S Fl}ﬁ-“ﬂ{Xn S Fn,}) :P(Xl S F1)]P(Xn S Fn)

En effet, on sait que o(X;) = {X; }(F), F € &}.

De maniére intuitive les variables aléatoires, X1, ..., X, sont indépendantes si la connaissance de certaines
d’entre elles ne donne pas d’information sur les autres.

Si Biy,...,B, sont n sous-tribus indépendantes, et si pour tout i, X; est une variable aléatoire B;-
mesurable, alors les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes.

Les n événements Ay, ..., A, sont indépendants si et seulement si les tribus o(41),...,0(4,) le sont.

Théoréme 12.

Soient Xi,...,X,, des variables aléatoires & valeurs dans (F1,&1),...,(En,&n), on note X le
vecteur aléatoire (X1,...,X,) qui est a valeurs dans By X --- X E, muni de la tribu produit
E1®@--RE&,.

Les n wvariables aléatoires Xq,..., X, sont indépendantes si et seulement st la loi du vecteur
aléatoire X = (X1,...,X,) est le produit des lois de X1,..., X, :

]P)(Xl,...,Xn) = ]PXl (ORI Pxn.

DEMONSTRATION. Soit F; € &; pour tout ¢ € {1,...,n}. On a
Pox,,...x,)(F1x---x F) =P{Xy € Fi}n---N{X, € Fy, })
et
Px, @ @Px, (Fy x -+ x F,) = [[Px,(F) = HIP’(X,» € F)).
i=1 i=1
L’indépendance de Xi,..., X, est équivalente a, les deux mesures de probabilités P(x, . x,) et Px, ®
-+ ® Px, prennent les mémes valeurs sur les pavés Fy X --- x F,,. Mais, d’aprés le lemme de classe

monotone, une mesure de probabilité sur un espace produit est caractérisée par ses valeurs sur les pavés,
d’ot1 les deux mesures sont égales. ]

On peut généraliser ces définitions pour des familles infinies :

Définition 13. Soit (B;)icr une famille quelconque de sous-tribus de A. On dit que cette famille est
indépendante si pour tout sous-ensemble fini {i1,...,ip} de I, les tribus B;,,...,B;, sont indépendantes.
De meéme, si (X;)ier est une famille quelconque de variables aléatoires, cette famille est dite indépendante
st la famille des tribus (o(X;))ier Uest.

J.-J. RucH ET M.-L. CHABANOL
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5.B. Cas particuliers des variables aléatoires discrétes et a densité.

Proposition 14. Les deux variables aléatoires discrétes X et'Y sont indépendantes ssi pour toutes les valeurs
x ety les événements {X =z} et {Y =y} sont indépendants, autrement dit

V(z,y) € E1 X B2, P(X =2,Y =y) =P(X =2)PY =y).

Comme déja mentionné, la loi du couple est alors le produit (au sens des mesures) des deux lois marginales.

Dans le cas des variables aléatoire & densité, la définition en terme de mesure produit donne également
un critére assez simple :

Proposition 15. Soient Xy,...,X,, des variables aléatoires a densité & wvaleurs réelles. FElles sont in-
dépendantes si et seulement si la densité du vecteur (Xi,...X,) est le produit des densités des X; :
Ixioxn (@1, omn) =T, fx.(z:) pour presque tout (z1,...,2y).

5.C. Propriétés.

Proposition 16. Regroupement par paquets

Sotent By, ..., Bydes tribus indépendantes, et soient ng =0 <n; < --- < ny, =n. Alors les tribus
Dy = BiA---ABy, =0c(B1,...,Bn,)
Dy = Bu,+1 /N ABp,
D, = Bu, 41N -ABy,

sont indépendantes.

En particulier, si X1,..., X, sont indépendantes, les variables aléatoires
YVi=(X1,. . o X )soo Yp = (X115, X))

sont indépendantes.

Proposition 17. 5i X4, ..., X,, sontn variables aléatoires indépendantes indépendantes et si g1, ..., gy sont
n fonctions mesurables, alors les variables aléatoires Y1 = ¢1(X1),...,Yn = gn(X,) sont indépendantes.

C’est une conséquence immédiate des inclusions V1 < i < n, o(g(X;)) C o(X;).

5.D. Sommes de variables aléatoires indépendantes. On commence par rappeler la définition
du produit de convolution * : si p et v sont deux mesures de probabilités sur R? on note p * v la
mesure-image de p ® v par application (z,y) — = + ¥ ; pour toute fonction mesurable positive ¢ sur R?

/Rd o(2)p*v(dz) = /Rd /Rd o(z + y)p(dz)v(dy).

RAPPELS



5. VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES 17

Proposition 18. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans R?. Alors la loi de
X +Y est Px xPy. En particulier :
(i) Si X etY sont a valeurs dans N, on a
n
VneN,P(X+Y =n)=)» P(X=kPY =n-k)
k=0
(i) Si X a une densité fx et siY a une densité fy alors, X +Y a une densité fx * fy définie par

P fr(@) = [ Ix@iy=a)de = [ fe =iy

5.E. Loi du 0-1.

Définition 19. Soit (T,)nen une suite de tribus indépendantes sur (Q, A,P). On note B, la tribu engendrée
par Tn, Tn+1, --.. La tribu By = nnEN B,, est appelée tribu terminale.

Intuitivement, les événements de la tribu terminale sont caractérisés par des propriétés “asymptotiques” :
par exemple, limsup,,_, . By est un élément de la tribu terminale. La loi du 0-1 de Kolmogorov peut étre
vue comme une généralisation du lemme de Borel-Cantelli :

Théoréme 20.

Loi du 0-1 de Kolmogorov Une tribu terminale vérifie la loi du 0 —1 (ou loi du tout ou rien),
c’est-a-dire que pour événement A de la tribu terminale P(A) =0 ou P(A) = 1.

DEMONSTRATION. Soit B € B,,. On considére la classe monotone des événements indépendants de

B:
M={AecA:PANB)=PAPB)}.
On va montrer que By, C M. Alors, on aura B € M et donc P(B) = P(B N B) = P(B)?, c'est-a-dire
P(B) =0 ou 1. On pose
Crn=0(Toy..., Tn).

Comme les tribus au départ sont indépendantes, pour tout n € N les tribus C, et B, 11 le sont aussi; par
conséquent pour tout n € N les tribus C,, et B, sont indépendantes. On en déduit que :

VAe |JCn VB € B, P(ANB)=PAP(B).
n=1
Ceci entraine que Cs = J;—; C, C M et par le théoréme des classes monotones 0(Coo) = M(Coo) C M.
D’autre part on a :
Ti CCr CCo C 0(Coo)
et par conséquent
B, =0Ty k>n) Co(Cx)

d’ot1 le résultat. |

J.-J. RucH ET M.-L. CHABANOL







CHAPITRE III

Espérance

1. Définition

Définition 1. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable. On appelle espérance mathématique de X la
quantité suivante :

E(X) = /Q X (w)dP(w) = /R 2dPx ()

- 81 X est a valeurs dans Z, X est intégrable si et seulement si la série Z [n|P(X =n) converge. On a

nez
alors

E[X] =) nP(X =n)
nez
- 51 X a pour densité f, X est intégrable si et seulement si x — xf l’est et on a alors

E[X] :/Rxf(x)dac

On étend cette définition au cas ot X = (Xi,...,X4) est a valeurs dans R? en prenant alors
E[X] = (E[X4],...,E[X4]), pourvu que chacune des espérances E[X;] soit bien définie.

On a, si X = 1p alors E[X]| = P(B). En général, E[X] s’interpréte comme la moyenne de la variable
aléatoire X.

Dans le cas particulier ou Q est fini et P est équidistribuée, E[X] est bien la moyenne arithmétique au
sens usuel des valeurs prises par X.

Proposition 2. Soit X une variable aléatoire & waleurs dans (E,E). Pour toute fonction mesurable
f:E—10,00], on a

E[f(X)] = [E f(z)dPx (2).

DEMONSTRATION. On remarque que le résultat est vrai par définition pour f = 1p puis par linéarité
pour toute fonction étagée positive. Dans le cas général, on utilise le théoréme de convergence monotone
et le fait que que toute fonction mesurable positive est limite croissante d’une suite de fonctions étagées
positives. 0

Si f est de signe quelconque, la formule de la proposition reste vraie a condition que les intégrales soient
bien définies, ce qui revient & E[| f(X)]] < +o0.

La donnée de Px permet donc de calculer la valeur moyenne de variables aléatoires de la forme f(X).
Inversement, on peut utiliser cette proposition pour calculer la loi d’une variable aléatoire X : si on arrive
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a écrire

(7)) = | fau
pour toute fonction f “suffisamment” générale (par exemple toute fonction borélienne bornée), alors on
peut identifier p a la loi de X. Cela donne encore un autre moyen de calculer la loi d’une fonction d’une

variable aléatoire X . Dans le cas otl f est une fonction puissance = + z¥, E[X*] (si elle existe) est appelée
moment d’ordre k de X.

2. Moments d’une variable aléatoire

Définition 3. Soit X wune variable aléatoire réelle et soit k > 1 un entier. Le moment d’ordre k& de X est
par définition la quantité E[X*] qui n'est définie que si |X|* est intégrable (E[|X|¥] < 4+o0).
Si X est a valeurs dans Z, X posséde un moment d’ordre k € N, si la série Z [n|*P(X =n) converge. Le

nez
moment est alors noté

E[X* =) n*P(X =n)
nez

En particulier le moment d’ordre 1 est simplement l'espérance de X. On dit qu’une variable aléatoire
réelle est centrée si elle est intégrable et si E[X] = 0.

Le cas du moment d’ordre 2 est tout particuliérement important car I'espace L?(f2, A, P) muni du produit
scalaire (X,Y) = F[XY] est un espace de Hilbert.

Définition 4. Soit X € L?(Q, A,P). La variance de X est
Var(X) = E[(X — E[X])"

ox =4/ Var(X).

et I’écart-type de X est

De maniére informelle, Var(X) représente la dispersion de X autour de sa moyenne E[X].
De maniére plus géométrique, en terme de norme dans I'espace de Hilbert L?(Q2, A, P), la variance mesure
la distance de X & son espérance

Var(X) = [|X — E(X)||2.
On considére souvent la variable centrée réduite associée & une variable aléatoire X, définie par

X -EX] . .
w2 ] 2 *] — ) — 1.
X oX) qui vérifie E[X*] = 0 et o(X™*)

Proposition 5. Si le moment d’ordre k existe tous les moments d’ordre k', k' < k, existent également.

DEMONSTRATION. Ce n’est rien d’autre que l’inclusion LK c LF si K < k dans le cas d’'une
mesure finie. Rappel de la démonstration On considére deux entiers tels que 1 < k¥’ < k. On a
0 < |z|* <sup{|z|*,1} <1+ |z|* et donc

oM dP(z z|F =)= z|*dP(x
/E|| dP<>s/E<1+|\>dP<X ) 1+/E\|d1@<>

d’oul le résultat. O

RAPPELS
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3. Propriétés

Les propriétés ci-dessous se démontrent sans difficulté.

ElaX +b] = aE[X] + b

X>0=E[X]>0

Var(X) = E[X?] — E[X]?

Var(X) = 0 = X est constante presque surement
Var(aX + b) = a*Var(X)

E[(X — a)*] = Var(X) + (E[X] — a)®

Var(X) = inf,er E[(X — a)?].

Ces deux derniéres propriétés expriment le fait que espérance E[X] est la projection orthogonale dans
L? de la variable aléatoire X sur I’espace H des variables aléatoires constantes, et que Var(X) est le carré
de la distance de X a H.

Les inégalités suivantes sont trés utiles.

Proposition 6. Inégalité de Markov
Si X est une variable aléatoire positive et si a > 0, alors on a

1
P(X > a) < -E[X].
a
Plus généralement, si p >0 et si X € LP(Q, A, P),

P(X > a) < %E[Xp].

11 suffit pour la démontrer de remarquer que sur ’ensemble {X > a}, on a 1 < %
Une conséquence directe de ce résultat est la proposition suivante.

Proposition 7. Inégalité de Bienaymé - Tchebytchev
Si X € L?(Q, A, P) et sia>0, alors on a

P(X ~ E[X]| > a) < - Var(X).

De plus, 'espérance mathématique étant un cas particulier d’intégrale par rapport a une mesure positive,
on peut donc lui appliquer tous les théorémes généraux d’intégrations.

Théoréme 8.

Théorémes de convergences.

Convergence monotone : X,, > 0, X, 1 X = E[X,,] T E[X].

Lemme de Fatou : X,, > 0 = E[liminf X,,] < liminf E[X,].

Convergence dominée : | X, | < Z, E[Z] < 00, X, = X p.s. = E[X,,] — E[X].

En probabilité on utilise I’expression presque stirement plutdt que le presque partout de la théorie de la
mesure.
Les espaces LP(f2, A, P) sont définies pour tout p € [1,00] comme dans le cours d’intégration.

J.-J. RucH ET M.-L. CHABANOL
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L’inégalité de Holder s’écrit
E[|XY]] < E[|X|"]V/PE[|Y]7)/¢
1 1
pourvu que —+ — = 1. En prenant ¥ = 1 on trouve ||X||; < ||X]|p, ce qui se généralise aussitét a

p
1 X|l» < ||X]|p sir < p; en particulier LP(Q2, A,P) C L"(Q2, A,P) si r < p.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit
E[IXY] < E[IX|*)"/E[Y[*]'/?
et le cas particulier ot Y = 1, E[|X|]? < E[|X|?], est souvent trés utile.

4. Covariance et corrélation

Définition 9. On appelle covariance des variables aléatoires réelles X et'Y la quantité, lorsqu’elle existe,
Cou(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y]).

L’inégalité de Cauchy-Schwartz garantit que la covariance est bien définie dés que X et Y possédent
un moment d’ordre 2. On remarque de plus facilement que Cov(X,X) = Var(X) et Cov(X,Y) =
E[XY] — E[X]E[Y]. Il est également facile de vérifier que la covariance est bilinéaire, et que si a est
un réel, Cov(X,a) = 0. En particulier, si a, b, ¢,d sont 4 réels, Cov(aX + b,cY + d) = acCov(X,Y).

Théoréme 10.

Si X etY sont deux variables aléatoires indépendantes possédant une espérance et telles que XY
posséde une espérance, alors

E[XY] =E[XE[Y].
Plus généralement, si X et Y sont indépendantes et si f et g sont deux fonctions mesurables telles
que f(X) et f(Y) possédent une espérance, on a alors

E[f(X)g(Y)] = E[f (X)]E[g(Y)].

DEMONSTRATION. La démonstration est trés simple dans le cas discret : on a alors

EXY] =) ayP(X =2, =y) = syP(X =2)P(Y =y)=> aP(X =z) ¥ yP(Y =y) =E[X]|E[Y].

Dans le cas général, c’est une conséquence du théoréme de Fubini; en effet si les variables aléatoires sont
indépendantes la loi de (X,Y") est le produit des deux lois; I'intégrabilité de XY permet alors d’utiliser
le théoréme de Fubini et d’écrire :

E[XY] = / xydP(x)dP(y) = / xdP(x) / ydP(y) = E[X]E[Y]
R2 R R
11 suffit pour la généralisation de remarquer que f(X) et g(Y) sont alors indépendantes. (|

On en déduit facilement le résultat suivant.

Proposition 11. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes ayant une covariance, alors cette
covariance est nulle.

RAPPELS
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Attention la réciproque est fausse. Par exemple on peut prendre X et Y telles que :

P(X=0Y=-1)=0 PX=0Y=0=1/2 P(X=0Y=1)=
P(X=1Y=-1)=1/4 P(X=1,Y=0=0 PX=1Y=1)=1/4

ou encore si on s’intéresse & des variables aléatoires a densité :

soit X7 une variable aléatoire réelle de loi N'(0,1). Soit € une deuxiéme variable aléatoire a valeurs dans
{-1,1}, indépendante de X et telle que P(e = —1) = P(e = 1) = 1/2. Si on prend X5 = eX;, on voit
immeédiatement que Cov(X1, X2) = 0, alors que X; et X5 ne sont pas indépendantes. En effet, sinon | X1
et |X2| = | X1] le seraient. Or, si une variable aléatoire réelle est indépendante d’elle méme elle doit étre
constante presque surement et donc sa loi est une mesure de Dirac, d’ott une contradiction.

La covariance permet de calculer la variance d’une somme de variables aléatoires :

Théoréme 12.

Soient X1, ..., X, des variables avec un moment d’ordre 2, alors
Var(z Xi) = ZVar(Xi) +2 Z Cov(X;, X;).
i=1 i=1 1<i<j<n

En particulier si X1, ... X, sont deuz & deuz indépendantes, alors Var(} ;| X;) = > 1, Var(X;)

Définition 13. Le coefficient de corrélation des variables aléatoires X et Y est défini par (quand il existe) :
Cov(X,Y)
o(X)o(Y)

Si p(X,Y) =0 on dit que les variables sont non-corrélées.

p(X,Y) =

Evidemment, si X et Y sont indépendantes leur coefficient de corrélation est nul. La réciproque est fausse.
Le coeflicient de corrélation donne donc une indication plus ou moins précise de l'indépendance de deux
variables aléatoires. Cependant la réciproque est exacte si (X,Y) est un vecteur gaussien (cas fréquent),
d’ott 'intérét de ce coefficient.

Donnons quelques propriétés du coeflicient de corrélation.

Proposition 14. On a :
° p(Xa Y) € [_171]
e SiY=aX+b (a#0) alors |p(X,Y)| =

o Si|p(X,Y)| =1 alors on a X~ EX] Y- ElY]

TX) —p(X,Y) - (7) =0 (et donc'Y est une fonction affine de X ).

DEMONSTRATION. Ce n’est rien d’autre que l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour le produit scalaire
dans L? < X,Y >= E[XY]; rappel de la démonstration : on considére la quantité positive suivante :

VAeR, E

(X —E[X]+ A(Y — E[Y]))Q] : on a donc

YAER, AVar(Y)+2ACov(X,Y) + Var(X) > 0.

J.-J. RucH ET M.-L. CHABANOL
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Le discriminant de ce trinéme est négatif ou nul, c’est-a-dire Cov(X,Y)? < Var(X)Var(Y), d’ou
p(X,Y)2 < 1.

Maintenant si [p(X,Y)| = 1 le discriminant est nul et par conséquent le trinéme admet une racine double
Ao = —Cov(X,Y)/Var(Y) et donc

E[(X —E[X]+ (Y —E[Y])?] =0

Ceci entraine que (X — E[X] + Ao(Y — E[Y]) = 0 et par conséquent le résultat.
Pour le deuxiéme résultat il suffit de remplacer Y par son expression et de faire les calculs. O

5. Fonction génératrice

On ne donnera ici que la définition pour des variables aléatoires discrétes & valeurs dans N.

Définition 15. Soit X une variable aléatoire o valeurs entiéres positives (X () C N). La fonction génératrice
de X est définie par :
VseC,|s| <1, Gx(s)= Z]P’(X = k)sk = E(s¥).
keN

Le rayon de convergence de cette série entiére est au moins 1 puisque :
Gx(1)=) P(X =k) =1
keN

Une fonction génératrice est donc en particulier X°° sur |—1; 1[. La connaissance de la fonction génératrice
de X entraine la connaissance de la loi puisque P(X = k) est le coefficient de s* dans la série.

Théoréme 16.

Si X etY sont des variables aléatoires indépendantes alors Gx 1y (s) = Gx(s)Gy (s).
Plus généralement, si Xi,...,X, sont des wariables indépendantes Gx,+..4+x,(s) =

Gx,(s)...Gx,(s).

DEMONSTRATION. Par indépendance des variables aléatoires X et Y on a E[s* Y] = E[sX]E[sY]. O

Attention la réciproque de ce résultat est fausse.

Proposition 17. Soit X une variable aléatoire a valeur dans N. Si la série converge on a
GV =S k(k—1)...(k—m+1)P(X = k) =E[X(X — 1)...(X —m+1)]
k=m

et en particulier
Gx(1) = E[X]
G% (1) = E[X?] — E[X].

La fonction génératrice permet donc d’obtenir 'espérance et la variance, puisqu’on a Var(X) = G%(1) +

G (1) = (G (1))*.

RAPPELS
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Théoréme 18.

Somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires Soit (X;);>1 une suite de variables

aléatoires indépendantes identiquement distribuées a valeurs dans N. Soit N une variable aléatoire
N

a valeurs dans N* indépendante des X;. On pose Sy = ZXi‘ Alors la fonction génératrice de
i=1
SN vérifie :
Gsy(s) = GnoGx,(s).
De plus si X1 et N admettent une espérance, Sy également et

E[Sn] = E[N]E[X]

DEMONSTRATION. On a
P(Sy =k) =Y P(N=n)P(Sy =k|N=n)=> P(N=n)P(}_ X, =k)
n=1 n=1 =1

ce qui entraine le résultat. De plus si Gy et Gx, sont dérivables en 1, comme on a Gx, (1) =1, Gg, est
dérivable en 1 et Gy (1) = Gy, (1)G'y(1) d’out le résultat. O

6. Fonctions caractéristiques

Pour les variables aléatoires & densité, on préfére utiliser la notion de fonction caractéristique.

Définition 19. Si X est une variable aléatoire & valeurs dans R?, la fonction caractéristique de X est la
fonction : ®x : R — C définie par

VEERY, By (t) = Elexp (it X)] = /R oxp (it.a)Bx (d).

Ceci permet de voir la fonction caractéristique comme la transformée de Fourier de la loi de X . Elle existe
toujours car |exp (it.X)| = 1 et Px est une mesure bornée. De plus d’apreés le théoréme de convergence
dominée, ®x est continue et bornée sur Ry.

Lorsque X est une variable aléatoire réelle & densité,

Ox(t) = /Rexp (itz) f(z)dzx.

Proposition 20. Soit X une variable aléatoire réelle. On note a et b deux constantes relles. On a alors
@ax(t) = (I)X(at)
Px1p(t) = exp (ith)Px (t)

On en déduit en particulier, si X est une variable aléatoire d’espérance m et d’écart-type o, en posant
U=(X-m)/o

o

By (t) = xom () = exp ('U)cpx <0> = Dy(t) = exp (itm) Dy (ot).

J.-J. RucH ET M.-L. CHABANOL
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La fonction caractéristique se préte bien aux additions de variables aléatoires indépendantes. En effet la
fonction caractéristique d’une somme de variables aléatoires indépendantes est égale au produit de leurs
fonctions caractéristiques :
Dxyy(t) = Px(t)Py(t).
En effet, si on considére X; et Xo deux variables aléatoires indépendantes,
Dy, 1x,(t) =Elexp (it(X1 + X3))] = Elexp (it X1) exp (it X>)]
L’indépendance de X; et X entraine que exp (itX;) et exp (itX5) sont indépendantes et donc que

I’espérance du produit est égal au produit des espérances. Notons qu’il ne s’agit pas d’une condition
nécessaire et suffisante.

Proposition 21. Soit X une wvariable aléatoire symétrique par rapport a ['origine. Alors la fonction
caractéristique de X est réelle.

En effet

exp (—it.z)Px (dx) = ®x (¢)

d

By(—t) =

exp (it.2)Px (—dx) = ®x (¢)

d

—

car d’apres la symétrie Px (—dx) = Px (dz).

Proposition 22. On a ®x(0) = 1. De plus si les dérivées a lorigine existent jusqu’a l'ordre k € N*

o (0) = i*E[XH].

En particulier on a
P (0) =4E[X]  @%(0) = —E[X?].
Si @ x est indéfiniment dérivable en 0, la formule de Mac-Laurin donne
Px(t) = 3 I ELX)
D’aprés les propriétés des transformées de Fourler7 deux variables aléatoires ayant méme fonctions
caractéristiques ont méme loi de probabilité. La fonction caractéristique détermine donc de maniére
unique une distribution de probabilité d’ott son nom.
La formule d’inversion de la transformée de Fourier permet d’obtenir la loi de X connaissant ® x.

Proposition 23. Si / |Dx (t)|dt < oo alors X admet une densité f(x) continue et :
R

1
Fa) = / B x (1) exp (—itz)dt.
o
Sinon on a toujours le résultat suivant :
. e exp (—ita) — exp (—itd)
Fx(b)fo(a)—Tlgrécg 7T®X(t) il dt.

Ce paragraphe est illustré par les calculs réalisés pour des variables aléatoires gaussiennes.
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Soit X une variable aléatoire de loi A'(0, 1) (gaussienne centrée réduite). Alors on a

+oo 1 ‘ 1 +o0 1 ' t2

Px(t) = v (—2?/2) exp (itx)dr = —— W /_OO exp (2[x —it)? - 2>dx
= exp(—t?/2) o L exp (1[1' - it]2> dx = exp (—t%/2)
oo V2T 2 ’

En effet I'intégrale vaut 1 : on peut le deviner car c’est I'intégrale d’une variable de Gauss imaginaire
de moyenne it et de variance 1; plus rigoureusement une utilisation du théoréme des résidus fournit une
preuve.

Une autre méthode pour trouver ce résultat est d’utiliser la formule de Mac-Laurin. On sait que E[X*] =0

. 2k)!
si k est impair et E[X?*] = (Qkkk)| , dout
t2
N (2k)! & (‘7)
x(t) =) —1)k => = —%/2).
X(t) — (2]{1)'( ) kLI ~ k! eXp( t / )

Soit X une variable aléatoire de loi N'(m,c?), alors U = (X —m)/o est une variable aléatoire gaussienne
centrée réduite. D’aprés la proposition 18

x (t) = exp (itm) Py (ot) = exp (itm) exp (—o?t%/2).

P . L . L L
On en déduit que la somme de deux variables aléatoires gaussiennes X1 ~ N (my,07) et Xo ~ N (mao,03)
a pour fonction caractéristique

Dy, 4 x,(t) = x, (1) Px, (t) = exp (it(my + my)) exp (= (07 + 03)t%/2),

donc X7 + X suit une loi gaussienne N (ml + mg, O'% + 05).
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CHAPITRE IV

Convergence de variables aléatoires

1. Les différentes notions de convergences

Soit (X,)n>1 et X des variables aléatoires définies sur (Q2,.4,P), & valeurs dans RY.

Définition 1.

— On dit que la suite (X,,) converge presque sirement vers X, et on note X, p_) X, si
n—oo

Plwe : X(w)= nl;rréoXn(w)}) =1.

— On dit que la suite (X,,) converge dans LP vers X, et on note X,, i X, si
n— oo

lim E[|X, — X|?] = 0.
n—oo

— On dit que la suite (X,,) converge en probabilité vers X, et on note X,, N X, si
n—oo

Ve > 0, ILm P(|X, - X|>¢)=0.

Nous verrons dans la suite de ce chapitre une derniére notion, celle de convergence en loi.
On peut vérifier que l'on a

{weQ : Xw)=lim X,(w)}=)J N{we : [Xnlw) - X(w)| <1/p}

n— oo
p>1meNn>m

Proposition 2. Soit E%d(QA, P) lespace de toutes les variables aléatoires o valeurs dans RY, et soit
L%d(Q,A, P) son quotient par la relation d’équivalence X ~ Y si et seulement si X =Y p.s. Alors la
formule
dAX,)Y)=E[|X —Y|A]]
définit une distance sur L]%d (Q, A, P) qui est compatible avec la convergence en probabilité au sens suivant :
X, — X < d(X.,X) — 0.
n—oo n—oo

De plus, ’espace L]%d(ﬂ, A, P) est complet pour cette distance.

DEMONSTRATION. On vérifie facilement que d est une distance. De plus si (X,) converge en
probabilité vers X, on a pour tout € > 0,

E[|X,, — X| A1] < E[[X, — X|1x, x|<c] + E[( X0 = XA DL, _xjoc] < & +B(1X, — X| > 2).

D’aprés la définition de la convergence en probabilité, cela entraine que limsup,,_, ., d(X,,X) < e, et
puisque € est arbitraire on a d(X,, X) — 0.
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30 CHAPITRE IV. CONVERGENCE DE VARIABLES ALEATOIRES

Réciproquement, si d(X,,, X) — 0, alors, pour tout ¢ €]0, 1],

P(|X, — X|>¢) <e 'E[|X, — X|A1] = 1d(X,,X) — 0.

n—oo

Il reste & montrer que LY est complet pour la distance d. Soit (X,,) une suite de Cauchy pour d. On peut
trouver une sous-suite Y3 = X,,, telle que, pour k > 1, d(Yy, Yiy1) < 27F. Alors,

o0 o0
E > (Yis1 — Yl A 1)] = d(Yis1,Yi) < 00
k=1 =1
o0 o0
ce qui entraine Z [Yit1 — Yi| A1 < oo p.s., et donc aussi Z [Yi+1 — Yi| < 0o. On définit ensuite une
k=1 k=1
(oo}
variable aléatoire dans L° en posant X = Y; + Z(Yk—H —Y}). Par construction la suite (Y;) converge
k=1
presque stiirement vers X et cela entraine le résultat. O

Une conséquence de la démonstration précédente est :

Proposition 3. Si (X,,) converge en probabilité vers X, alors, il existe une sous-suite (X, ) qui converge
presque stirement vers X.

Une conséquence immédiate du théoréme de convergence dominée et de l'inégalité de Markov est
I'implication ci-dessous :

Proposition 4. Si (X,,) converge presque sirement ou dans LP wvers X, alors, elle converge aussi en
probabilité vers X.

Enfin, on a

Proposition 5. Si (X,,) converge en probabilité vers X et s’il existe r €]1,00] tel que (X,,) soit bornée dans
L", alors, pour tout p €]1,r|, la suite (X,,) converge dans LP.

DEMONSTRATION. Soit p €]1,7[. X, étant bornée dans L", il existe un réel M tel que Vn, E[| X,,|"] <
M. Le lemme de Fatou appliqué & une sous-suite qui converge p.s, assure alors qu’on a également
E[|X["] < M. 1 suffit alors puisque 7 > 1 d’utiliser I'inégalité de Hélder : pour tout € > 0,

B[ X0~ XP) = B X0 XL, i 4Bl X XL, xi<] < (B X XTI (B( XX > )7/
On en déduit E[| X, — X|P] < (2M)P/"P(|X,, — X| > €)' 7P/" 4¢P
En faisant tendre n vers l'infini, on obtient pour tout € > 0, limsupE[|X,, — X|?] < € et donc

lmE[| X, — X|] = 0. O

On peut donner une conséquence directe du lemme de Borel-Cantelli pour les variables aléatoires.

RAPPELS
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Lemme 6. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles définies sur (2, A, P).

(i) Si pour tout € > 0, Z]P’(|Xn —X|>¢) <0 alors X,, &> X p.s.
neN
(i) Si les (Xp)nen sont indépendantes alors X, — 0 p.s. si et seulement si pour tout e > 0,

D P(IXn| > ) < .
neN

DEMONSTRATION. — Soit & € N*. On note A, lévénement X, — X| > % Si on suppose

1
ZP(|X” - X|> %) < 00, le lemme de Borel-Cantelli assure que P(limsup,, A, 1) = 0, c’est-a-dire
neN
que P(E;) = 1 ot on a noté By = {w € Q,w € un nombre fini de A, }. On a donc également
P(NgEx) = 1 : donc pour presque tout w, quel que soit l'entier k, il existe un rang N tel que
VYn > N|X, — X| < % : ainsi, X,, converge p.s. vers X.
— Réciproquement, si Z P(| X, | > €) = oo et si les X, sont indépendantes, on déduit de Borel-Cantelli
neN
que pour presque tout w, I’ensemble des entiers tels que |X,,| > ¢ est infini : donc X,, ne peut pas
converger vers 0.

O

Le résultat ci-dessous est trés utile en statistique :

Proposition 7.50it (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles de carré intégrable définies sur (2, A, P).
On suppose qu’il existe une constante a telle que lim, E[X,,] = a et que lim,, Var(X,,) = 0. Alors X,, converge
vers a dans L? et en probabilité.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate de ’égalité
E[(X, — a)?] = Var(X,,) + (E[X,, — a])?. O

D’autre part ces convergences sont compatibles avec un certain nombre d’opérations :

Proposition 8.

— Soit (Xp)nen une suite de variables aléatoires o valeurs dans R? qui converge p.s., respectivement en
probabilités, vers une variable aléatoire X et f une fonction continue de R? dans R™. Alors la suite f(X,,)
converge p.s., respectivement en probabilités, vers f(X).

— Soient (X, nen et (Yn)nen deux suites de variables aléatoires réelles qui convergent respectivement vers
X etY, p.s. ou en probabilités ou dans LP. Alors (X,, +Y,,) converge vers X +Y p.s. ou en probabilités
ou dans LP.

DEMONSTRATION. — Pour la convergence presque stire, c’est clair. On suppose donc que X, converge
en probabilités vers X. Soit € > 0, et soit § > 0. On va montrer que pour n assez grand,
P(|f(Xn) — f(X)| > €) < 2§. Puisque lim,, P(|X| > m) = 0, il existe a tel que P(|X| > a) < 0.
D’autre part f étant continue elle est équicontinue sur la boule compacte B(0,2a). Ainsi il existe n > 0
tel que

V(.’L’,y) € B(072a)27 |f((E) - f(y)| >e= |1’—y| > n
On en déduit

Y(@,y) € R |f(x) = f(y)| > € = |2 > a ou |z — y| > min(y, a)

J.-J. RucH ET M.-L. CHABANOL
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Finalement
P(lf(X) = f(Xn)| > €) < P(IX] > a) + P(| X, — X| > min(n, a)) <+ P(|X,, — X| > min(n, a))

Ce dernier terme peut étre rendu inférieur a § en prenant n suffisamment grand.

— Le seul énoncé nouveau concerne la convergence en probabilités. On peut voir cette propriété comme
une conséquence de la métrisabilité de cette convergence (en vertu du premier théoréme du chapitre).
C’est aussi une conséquence du point précédent : si (X,,) et (V;,) convergent en probabilités, c’est
également le cas du couple (X,,,Y,,) qui converge vers (X,Y"). Il suffit alors de lui appliquer la fonction

continue (z,y) — x + y.
O

2. Loi des grands nombres ; théoréme de Glivenko Cantelli

Donnons tout de suite I’énoncé le plus fort, celui de la loi forte des grands nombres. On trouvera en
annexe sa démonstration; on présentera dans la section suivante des démonstrations de versions plus
faibles, plus abordables, et souvent plus facilement généralisables & d’autres situations.

Théoréme 9.

Loi forte des grands nombres
Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, intégrables
alors "

k=1 Xk

converge p.s. vers E[X1]
n

ZZ:1 Xk

n
Une autre version un peu plus forte de ce résultat est la suivante :
- pour toute suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, on a

22:1 Xk
n

En statistique la moyenne arithmétique sera en général notée X,,.

converge p.s. <= E[|X;]] < 4o0.

De plus si I'une des deux conditions est vérifiée alors la limite de la moyenne empirique est E[X7].
Un cas particulier trés souvent utilisé est explicité dans le corollaire suivant :

Corollaire 10. Si (A,)n>1 est une suite d’événements indépendants de méme probabilité, alors on a

1 — p.S.
w2l S FAY
=1

Exemple Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] et Y, la suite de ses décimales. On

peut montrer facilement que les Y, sont indépendantes et uniformément distribuées sur {0,...,9}.
Par conséquent on a p.s. %2221 ly,—5 = P(Y1 = 5) = %. Dit autrement, un nombre réel choisi au

hasard uniformément dans [0,1] aura presque stirement une proportion asymptotique de 5 dans son
développement décimal de 11—0 (5 ne joue pas de role particulier, il en est de méme pour tous les entiers
entre 0 et 9). On montrerait ainsi plus généralement que presque tous les réels sont normaux.
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Une conséquence fondamentale du corollaire précédent, qui est a la base du test de Kolmogorov-Smirnov
est le théoréme de Glivenko-Cantelli, qui concerne la convergence de la fonction de répartition empirique
vers la fonction de répartition théorique.

Définition 11.Fonction de répartition empirique Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes de méme loi, de fonction de répartition F. La fonction de répartition empirique du vecteur
(X1,...,Xn) est la fonction aléatoire F,, de R x Q définie par

1 n
V(I7W) €Rx Qan(xaw) = E Z lXi(w)SI
=1

La fonction de répartition empirique est donc une fonction aléatoire en escalier, qui mesure pour chaque
x la proportion des X; qui sont inférieures a x.

Le théoréme de Glivenko-Cantelli assure qu’elle converge p.s. uniformément vers la “vraie” fonction de
répartition : ainsi lorsqu’on observe un échantillon de loi inconnue, la fonction de répartition empirique
permet bien d’avoir une idée assez précise de la fonction de répartition. De plus on sait que la différence
entre les deux est d’ordre ﬁ Cela sera la base en statistique du test de Kolmogorov Smirnov.

Théoréme 12.

Théoréme de Glivenko-Cantelli Soit (X,,)nen+ une suite de wvariables aléatoires réelles
indépendantes de méme loi, de fonction de répartition F. Alors pour presque tout w, la suite de
fonctions de répartition empiriques F,(.,w) converge uniformément vers la fonction de répartition
F

Pour presque tout w, lim sup |F,(z,w) — F(z)| =0

n—oo z€ER

DEMONSTRATION. On doit démontrer qu’il existe un ensemble 2’ de probabilité 1 tel que pour tout
w € ', pour tout entier k, il existe ng tel que pour tout n > ng, pour tout = € R, |F,(z,w) — F(z)| < 1.
Pour alléger les notations on notera F(z~) = P(X < z) la limite a gauche en x de F'; de méme
Fo(a7) = 5 3 1x, <o
On peut déja commencer par remarquer que si z est un réel fixé quelconque, les événements 1 X, <z sont
indépendants et de méme probabilité, donc en vertu du corollaire précédent on a pour tout x réel, il existe
un ensemble de probabilité 1 Q4 , tel que pour tout w € Q4 ,, F,(x,w) converge vers F(z).
De méme on montre que pour tout x réel, il existe un ensemble de probabilité 1 3, tel que pour tout
w € Oy 4, F (27, w) converge vers F'(z~). Mais ces ensembles 2, dépendent de x or le théoréme demande
une convergence presque stre uniforme. On va donc devoir considérer une famille dénombrables de tels
2 pour pouvoir prendre 'intersection. On va considérer pour tout entier k > 0, pour tout 0 < j < k,

2 = inf{z € R, F(z) > %} - F*(%)
ot F~ désigne la fonction quantile introduite plus haut, en convenant que inf(R) = —oo et inf () = 4o0.
La famille (x;x)ren+ 0<j<k est dénombrable, il existe donc un ensemble €' de probabilité 1 tel que la
convergence simple ait lieu pour tout w dans Q' et pour tout x; j.
Soit w € Q' et soit k € N*. Il existe donc pour tout 0 < j < k un entier n; tel que pour n > n;,

[ Fn (@ w)) = F(zj5)] <

| =
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On pose maintenant ng = maxg<i<i ;. S0it n > ng, et soit x € R. Si x est 'un des =, on n’a rien a
<<k Ty ) s

demontrer. Sinon, il existe [ tel que x €]z i, x141,%[. La croissance des fonctions considérées permet alors

d’écrire

F(z) < F(z) < F(xl_+1)
1 _ _ 1
F(z;) — Z < Fp(z,w) < Fy(z,w) < Fn(ml+17w) < F(xl+1) + %
11 suffit maintenant de remarquer que, par continuité a droite de F', on a F(x;) > é; de plus puisque
Yy < z141, Fy) < % ona F(z; ) < HTI sainsi, 0 < F(z, ) — F(x) < % et on a finalement

2
[Fola) = Fa)| <

3. Lois faibles des grands nombres et démonstrations

Les énoncés ci-dessous, certes plus faibles, sont aussi plus facilement généralisables, et leur démonstration
est tout-a-fait abordable.

Théoréme 13.

Loi faible des grands nombres

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi. Si on a
E[X?] < oo, alors

1 L2

1
DEMONSTRATION. Par linéarité on a E [(Xl +--F Xn)} = E[X;], et par conséquent :
n

2 n
E l(i(}(l + X)) — E[Xﬂ) ‘| = %Var(Xl ++ X)) = % ZVar(Xk) = %Var(Xl)
k=1

qui tend vers 0 quand n — oco. |

La preuve montre que le résultat reste vrai sous des hypothéses moins fortes. Au lieu, par exemple, de
supposer que les X,, ont méme loi, il suffit de demander que E[X}] = E[X;] et que la suite E[X?2] soit
bornée. Au lieu de I'indépendance, il suffit qu’on ait Cov(X,,, X,,) = 0 dés que n # m, ce qui est beaucoup
plus faible.

Nous donnons un deuxiéme énoncé de loi forte des grands nombres, avec une hypothése sur le moment
d’ordre 4.

Proposition 14. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi. Si on a
E[X{] < oo, alors

(X1+-+Xn) — E[Xi] ps.

1
n n—00
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DEMONSTRATION. Quitte & remplacer X}, par Xj — E[X}] on peut supposer que les variables sont
centrées. Alors on a

E

4
1 1
(n(Xl ++Xn)> ‘| - . Z E[Xi1Xi2Xi3Xi4]'
1<iy,..,ia<n

En utilisant I'indépendance et la propriété E[X;] = 0, on voit que les seuls termes non nuls de la somme
sont ceux pour lesquels deux composantes au chaque valeur prise par une composante du quadruplet
(i1,19,143,14) apparait au moins deux fois dans ce quadruplet. De plus, comme les X ont méme loi, on
trouve

E

<1(X1 4+t Xn)> ] = % (nE[X{] + 3n(n — DE[X7X3]) < <

n n n?

pour une constante positive C' < oco. Il en découle que

iE [(;(xl+~--+xn)>4_ <0

et en intervertissant somme et espérance, on obtient

00 1 4
E — (X1 4+ X, <
5 (tneen)
d’out
o} 1 4
Z(n(Xl—i—”-—FXn)) < 00 p.s.
n=1
ce qui entraine le résultat de la proposition. O

4. La convergence en loi

Rappelons que C(R?) désigne I'espace des fonctions continues bornées de R? dans R, qu’on munit de la
norme sup

ol = sup [p(z)]-
z€ERY

Définition 15. Une suite (u,) de mesures de probabilité sur R converge étroitement vers une mesure de

e
probabilité  sur R? on note p, —2 pu si
n—oo

Vo e G®Y, [ dun — [ edu.

Définition 16. Une suite de variables aléatoires (X,,) & valeurs dans R? converge en loi vers une variable

. . L . . . . Lo N
aléatoire X, on note X,, — X si la suite Px, converge étroitement vers Px. Cela équivaut encore a
n—roo

Vo € CG(RY), E[p(X,)] — Elp(X)].

n—oo

Il y a un abus de langage a dire que la suite de variables aléatoires (X,,) converge en loi vers X, car la
variable aléatoire limite n’est pas définie de maniére unique : seule sa loi ’est. On note d’ailleurs parfois
qu’une suite (X,,) converge vers une loi g, il faudra comprendre que la suite Py, converge étroitement
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vers . C’est la plus faible parmi les différentes notions de convergence. Attention, il n’y a pas obligation
que les variables aléatoires soient toutes définies sur le méme espace!

Remarque : Le fait qu’on soit dans des espaces de probabilités entraine qu’on peut remplacer dans la
définition ¢ continue bornée par ¢ continue & support compact.

Pour montrer qu’il y a convergence en loi on utilise souvent le résultat suivant :

Théoréme 17.

Soit (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans R%. La suite converge en loi vers X,
si et seulement si la suite des fonctions caractéristiques converge vers la fonction caractéristique
de X :

Vvt eRY, By, (t) — Dx(t).

n—oo

DEMONSTRATION. V¢ € R, la fonction x — e*<%*> est continue bornée, donc une implication est
claire.
Réciproquement, on suppose que V¢ € RY @y, (t) — ®x(t).. Soit ¢ une fonction continue & support
n—oo

compact sur R%. Elle admet une transformée de Fourier ¢ et on a alors en utilisant Fubini :

B = 5Bl e ulna = - [ wlbex, (a

27
On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée puis utiliser Fubini en sens inverse pour
conclure. 0O

Le théoréme ci-aprés apporte quelques précisions.

Théoréme 18.

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans R4 telles que ®x, — U quec ¥
= n— oo

continue en 0, alors ¥ est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire X. De plus la suite
(Xn)n> converge en loi vers X.

Voici enfin une traduction de la convergence en loi en terme de fonctions de répartition :

Théoréme 19.

Soit (Xp)n>1 et X des variables aléatoires réelles dont on note Fx, et Fx les fonctions de
répartition. La suite (X,,)n>1 converge en loi vers X si et seulement si pour tout point de continuité
de Fx, Fxn(t) — Fx(t).

n—oo

Insistons sur le fait qu’il suffit de vérifier la convergence aux points de continuité de la fonction de
répartition limite!

DEMONSTRATION. On suppose que (X,,) converge en loi vers X. Soit xp un point de continuité de
Fx, et soit € > 0. On considére la fonction ¢, la fonction affine par morceaux définie par ¢.(x) = 1 si
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x < 2o, @(x) = 08l & > 20 + € et P affine sur [xg,z¢ + €]. On a alors P(X,, < x¢) < E[¢(X,)]- En
passant a la limite, limsup Fy,(zg) < F(xg + €).

On montre de maniére analogue lim inf F},(z9) > F(x¢ — ¢). En faisant tendre ¢ vers 0 on obtient bien
lim F,,(z¢) = F(x0).

Réciproquement, soit ¢ une fonction continue bornée. ¢ est alors limite uniforme de fonctions en escalier.
Le nombre de points de discontinuité de F' étant dénombrable, on peut s’arranger pour les éviter : si
€ > 0, il existe une fonction g = Zle ajljz; 2;,,) OO les z; sont des points de continuité de F' telle que
llg — #|| < e On a alors

[E[p(X,)] = E[¢(X)]] < 2¢ + |E[g(Xn)] — E[g(X)]]
Or E[g(X,,)] = > i, aj(Fy(xj+1) — Fu(xj)) converge vers E[g(X)]. On a donc pour tout € > 0
0 < limsup [E[¢(X.,)] — E[p(X)]] < 2

et on en déduit bien que (X,,) converge en loi vers X. O

Dans le cas de variables aléatoires discrétes, on a une interprétation assez simple :

a valeurs dans N. Alors (X,,) converge en loi vers X si et seulement si

Proposition 20. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires ¢ valeurs dans N et X une variable aléatoire
(
Vk € Nlim, 1o P(X,, = k) =P(X = k).

DEMONSTRATION. On suppose que (X,,) converge en loi vers X. Soit k& € N. Puisque X est a valeurs
entiéres, ;3 et k + 3 sont des points de continuité de Fx, donc P(X,) =k = Fx, (k+ 3) — Fx, (k— 3)
converge vers P(X).

Réciproquement, si = est un point de continuité de F'x alors Fx, () = ZkE:(%) P(X,, = k) est une somme
finie qui converge par hypotheése vers P(X). O

5. Propriétés de la convergence en loi et lien avec les autres notions de convergence

Attention la convergence en loi n’est pas compatible avec 'addition : si (X,,) converge en loi vers X et
(Y,,) converge en loi vers Y on ne peut rien dire sur (X,, +Y,,) (d’ailleurs X et ¥ ne sont éventuellement
méme pas définies sur un méme espace de probabilités).

D’autre part, si le vecteur (X},..., X9) a valeurs dans R¢ converge en loi vers (Y'!,...,Y4) alors chaque
suite de composantes X! converge en loi vers Y mais la réciproque est en général fausse!

Néanmoins on peut effectuer certaines opérations :

Proposition 21. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans R? qui converge en loi vers
une variable X, et soit f une fonction continue sur R. Alors (f(X,)) converge en loi vers f(X).

DEMONSTRATION. En effet si ¢ est continue bornée et si f est continue, ¢o f est continue bornée. [

La convergence en loi est la plus faible des convergences vues jusqu’ici : en effet

Proposition 22. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans R? qui converge en probabilité
vers une variable X. Alors (Xp)n>1 converge en loi vers X.
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DEMONSTRATION. En effet soit f une fonction continue bornée sur R?. On a alors pour tout e > 0,
[E[f (Xn)] = E[f(X)]] < e+ 2||fI[P(| Xn — X| > )
On en déduit en passant a la limite que pour tout € > 0, 0 < limsup(|E[f(X,,)] — E[f(X)]]) <e. O

La réciproque est en général fausse, mais elle est vraie lorsque la limite est constante :

Proposition 23. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilités,
a valeurs dans R?, qui converge en loi vers une variable aléatoire a constante. Alors (Xn)n>1 converge en
probabilités vers a.

DEMONSTRATION. On fait la démonstration dans le cas d = 1 (si on est en dimension supérieure, il
suffit de travailler coordonnée par coordonnée). Soit € > 0.

P(| X, —a|>€)=P(X, >a+e)+P(X,, <a—¢€) <1—-Fy(a+e€)+ Fy,(a—c¢)

Or a + € et a — € sont des points de continuité de la fonction de répartition de la variable constante égale
a a, on en déduit lim, 1 — F,(a + €) + F,(a —¢) = 0. 0

Le théoréme de Slutsky ci-dessous et son corollaire sont trés utiles, notamment en statistiques :

Théoréme 24.

Théoréme de Slutsky Soient (X,)n>1 et (Y,)n>1 deuz suites de variables aléatoires définies
sur un méme espace de probabilités, a valeurs dans R, telles que (X,,) converge en loi vers une
variable aléatoire X et (Y,,) converge en loi vers une variable aléatoire a constante. Alors le couple
(Xn,Yn) converge en loi vers le couple (X, a).

On en déduit en particulier que (X, +Y,) converge en loi vers X + a et que (X, Y,) converge en
loi vers aX.

DEMONSTRATION. On va passer par les fonctions caractéristiques : soit (s,t) € R2.
|E[eian+itYn]_E[eisX+ita]| _ |E[€iSX" (eitYn _eita)]_HE[eita (eitXn _eitX)H S EHeitYn _eita H_|_|eitaE[eitXn _eitXH

La fonction |y ~— ¥ — e@| est continue bornée : on en déduit que E[[e?*¥» — ¢*?|] converge vers 0. Par
hypothése il en est de méme de E[e?**» — ¢?X]. On en déduit finalement que (X,,,Y;,) converge en loi
vers (X,,a).

11 suffit pour les derniers points d’appliquer les fonctions continues (z,y) — z+y et (z,y) — zy au couple
(X,,Y,) pour conclure. O

6. Théoréme central limite

Soit (X,,)n>1 une suite de variable aléatoires réelles indépendantes et de méme loi, dans L;. D’aprés la
loi forte des grands nombres on a

1 .S.
S(Xi 4+ X)) 2% EX
n n—o00

On peut alors se demander a quelle vitesse cette convergence a lieu, c’est-a-dire trouver un ordre de
grandeur de la différence

Lixy o4 X~ Bl
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quand n est grand.
Sous I'hypothése supplémentaire que les variables X; sont dans L2, on devine la réponse en calculant,
comme dans la preuve de la loi faible des grands nombres,

E[(X1+ -+ X, —nE[X4])?] = Var(X; + -+ + X,,) = nVar(Xy).
Ce calcul indique que la valeur moyenne de (X; + --- + X,, — nE[X])? croit linéairement avec n, donc
suggeére fortement que lordre de grandeur de X; + - -- + X,, — nE[X;] est y/n, ou encore que l'ordre de

1
grandeur de —(X; +--- + X,,) — E[X;] est 1/4/n. Le théoréme central limite rend ceci plus précis.
n

Théoréme 25.

Théoréme central limite
Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi, dans L*. On

— 1 &
pose i = E[X]] et 02 = Var(X;), et la moyenne empirique X, = — ZXk‘ Alors, la suite de
n
k=1
variables aléatoires \/n(X,, — j) converge en loi vers la loi gaussienne N'(0,0?) :

VK, - ) = Z=EE I ) v(0,02)

En utilisant la traduction de la convergence en loi en termes de fonctions de répartition on obtient ce qui
permettra plus tard de donner un intervalle de confiance asymptotique pour I'espérance i :

Corollaire 26. Avec les mémes hypothéses et soit a > 0 alors

— ao — ao 1 @
Plpe|X,— —=,Xpn+ — —>7/ exp (—z2/2)dx.
(o[- Tt ) v [Lowirti

Enfin, lorsque les (X,,) sont des variable de Bernoulli indépendantes de parameétre p, la loi de > | X;
est une loi binomiale; on obtient ainsi le théoréme de Moivre-Laplace (au programme - mais sans
démonstration - de la classe de Terminale S)

Théoréme de Moivre-Laplace

Corollaire 27. Soit (S,) une suite de variables aléatoires de loi binomiale de parameétres (n,p). Alors la

—Sn=P_ copverge en loi vers une loi normale centrée réduite.

suite Y,, = s

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer X,, par X,, — E[X,] on peut supposer que les variables
aléatoires sont centrées. Posons

_ ZZ:1 Xk
Vi

Par indépendance des X,,, la fonction caractéristique de Z,, est alors :

08l (2| o (28] -slon (22 -0 (5

Zn
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Comme X7 est de carré intégrable, ®x, est deux fois dérivable en 0 et on peut écrire :

t ot t
o (7)== ()

En passant & la limite on obtient

qui est la fonction caractéristique de la loi (0, 02). O

On peut généraliser le théoréme central limite & d dimensions; la loi limite fait alors intervenir les vecteurs
gaussiens.

Théoréme 28.

Théoréme central limite multidimensionnel Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires

a valeurs dans R, indépendantes, de méme loi, et dans L?. On note u = E[X1], C la matrice de
n

covariance de X1, et la moyenne empirique X, = — Z Xy.. Alors, la suite de variables aléatoires
n
k=1
Vn(X, — p) converge en loi vers un vecteur gaussien de loi N'(0,C).

Enfin la généralisation suivante (parfois appelé Delta-Method) est parfois utilisé en statistique pour
démontrer une convergence vers une loi normale; plutét que de lapprendre par coeur, il vaut mieux
savoir le redémontrer au cas par cas.

Proposition 29.Delta-méthode Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles. On suppose qu’il
existe deux réels 0 et o tels que la suite /n(X,, —0) converge en loi vers une loi N'(0,02). Soit g une fonction

définie sur R, dérivable en 0 telle que ¢'(0) # 0. Alors la suite /n(g(X,) — g(0)) converge en loi vers une
loi N'(0,0%(g'(6))?)

DEMONSTRATION. On commence par remarquer que X,, —# converge en loi vers 0, donc X,, converge
en probabilité vers 6.

D’autre part on considére la fonction h définie par h(x) = w siz # 0 et h(0) = 0. Alors h est
continue. Par conséquent h(X,,) converge en probabilité vers h(6). Il suffit alors d’écrire

Vn(g(X,) — 9(0)) = n(X, — 0)h(X,,) et d’utiliser le théoréme de Slutsky pour en déduire que
Vn(g(X,) — g(8)) converge en loi vers g’ ()N (0, 0?). O

7. Convergence vers la loi de Poisson

Ce théoréme explique pourquoi la loi de Poisson est aussi appelée loi des événements rares.
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Théoréme 30.

Soit (Sy)n>1 une suite de variables aléatoires de binomiales de paramétre X et d’ordre n, i.e.

S £ B(n, %) Alors, (Sp)n>1 converge en loi vers la loi de Poisson de paramétre \.

DEMONSTRATION. Les variables aléatoires .S,, peuvent étre vues comme des sommes de variables de
Bernoulli indépendantes, plus précisément on peut poser S,, = 2?21 Xy, ol les X, ; sont des variables
aléatoires de Bernoulli, indépendantes, de paramétre A/n. Comme on travaille avec des variables aléatoires
discrétes on va étudier les fonctions génératrices. On a

A A A
()=1-242z=1+2(z-1
Gxpl2) =1- 24+ 22=14 2 - 1)

d’olt par indépendance on obtient

A n
G =[1+—-(2—-1 — Alz—1
s@=[1+26-1] o ew-1)
qui est la fonction génératrice de la loi de Poisson de paramétre A. O

8. Appendice : démonstration de la loi forte des grands nombres

Le but de ce paragraphe est de montrer que si (X,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes et

de méme loi, dans L, alors les moyennes —(X; + - -+ X,,) convergent p.s. vers E[X], sous des hypothéses
n

optimales.
Rappelons d’abors la loi du 0 — 1.

Proposition 31. Loi du tout ou rien
Soit (Xp,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, & valeurs dans des espaces mesurables
quelconques. Pour tout n > 1 on pose B, = o(Xg; k > n). Alors la tribu terminale (ou asymptotique)

B définie par
Boo =) Bn
n=1

est grossiere au sens ot P(B) =0 ou 1 pour tout B € By.

Théoréme 32.

Loi forte des grands nombres
Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, intégrables

alors "y
P ( lim 2=t Xk _ E[Xl]) =1

n— 00 n

S o1 Xk
En statistique — = @
n n

X,.
Une autre maniére d’énoncer ce résultat est de dire :

est appelée la moyenne empirique (ou arithmétique) des X}, et est notée
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- pour toute suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, on a

n
X
% converge p.s. <= E[|X1|] < +oo.

De plus si 'une des deux conditions est vérifiée alors la limite de la moyenne empirique est E[X].

DEMONSTRATION. Supposons dans un premier temps que les X, sont centrées. On verra a la fin de
la démonstration comment supprimer cette hypothése.
ETAPE 1 : troncature
On pose

Lemme 33. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées,

intégrables alors
n X n X/
]P’(lim Z’f—l’“:o) =1 — P(lim Z’6—1’f=0> =1
n—oo n

n—00 n

En effet, on a en posant 4,, = {w € Q| X, (w) # X/ (w)}
Y OP(A,) = D P(X,# X)) =Y P(IXu|>n)=> P(X1|>n)

n>1 n>1 n>1 n>1
= D Elxsnl =E [ ) Llixysn
n>1 n>1

cette derniére égalité étant une conséquence du théoréme de convergence monotone. Remarquons que
pour x > 0 on a
(ZS(I) = Zlac>n = [I1 —-1<z
n>1
On obtient donc

SR = | Lxapon | = El6(X1])] < E[X]] < +o0

n>1 n>1
D’apreés le lemme de Borel-Cantelli, il suit que P(limsup 4,,) = 0, ou encore que P((limsup A,)¢) =
P(liminf (AS)) =1
Par conséquent si w € E = (limsup A,,)¢ alors la série ), - (Xp(w) — X}, (w)) est une série convergente,
puisque, en dehors d’un nombre fini d’entre eux, tous les termes sont nuls. Ainsi la suite des sommes

partielles
n

Y (Xp(w) = Xi(w) = Saw) = Sy (W),
k=1
est une suite convergente et donc bornée, ce qui entraine que

lim Sp(w) — 8! (w)

n—r oo n
_ !
(@) = S0®) _ 1 on obtient P(F) > P(E) = P((limsup Ay)°) = 1.
n

/
Sn () =0} et Go={weQ, lim

n
n n— o0 n

=0.

D’ow, en posant F' = {w € , lim

n—oo

n

() =0} alors on a

Maintenant, si on note G = {w € Q, lim
n—oo

clairement

FNGy CGe FNnGy Gy
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on en déduit donc
P(G1) =1 < P(G2) =1,
ce qui démontre le lemme.
ETAPE 2 : recentrage
Nous allons maintenant centrer les X}. Pour cela définissons :

Xr, = X}, —E[X}]
S, = Xi+---+X,

et remarquons que :

Lemme 34. Avec les notations précédentes :

Sy - Sa
PlweQlim 2-=0]=1 <= Plwe| lim —=0| =1

n—oo N n—o0 N

En effet, on a _
S, S,  E[X{]+---+E[X]]

n n n
qui ne dépend pas de w. D’autre part, comme les X ont méme loi, on a

n—00 - n—00 -

n—oo

De plus on constate que lim Xi1jx, <, = X1 et | X11)x,|<,| < |X1]| qui est intégrale; ce qui nous permet
n—oo - -
d’appliquer le théoréme de convergence dominée, et d’obtenir

lim E[X;] = lim E[X11jx,<p] = E[ lim X11jx,)<,] = E[X1] = 0.

n—oo

Enfin, par le lemme de Cesaro, on obtient, pour tout w € §2

Snw) _ Su(w)

lim =0.
n—o00 n n
ETAPE 3 : inégalité de Kolmogorov
Nous allons maintenant démontrer une inégalité due & Kolmogorov (on utilisera ici 'indépendance des

variables aléatoires).

Lemme 35. Soit (Yy)r>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et centrées. Posons :

Alors, pour tout x > 0,

Var(Y;

n>1 2

Si la somme des variances diverge le résultat est vrai, on peut donc supposer Z Var(Y;) < +00. On pose

E>1
inf{k > 1,|Vi| > =}
T:{—i—oo si{k>1,|Vk| >2}=10
Remarquons alors que, pour k < n, Vil,—; L V, — Vi. En effet, on a
{r=k} = {V| <z ..., |Vi_1| <z, |Vi| >z}

= {|Y1\§x,\Y1+Y2|§x,,|Y1—|—+Yk,1|§x,|Y1+—|—Yk|>x}

J.-J. RucH ET M.-L. CHABANOL



44 CHAPITRE IV. CONVERGENCE DE VARIABLES ALEATOIRES

est o(Yy,...,Y))-mesurable alors que V,, — V, = Yiy1 + -+ + Y, est 0(Yiq1,...,Y,)-mesurable.
L’indépendance de variables aléatoires entraine donc le résultat. Ceci nous permet donc d’obtenir que

ZV&I‘(Yk) = Var(V,) =E[V//]
k=1

> > EV =k =Y E[(Va — Vi + Vi)?1r—4]
k=1 k=1
n
= Z E[Vlfl‘r:k]
k=1

> E[z? Z Lr—i] = 2*P(7 < n)
k=1
En faisant tendre n vers l'infini on obtient
ZVar(Yk) > 2?P(1 < 400) > 2P <sup V| > :c)
E>1 n>1

ETAPE 4 : convergence de séries de variable aléatoires
L’inégalité de Kolmogorov est, avec le lemme de Borel-Cantelli, 'ingrédient essentiel de la preuve de
lemme suivant.

Lemme 36. Soit une suite (Up)n>1 de variables aléatoires réelles indépendantes et centrées. Si

ZVar(Uk) < 4+
E>1
n
alors la suite Z,, = Z Uy est convergente, ou encore, la série Z Ui est convergente.
k=1 E>1

On applique l'inégalité de Kolmogorov a la suite Y,, = Upryrn. Avec les notations prises dans le lemme,
on a

Voo =2Zyin—Zm
> Var(Yi) = > Var(Us)

E>1 k>M
et I'inégalité de Kolmogorov donne

3 .

Var(Uy,
P (SUP | Zhisn — Zu| > I) < M

n>1 x
On peut remarquer que la suite Zy; = sup | Znyr4n — Zp4m| = sup |Zr — Zj| est décroissante. De plus
n,m>1 k,JI>M

elle vérifie

Zn < sup (| Zarsn — Zaal + 1200 — Zorem|) = 250D [ Zaggn — Za-
n,m>1 n>1

On en déduit que, pour tout k> 1et M > 1,

P(Zy > 1/k) <P <sup \Zntan — Zag| > 1/2k:> <4k ) Var(U,).
n>1 n>M
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Comme ZnZMVar(Un) tend vers 0 on peut choisir, pour tout k > 1, M}, > M, tel que
P(Zy, > 1/k) <27k
Ainsi
ZP(ZMk > 1/k) < o0
E>1

et le lemme de Borel-Cantelli entraine que, presque stirement, & partir d’un certain rang, Z M, est majorée
par 1/k, et donc que Z M, converge presque sirement vers 0. Par ailleurs on a vu que Zn est une suite
décroissante. On a une suite décroissante, dont une sous-suite est convergente, elle est donc elle-méme
convergente. Par conséquent, Zu converge presque siirement vers 0. Or

{IRI}'I Zy =0} <= {Z, est une suite de Cauchy}
<= {Z, est une suite convergente}

= {Z U,, est une série convergente}

n

ETAPE 5 : lemme de Kronecker Le point suivant est l'utilisation d’un lemme d’analyse du a
Kronecker.

Lemme 37. Soit a1, as,... une suite de réels tels que 3, -, (an/n) converge, alors

lim Z ar = 0.
n—4+oco n

On pose sg =0 et s, =Y p_;(ar/k) et R, = >, _, ax. Alors, par hypothése, s,, converge vers une limite
s. Comme ap = k(s — sg—1), on en déduit

n+1 n+1

n+1—2ak—2k5k—2k5k 1= — Zsk—i— (n+1)Sp41-

Par conséquent,

1
R = - g —+s5—1s5=0.
n+1 1 = Sntl n—|—1n ok s N

ETAPE 6 : conclusion dans le cas centré On applique maintenant ce lemme.

Lemme 38. En reprenant les notations du lemme 10 on a

X
ZVar (;) < 400.

E>1

Les calculs se font mieux si on remplace k au dénominateur par k + 1 (les deux séries étant égales a une
constante prét). Pour & > 2 on a

Var( Xi ): EXG]  EXjP?
kE+1 (k+1)2 (k+1)%
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E[X/]? 1
Ona (k[—i—kl])Q =0 <k52> . La convergence de la série de terme général est donc équivalente & la convergence
de la série
3 E[X'}]
= (k+1)2
Or, on a
]E[X/i] ) 2 mH ) 2
Z 12 = Z(k + 1) E[XTloc)x <) < Z 7 E[XT o< x, <ald
k>1 k>1 E>17k

+oo +oo
‘/1 x_QE[X1210<|X1‘Sm]d$ =K [X121|X1|>0/1 IL‘_21X1|§zdl‘]

IN

E =E[X71x, >0/ X1|7"] S E[|X1]] < +o0

“+oo
X121|X1|>0/ l'_2dl‘

X1

Xk
Le résultat de ce lemme combiné avec celui du lemme 12 nous donne que la série E = converge presque
n>1
stirement, et par le lemme de Kronecker, on en déduit que, presque stirement,

Sn
lim — =0.
n—+oco N

ETAPE 7 : décentrage et conclusion générale Si on ne suppose plus les X,, centrées, mais seulement
i.i.d et intégrables, on pose

X = Xi —E[Xy], Sp=>_ X,.
k=1

Les X}, étant centrées i.i.d et intégrables, les étapes précédentes montrent que
Sp(w
P(weQ lim ”():0> =1.
n—-+o0o n

Sp(w)  Sp(w) —nE[Xy]  Sp(w)

Or, on remarque que

= = - E[Xl]a
n n n
d’ou R
P (w e tim 2@ _ 0) =P (w e tim 2@ _ ]E[Xl])
n—-+oo n n—-+oo n
ce qui démontre le résultat. O
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