Licence Mathématiques 2010/2011

Géométrie différentielle
Correction du DM

Partie I

(1)

(2)

(a) Soit a : I — R?® un paramétrage normal de C vérifiant a(0) = 0. On a donc
a'(0) = 79, et d’autre part Vs € I||Pa(s)||> = R%. En dérivant cette égalité en
s = 0 on trouve ]50.70 = 0; La base (79, 1y, o) étant orthonormée on en déduit
a = 0. On a alors puisque 0 € C, [|OP|]> = a®> + V* + ¢ = R%.

(b) C est dans le plan contenant le point 0, le point P et le vecteur 7. On note

op

TorT):
données du centre du cercle dans cette base sont (0, R).
Un paramétrage du cercle de rayon R de centre (0, R) est
o(t) = (Rsin(t), —Rcos(t)+R),t € R. On abien ¢(0) = 0, mais ce paramétrage
n’est pas normal puisque ||¢'(¢)|| = R. On effectue donc le changement de
paramétrage s = tRR et on obtient le paramétrage normal a(s) = Rsin(570 +
R(1 — cos(%))u. On a bien o/(0) = 7.
En explicitant wu, il vient finalement
a(s) = Rsin(570 + b(1 — cos(5))vo + c((1 — cos(F))Bo-

On a a l'ordre 2, au voisinage de 0, puisque ~y est blreguher

7(s) = 7(0) + 57/(0) + 57"(0) + o(s?)

Le paramétrage étant normal, on a 7' (0) = 79 et d’apres les formules de Frenet

7"(0) = p(0)ry, et finalement y(s) = s1o + p(())%l/g + o(s?)

u = (0,79, u) forme donc une base orthonormée de ce plan; les coor-

On considere un cercle de centre P de rayon R vérifiant les conditions du 1. On
suppose qu’il est tel que v(s) — a(s) = o(s?) au voisinage de 0. Le développement
limité de « au voisinage de 0 est s7y+ b%uo + c% Bo+o0(s%). Donc en soustrayant
les deux développements

Y(s)—a(s) =o(s?) & (c=0et p— % =1) & (OP = Ry et R = %) On trouve
bien que I'unique cercle de la question 1 qui convienne est le cercle de centre le
centre du cercle osculateur et de rayon le rayon du cercle osculateur.

On peut toujours trouver une base dans laquelle une hélice circulaire admet un

paramétrage normal y(s) = (a cos(ﬁ) asm(\/ 2ijQ) W‘;iw) ou a et b sont deux

réels positifs fixés non tous deux nuls. On a alors
1 _ a S a 1 S A 3
V'(s) = (— = COS(\/GQ_H)Q), — 81n(\/a2+b2), 0), on en déduit le rayon de cour-
bure
_ a?4b?
R = EZOll (s)ll 4=, et le centre de courbure
s bs

2 . ~
OC(s) = (s )—l—Rw,” (b cos( 757 ), %31n(\/a2+b2), —=2=z)- On reconnait une
hélice circulaire, a priori différente de 1'hélice de départ, mais de méme axe.
L’ensemble des centres de courbure d’une courbe s’appelle la développée de cette
courbe.
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Partie 11

(5) A Tordre 3, on utilise 1"(s) = (p(s)(s))' = p/(s)0(s) + p(s)(— p(s)(5) — O() ()
et on obtient au voisinage de 0, puisque 7 est de classe C? :

7(s) = (s = p2(0)5)70 + (p(0)5 + p/(0) 55 w0 — p(0)8(0) 5 fo + o(s?)

(6) (a) n étant unitaire et II contenant 0, d(M,II) = OMn| _ |OM .n| = |zu+yv+zw)|

[Inll
(b) Donc au voisinage de 0, d(v(s),II) = |su — p*(0)5u + p(0)Sv + p'(0)5v —
p(O)H(O)%w + 0(s%)|. Pour minimiser cette distance on voisinage de 0, il faut
que d(7(s),II) = o(s™) avec n le plus grand possible : on voit qu’on obtient
d(v(s),II) = o(s?) avec u = v = 0 : on a alors n = (0,0, £1) = £, et II est
donc le plan osculateur.

(7) Si M = (z,y,2), on a Fo(M) = —2xd — 2ze — 2zf + 2* + y*> + 2% On injecte
les coordonnées de v(s) dans cette égalité, en ne gardant que les termes d’ordre
inférieur ou égal a 3 :

Fo(y(s)) = =2(s — p2(0)%5)d = 2(p(0)% + p/(0)%)e + 20(0)% f + s* + o(s*) =
—2sd + s*(1 — p(0)e) + 53(dp2§0) — e@ + RO 1 o(s?).

(8) Fa(v(s)) = o(s) implique d = 0 : cela signifie que la courbe v et la sphere sont

tangentes.
Fa(vy(s)) = o(s?) signifie que la courbe et la sphere sont osculatrices : en particulier
cela implique de plus e = pio. En particulier la projection du centre §2 sur le plan
osculateur est le centre du cercle osculateur : ainsi, cette sphére osculatrice contient
le cercle osculateur.

(9) Si 0(0) # 0, on obtient
Fo(y(s)) = o(s®) & (d =0 et e = s et f = —b0)

Le centre de la sphere est donc bien déterminée, son rayon aussi puisqu’elle passe
par 0 : son rayon est y/e? + f2, il y a donc bien une unique sphere surosculatrice.
(10) Pour une hélice circulaire : on reprend le paramétrage de la question 4. La courbure

est alors constante. Donc en tout point de parametre s, f = 0 : le centre de la sphere

L)l/(s), c’est donc le centre du cercle osculateur, et

p(s

le rayon de la sphere osculatrice est donc le rayon du cercle osculateur #

(11) Sif(0) = 0, deux situations peuvent se produire : si p'(0) = 0, on a Fo(y(s)) = o(s?)
pour toute sphere passant par v(0) de centre (0, ﬁ, f) pour tout f réel : il n’y a
donc pas unicité de la sphere osculatrice.

Par contre, si p'(0) # 0, le coefficient d’ordre 3 de Fy(7y(s)) ne peut pas s’annuler
si les coefficients d’ordre 1 et 2 sont nuls : il n’y a donc pas de sphere osculatrice
dans ce cas la.

osculatrice vérifie ’Y(S)?Z(S) =



