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Séance n° 1
Objectif : savoir construire un tableau de vérité

En mathématiques, on travaille sur des objets, & propos desquels lesquels on écrit des proposi-
tions.

Exemples : Les nombres entiers, les nombres réels, les fonctions de R dans R sont des exemples
d’objets mathématiques.

Une proposition logique, concernant divers objets mathématiques, est un énoncé qui doit étre
ou bien vrai (ce que 'on note V', ou 1) ou bien faux (ce que I'on note F', ou 0).

Exemples : "n? > n quand n > 1” est une proposition, qui est vraie. “9 est divisible par 4”
est fausse.

Les opérations les plus courantes sur ces propositions sont les connecteurs logiques suivants :

(1
(2
(3
(4
(

5) L’équivalence, notée <

) La disjonction logique ”ou”, notée V
) La conjonction logique ”et”, notée A
) L’implication, notée =

)

La négation "non”, notée —

Une opération comprise entre deux propositions définit une nouvelle proposition.

On va définir les opérations précédentes entre deux propositions p et ¢, en donnant ’ensemble
des wvaleurs de vérité de la nouvelle proposition créée, sous la forme d’un tableau. Ce tableau est
appelé table de vérité de la nouvelle proposition.

pla[pVa plalpig
| —p 0j0[ 0 o]0l o
0] 1 01| 1 0]1] o
1 T]o] 1 1[0] 0
T[1] 1 T[1] 1

pPlqg|p=¢q pPlq|p=q

o]0 1 o]0 1

0]1] 1 0[1] o0

1{o] o 1{o] o

T[1] 1 T[1] 1

Attention :

— Dans le langage courant, “ou” a en général un sens exclusif (fromage “ou” dessert). En
mathématiques, le “ou” est toujours “inclusif” : si p et ¢ sont toutes les deux vraies, pV ¢ est
vraie.

— Si p est fausse, p = ¢ est vraie.

Remarque : p = ¢ se dit aussi parfois “si p, alors ¢”, ou “pour que p soit vraie, il faut que ¢
soit vraie”, ou encore “une condition suffisante pour ¢ est p”, ou encore “une condition nécessaire
pour p est q”.

Une tautologie est une proposition qui ne prend que la valeur ”vraie”. Un tel phénomene permet
de définir des regles logiques qui seront utilisées dans les raisonnements conduisant aux énoncés
mathématiques (voir séance 2 et 3, par exemple). En effet, si p < ¢ est une tautologie, cela veut
dire que si on a démontré que p est vraie, on a aussi démontré que q est vraie, et vice versa : si on
a démontré que ¢q est vraie, on a aussi démontré que p est vraie.



Exemple important d’utilisation des tables logiques (—(p = ¢)) © (p A (—q)) est une
tautologie. Ainsi, la négation de p = ¢ est p A (—q), c’est-a-dire p et non ¢. En effet :

plalp=q|~(P=q)|~q|pA(a)|~(p=q = (PA(9)
00 1 0 1 0 1
01 1 0 0 0 1
110 0 1 1 1 1
111 1 0 0 0 1
EXERCICES.
(1) La proposition “2 =3 = 14 1 = 2” est-elle vraie ou fausse ? Et la proposition “1+ 1 =
2=2=3"7

(2) Construire les tableaux de vérité des propositions suivantes. Dire le cas échéant, s'il s’agit
d’une tautologie ou non. p, q, r, s et t désignent des propositions.

) (pV q), puis (q V p). Comparer les résultats obtenus.

(-p)) < p.
Aq) < (g Ap)
= q) A (¢ = p). Comparer le résultat obtenu avec le tableau de vérité de p < q.

(a
(b) (=
(c) (p
(d) (p
(e p) V (=q). Comparer les résultats obtenus.
(f

(g
(

J

P Aq), puis (
pVq), puis (
Vv (=p)

(—=p) V q. Comparer le résultat obtenu avec le tableau de vérité de p = q.

( -
—( —p) A (—q). Comparer les résultats obtenus.

(principe du tiers exclu).
h

)
)
)
)
)
) p
)
(1)

(—q) = (—p). Comparer le résultat obtenu avec le tableau de vérité de p = ¢ (prin-
cipe de contraposition).

(G) ((r=s)A(s=1)) = (r=1) (principe de transitivité de I’implication).
k) (r=3)=((rAt)= (sAt)).

(3) P, @ et R désignent trois propositions logiques.
(a) Construire les tables de vérité suivantes :
(i) P=(Q@=P)
(i) P=(Q=(PAQ))
(i) (PAQ) & (=(P = -Q))
(b) Exprimer sans = ni < :
(i) ~(P < Q)
(ii) ~(PVQ) = Q)
(iii) =(P = (Q = R)).
(4) Exprimer les phrases suivantes a I’aide de propositions reliées par des connecteurs logiques :
(a) “Sile papier devient rouge, la solution est acide.”
(b) “Le papier devient rouge si la solution est acide.”

(¢) “Vous aurez une chambre & condition que vous n’ayez pas de chien.” Quelle est la
négation logique de cette proposition ?

(d) “S’l y a du cobalt mais pas de nickel dans la solution, le papier deviendra brun”.
Quelle est la négation logique de cette proposition ?

(5) On suppose que I’énoncé suivant est vrai : “S’il pleut le matin, je prends mon parapluie”.
Les argumentations ci-dessous sont-elles correctes ?

(a) “Jai pris mon parapluie, donc il a plu ce matin”.



(6)

(b) “Je n’ai pas pris mon parapluie, donc il ne pleuvait pas ce matin”.
(¢) “Il a fait beau, donc je n’ai pas pris mon parapluie”.

Dans un journal est annoncée la nouvelle suivante :
L'armée ne quittera pas le pays tant que le calme n'est pas revenu.

En considérant I'annonce officielle précédente, dire si les argumentations suivantes sont
correctes :
(a) 7 Le calme est revenu, donc 'armée quitte le pays. ”
(b) 7 L’armée quitte le pays, donc le calme est revenu. ”
(¢) 7 L’armée n’a pas quitté le pays, donc le calme n’est pas revenu.”
Le roi a Chimene : “Si Don Rodrigue a tué ton pere, c’est qu’il avait bu ou qu’il faisait
nuit. S’il faisait nuit, alors, s’il avait bu, il devait chanter. Or il ne sait pas chanter. Donc
il n’a pas tué ton pere.”

Exprimer chaque phrase avec des connecteurs logiques. Si on suppose les trois premieres
phrases vraies, peut-on bien en déduire la derniere ?

Dans un QCM, 5 réponses sont possibles, notées A, B, C, D et E. Une seule est vraie. Un
candidat remarque trois choses : (1) si B est vraie, alors E aussi. (2) Si A est vraie, alors
au moins I'une des deux affirmations B ou D est vraie. (3) D est fausse si et seulement si
FE est vraie. Que peut-il en déduire? Peut-il répondre avec certitude a la question ?

Dire si I'on peut remplacer MACHIN par “nécessaire”, “suffisante” ou “nécessaire et suf-
fisante” dans les phrases ci-dessous :

(a) Avoir au moins 18 ans est une condition MACHIN pour voter en France.

(b) Avoir 10 a toutes les matieres est une condition MACHIN pour avoir le baccalauréat.

(d
(e) |z| =1 est une condition MACHIN pour que z2 = 1.

)

(c) x =1 est une condition MACHIN pour que 2% = z.
) & > 0 est une condition MACHIN pour que % > 1.
)



Séance n° 2
Objectifs : savoir nier et traduire des formules avec quantificateurs

En mathématiques, un grand nombre de propositions s’expriment en fonction d’une ou plusieurs
variables.

Exemples : = +y > 1. Ici les variables = et y peuvent représenter des nombres réels, ou bien
des entiers. Suivant 'interprétation des variables z et y, la proposition peut étre vraie ou fausse.
On choisira d’appeler formules de telles propositions.

Soit p(x) une formule dépendant de la variable z, et E' ’ensemble d’interprétation de la variable
2. On définit deux nouvelles propositions, a I’aide des quantificateurs ¥ et 3 :

(1) Vz € E, p(x) : “pour tout  élément de I’ensemble E, p(x)”
(2) Jz € E, p(x) : “il existe un élément x dans 'ensemble E tel que p(x)”

La premiére est vraie, si la proposition p(x) est vraie pour tous les éléments = de 1’ensemble E.
Alors que la seconde est vraie, s’il existe (au moins) un x dans ’ensemble F pour lequel p(x) est
vraie.
(Par convention, si F est vide, “Va € E,p(x) est vraie”).
Si F a un nombre fini d’éléments {x1, ..., 2, }. on peut remarquer que “Vz € E, p(z)” peut aussi
s’écrire “p(z1) et p(z2) ... et p(ry)” ; de méme “Jz € E, p(z)” peut s’écrire “p(x1) ou p(xg) ... ou p(x,)”.
Il est important de signaler que les variables sont muettes : Vx € E, p(z) et Yy € E, p(y)
désignent la méme proposition.

Attention, la vérité de telles propositions dépend fortement de I’ensemble FE...

Exemples : considérons les propositions (Jz € N,z > 1) et (Vz € N,z > 1). Par définition, la
premiere signifie ”il existe un entier naturel plus grand que 17. Il est évident qu’un tel énoncé est
vrai. Par contre, la seconde est fausse puisqu’elle signifie que ”tous les entiers naturels sont plus
grands que 1”7 (mais 0 < 1!). Mais si 'on change le domaine d’interprétation en N*, on obtient
(3x e N*,z > 1) et (Vx € N* z > 1) qui sont toutes les deux vraies.

Remarque : les propositions “Va € E,z € F = p(x)” et “Vz € ENF,p(x)” sont équivalentes !

L’équivalence ci-dessous est une tautologie; elle permet d’exprimer les négations des proposi-
tions comportant des quantificateurs.

[-(Vz € E, p(x)) & Gz € B, ~(p(x)))]

Attention, le domaine d’interprétation est le méme des deux cotés : par exemple, la négation
de “Vx € N,z > 3” s’écrit “dr € N,z < 3”.

Remarque : Pour montrer que “Jz € E,p(x)” est vraie, il suffit de trouver un x particulier
dans I’ensemble E pour lequel p(z) est vraie. Pour montrer que “Vz € E, p(z)” est vraie, un tel
exemple ne suffit pas. On commence en général une telle démonstration par “Soit  un élément de
E” et on montre que p(x) est vraie.

Enfin, montrer que “Vx € E,p(x)” est fausse revient & montrer que “Jz € E,—p(z)” est vraie,
donc il suffit de trouver un contre-exzemple, ¢’est-a-dire un élément z de E pour lequel p(z) est
fausse.

EXERCICES.
(1) Trouver les relations logiques entre les énoncés suivants.

(a) Tous les hommes sont mortels

(b) Tous les hommes sont immortels

(d) Aucun homme n’est immortel

)
(¢) Aucun homme n’est mortel
)
(e) Il existe un homme immortel



(f) 1l existe un homme mortel

(2) On note C l'ensemble des chatons, M (c) la formule “c est moustachu”, P(c) la formule
“c aime le poisson” et S(c) la formule “c a peur des souris”. Ecrire les phrases suivantes
a l'aide de quantificateurs.

1. Les chatons moustachus aiment toujours le poisson.

2. 11 est faux que tous les chatons qui aiment le poisson soient moustachus.

3. Aucun chaton qui aime le poisson n’a peur des souris.

4. Les chatons sont moustachus ou ont peur des souris.

5. Les chatons qui ont peur des souris ne sont pas moustachus.

On suppose vraies les phrases 1,2 et 3. Faire un schéma représentant ’ensemble des chatons,
et les trois sous-ensembles pour lesquels M, P et S sont respectivement vraies. Que peut-on
dire de la phrase 47 De la phrase 57

(3) On note H 'ensemble des hommes. On propose les deux écritures suivantes pour la phrase
“Tous les hommes sont heureux et sages” : “Vx € H, (z est heureux A x est sage)” et
“(Vx € H, = est heureux) A (Vx € H, = est sage)”. Correspondent-elles toutes les deux &
la premiere phrase ?

Méme question avec “Les hommes heureux sont sages” et

- Yo € H, (z est heureux = x est sage)”

— “(Vz € H,z est heureux) = (Vx € H, x est sage).”

Méme question avec “Il existe un homme heureux et sage” et
— “(3x € H,x est heureux) A(Jx € H,x est sage).”

— “Jz € H, (v est heureux Az est sage).”

Méme question avec “Tous les hommes ne sont pas heureux”
- Yo € H,~(z est heureux)”

— “Jr € H,~(x est heureux”

— “s(Vx € H,x est heureux)”

(4) Soit F l’ensemble des Francais. On note, pour un élément x de F,

P(x), la propriété ” x est brun 7,

)

Q(x), la propriété ” x est grand ”.

Répondre aux questions suivantes :

(a) Sous la forme d’un schéma, représenter dans F' I’ensemble des éléments de F pour
lesquels P(x) est vraie, puis ’ensemble des éléments de F' pour lesquels Q(x) est
vraie.

(b) Considérons les propositions suivantes :
(Va € F)(P(z) ou Q(x))
et
(Vx € F, P(x)) ou (Vz € F, Q(x))

Dire si ces deux propositions sont vraies ou fausses dans notre cas de figure. Représenter
dans F' comment on verrait le fait que ces propositions soient vraies. Sont-elles
équivalentes 7 Rechercher éventuellement les relations logiques qui les lient.

(5) Soit E un ensemble non vide. On note P(z) et Q(x) deux formules. Considérons les
propositions suivantes :

(3z € E, P(x) et Q(x))
(3zx € E, P(x)) et 3z € E, Qx))

Répondre aux questions suivantes :
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(a) Dans le cas ou l'on interpréte les formules dans 'ensemble E des pions d'un jeu
d’échec, pour P(x) signifiant ”x est noir 7 et Q(z) "« est blanc”, exprimer en frangais
les deux propositions ci-dessus. Indiquer si elles vous semblent, dans ce cas particulier,
vraies ou fausses.

(b) Ecrire la négation des deux propositions.
¢) Indiquer les relations logiques qui lient les deux propositions.
Indi 1 lations logi i lient les d iti
(6) Ecrire les négations logiques des propositions suivantes :
(a) ” Tous les hommes sont mortels. ”
(b) ” Tout intervalle de R contient un élément de 'intervalle [0, 1].”
(¢c) VpeN, VneZ, p>n
(d) (22 >1A22<2)V (22 <9Az <0)
(e) VieR,z<1=22<1.
(7) Soit E un ensemble et A et B deux parties de F. La définition de A C B est “tout élément
de A est élément de B”. A quelle(s) proposition(s) ci-dessous cela correspond-il ?
-VeeAxeB
- VzeE (xeB=zcA)

-YyeE (ye A=y€B)
- (VeeExeA)= Vre E,xe€B)

(8) Si f est une fonction de R dans R, la définition de “f est une fonction bornée” est “IM €
R,Vz € R,|f(z)] < M”. Donner la définition de “f n’est pas une fonction bornée”.

La définition de “f est une fonction croissante” est
V(z,y) € R%, x>y = f(x) > f(y). Donner la définition de “f n’est pas croissante”.

(9) On considere la fonction f de {0,1,2} dans {—1,3,5} définie par f(0) =3, f(1) = —1 et
f2) =3.
Pour chacune des propositions suivantes, donner sa négation, et dire si elle est vraie ou
fausse.
(a) Vi e {0,1,2}, f() >0
(b) 3 €{0,1,2}, f(:) >0
(¢) Vje{-1,3,5},3ie {0,1,2}, f(i) =
(d) vj e {-1,3},3i€{0,1,2}, f(i) =
(e) 35 € {-1,3,5},Vie {0,1,2}, f(i) = j.
(10) Pour chacune des propositions suivantes, donner sa négation, et dire si elle est vraie ou
fausse (en justifiant la réponse)
(a) Vo € R*, 22 >0
(b) Vo € R,z2 >0
(c) Ir e R, 22 >0
(d) Vz eR, Va2 ==
) (Vx € R)(Fy e R)(z +y=0)
)

(Jy e R)(Vz € R)(x +y =0). Y a-t-il une différence entre les deux derniers énoncés ?
Si oui, 'expliciter.

(g) Ve €R,FyeR x>y
(h) yeRVzeRxz >y
(i) eR Ve eR T,z >y

e

(
(f

(11) Ecrire sous la forme d’une formule avec quantificateurs les énoncés suivants :



(a
(b
(c
(d

Tout entier naturel possede une racine carrée réelle.
Tout entier naturel possede un réel positif plus grand que lui.

Il existe un réel plus petit que tous les entiers naturels.

NN N

L’intervalle I est inclus dans [1,2].



Séance n° 3
Objectif : savoir rédiger une démonstration par ’absurde

Le raisonnement par l’absurde est un principe de démontration. I1 est fondé sur le principe
logique du tiers exclus (voir séance 1). Ce principe affirme que

pV -(p)

est une tautologie.
Il existe plusieurs modeles de démonstrations par ’absurde. Nous pouvons énoncer son principe
général de la manieére suivante :

Principe : Supposons que 'on veuille prouver que la proposition p est vraie. On suppose que
—(p) est vraie (ou que p est fausse), et 'on exhibe (en utilisant notre systéme d’axiomes et/ou les
regles de déduction logique) une contradiction. On en conclut donc que ’hypothese faite sur p est
fausse, donc p est vraie.

Exemple : On suppose connu que tout entier possede au moins un diviseur premier. Montrons
par 'absurde qu’il existe une infinité de nombres premiers. Supposons que cette proposition est
fausse, i.e. il existe un nombre fini de nombres premiers, disons pi,...,p,. Alors entier p =

Y ) ) )
(p1 X ... X pp + 1) n’est divisible par aucun des p;. Or il a au moins un diviseur premier. Ainsi il
y a contradiction. La proposition initiale est donc valide.

EXERCICES.

(1) Lire attentivement la démonstration suivante :

Supposons qu'il existe deux entiers (naturels) p, ¢ # 0 tels que

v2="L
q
On peut supposer que p et ¢ sont premiers entre eux. En élevant au carré et en multipliant
par g2, on obtient :
2q2 —_ p2
On en déduit que p? est pair. Donc p est pair. Par définition, il existe donc un entier (naturel,
non nul) r tel que

p=2r
Par suite,
q2 — 2r2

Donc ¢? est pair et ¢ aussi. Ceci contredit I'hypothese. Le résultat en découle.

(a) Enoncer le "résultat” que démontre la preuve ci-dessus.
(b) Quelle méthode de démonstration a-t-on utilisée pour prouver ce résultat ?
(c¢) Dans le texte, a quelle "hypothese” 'auteur fait-il allusion ? Expliciter la contradic-
tion.
(2) Montrer par absurde que 0 n’est pas racine de z* + 122 — 1.

(3) Démontrer la propriété suivante par I’absurde :
” Tout entier de carré impair est impair ”

(4) Sur une ile, on trouve deux sortes de personnes : les sinceres, qui disent toujours la vérité,
et les menteurs, qui mentent toujours.

(a) Alice et Bob sont deux habitants de cette ile. Alice déclare “L’un d’entre nous deux
au moins est un menteur”. Montrer par I'absurde que Alice est sincere. Qu’en est-il
de Bob?
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(b) Chloe et Denis sont deux autres habitants. Chloe déclare “Je suis menteuse ou Denis
est sincere”. Montrer par 'absurde que Chloe est sincere. Qu’en est-il de Denis ?

(c) Gaspard, Melchior et Balthazar sont trois habitants. Gaspard déclare : “Nous sommes
tous menteurs”. Melchior dit : “Un et un seul d’entre nous est sincere”. Montrer par
I'absurde que Gaspard est un menteur, puis que Melchior est sincere. Qu’en est-il de
Balthazar ?

(5) A la question “A-t-on Vz € R,vz2 — 2+ 9 < V22 + 2 + 47", Dominique fournit le rai-
sonnement suivant :
Soit « un réel. Si Va2 —2+9 < Vz2+x+4, alors 22 — 2+ 9 < 22 + 2 + 4, donc
—2x 4+ 5 < 0, ce qui est faux. Donc la proposition est fausse.
Ce raisonnement est-il correct ?

(6) Soit n > 1 un entier naturel. On se donne n + 1 réels zg, z1,...,z, de [0,1], vérifiant
0<zy <z < - <z, <1. On veut montrer par ’absurde la propriété suivante :

7 Il y a deux de ces réels qui sont distants de moins de 1/n “. (P)
(a) Ecrire la propriété (P) & I'aide de quantificateurs.

(b) Ecrire 4 I'aide de quantificateurs et des valeurs x; —x;_1 une formule logique équivalente
a la propriété (P).

(c) Ecrire la négation de cette formule logique. Déduire en supposant celle-ci que x,, —x¢ >
1.

(d) Rédiger proprement une démonstration par ’absurde de la propriété (P).
(7) Le but de cet exercice est de démontrer par 'absurde la propriété suivante :
“(AAB=0)= (AcC B)”
pour deux parties (non vides) A et B d’un ensemble F'.
(a) Ecrire la négation de la proposition
Vre A, z € B

(b) La partie AAB de F est formée des éléments de A qui n’appartiennent pas & B et des
éléments de B qui n’appartiennent pas a A. Rédiger une démonstration par I’absurde
de la propriété de 1’énoncé.

(8) Soit E un ensemble et A, B et C trois parties de E. On suppose que A U BUC =

(A\B) U (B\C) U (C\A). Montrer par 'absurde que AN BN C = 0.
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Séance n° 4

Objectif : savoir rédiger une démonstration par la contraposée

Le raisonnement par contraposée est un principe de démontration. Il s’appuie sur le principe
logique de contraposition (voir séance 1). Ce principe peut s’écrire de la maniere suivante :

(p=q) & (~g= —p)
et s’énoncer ainsi :
Principe : Soient p et ¢ deux propositions. Supposons que I’on veuille prouver que la proposition

p = q est vraie. Le principe de contraposition assure qu’il est équivalent de démontrer que la
proposition (—q) = (—p), que l'on appelle la contraposée de p = ¢, est vraie.

Exemple : Soit £ = p/q un nombre rationnel non nul (pg # 0). Nous allons montrer par

contraposée que
y € R\Q = zy € R\Q

Supposons, en effet, qu’il existe deux entiers a et b (non nuls) tels que zy = a/b; on a alors
y = q/p X a/b, soit y = (aq)/(bp). Ceci prouve que y € Q. Le principe de contraposition assure
que 'implication originelle est vraie.

Attention : Ne pas confondre la contraposée de p = ¢, qui est -q = —p, avec sa réciproque
“q = p”, ni avec sa négation p A —q. La contraposée est équivalente & la proposition de départ, la
réciproque ne l’est en général pas.

EXERCICES.
(1) Soit n un entier. Enoncer et démontrer la contraposée de I'implication suivante :
” Si n? est impair, alors n est impair.”
A-t-on démontré I'implication 7
(2) Ecrire les réciproques et les contraposées des implications suivantes :
(a) 7 Si tous les hommes sont mortels, alors Socrate est mortel. ”

(b) ” Si les nombres réels z et y sont différents, alors les nombres réels (v 4+ 1)(y — 1) et
(x — 1)(y + 1) sont différents. ”

(c) (Ve >0, [f(z)| <e) = (f(z) =0)
(3) Soit x un réel. Montrer par contraposition “z3 =2 = x < 2”.
(4) Ecrire la proposition suivante sous la forme d’une implication, et la démontrer par contra-
position :
” Tout entier supérieur a 3 et premier est impair ”

(5) Le but de cet exercice est de démontrer par contraposition la propriété suwivante, pour
n e N* :

“Si Ientier (n? — 1) n’est pas divisible par 8, alors I'entier n est pair ”

(a) Ecrire la propriété ci-dessus sous la forme d'une formule mathématique.
(b) Ecrire la contraposée de la formule donnée & la question 1).

(¢) En remarquant qu'un entier impair n s’écrit sous la forme n = 4k +r, avec k € N et
r € {1,3} (& justifier), prouver que la formule de la question 2) est vraie.

(d) A-t-on démontré la propriété de I’énoncé ?
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(6) On demande & un étudiant de prouver 1’énoncé suivant :
Montrer que I'entier n = §fiff est pair.
La valeur de ’entier n a été masquée car elle n’a pas d’importance. Voici la réponse de
I’étudiant :
Pour qu’un entier soit pair, il faut qu'il soit divisible par deux.
Cet entier n est divisible par 2, donc il est pair.

—~
5

) Méme si tous les arguments sont justes, le raisonnement n’est pas correct. Pourquoi ?

(b) Réécrire la réponse en changeant respectivement les expressions ” entier 7, ” étre pair
7 et 7 étre divisible par deux ” par ” fromage 7, ”étre du gruyere” et ”avoir des trous
7. Que se passe-t-il ?

(c¢) Proposer une réponse a I’énoncé, sans faute de raisonnement.

(d) Analyser pourquoi ce qui est troublant avec les entiers est évident avec les fromages.
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Séance n° 5

Objectif : savoir rédiger une démonstration par récurrence

Le principe de raisonnement par récurrence, basé sur les propriétés des entiers naturels (ce sera
vu en cours de mathématiques), s’énonce de la maniére suivante :

Soient p(n) une proposition définie en fonction de l'entier naturel n, et ng un entier naturel
fixé. Alors la proposition

(p(no) A (Vn = no, p(n) = p(n+1))) = (Vn = no, p(n))

est une tautologie.

Principe : Pour démontrer Yn > ng, p(n) par récurrence sur n, on commence par vérifier
que p(ng) est vraie (étape d’initialisation). On montre ensuite que la propriété est héréditaire : on
suppose que p(n) est vraie pour un certain n > ng, quelconque, et on montre qu’alors p(n + 1) est
vraie.

Exemple. Démontrons par récurrence la proposition Vn € N, >/ (2k + 1) = (n + 1)?. Grace
au principe de récurrence, on va montrer :

Initialisation : Y7 _(2k +1) =1 = (0 + 1)?
Hérédité : Soit n € N. supposons que > ,_,(2k + 1) = (n + 1)%. (c’est I'hypothese de
=((n+1)+1)% Ona

récurrence), on va montrer qu’on peut en déduire ZnH(Qk +1)

n+1 n
Z (2k+1) Z (2k4+1))+ (2(n+1) +1) = (n +1)? 4 2n+ 3 d’apres I'hypothese de récurrence
k=0 k=0

et

(n+1)?+2n+3=n*+2n+1+2n+3=n+4n+4 = (n+2)*
L’hypothese de récurrence entraine donc que

n+1
> @k+1)=((n+1)+1)
k=0

En vertu du principe de récurrence, on a bien montré que

VneN,) (2k+1) = (n+1)?
k=0

Remarque :

— Ne pas oublier I’étape d’initialisation !

— L’hérédité consiste & montrer Vn > ng, (p(n) = p(n+1)), et pas & montrer (Vn > ng,p(n)) =
p(n+ 1) (qui n’a pas de sens, car le n du membre de droite de 'implication n’est défini nulle
part), ni (Yn > ng, p(n)) = (¥n > ng,p(n + 1)) (qui est toujours vrai).

— Le principe de récurrence ne marche pas pour R. Il peut marcher pour Z, en faisant une
démonstration “montante” et une “descendante”.

— On doit parfois effectuer une récurrence portant sur deux termes : si on montre que p(0) et
p(1) sont vraies (initialisation) et que pour tout entier n > 0 (p(n) et p(n + 1)) = p(n + 2)
(hérédité), on a alors montré Vn > 0,p(n). (Il suffit d’appliquer le principe de récurrence a
a(n) = (p(n) et p(n +1)).

— Parfois on aurait besoin d’appliquer I’hypothese de récurrence non pas & p(n) mais a p(k) ot
k < m est inconnu : on utilise alors le principe de récurrence généralisée : si p(0) est vraie, et
si, pour tout entier n > 0, la vérité de toutes les propositions p(0), p(1),...,p(n) entraine celle
de p(n + 1), alors la proposition p(n) est vraie pour tout entier naturel n.

EXERCICES.
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(1) Pour n € N on considére la propriété suivante :
P,: 2">n?
1. Montrer que I'implication P, = P,1 est vraie pour n > 3.
2. Pour quelles valeurs de n la propriété P, est-elle vraie ? On utilisera un raisonnement
par récurrence.
(2) Soient P, la propriété “9 divise 10" — 1”7 et Q,, la propriété “9 divise 10™ + 17.
(a) Montrer que si n est un entier, P, = P,41 et Q, = @Q,+1 (on pourra utiliser
10"t =10m.(9 + 1))
(b) “Vn € N, P,” est-elle vraie? Et “Yn € N,Q,,” 7
(3) Le but de cet exercice est de prowver par récurrence la formule suivante, pour tout réel

q71, "
1_ n
1+q+q2+...+q”:173q

Sur quoi va porter la récurrence ?

noncer la propriété a démontrer.

a

(a)
(b) E
¢) Enoncer 'hypothese de récurrence.
) E

)

.

(d) Enoncer précisément la propriété d’hérédité de cette récurrence.
(e

érifier la formule

N qn+1 _ 1— qn+2

1—gq 1—gq
(f) Rédiger la démonstration.

1— anrl

(4) Lire attentivement la “démonstration” suivante de la propriété :

Tous les crayons d’une boite B sont de la méme couleur

Démonstration : Soit B une boite de crayons de couleurs. Si cette boite contient un
crayon, le résultat est vrai. Supposons que le résultat est vrai si B a n — 1 crayons.
Si B a n crayons, en retirant un crayon, on obtient une bofte B’ qui possede n — 1
crayons. Tous les crayons de B’ ont donc la méme couleur. Remettons le crayon
dans B et enlevons un autre crayon de B. On obtient ainsi une nouvelle boite B,
dont tous les crayons sont a nouveau de la méme couleur. Maintenant comme des
crayons appartiennent B et B’, tous les crayons de B sont de la méme couleur.

(a) La propriété ci-dessus vous semble-t-elle vraie ? La démonstration vous semble-t-elle
valide ?

(b) De quelle type de démonstration s’agit-il ?

(¢) Expliquer précisément ot se situe 'erreur de raisonnement. Peut-on espérer rectifier
la preuve ?

(5) Voici une “démonstration” de la propriété “Tout entier n supérieur ou égal & 2 possede
un diviseur premier”. (On rappelle qu'un nombre premier est un entier différent de 1 qui
n’est divisible que par lui-méme et par 1).

On note P(n) la proposition “n possede un diviseur premier”.

La propriété est vraie pour n = 2 puisque 2 divise 2, et 2 est premier.

On suppose que P(n) est vraie (Hypothese de récurrence). Si n + 1 est premier,
puisque n + 1 est divisible par lui-méme, P(n + 1) est vraie. Si n + 1 n'est pas
premier, il admet un diviseur d qui est strictement plus petit que n + 1 et a qui on
peut donc appliquer I'hypotheése de récurrence. Donc d admet un diviseur premier p.
Comme p divise aussi n + 1, P(n + 1) est vraie.

La propriété est donc vraie pour tout n supérieur ou égal a 2.



(a) De quel type de démonstration s’agit-il ?

(b) Quelle est I'hypothese de récurrence ? Comment est-elle appliquée 7 Cela vous semble-
t-il correct ?

(¢) Voyez-vous comment modifier I’hypothese de récurrence pour rendre la démonstration
correcte ?

(6) Voici une “démonstration” qui montre que tout groupe de n personnes contenant au moins
un homme ne contient que des hommes.

On note P, la propriété : “tout groupe formé de n personnes ou moins, et contenant
au moins un homme, ne contient que des hommes". P; est de toute évidence vraie.
Supposons que P, soit vraie. On considére un groupe formé de n + 1 personnes, et
contenant au moins un homme. On découpe alors le groupe en deux sous-groupes
contenant chacun moins (au sens large) de n personnes. L'un des deux sous-groupes
au moins contient donc un homme. Par hypothése de récurrence, il ne contient que
des hommes. Maintenant on prend un homme dans ce sous-groupe, on le rajoute
a I'autre sous-groupe, qui contient maintenant au moins un homme. On peut donc
appliquer a nouveau I'hypothése de récurrence, et ce sous-groupe ne contient que
des hommes. Donc les deux sous-groupes ne contiennent que des hommes, et donc
P, 41 est vérifiée. La propriété est héréditaire, et elle est donc démontrée.

Voyez-vous la faille dans cette démonstration 7
(7) On souhaite montrer par récurrence que pour tout entier n et pour tout réel x > 0
(I+z)" > 1+ nz.
(a) La récurrence porte-t-elle sur n? Sur z ? Sur les deux ?
(b) A quel rang commence la récurrence ?

¢) Enoncer 'hypothese de récurrence.

e) Vérifier Vo € R,Vn € N, (1 +nz)(1 + ) =1+ (n + 1)x + na?.
f

)
(c)
(d) Enoncer la propriété d’hérédité de la récurrence.
(e)
()
(8) Montrer par récurrence Vn € N*, "7 (=1)*k = anﬂ)_l. En déduire Vn € N*, 32" (—1)kk =
n.

Rédiger la démonstration par récurrence.

(9) Montrer par récurrence que pour tout n > 1, 9" — 1 est divisible par 8.
n

(10) On définit les nombres harmoniques H, pour n > 1 par H, =
k=1

=

Démontrer la propriété suivante par récurrence :

n—1
“Pour tout n > 1, on a la relation Y, Hy =nH, —n”
k=1
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Exercice 1
(1) Soient P et Q deux propositions. Donner les tables de vérité de P = Q, de (P = Q) = P,
et de P = (Q=P).
L’une des propositions ci-dessus est-elle une tautologie ?
(P=Q)=P)< (P=(Q= P)) est-elle une tautologie?
(2) Donner la négation de chacune des propositions suivantes.
1) Vn e N,3m € N;m > n.
2) Im e N,Vn € N,;m > n.
) VreR,z<2= 22 < 4.
“Wr € R,z < 2= 2% < 4" est-elle vraie ou fausse ? (Justifier votre réponse)

Exercice 2

(1) Soit z € R un réel.

(a) Quelle est la contraposée Q(x) de la proposition
Plz): “z<0=z<2?”

(b) Démontrez Q(x).
(2) Peut-on en déduire la proposition : Va € R, P(x)?
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Exercice 1. Soient P et Q deux propositions.
(1) Donner les tables de vérité de =(P A Q) et de P = —Q.
(2) La proposition
(+(P A Q) & (P = Q)
est-elle une tautologie ?
Exercice 2. Nier les deux propositions suivantes :
(1) « Tous les animaux qui volent sont des oiseaux. »
(2) Ve >0,In e N,Vz € R, - < e.

) x24n
Exercice 3. Soit P la proposition
« Si 'entier (n? — 1) n’est pas divisible par 8, alors l’entier n est pair. »

(1) Ecrire la contrapose de la proposition P.
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(2) Démontrer que la proposition P est vraie. (On remarquera que si n est un entier impair,

alors n = 4k + e avec k un entier et ¢ =1 ou 3.)



VIN

BORDEAUX 1

DISVE
Po6le Licence

AINNLEE UNLIVERSILILAIRE 2UVJ/AVU1VU
SESSION 1 D’AUTOMNE

PARCOURS : MISMI Code UE : UMT101
Epreuve : Méthodologie partie Mathématiques
Date :13 janvier 2010 Heure : 11h Durée : 30 min

Documents non autorisés; la calculatrice avec le logo de 1’Université
BORDEAUX 1 est autorisée.
Epreuve de Mme Chabanol

0%

;-
l Licence

Exercice 1. Soient P et Q deux propositions.
(1) Donner les tables de vérité de P = Q, de (P = Q) AP, et de

(P=QAP)=Q.

(2) La proposition ((P = Q) A P) = Q est-elle une tautologie ?

Exercice 2. Soient z et y deux réels. On considere la proposition P :

y?<l=(z<louzx>y)

(1) Ecrire la contraposée de la proposition P.

(2) Démontrer que la proposition P est vraie.

Exercice 3. Ecrire la négation logique des propositions ci-dessous :
(1) IM eNVz € R, (. > M = 5 < 1).

14+x2

(2) « Le double de tout entier naturel est inférieur ou égal a son carré. »
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