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CHAPITRE 1

Regression linéaire

Nous allons étudier ici un modéle statistique d’usage fréquent : la régression linéaire. De nombreux modéles
se raménent facilement au modéle linéaire par des transformations simples. Ainsi le modéle Y = aX” trés
utilisé en économeétrie, devient linéaire en passant au logarithmes : en posant Y/ =In(Y), X’ =In (X) on
obtient Y/ =1In () + SX’. Il en va de méme pour le modeéle & croissance exponentielle : Y = aexp (8X);
ou encore pour le modéle logistique, qui rend compte des variations d’un taux de réponse 0 <Y < 1 en

fonction d’une excitation X : Y = % se linéarise en posant Y/ =In (Y/(1-Y)).

Cependant ce n’est pas toujours possible, ou aussi évident : le modéle Y = a + X + vX? est linéaire,
mais est 4 deux variables explicatives : si on pose Z = X2 on obtient Y = a + X + vZ, cest de la
régression multiple...

Considérons un couple de variables aléatoires (X, Y"). Si X et Y ne sont pas indépendantes, la connaissance
de la valeur prise par X change notre incertitude concernant la réalisation de Y : elle la diminue en général,
car la distribution conditionnelle sachant X = x, a une variance qui est en moyenne inférieure a la variance
de Y :

Var(Y) = E[Var(Y|X)] + Var(E(Y|X)) > E[Var(Y|X)]

méme si l'on peut avoir Var(Y|X = z) > Var(Y).

Si la variable X peut servir a prédire Y, on est conduit & rechercher une formule de prévision de Y par X
du type Y = f(X), sans biais E[Y — Y] = 0, ainsi qu’a évaluer ’ordre de grandeur de ’erreur de prévision
que ’on mesure par la variance de e = Y — Y. On cherchera bien siir & minimiser cette variance. Nous
étudierons le cas théorique en recherchant la formule de prévision idéale, au sens des moindres carrés,
plus spécialement si cette formule est linéaire. Puis nous étudierons le cas usuel ou les variables ne sont
connues qu’a travers les valeurs d’un échantillon. Dans ce genre de modéle, on dira que X est une wvariable
explicative ou un prédicteur et Y sera une wvariable expliquée ou un critére. Dans un deuxiéme temps nous
nous intéresserons au cas multivarié.

1. Régression linéaire simple - modéle théorique

Etant donné deux variables aléatoires X et Y, une fonction f telle que f(X) soit aussi proche que possible
de Y en moyenne quadratique est déterminée par l’espérance conditionnelle. En effet, f(X) = E[Y|X]
réalise le minimum de E[(Y — f(X))?] car E[Y|X] correspond 4 la projection orthogonale de Y sur I’espace
L2(Qv~7:(X)7]P) = L%(
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Définition 1. La fonction qui & une valeur  de X associe E[Y|X = z] s’appelle fonction de régression
deY en X.

Son graphe est la courbe de régression de Y en X. On peut poser
Y=E[Y|X]+¢

ou ¢ est un résidu aléatoire (pas toujours négligeable). Il a la propriété d’étre d’espérance nulle E[e] = 0
car E[E[Y|X]] = E[Y]. De plus, il est non corrélé linéairement a X et E[Y|X]

Cov(g, X) = Cov(e, E[Y|X]) =0
puisqu'il est orthogonal & L%. Enfin sa variance, ou variance résiduelle, vérifie
Var(e) = Var(Y) — Var(E[Y|X]) = E[Var(Y|X)] = (1 — ni/X)Var(Y)

ou 17}2,/X est défini par :

Définition 2. La qualité de Uapproximation de Y par E[Y|X] est mesurée par le rapport de
corrélation :

o Var(E[Y|X]) wvariance expliquée

/X = Var(Y)  wariance totale

Nous allons maintenant supposer que ’on a une régression linéaire, c’est-a-dire que E[Y|X] = o + 8X.
C’est le cas le plus important dans la pratique (par exemple si X et Y suivent une loi normale a deux
dimensions). On a donc

Y=a+pX+e.

Nous cherchons alors & déterminer « et 5.
En prenant I’espérance des deux membres, on obtient :

ElY] = a + BE[X] + E[¢] = a + SE[X]
La droite de régression passe donc par le point (E[X],E[Y]). On a par conséquent
Y —E[Y] = B(X —E[X]) + ¢
et en multipliant par X — E[X] et en prenant 'espérance :
E[(Y —E[Y])(X - E[X])] = BE[(X — E[X])*] + E[¢(X — E[X])]

ou encore
Cov(X,Y) = gVar(X) + Cov(e, X)
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Mais, comme ¢ est non corrélé avec X, il reste

Cov(X,Y) oy
= - = pi
Var(X) ox

ou p=Cov(X,Y)/(oxoy) est le coefficient de corrélation entre X et Y. On en déduit alors

B B Cov(X,Y) B Cov(X,Y)
o = E[Y] - FE[X] = E[Y] - <= (] = Y] - S B
et donc
Définition 3. La droite de régression de Y par X est :
P —Ey)+ S Y) v mix)) = EY]+ 02 (X — E[X])
N Var(X) B pUX
Y =Y +e.

Comme ¢ est non corrélé avec X, on peut écrire, en prenant la variance des deux membres :

2
Var(Y) = pQ%Var(X) + Var(e) = p*Var(Y) + Var(e)

on obtient que, si la régression est linéaire, alors p? = 3. Jx

2. Régression linéaire simple - ajustement du modéle sur des données

On dispose de n couples (z;,y;) constituant un n-échantillon d’observations indépendantes. On suppose
vraie ’hypothése que la régression est linéaire.

Le probléme ici va consister & estimer «, £ ainsi que la variance o2 de .

On suppose en fait que pour chaque observation on a
Y = a+ bxr; + &

ot les ¢; sont des réalisations indépendantes d’une variable ¢ d’espérance nulle et de variance constante
o2, quel que soit ;.

Nous allons nous intéresser a I’estimation de «, 8 et 02 par la méthode des moindres carrés. Cette méthode
due a Gauss reprend sur I’échantillon la propriété que E[Y|X] = o + X est la meilleure approximation
de Y par X en moyenne quadratique. On cherche donc & ajuster au nuage de points (z;,y;) une droite
d’équation y* = a + bz de telle sorte que Y (y; — y;)? soit minimal. On étudiera ensuite les propriétés de
a et b en tant qu’estimations de a et B ainsi que de l’estimation &2 de o2.
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n

S - ) =3 (s — a— bai)? = Pla,b)

=1

La méthode élémentaire de détermination de a et b est la suivante :

=1

OF __ OF

da — b

Jda

=0, ce qui donne les deux équations

Le minimum est atteint pour
n

Z(iyi—a—bxi)zO = yY=a+bx

i=1
Zml(yz —a—bx;) =0
i=1

On obtient .
p— iz Wi —Y)(zi—T) _ Cov(z,y) _ sy
ST (z — )2 Var(z) S

i=1
et donc
y =g+ (- 7)
Sy
La droite des moindres carrés passe donc par le centre de gravité du nuage (T, 7) et sa pente est ’analogue

empirique de la pente de la droite de régression pg—‘".

Théoréme 4.
Les quantités a, b et y* sont des estimations sans biais de o, 5 et E[Y|X = z] = a + fz.

DEMONSTRATION. La quantité b est une réalisation de la variable aléatoire
5 T (X =XV - )
Zi:l (Xi - X )2

Nous allons montrer que
]E[B‘Xl = Il,...,Xn = In] = B
D (@i —T)?

On a
EB|X) =21,...,Xp =a,] =
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Or, d’aprés 'hypothése de régression linéaire
ElY;| X1 =21,..., X, = x,] = a+ By

et donc aussi

EY|X| =21,...,X, = z,] = a+ BT.
On obtient donc )
> iz (@ = T)
E[B‘Xl =T1,...,Xp = xn] =S5 =0
>ici (@i —T)?
et en prenant 'espérance E[B] = . B B
Comme a =y — bz, a est une réalisation de A =Y — BX, et par le méme procédé

E[A‘Xl = T1y--- ,Xn = 177,] = E[?|X1 = T1y--- 7Xn = In] 7fE[B|X1 =T1y.-- ,Xn = In]
= a+pfT-Tf =«

et donc E[A] = a.
Puisque E[Y'|X = 2] = a+ Sz, y* = a+bx est une estimation de E[Y|X = z] = a+ fx, dont 'estimateur
associé est sans biais. |

On peut montrer que parmi les estimateurs sans biais de a et 3, A et B sont ceux de variance minimale.

Pour estimer 02 = Var(e) il est naturel d’utiliser la variance des résidus e; = y; — y;, c’est-a-dire la
quantité que on a minimisée Y .-, (y; — y;)?. On montre alors

Théoréme 5.

5 est une estimation de o2, dont lestimateur associé est
n—

La quantité 6% =

sans biais .

3. Le cas du modéle linéaire gaussien

Jusqua présent nous n’avions fait que I’hypothése que la régression est linéaire. Nous allons en plus faire
I’hypothése suivante :

e~ N(0,0%)

Théoréme 6.

Si e suit une loi normale centrée de variance o alors :
a) la loi conditionnelle de Y|X = x est N'(a + Bz,0?) ;
b) siles x; sont fizés, les lois de B, A et Y* sont gaussiennes :

0_2
B ~ N(@W)Q
A~ V(oo (P s )
Y* o~ J\/'(a—kﬁx,aQ(i—i-XM))

Les variables aléatoires A, B et Y* sont des estimateurs de variance minimale de o, 3 et o2.
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Dans ces conditions on peut vérifier que

~ n * 2
(n— 2)02 _ Zi:l(yi — Y )2 _ NSy /x
2

o2 o?
est une réalisation d'une variable x2_, (on a du estimer deux paramétres).

Les lois des variables aléatoires A et B supposent que la variance o2 est connue. Lorsqu’elle est inconnue
on utilise un estimateur. Ainsi, puisque

(B AV (@ 7 _ (B-f)v/nsk

g a

(A—a) (A—a)

et

1 z2 1 z2
"\/<n + z;;]m—fﬁ) T\ (1 + *)

2

ns;
suivent une loi N'(0,1) et que

\/ n52 y/l B /B SQ(n_ )

y/ﬂc

~ suit une loi X2 _,, et sont indépendantes on a : les variables aléatoires

(A—a) sy,

2
. o
% (1 + %)0’

suivent une loi de Student T,,_o & n — 2 degrés de liberté. On peut alors en déduire des intervalles de
confiance pour les coefficients « et 3.

/ (n—2

4. Tests dans le modéle linéaire gaussien

On suppose toujours que ¢ suit une loi normale.
Test du caractére significatif de la régression

On commence par tester le caractére significatif de la régression, autrement dit on veut tester si I’hypothése
de régression linéaire est justifiée ou non. Pour ce faire on teste I’hypothése

Hy: =0 contre Hy : 8 # 0.

S
T suit une loi de Student T},_». On obtient la région de rejet avec un risque &
y/z

On a donc sous Hy,
s

] =00, th—21-5/2] U [tn_21-5/2,00].
On peut construire un autre test utilisant une autre statistique qui évite de calculer B.
n
On a Z(K —Y;7)?/o? suit une loi du x2_,. De plus, si Phypothése Hy de non régression linéaire est

i=1
satisfaite, i.e. si § = 0, alors

B Z:‘L:1(Xi - X)2

o
et donc . . -
Zi:1(Yz‘* _Y)2 B? 21 1(X _X)2 2
0_2 0_2 ~ X1

On en déduit (par le théoréeme de Cochran) que Y i (Y; —Y;*)? et >, (Y;* —Y)? sont indépendante et

Y (V7 —Y)?

W(n—2) ~ F(l,n—2)
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En pratique y; —y =y, —y; +y; —y et

On obtient donc que
n n n

i =_wi—u)’+> -9’
i=1 i=1 i=1
c’est-a-dire : somme des carrés totale=somme des carrés résiduelle+somme des carrés expliquée.

Comme on sait que

on en déduit que
n

n
Dy -pP=ris =) (v -9
=1 =1

et que
n n

S wi—y)?=nsy,=1—-r)> (-7 =1-1")s.
i=1 i=1
r2
La statistique testée ci-dessus correspond donc a 12
-7
Construction d’un intervalle de confiance pour une valeur donnée du jeu de valeurs

(n—2).

On suppose que 'on souhaite donner une réponse moyenne a la variable explicative de départ.

On peut d’abord remarquer que loi de Y* est la loi normale :

lorimr (st me)

" n * 2
(n —2)6? — > i (Wi — )? _ "y/a

Ensuite comme on sait que

o2 o2 o?
e vari i 1 :
est une réalisation d'une variable x2_, on en déduit que
* nsi/x *
Y*—a-—px ral Y*—a—fx

vn —2

/ =
2 (1 (z—7)? n—2 2 (z—7)?
\/“ (++ =57) \/Sy/fr (1+577)

suit une loi de Student T,,_o & n — 2 degrés de liberté. On obtient donc un intervalle de confiance, au

niveau 1 — 4
(z—7)? (z—7)?
\/Si/z(” = \/33/1(” =)

,a+ pbx 4+t
Vn—2 g ’2 vVn—2

Oé-l—ﬁx—t(;/g

Construction d’un intervalle de prédiction

On suppose que ’on souhaite prévoir la valeur de Y pour une nouvelle valeur zy de X. Le choix naturel
est y5 = a+ Bxp. On détermine alors un intervalle de confiance en remarquant que la loi de Yy est la loi

normale : . ( 7)2
9 r—T
N (“5“ (n YL@ —m>2)>

et la loi conditionnelle de Y| X = z est N (a + Bz, 0?).

En remarquant que Yj et Y sont indépandantes on a

v o T k)
Yo — Y N(o,a (1+n+2?_1(xi—a:)2)>
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et donc

Yo Yo - Yo ¥5 Vi =3 ~ Ths.

52 1 (z0—T)2 2 1 (z0—=)2
\/O' (]. + n + 27:1(xi7§)2> \/’I’LSy/m (]. + n + Z;L:1(zi7§)2)
D’ott 'on peut dénduire U'intervalle de prédiction au niveau 1 — §
Si/x (n +14 (m;jﬂ) 812,/1- (’I’L +14 (zgii)z)
o+ pro—1 sa+ B+t
ﬂ 0 6/2 \/m /6 0 6/2 m

x

5. Exemple

Nous disposons d’un échantillon de 24 offres de vente d’appartements situés dans le V¢ et le VI¢
arrondissement de Paris en 1975.

Y Prix en millier de francs | 130 | 280 | 800 | 268 | 790 | 500 | 320 | 250 | 378 | 250 | 350 | 300
X Surface en m? 28 | 50 | 196 | 55 | 190 | 110 | 60 | 48 | 90 | 35 | 86 | 65
Y Prix en millier de francs | 155 | 245 | 200 | 325 | 85 | 78 | 375 | 200 | 270 | 295 | 85 | 495
X Surface en m? 32 | 52 | 40 | 70 | 28|30 (105| 52 | 80 | 60 | 20 | 100

Une représentation des couples (X;,Y;), donne un nuage de points dont la forme autorise un ajustement
linéaire. On pose donc le modéle Y = o+ 3X +¢ et on supposera £ ~ N (0, c2). Des calculs élémentaires
conduisent aux résultats suivants :

7 = 70,08333 m? y = 309331 F
24 ]
2 2 _ 2
E (x; —T)? = 44,6915m Sy =1\ 31 E (y; —9)? = 182950,5 F

et
24 = o
. Cov(z,y) _ 2i—1(zi —T)(y: —7) =0,9733

545y 245, 5,

Il y a une forte corrélation qui signifie qu’a 97, 33% le prix d’un appartement est expliqué par sa surface.
On en déduit les estimations a et b de « et 3

a = 30,0921 b=3,9844
et I’équation de la droite d’ajustement
y* = 30,0921 + 3,9844x
La variance résiduelle sz/m s’obtient directement par la formule 532//95 =(1- T2)s§, soit

53/, = 1762,1816 Sy = 41,98

et on en déduit

2 N5 A
o —n72sy/z—1922,38 6 =43,84
2

L’hypothése de normalité de € permet alors de donner des intervalles de confiance. Ainsi, pour ¢, on
a nsi/m/a2 qui suit une loi du x2_,. Ici n = 24, on a donc un x? a 22 degrés de liberté, dont la table
fournit les bornes 11 et 36.8 pour un intervalle symetrique de niveau 0.95. L’intervalle de confiance pour

o2 est donc ) )
24s 24s
y/ 2 y/x
=1149,25 < < —=1— = 3844, 76
36.8 == ’

ou encore
33,90 < o < 62,01

Le test de signification de la régression peut étre effectué par I’analyse de la variance .
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Variation | Somme des carrés | Degrés de liberté | Carré moyen

Expliquée 761009 1 761009

Résiduelle 42292 22 1922.,4
Totale 803301 23

La valeur obtenue est donc 761009/1922,4 = 396 alors que la valeur lu dans la table est 4,30. Donc le
résultat est trés significatif.

Supposons maintenant que I’on désire prévoir a I'aide du modéle la valeur naturelle de Y pour une valeur
non observés zy de X. La prévision naturelle est Y = a + bzy. Afin d’encadrer cette valeur cherchons un
intervalle de prédiction.

On a vu que Yy est distribué selon la loi

“(ormmor (G i)

D’autre part, on sait que Yy =Y x—,, suit une loi N (o + Bz, 0?). En utilisant 'indépendance de Yy et

de Y, on obtient que
1 (1’0 75)2
Yo Yy ~ N<0702 (1++n
0 no (@ —T)?

et donc
Yo - Yy

. 1 (z0—7)2
\/"2 (140 + 25 )
En remplacant zy par sa valeur et Y par a + bxo, on peut donc obtenir un intervalle probable pour Yp.

Cet intervalle sera d’autant plus grand que z sera éloigné de 7.
Ainsi, pour notre exemple, on trouve dans la table que :

~

n—2

P(|T,_2| < 2,074) = 0,95.

En prenant zo = 100, on a y5 = 428,53,

\/&2 <1+711+2%) — 45,15

d’ot, 'intervalle de précision a 95% est :

334,80 < Yp < 522,17

ce qui n’est pas trés précis.

6. Régression linéaire multiple

On s’intéresse a une variable aléatoire réelle Y qui dépend d’une vecteur aléatoire X de RP et on cherche
a expliquer la variation de Y & partir des variations de X. Pour cela on se place dans le cadre d’ un
modele linéaire ot E[Y|X] est linéaire. On notera ¢ la variable aléatoire représentant le bruit associé au
modéle. Comme dans la régression simple on a E[¢|X] = 0 et E[¢] = 0. On supposera de plus, que la
variance 02 de ¢ ne dépend pas de X.

Si X est un vecteur aléatoire de RP et Y une variable aléatoire réelle, I'espérance conditionnelle de Y
sachant X est donnée par :
Z1
T2
Ve=| .|, EY|X=z]=a+biz1+--+bux,+e.

Lp
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by
Afin d’estimer le paramétre inconnu 6 = <Z> avec b= | : |, on effectue une suite de n observations
by
avec n > p + 1 données par :
Vi, 1<i<n, yi:a+b1])i1—|—"'+bp]),‘p+€,‘

ol pour (a:ij)1§i§n71§j§p est une suite de réels connus, et ot (£;)1<i<n est une suite de variables aléatoires
telles que

Ele;] =0, Var(e;) =0? et Elge;]=0 sii#j.
On peut écrire la régression linéaire sous forme matricielle

Y =X0+c¢
avec
1 211 212 -+
U1 €1 1 . . r
To21 T2 v T2p
Y=1|:1, e= | : et X =
Yn En '
1 Tnl Tp2 - Tnp

X étant une matrice rectangulaire de dimension n x (p + 1).

Définition 7. On dit que le modéle ci-dessus est identifiable, s’il existe un unique vecteur § € RPH1
tel que E[Y] = X6.

Par la suite nous supposerons toujours que cette condition est vérifiée. Il est clair que ceci est équivalent
a ce que les vecteurs colonnes de X soient linéairement indépendants ou encore que X soit de rang p+ 1.
Notons Vect(X) le sous-espace vectoriel de R™ de dimension p + 1 engendré par les vecteurs colonnes de
X,

Vect(X) = {al, + Brz1 + -+ Bpryp, o, P1,..., Bp € R}

avec
1 T11 Tip

1n: N T = s y Tp =

1 Tnil Tnp

Définition 8. On appelle estimateur des moindres carrés de 0, la valeur 6 qui minimise :

60— A(0) = ||y — X0|%

Proposition 9. Avec les notations précédentes on a :
- la matrice X'X est inversible et la matrice de projection orthogonale sur Vect(X) est H =
X(XtX)~1xt;
- Destimateur 0 de 0 satisfait
6=(X'X)"'Xty

DEMONSTRATION. Comme X est de rang p + 1, X*X est une matrice inversible de M,;1(R) (on
peut par exemple voir que le noyau de la matrice X! X est le méme que celui de X, et que ce dernier est
réduit au vecteur nul).

Des considérations d’algébre linéaire montrent que la matrice de la projection orthogonal sur Vect(X) est

X(Xtx)~txt
En effet, notons H cette matrice. On veut que pour tout v € R, v — Hv L Vect(X). Or, les éléments de
Vect(X) sont de la forme Xu, donc en particulier Hv = Xuy.
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Si on prend (u1, ..., upt1) une base de RPH! alors pour 1 <i<p+1ona

u!X*(v — Hv) =0
donc Xtv = X*Hv = X*Xug. Or, comme XX est une matrice inversible on a

up = (X'X) ' Xt
c’est-a-dire

Hv = Xug = X(X'X) ' X%

don H = X(XtX)~1X*.
La quantité ||Y — X6||? est minimale si X6 est égale a la projection orthogonale de Y sur Vect(X). On

en déduit donc
X0=X(X'X)"'xv
et comme X est est de rang p + 1 (injectivité) on a donc 0 = (X*X)~1 XY O

A partir de 'estimateur des moindres carrés é, on peut prédire Y par Y =X0ete paré =Y — X6.
Soit Vect(X)* le sous-espace vectoriel de R™ orthogonal a Vect(X) et soit L = I,, — X(X'X)1X? la
matrice de la projection orthogonale sur Vect(X)*. On a

V=X(X'X)'X'Y et é=LY
donc ce sont les projections orthogonales de Y respectivement sur Vect(X) et Vect(X)L. Il est alors

naturel d’estimer la variance o2 par

oYY 1§

52 = = Y —a—bizig —-- —byxi)?
o n—p—l n—p—lzz:;( [ a 1241 pxzp)

ott le dénominateur (n — p — 1) correspond & la dimension de Vect(X)".

Théoréme 10.

L’estimateur des moindres carrés 8 de 6 est sans biais. De plus, on a
Var(f) = o?(X' X)L

1l est de variance minimale parmi les estimateurs linéaires sans biais.

De plus, 62 est un estimateur sans biais de o2.

DEMONSTRATION. On a
E[Y]=X0 et Var(Y)=o%I,
Or, on sait que § = MY avec M = (X'X)"'X*. On a
E[f] = ME[Y] = MX0 =0
et A
Var() = Mo*I,M"' = > MM"' = c*(X'X)~!
Soit alors § = M'Y un autre estimateur linéaire sans biais de 6. On a 6 = E[f] = M'E[Y] = M'X6, d’ou
M'X = I,41. Comme M = (X'X)"'X*, il en découle que
MM = (X'X)"%
Par conséquent, si on pose N = M’ — M, alors NM! = M N! =. La variance de 6 se déduit alors,
Var(0) = 02 M'M" = 62(M 4+ N)(M + N)* = 6> MM* + 6>NN* > ¢>2MM* = Var(f)
Pour l'estimateur de la variance, on procéde de la méme maniére que ce qui a été fait pour la régression
simple. O



