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Résumé:

Le but de cet article est de donner un sens au modele mathématique décrivant I’amortissement Landau
des ondes Langmuir en Physique des plasmas. L’originalité de ce modele est la présence d’un couplage
nonlinéaire entre le champ électrique, fonction de la position spatiale, et la distribution électronique
des électrons en fonction de la fréquence. Ce couplage spatio-fréquentiel ainsi que les termes nonlinéaires
obligent a considérer le probleme simultanément en variable spatiale et fréquentiel sur le champ électrique.
Deux théoremes d’existence locale sont alors établis; I'un avec une hypothese portant sur la distribution
electronique initiale assurant un amortissement des ondes Lamgmuir au cours du temps; I’autre sans cette
hypotheése, mais pour des données initiales plus régulieres.

1 Le modele

Le systéme de Zakharov décrit l'intéraction des ondes plasmas électronique (haute fréquence)
avec les ondes ioniques acoustiques dans un plasma (voir [10]). Ce systéme couple ’enveloppe
lentement variable F du champ électrique avec la variation n de la densité des ions par rapport
a I’état d’équilibre de densité constante. Sous forme adimensionné, il s’écrit en dimension 1
d’espace,

iOE + 0°F =nFE

(1.1)
ci?afn — 9%n = 0X(|E).

Physiquement, ces ondes n’existent pas par elles mémes et sont crées par une onde pompe de la
forme
E,(z) exp(i(kpr — wt)) avec |0, Ep| << kpE,,

et w = —kg qui est donc résonnante avec la premieére équation de (1.1). Cette onde pompe est
souvent obtenue par effet Raman [2]. Le systeme (1.1) devient,

IO E + 02F = nE + Ep(z) exp(i(kyr — wt))
L o 2 2 2 (1'2)

Ce systeme (1.2) ne décrit pas les effets cinétiques dus a des déséquilibres thermodynamiques
par les électrons.

Une fagon de remedier & cela est d’introduire un couplage entre (E,n) et Fi(t,v) (la moyenne
spatiale de la distribution en vitesse des éléctrons). La vitesse des éléctrons est reliée a leur



phases et aprés adimensionnement on a v = k~! ou k est la variable de Fourier duale de z. Ce
couplage s’écrit [7]

i(OtF + ve % E) + 02F = nFE + E,exp(i(kyx — wt)),

1
5 0fn — 02n = 2| EP),

1,1 (1.3)
8tFe - 8U(W‘E(;,t)’ &,Fe) —|— Fe - Feo = O,
1 1
Ue(ky.) = ———=0uFe(—,.).
Ve( ’) k‘|k‘| v e(k7)
oll F,o(.) est une Gaussienne, |E(k,t)| est la transformée de Fourier de z — E(x,t).
Il est plus commode d’écrire ce systeme en utilisant la variable k plutot que v et on pose
H(k,t) = Fe(v,t).
On obtient alors le systeme
i(OtE + ve % E) + 02F = nE + E, exp(i(kyz — wt)),
Lo 2 201 1|2

O H, — kK20, (|k|?|E(k, t)|?0rH.) + He — Hog = 0,
ﬁe(k7 ) = Sgn(k)akHe(k7 )

Il reste a déterminer sur quels domaines ces équations sont vérifées.

Usuellement, les deux premieres équations de (1.4) sont supposées étre vérifiées sur l’espace
entier, ici R.

En revanche la troisieme et quatrieme ne sont vérifiées que pour des vitesses bornées et également
loin de zéro,

ve[-A,—a]UJa,A], (A>a>0),
ce qui donne un domaine en fréquence de la forme,
keQ=[-at,-AMulA ™ a™], (A>a>0).
En dehors de ce domaine, on prend
Ve(k,.) = 0.
Le systeme que nous étudions est alors,

i(OE + ve % E) + 02E = nE + E,exp(i(kpx — wt)), = €R,t>0

1 (1.5)

—0fn — 0%n = D2(EP), v €R120

OrH, — K20 (|k[*|E(k, t)[?0p He) + He — Heg =0, k€ Q,t >0
ﬁe(k’ia ) = 1QSgn(k)8kHe(k7 )

Les conditions aux limites sont

(1.6)

O He o0 = 0. (1.7)

Le probleme de Cauchy avec v, = 0 est maintenant bien compris (méme en dimension 2 et 3)
(8], (9], [6], 1], (3], [4], [5]-



On ne sait pas faire le cas général v, # 0. Nous allons nous restreindre au cas ¢ = +o0o et les
deux equations (1.5) deviennent

i(OE + ve x E) + 02E = |E|*E + Epexp(i(kyr — wt)), = € R,t>0. (1.8)

On doit alors résoudre (1.8), (1.6) et (1.7).
Nous introduisons un espace naturel pour la condition limite (1.7),

H2(Q) = {u € H*(Q) tel que Onjoqu = 0}.

Pour ne pas alourdir inutilement les calculs, nous prenons 2 =] — 2, —1[U]1, 2[.

Pour démontrer 'existence de solutions, nous allons tout d’abord construire des solutions d’un
probleme régularisé. La régularisation est obtenue en prenant un terme de diffusion non dégénéré
dans I'équation (1.6), c’est & dire que on remplace |k|*|E|? par |k[>|E|? + «.

De plus le terme non linéaire |E|?E est remplacé par un terme source f. On obtient alors des
solutions dont le temps d’existence dépend de € et f. Nous montrons cette existence pour

(E,E,H,) € L>®(0,T*; H'(R)) x L>®(0,T*; H*(Q) N H'(R)) x L>®(0,T*; H(2)).

L’étape suivante revient & remplacer f par |E|?E par une méthode de point fixe. Le point clef
est que H' est une algebre et que E, E appartiennent & H! de sorte que

|E2E € W2 (R)
et donc -
|E|2E € H*(Q).

L’étape suivante consiste a obtenir des bornes indépendantes de €. On remarquera alors que
lors des estimations de I’energie, la dissipation dégénérante avec | E|? suffit & controler les termes
préalablement contréler par la dissipation en €.

2 Les résultats

On remarque que 7, n’a aucune raison d’étre positif pour une donnée initiale de la distribution
électronique quelconque. Le premier objectif est de donner un théoréme d’existence pour ce
systeme sans hypothese de signe sur 7, a I'instant initial, nous n’avons donc pas affaire a une
équation de Schrodinger amortie. Nous rappelons le systeme que nous étudions,

i(OE + vex E) + 02E = |E|’E + E,,
O H, — k*0(|kPP|E|?0rH,) + H, — Hyy = 0, Vk € €,
OpHejo =0, (2.9)
Ve(k,.) = sgn(k)oxHelg,
H(.,0) = Heo(.), E(.,0) = Ep(.).
Nous obtenons le théoreme d’existence locale suivant:

Theorem 2.1 Soit Ey € H'(R) tel que Ey € H*(Q) N HY(R), et soit Hey € H2(Y), il existe
T* > 0 et une unique solution (E, H.) de (2.9) telle que

(B, E, H,) € L™([0, T*[; H'(R)) x L=([0,T*[; H*(Q) n H'(R)) x L=([0, T*[; HA(%)),
(E,E, H,) e C°0,T*[; H"(R))x C°([0, T*[; HX"(Q)NH'~"(R))xC°([0, T*[; H>"(Q)), ¥n > 0.



Le terme Landau est en fait un terme d’amortissement dans les situations physiques. Nous
allons supposer la positivité de 7, a 'instant initiale, démontrer un principe du maximum sur
Ve afin d’obtenir un terme Landau amortissant qui permettra d’obtenir un théoreme d’existence
dans un espace moins régulier.

Theorem 2.2 Soit Ey € H'(R) tel que Ey € HY(R), et soit Heog € HY(Q) tel que
Uey (k) = sgn(k)OxHeo(k) > 0, Vk € Q,

il existe T* > 0, ne dépendant que de la taille de (Eo, Eo, Heg) dans H'(R) x H'(R) x H'(Q),
une solution (E, H.) de (2.9) telle que

(E,E, H,) € C°0,T*[; H™"(R)) x C°([0, T*[; H™"(R)) x C°([0, T*[; H'~"(Q)), Vn >0,
(E,E, He) € L=([0, T*[; H'(R)) x L>([0,T*[; H'(R)) x L=([0, T*[; H'(2)).

De plus,
Ue(k,t) = sgn(k)OxHe(k,t) >0, Y(k,t) € Qx (0,T%)

et
|E(t)|2®) < [Eolr2), VE < T

La section suivante est consacrée aux preuves des résultats précédents.

3 Preuves

Afin de démontrer les théoremes 2.1 et 2.2, nous considérons préalablement des systémes & dis-
sipation non dégénérée dans ’équation de distribution électronique. Le premier systeme étudié
ne comporte pas le terme non linéaire classique de Schrodinger, le second systéme comporte tous
les termes.

3.1 Probleme non dégénéré simplifié

On consideére dans un premier temps le probleme a diffusion non dégénérée sur I’équation en
distribution électronique et sans le terme non linéaire classique de Schrodinger,

i(O B + Vs x Ef) + 02F° = §,
O HE — K20, ((|kPP|E|2 + €)ORHE) + HE — Hog = 0, Vk € Q,
O H g =0, (3.10)
ve(k,.) = sgn(k)OxH: 1q,
HE(.,0) = Heo(.), £5(.,0) = Eo(.),
avec f € H'(R), f € H2(Q) N H'(R).

Proposition 3.1 Soit Ey € H'(R) tel que Ey € H'(R), et soit Hog € H* (), il existe T* > 0
et une unique solution (E°, HZ) de (3.10) telle que

(B°, £, H) € C°([0, T*[ H' (R)) x C°([0, T*[; H' (R)) x C°([0, T*[; H' (%))

Soit Ey € H'(R) tel que Ey € H*(Q) N HY(R), et soit Hey € H2(QY), il existe T* > 0 et une
unique solution (E°, H) de (3.10) telle que

(ES, E¥, H) € CO([0, T*[; H'(R)) x C°(0, T*; H(Q) 0 H'(R)) x C°([0, T*[; HX()).



La preuve de cette proposition s’obtient par une technique de point fixe.
On considere la fonction G. : (z,t) € R x RT — R telle que

G. € L*(RY, H2()),
et on définit p. = sgn(k)0xGelq, E, puis H® et enfin v° de la fagon suivante,
i(OE + pe x E) + 02FE = f,
O HE — k20, ((|kPP|E|2 4 €)ORHE) + HE — Hog = 0, Vk € Q,
OH¢ g =0, (3.11)
v (k,.) = sgn(k)opH 1q,

Hg(.,O) = HeO(')vE('7O) = EO()

On cherche a montrer que 'application 7(G.) = H¢ est bien définie sur un espace a préciser
et vérifie les hypotheses d’invariance de boule et de contraction, suffisantes a I’obtention d’un
point fixe.

On note Br(H) la boule de centre 0 et de rayon R d’un espace H.

Pour R suffisament grand et 7' suffisament petit, on montre que 7 opere de la boule

dans elle méme, ainsi que de
BRr(L¥(0,T; H'(Q)) N L*(0, T3 Hy(2)))

dans elle méme.
Nous démontrons seulement ce dernier résultat.
Les estimations d’energie dans L? donnent

d - N A A
Sl <2/ A6E2+2/ E
Pl <2 [ e P +2 [ 17112
< dfiel )| Elr2 ) + [fl12@) + 1ElL2(m)»
d, _ ~ _ _
%Vf YHE T2 +2/Q(|k3|3|E|2 +e)| O HE? + [k HE T2y < [k Heol72(q)-
Les estimations H' donnent
d N ~ ~ - ~A = N -
f’akE&z(R) + 2/ [L€|8kE‘2 + 2/ Opfte EOLE = 2/ 8kf8kE+4/ kEOLE,
dt Q Q R R
donc,
d . ) R R . R
awkE\%z(R) < cltel i1 Bl ) + |0kf T2y + 210k BT 2) + ClE i m)-
d € n € €
@WkHe’%?(Q) +2 /Q K2(|KPIEI? + e)|0fHE [P + |0k HE [72(q) <
elORHE 720y + & KOk (1KP| B 11 () + |0k Heol72(0)-
Par la sommation de ces estimations, nous obtenons,
d / » _ _ .
7 (1B ey + I HE gy + 16 0uHE Ray) + [ (R IE]+ ) (210 HE + | HE?) <
c(l+e "'+ ’ﬂe|H1(Q))|E|12L11(Q) + |He0’%{1(sz) + ’fﬁ{l(ﬂ)-
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C’est grace au terme de diffusion non dégénérée que nous récupérons l'estimation de U, dans
L%(0,T; HY(Q2)). Par le choix de T suffisement petit (dépendant de ¢) et R suffisament grand
en fonction de la taille des données intiales, nous obtenons que ’application 7 qui a G, associe
HE opere de la boule Br(L>®(0,T; H'(2)) N L?(0,T; H2(Q))) dans elle méme.

La propriété de contraction s’obtient dans L°°(0,T; L*(Q)) N L2(0,T; HY(Q)). Soit G, G*
élements de Br(L>°(0,T; H*(Q))NL2(0,T; H2())). On note (B, HSY vet), (E?, HS? v52) les
solutions de (3.11) associées & GL et G2. Onnote E = E'—E? H: = HS'— HS? 18 = vl — 82,
Pour tout n > 0, on a,

d N A
TV Eli20) < K0 B)E[L2(0) + kel F2(0).

ou K dépend de n et R.

d - .
G+ (B + )0 < O(R,2)| Bl e,
D’aprés le lemme de Gronwall, on conclut aisément que

|HE (7o (0,702 () + EORHE 720 112(0) < C(R, €) exp(KT) | ptel 720 7. 1202y

La propriété de contraction découle de ces deux estimations par le choix de 1 et T" suffisament
petit.

3.2 Probleme non dégénéré complet

Nous démontrons ensuite un théoreme d’existence pour le probleme complet suivant avec tou-
jours un terme de diffusion non dégénéré,
i(O,E° + VS x Ef) + 02E° = |E°|?E*° + E,,
O HE — k20, ((|k[P|E?|? + €)0pHE) + HE — Heo = 0, Vk € Q,
8kH§‘Q =0, (3.12)
Vg (k,.) = sgn(k)OxH¢ g,

HE(.,0) = Heo(), E5(.,0) = E(.).

Proposition 3.2 Soit Ey € H'(R) tel que Ey € H'(R), et soit Heg € H (), il existe T* > 0
et une unique solution (B¢, HS) de (3.12) telle que

(E°, B¢, H) € C°(0,T% H'(R)) x C°(0, T*; H'(R)) x C°(0,T*; H'(2)).

Soit Ey € H'(R) tel que Ey € HY(R) N H%(Q), et soit Hey € H2(QY), il existe T* > 0 et une
unique solution (E°, H) de (3.12) telle que

(E°,E5, HE) € C°0, 7% HY(R)) x C°(0, T*; HY(R) N H?(2)) x C°(0, T*; H2(Q)).



D’apres la proposition 3.1, le probléme (3.10) admet une solution. On pose f = |D|?D+ E, ou D
appartient & CO([0, T*[, H*(R)) et D appartient & C°([0, T*[, H'(R)). On vérifie que f appartient
bien & CO([0, T*[, H'(R)) car H'(R) est une algébre en dimension 1 et de plus f = D D % D
appartient & CO([0, T*[; H'(R)) car D appartient & C°([0, T*[; L' (R)).
On a méme,

0%f = Dx 0D * 0D + 02E,
appartient & CY([0, T*[; L>°(R)) résultant de la convolé d’une fonction de L*(R) par une de L?(R)
convolé encore par une fonction de L?(R).
On va ainsi démontrer la proposition ci-dessus par un point fixe sur I'application 7 qui & D
associe E° solution de

i(OyF° + vE % E°) + 02E° = |D|?D + E,,

O HE — K20, ((|kP|E=|? + €)0HE) + HE — Heg =0, Vk € Q,

OpHE g = 0, (3.13)
vs(k,.) = sgn(k)OpH: 1q,

Hg(.,()) = Heo(.), E°(.,0) = Ep(.).

Si Hey € H'(Q), Ey € H'(R) et Ey € H'(R), on montre que 7 opére de Br(Hr) dans elle
méme, pour R suffisament grand et T assez petit, ou Hp est défini comme

Hr ={e € L™(0,T; H'(R)) t.q. ¢ € L>(0,T; H'(R))}.

La propriété de contraction est obtenue dans L>(0,T; L*(R)).
Si Heg € H2X(Q), Eo € HY(R) et Ey € H2(Q) N H'(R), on montre aussi que 7 opére de Br(Vr)
dans elle méme, pour R suffisament grand et 1" assez petit, ot Vr est défini comme

Vi = {e € L0, T, H'(R))t.q.¢ € L>°(0,T, H'(R) N H*(Q))}.

3.3 Estimation uniforme en ¢

A cette étape, nous disposons d’une solution pour le probléme (3.12). Nous allons obtenir des
bornes uniformes en € sur les solutions de (3.12) afin de passer a la limite lorsque ¢ tend vers
zéro. Sans hypothese de signe sur 7., nous n’obtenons ces bornes que pour F dans Vp.

Proposition 3.3 La solution de (3.12) vérifie
LB (02 gy + [B= (O ) + [RE= (D23 + [He(8) By + 102 HL(0) B

t A
+ [ [ OER +e)lop.
0
S C(t) (‘E()ﬁ{l(R) + |EO’%{1(R) + ‘8}%EO‘%2(Q) + |H60’%2(Q) + |8]%H60|%2(Q)>

(3.14)

ot C(t) est une fonction indépendante de ¢.



Les estimations L? sont les suivantes:

d . . )
a|E€|i2(R) < 20 B 1200 1B 12 ()

d. . _ ~ _ _
K HE Ry +2 | (KPIEF? + )[04+ 1k HEa oy < b HE ooy

L’estimation H' de E est obtenue par produit scalaire de 1’équation de Schrédinger avec —92E
puis en prenant la partie imaginaire de ’expression. On utilise la formule de Parseval pour le
terme en v;.

d Ao
10 B ) + 2/ 0e ek e < 6/ 10, E° 2| E°|? (3.15)
t Q R
Les autres estimations H! s’écrivent
d N N N = N ~ = _ =
OB 2z + 2/ oo + 2/ OuiS EEOLE = 2/ OuE" % % EOLE (3.16)
Q Q R
d .
£|3kH§|%2(Q) + 2/§2k2(‘k|3\E|2 + &) |ORHE [ + |0k H 720y < (3.17)
elOkHE G2 i) + & ROk ([KIP | E1?) 11 () + 10k Heol 720
Les termes de I'estimations de 9, F se controlent de la facon suivante,
— | owdiEouEe < | PIE IO + 057 R ey (3.18)
/Rakﬁ x B x B0 7 < |04 B2 2 | B2 gy < clOREE 20| B2 - (3.19)

On remarque que l'estimation (3.18) est uniforme en e grace a 'estimation de dissipation
dégénérée obtenue en (3.17). On comprend ici que le terme de convolution vZ x E' de I’équation
de Schrodinger dégénere de la méme facon que le terme de dissipation dans I’équation de distri-
bution electronique, lors des estimations de ’energie.

Sans hypothese de signe sur 27, le terme restant doit étre estimé,

= | BEIOEA? < el 1 )00 B gy

C’est & cause de ce dernier terme qu’il est nécessaire d’établir les estimations H?({2) afin d’obtenir
des estimations uniformes en ¢,

d ~ ~ ~ -
— |92 F°|? 2/ E|O2 FE|? 4/ O e EEO? EE
dt| B |12 ) T QVe| BT+ o, CRVe Okl O

A = A A = = (320)
+2/ QL0 Ee = 2/(8;€E5*8kE5*E5)8,§E5
Q Q
d € n € €
£|8I%He’%2(ﬂ) +2/Qk2(\/‘~'|3\E|2 + ) ORHE? + [0} HE T2y <
4 [ 10+ 90 RPIER + o)l|R 0L HE + 4 [ 10u(kPIER + llontizlioz) (32D

+’a]%HEO‘%2(Q)'

Le controle des différents termes de (3.20) se fait de la fagon suivante,

/QﬁﬂaﬁEEF < |0k HE | ()| OR 2720

8



/QakﬁgakEaalgE < |ORHE 720y + clORE 310y [OR EZ 2 0
| opoiEeoREs < [ IWPIES IO HE R + R E g

On retrouve encore dans l’estimation ci-dessus une borne par le terme de dissipation dégénéré
obtenu dans (3.21).
Le dernier terme de (3.20) exploite la troncature en fréquence par la borne de la longueur de

/Q (ORE? % 02 % EX)ORE= < |0 B % O E7 % E¥| 120 || 0FEF | 120
1 ~ ~ = A
< Q2|0 B % OB * E¥| oo () [|ORE° | 12(00)
l A A A
< QU2 (|06 5[ 2 gy | B | 11wy |0 E® | 12 ()

De plus,
B[ L) < ¢l B g (my-

Ceci termine le contrdle des termes de (3.20).
L’estimation (3.21) se poursuit ainsi,

L1+ a0 (PP HE 0z + [ 10(K1E) oz |01 | <
8/Q(IEAé\ + 0L (|0 HE | + R HE ) (| B2 ||0RHE ) <
AE by + il + 5 [ IH°E<P0R P
Ainsi, par la sommation des diverses estimations et majorations, nous obtenons,

% <|E6|12L11(]R) + B2 gy + OREE ()% + [k HE |72 + |31<;H§|%11(Q))
+ [ QB2 + o) (02 + 07 HE P + 0, HE ) <
clE= 31 gy + ClORE® T2y + 1HE 120y + 1B s gy
HE 1 @y + 1 Eplin @) + 10732 () + [Heo 320
On en déduit aisement ’estimation (3.14). ]

Par passage a la limite quand ¢ tend vers zéro, on en déduit ’existence d’une solution pour
le probleme (2.9).

Theorem 3.1 Soit Ey € H'(R) tel que Ey € H*(Q) N HY(R), et soit Hey € H2(), il existe
T* > 0 et une unique solution (E, H.) de (2.9) telle que

(E,E,H.) € L™([0,T*[; H'(R)) x L=([0,T*[; H*(Q) N H'(R)) x L>([0,T*[; HA(2)),
(E,E, H,) € C°0,T*[; H"(R))x C°([0, T*[; H* "(Q)NH'""(R))x C°([0, T*[; H>~"(Q)), ¥n > 0.

On ne démontrera ici que 'unicité de la solution.
Soit (E1, B, Heq,ve1) et (Eo, Fa, Heg, Veo) deux solutions de (2.9). On notera (E, FE, H,,v.) la
différence de ces solutions.



$(OLE + Vey % E+ ve x B2) + 02E = |E1|*E + (B E + EFE5) B,

OiHe — S k20 (|k[?| B0k He + k[P (| Er|? — | Ea[*) Ok Her)

—%kQOk(]k|3|E’1]28kHe b IBB(|B)? — By 2)OuHoo) + H, = 0, Vk € Q, (3.22)
O Hejpa = 0,

H.(.,0) =0, E(.,0) = 0.

L’estimation L? de (E, E. H., v.) donne

1By <2 [ 1BallBE + 12l Bol| B+ |Br e Bl ey < ClER ey + [ |Ballocf

d  _ A .
S|k el 2wy + /Q K (1B + | Enf?) 0k Hel® + 2| HelZ2q) <
B = | Eof(01 Heal + 00 Hesa)|O0He
A 1 A A
< ClB Ry +5 [ KB + B0 Hef

Ainsi, par sommation et majoration, on obtient,

d / - _ A .
% <|E’%2(R) + ’k‘ 1He|%2([@)) +/Qk;3‘E2|2|akHe|2 < C|E‘%2(Q),

ott C' dépend des bornes des solutions (E;, E;, He;) (i = 1,2), en norme H'(R) x H2(Q)NH(R) x
H2(9Q).
L’unicité est alors évidente. u

3.4 Amortissement Landau

Afin d’exploiter le terme Landau (v *-)comme un terme d’amortissement (2. > 0) et non comme
un terme de signe quelconque comme dans le théoreme 3.1, nous allons supposer 7, positive a
I'instant initiale. Nous montrons alors le résultat suivant,

Proposition 3.4 Sous les hypothéses de régularité du théoréme 3.1, supposons que
Veo(k) = sgn(k)OxHeo(k) > 0, Vk € Q,
alors, la solution (B, HE) du probléeme (2.9) vérifie
Vi (k,t) = sgn(k)OpHE (k,t) >0, V(k,t) € Qx (0,77).
La preuve de cette proposition repose sur un principe du maximum sur ’equation de 7,
e — k2O (|KI? | E*Okte) + De — Voo = 20k (|K[*|E[*De) + k2O (O (|KI*| E*)2e), Wk € Q.
oA

Multipliant cette équation par —k~“0,

- = k=2 min(?, 0) et intégrant sur €2, on obtient

d, . A A_ 1A
%V@’ D¢ [0 +2/Q KPP B 0k0e |2 + 20k~ 07 |72 (q) <
2 /Q (kP EP) 57 ||0nor | + 2 /Q O (1K E2)107 | 0k57 .
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On en déduit estimation

S0 By + [ IPIBPIOWD: P+ 20k gy
< C(|E|L°° )2 [0k B (@)127 1720
et comme 7, est nulle a I'instant initiale, 7, reste positif au cours du temps. [ |

Ainsi, 'amortissement de E nous permet d’obtenir,

Proposition 3.5 Sous ’hypothése de positivité de D a l'instant initiale, la solution de (2.9)
vérifie

|E(@®)|r2@) < |Eolr2o), vVt < T,

[EOIHn @) + B @ + He®) 7 g

+/ / |BJ2|0RH, |2+/ [ o(BE +[ER)
)

C(t) (1Bol3 @y + [ Eol3 e + | Heol3rs o
+|EP|H1(R) + |Ep|H1(R),Vt S T*.
En reprenant les estimations (3.15)-(3.19) pour € = 0, on obtient la proposition 3.5. n

De ces estimations et par un procédé de régularisation des données initiales, on déduit le
deuxieme résultat de cet article,

Theorem 3.2 Soit Ey € H'(R) tel que Ey € HY(R), et soit Heo € H*(Q) tel que
Uey (k) = sgn(k)OkHeo(k) > 0, Vk € Q,

il existe T* > 0, ne dépendant que de la taille des données intiales (EO,EO, Heg) dans H'(R) x
HY(R) x HY(Q), une solution (E, H,) de (2.9) telle que

(B, B, H.) € C°0,T*; H'(R)) x C°(0,T; H'"(R)) x C°(0,T; H'~"(2)), ¥n >0,

(E,E,H,) € L*(0,T*; H'(R)) x C°(0,T; H'(R)) x C°(0,T; H'(Q)).
De plus,
De(k,t) = sgn(k)OpH.(k,t) >0, Y(k,t) € Qx (0,T%)

et
|E(b)|r2@) < |Bolp2o), vt < T7,

L’unicité n’est pas établie par manque de régularité.

Malgré la positivité de 7., la globalisation en temps de la solution n’est pas établie.
Remerciement: Ce travail a été partiellement financé par le GDR 2103 EAPQ CNRS, le réseau
européen HYKE financé par la CE (contrat HPRN-CT-2002-00282).
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