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Exercice 1.

1. (a) Soit B = {e1, . . . , en} une base de vecteurs propres communs à ϕ et ψ. Il existe alors, pour
tout i ∈ {1, . . . , n}, des scalaires λi et µi tels que ϕ(ei) = λiei et ψ(ei) = µiei. Il suit que

ϕ ◦ ψ(ei) = ϕ(µiei) = λiµiei = ψ ◦ ϕ(ei) pour 1 ≤ i ≤ n.

Les applications ϕ ◦ ψ et ψ ◦ ϕ coı̈ncident sur une base et sont donc égales.

(b) Rappelons qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme soit dia-
gonalisable est qu’il annule un polynôme scindé sur K et à racines simples. Si ϕ est dia-
gonalisable, il existe donc un polynôme P(X) = ∏t

i=1(X− αi), où les αi sont des éléments
deux à deux distincts de K, tel que P(ϕ) = 0. Si F est un sous espace de E stable par ϕ,
on vérifie sans peine que

P(ϕ|F) = P(ϕ)|F = 0

ce qui prouve que ϕ|F est diagonalisable, en vertu du critère que l’on vient de rappeler.

(c) Soit λ une valeur propre de ψ et Eλ le sous-espace propre correspondant. Pour tout
x ∈ Eλ, on a ψ(ϕ(x)) = ϕ(ψ(x)) = ϕ(λx) = λϕ(x), d’où l’on conclut que ϕ(Eλ) ⊂ Eλ. Il
en résulte, en appliquant le résultat de la question précédente, que si ψ est diagonalisable,
alors ϕ|Eλ

l’est également.

(d) Sous les hypothèses considérées, la restriction de ϕ à chacun des sous-espaces propres
Eλi de ψ est diagonalisable. L’espace E étant somme directe des sous-espaces Eλi (puisque
ψ est diagonalisable), on conclut que ϕ est diagonalisable. De plus, si l’on munit chacun
des Eλi d’une base Bi, leur réunion B =

⋃Bi est une base de E constituée de vecteurs
propres communs à ψ et ϕ.

2. Soit (ϕi)i∈I une famille d’endormorphismes diagonalisables de E qui commutent deux à deux.
Montrons, par récurrence sur dim E, qu’ils possèdent une base de vecteurs propres communs.
La propriété est claire si dim E = 1. Supposons donc que E soit de dimension n > 1 et que la
propriété ait été établie pour tout espace vectoriel de dimension ≤ n− 1. Si tous les ϕi sont des
homothéties, il est à nouveau clair qu’ils possèdent une base de vecteurs propres communs
(n’importe quelle base de E convient). Sinon, il existe i0 ∈ I tel que ϕi0 possède r valeurs
propres λi0,1, . . ., λi0,r, correspondant à des sous-espaces propres Eλi0,1 , . . ., Eλi0,r , avec r ≥ 2.
Comme E =

⊕r
j=1 Eλi0,j (puisque ϕi0 est diagonalisable), chacun de ces sous-espaces propres

est alors de dimension au plus n− 1. Qui plus est, puisque les ϕi commutent deux à deux, on
peut appliquer le résultat de la question (1c) et en déduire que les sous-espaces propres de ϕi0
sont stables par chacun des ϕi. On peut alors appliquer l’hypothèse de récurrence à chacun
d’eux et en déduire qu’ils possèdent une base Bi0, j dont les éléments sont vecteurs propres
pour tous les ϕi. Par suite, B =

⋃r
j=1 Bi0, j est une base de E constitués de vecteurs propres

communs à tous les ϕi.

Exercice 2. L’idée est de considérer la projection orthogonale π sur F comme composée de trois
applications linéaires, et d’exprimer leurs matrices dans des bases convenablement choisies : on
écrit

π = i ◦ IdF ◦ πF (1)

où
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• πF est la projection orthogonale sur F, vue comme application à valeurs dans F,

• i est l’injection canonique de F dans E,

• IdF est l’application identité de F,

ce que l’on peut schématiser par le diagramme suivant

E π
//

πF
����

E

F
IdF

// F
?�

i

OO

Soient B0 = {ε1, . . . , εn} la base canonique de Rn et B = {e1, . . . , er} la base de F dont P est la
matrice génératrice. Autrement dit, si P =

(
pi,j
)

1≤i≤n
1≤j≤r

on a

ej =
n

∑
i=1

pi,j ε i, 1 ≤ j ≤ r. (2)

On considère enfin la base duale B∗ = {e∗1 , . . . , e∗r } de B : c’est la base de F caractérisée par les
relations

ei · e∗j = δi,j (symbole de Kronecker) pour 1 ≤ i, j ≤ r. (3)

Si l’on munit E et F des bases indiquées dans le diagramme ci-dessous,

E, B0 π
//

πF
����

E, B0

F, B∗
IdF

// F, B
?�

i

OO

la relation (1) se traduit matriciellement par

Mat(π,B0,B0) = Mat(i,B,B0)Mat(IdF,B∗,B)Mat(πF,B0,B∗). (4)

Il reste à calculer chacune de ces trois matrices. On a clairement, Mat(i,B,B0) = P, grâce à (2). Pour
la matrice de πF, on remarque, en posant πF(ε j) = π(ε j) = ∑r

k=1 ak,je∗k , que

ai,j =

(
r

∑
k=1

ak,je∗k

)
· ei = π(ε j) · ei = ε j · π(ei) = ε j · ei = pj,i

l’égalité π(ε j) · ei = ε j · π(ei) étant justifiée par le fait que π est un endomophisme symétrique et
l’égalité ε j · π(ei) = ε j · ei par le fait que ei appartient à F. Ainsi,

Mat(πF,B0,B∗) =
(
ai,j
)

1≤i≤r
1≤j≤n

=
(

pj,i
)

1≤i≤r
1≤j≤n

=t P.

Finalement, en posant ej = ∑r
k=1 bk,je∗k , et en remarquant que ei · ej = ei ·

(
∑r

k=1 bk,je∗k
)

= bi,j on voit
que

Mat(IdF,B,B∗) =
(
bi,j
)

1≤i,j≤r =
(
ei · ej

)
1≤i,j≤r =t PP.

Par suite
Mat(IdF,B∗,B) = (Mat(IdF,B,B∗))−1 =

(tPP
)−1 .

En rassemblant les résultats obtenus, on obtient bien la formule annoncée.
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