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Exercice 1.

1. (a) Soit B = {ey,...,e,} une base de vecteurs propres communs a ¢ et . Il existe alors, pour
touti € {1,...,n}, des scalaires A; et y; tels que ¢(e;) = Aje; et P(e;) = pse;. 1l suit que

pop(e) = p(pier) = Aipie; = Ppo @(e;) pour 1 <i < n.

Les applications ¢ o 1 et 1 o ¢ coincident sur une base et sont donc égales.

(b) Rappelons qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme soit dia-
gonalisable est qu’il annule un polynome scindé sur K et a racines simples. Si ¢ est dia-
gonalisable, il existe donc un polynome P(X) = [T_; (X — &;), oit les &; sont des éléments
deux a deux distincts de K, tel que P(¢) = 0. Si F est un sous espace de E stable par ¢,
on vérifie sans peine que

P(gip) = P(@)p=0
ce qui prouve que @y est diagonalisable, en vertu du critere que 'on vient de rappeler.

(c) Soit A une valeur propre de ¥ et E, le sous-espace propre correspondant. Pour tout
x € Ey,onayp(e(x)) = ¢(¢p(x)) = ¢(Ax) = Ag(x), d’otx I'on conclut que ¢(E,) C E,. 1l
en résulte, en appliquant le résultat de la question précédente, que si i est diagonalisable,
alors ¢, l'est également.

(d) Sous les hypotheses considérées, la restriction de ¢ a chacun des sous-espaces propres
E,, de i est diagonalisable. L'espace E étant somme directe des sous-espaces E, (puisque
1 est diagonalisable), on conclut que ¢ est diagonalisable. De plus, si I’on munit chacun
des E), d'une base B;, leur réunion B = |J B; est une base de E constituée de vecteurs
propres communs a ¥ et .

2. Soit (¢;);c; une famille d’endormorphismes diagonalisables de E qui commutent deux a deux.
Montrons, par récurrence sur dim E, qu’ils possedent une base de vecteurs propres communs.
La propriété est claire si dim E = 1. Supposons donc que E soit de dimension n > 1 et que la
propriété ait été établie pour tout espace vectoriel de dimension < n — 1. Si tous les ¢; sont des
homothéties, il est a nouveau clair qu’ils possedent une base de vecteurs propres communs
(n'importe quelle base de E convient). Sinon, il existe iy € I tel que ¢;, possede r valeurs
propres Aj1, ..., Ay, correspondant a des sous-espaces propres Ey, , ..., Ey, , avecr > 2.
Comme E = @j_, E Ay, (Puisque ¢, est diagonalisable), chacun de ces sous-espaces propres
est alors de dimension au plus n — 1. Qui plus est, puisque les ¢; commutent deux a deux, on
peut appliquer le résultat de la question (1c) et en déduire que les sous-espaces propres de ¢;;
sont stables par chacun des ¢;. On peut alors appliquer I’hypothese de récurrence a chacun
d’eux et en déduire qu’ils possedent une base Biy,j dont les éléments sont vecteurs propres
pour tous les ;. Par suite, B = J;_; Bio, j est une base de E constitués de vecteurs propres
communs a tous les ¢;.

Exercice 2. L'idée est de considérer la projection orthogonale 77 sur F comme composée de trois
applications linéaires, et d’exprimer leurs matrices dans des bases convenablement choisies : on
écrit

ﬂ:iOIdFOﬂ'F (1)
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e 7r est la projection orthogonale sur F, vue comme application a valeurs dans F,
e i est I'injection canonique de F dans E,
e Idr est I'application identité de F,

ce que I'on peut schématiser par le diagramme suivant
E E
ﬂFi jz’
F F

Soient By = {e1,...,€,} la base canonique de R” et B = {ey,...,¢,} la base de F dont P est la

matrice génératrice. Autrement dit, si P = (pj;)1<i<y ona
1<j<r

—_—
s

_—

Idr

n
ej =Y pijei, 1<j<r (2)
i=1

On considere enfin la base duale B* = {ef,...,¢;} de B : c’est la base de F caractérisée par les
relations
e e}k = 4;; (symbole de Kronecker) pour 1 <i,j <r. (3)

Si l'on munit E et F des bases indiquées dans le diagramme ci-dessous,

E, By ——E, By

HFL Ji

F, BYTF,B

la relation (1) se traduit matriciellement par
Mat(n, Bo, BO) = Mat(i, B, BQ)Mat(Idp, B*, B)Mat(ﬂp, B(), B*) (4)

Il reste a calculer chacune de ces trois matrices. On a clairement, Mat(i, B, By) = P, grace a (2). Pour
la matrice de 7tr, on remarque, en posant 7t (ej) = 7t(gj) = Y4 ar,jex, que

T
a;; = (Z ak,]'e;:> e =1(gj) e =¢-m(e;) =¢-e; = pj;
k=1

'égalité 7(e;) - e; = ¢; - 7t(e;) étant justifiée par le fait que 7 est un endomophisme symétrique et
I'égalité ;- 7t(e;) = ¢; - e; par le fait que e; appartient a F. Ainsi,

Mat(7tg, By, B*) = (ﬂi,j) 1<i<r = (Pj,i)lgigr ="'P.
1<j<n 1<j<n

Finalement, en posant ¢; = Y ;_; by je;, et en remarquant que ¢; - ¢; = ¢; - (Z;_; bijef) = bj; on voit
que

Mat(Idp, B, B*) = (bw) =t pp.

1<ij<r — (ei '61)19,]‘9

Par suite 1
Mat(Idp, B*, B) = (Mat(Idf, B, B*)) " = (‘PP) .

En rassemblant les résultats obtenus, on obtient bien la formule annoncée.



