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CHAPITRE 1

SERIES NUMERIQUES

1.1. Premieres notions sur les séries

Définition. — On appelle série numérique toute écriture de la forme
(1) Y,
k=0

ou (ug) x>0 est une suite de nombres réels ou complexes. On dit aussi que (1) est la série de terme général
uy.

On appelle somme partielle de la série 'Y, u; au rang n la somme
k=0

n
Sn = Zuk.
k=0

Exemple 1.1.1. — Soit g un nombre complexe fixé et soit u; = ¢g¥. La série géométrique de terme initial
uo et de raison ¢ est la série de terme général uy = uoqg :

Z uoqk.
k=0

Ona
n+1 _ 1)

L k - uo(g
Sn:Zuoq :uOZq :71
k=0 k=0 q—

Exemple 1.1.2. — Soit a un nombre fixé et soit u; = a pour tout k € N. On dit que

Y a

k=0
est la série de terme constant égal a a. On a

n
Sp=Y a=(n+1)a.
k=0

1.1.3. — Plus généralement, on peut considérer les séries de la forme

Zuka

k>ko
ou kg € Z est un entier fixé. On définit les sommes partielles de maniere analogue :
n
Sp = Z Ug, n = ko.
k=ko

Remarquons que si on a une série de la forme Y u;, on peut toujours se ramener a I’écriture (1) en
k>ko

Y u = Ya.

k>ko k>0

posant ay = Uik, :
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Définition. — i) On dit qu’une série numérique Y uy converge si la suite (S,),>0 des sommes partielles
k=0
de la suite converge. Sinon on dit que la série diverge.

ii) Soit 'Y, uy une série convergente. La limite S = lim,,_, 1 Sy, de la suite (S,)n>0 est appelée somme
k=0
de la série et notée

S= Zuk.
k=0
On appelle reste de rang n la différence
R,=S-8,.

1l est facile de voir que R, est la somme de la série convergente Y. uy :
k>n+1

Exemple 1.1.4. — La série
)
k=0

diverge pour tout a # 0. En effet, la suite de terme général S, = (n+ 1)a converge si et seulement si
a=0.

Exemple 1.1.5. — On étudie la série

1
= k(k+1)
On note uy, = m son terme général. Alors
1 1
W — — — ——
“Tkok+1

Cela nous permet de calculer les sommes partielles :
1 1 1 1 1 11
S = o ) =(1== __ __
" k;<k k+1> ( 2)+<2 3>+<3 4>+ *

Comme lim,,_ 1S, = 1, la série converge vers 1 :

S N W
n n+l/) n+1

|
- 1
kg’lk(lﬁ—l)

La propriété suivante est completement élémentaire, mais souvent utile pour I’étude de convergence.

Proposition 1.1.6. — Soit Y, u; une série et soit ko € N un entier positif. Alors Y, uy et 'Y, u convergent
k=0 k=0 k=ko

ou divergent en méme temps.

Démonstration. — Soient S, et T, les sommes partielles de rang n des séries Y uy et ) uy respective-
k=0 k>ko

ko—1
ment. On pose A = ) uy. Alors

k=0

n ko—1 n
Snzzuk: Uy + ZukZA—I-Zz, Vn > k.
k=0 k=0 k=ko

On en déduit que les suites (Sy)n=0 et (T,,),>k, convergent ou divergent en méme temps, d’ou la proposi-
tion. O

On a la condition nécessaire de convergence suivante.

Proposition 1.1.7. — Si Y uy est une série convergente, alors le terme général de la série tend vers O :
k=0

lim u =0.
k—>—o0
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Démonstration. — On peut écrire le terme général u,, de la suite sous la forme u, = S, —S,—1 (n > 1).
Alors
lim u, = lim (S,—S,-1)= lim S, — hm S,.1=8-8=0,
n—r+oo n—r—o0 n—r+too
ol S =1im;,_1.S,. O]
Corollaire 1.1.8. — Si la suite (uy);>o diverge, alors la série Y. uy diverge également. Dans ce cas, on
k=0

dit que la série 'Y, uy est grossierement divergente.
k=0

Les exemples suivants montrent que cette condition n’est pas suffisante.

Exemple 1.1.9. — On considere la série ) uj ou
k=1

1
uk:10g<1—|—k>.

11 est clair que limy_, ;o u; = log(1) = 0. Pour montrer que la série diverge, on écrit son terme général
sous la forme

k+1
uy = log <:) =log(k+1)—log(k).
Maintenant on peut calculer les sommes partielles facilement :

Zn: (log(k+1) —log(k)) = (log(2) —log(1)) + (log(3) —log(2))+
k=1

+ (log(4) —log(3)) +---+ (log(n+1) —log(n)) =log(n+ 1) —log(1) =log(n+1).
Comme lim,,_, 1 log(n + 1) = 400, la série diverge.

Exemple 1.1.10. — (Serie harmonique). La série harmonique est la série des inverses des nombres
entiers positifs :

sk
Nous allons prouver que cette série diverge. Comme le terme général de la série harmonique tend vers
0, cela montrera que la condition nécessaire de convergence donnée par la Proposition 1.1.7 n’est pas

suffisante.
Soit Sy» la somme partielle au rang 2". On a
1
S2:1+§
1 1 1 1 1 1 1 2
54—Sz+§+4 1+2+<4+4> 1+2+5 1—1—5

1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
Sg S4+< +-+-+ > S4+<8+8+8+8> + +2

1 1 1 1o 1 L o n
ST:%M+<y4+1+y4+2+ +W)>%M+<%+df% +2):&“+2>1+2

Donc la suite (S),>0 tend vers +eo quand n — +o0. On en déduit que la série harmonique diverge.

Théoréme 1.1.11. — i) La série géométrique
Y4, qecC
k=0

converge si et seulement si |q| < 1.
i) Si |g| < 1,0na

i 1
Faoie it
k=0 —9q
et +1
n
Rn = 1
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Démonstration. — Supposons d’abord que |g| > 1. Alors la suite u; = ¢* diverge et par le Corol-
laire 1.1.8 la série diverge également.
Supposons maintenant que |¢| < 1. On a

n+l 1
Sp=T .
qg—1
Comme |g| < 1,0na |¢"| = |q|" — 0 quand n — oo, d’oll ¢" — 0 quand n — +co. On en déduit que
n+1 _ 1 n+1 1 1
lim §,= lim & —— — jim £~ -~
n—>-oo n—+e g —1 nsteog—1 g—1 1—¢q
On calcule le reste directement par définition :
1 n+l _ 1 n+1
Ry=S—8,=— 1 =7 _
1—¢q g—1 1—¢q
O
1.2. Séries a termes dans un espace vectoriel
1.2.1. Rappels. — Dans cette section, nous expliquons comment généraliser les notions de la section

précédente au cas des séries a termes dans un espace vectoriel. Soit E un espace vectoriel de dimension
finie sur K = R ou C. On note || - || une norme sur E.

Exemple 1.2.2. — Un exemple archétypique est fourni par les espaces
E=K", K=RouC,

munis de la norme euclidienne
1/2

m
i@l = Ylwl> ] = ().
i=1

Rappelons qu’une suite (i, ),>0 d’éléments de E converge vers un vecteur i € E si et seulement si
|| — || — 0, quand n — +oo .

Comme toutes les normes non-triviales sur E sont équivalentes, elle définissent la méme topologie sur
E, et la convergence d’une série ne dépend pas du choix de la norme || - ||.
On dispose du critére suivant.

Théoreme 1.2.3. — (critere de Cauchy pour les suites). Soir (ii,),>0 une suite dans E. Alors elle
converge dans E si et seulement si pour tout € > 0 il existe Ne € N tel que pour tous p,q > Ng on a
iy — iiq|| < .
Définition. — i) Une série a termes dans un espace vectoriel E est une écriture de la forme
Z ﬁkv
k>0

ou (Uy x>0 est une suite dans E .
ii) On appelle somme partielle de la série Y Uy au rang n la somme

k=0
. n
Sn == Zuk.
k=0
iii) On dit que Y, Uy converge vers un élément S € E si la suite (_’n)ng() converge vers S. La limite
k=0
S = limy,— 4o S, est appelée somme de la série et notée
S=Y .
k=0
On appelle reste de rang n la différence
R,=5-S,.

On dispose de la version suivante du critere de Cauchy.



1.2. SERIES A TERMES DANS UN ESPACE VECTORIEL 9

Théoreme 1.2.4. — (critere de Cauchy pour les séries). Soit Y iy une série dans E. Alors elle
k=0
converge si et seulement si pour tout € > 0 il existe Ng € N tel que pour tous p > q > Ng on a

P
I Z | < e.

k=g+1
Démonstration. — Par le critere de Cauchy pour les suite, la série converge si et seulement si pour tout
€ > 01l existe N € N tel que pour tous p,g > N on a
1Sp —Sqll <.
Pour fixer la notation, on peut toujours supposer que p > g. Alors
- — P
Sp - Sq == Uy.
k=q+1

La formule précédente s’écrit donc

P
1Y wll<e

k=qg+1
et le théoréme est prouvé. O
Proposition 1.2.5. — Supposons que la série Y. Uy converge. Alors

k=0

lim 7, =0.

k—r o0
Démonstration. — La preuve de cette proposition est exactement la méme que celle de la Proposi-
tion 1.1.7. H
Proposition 1.2.6. — (Opérations sur les suites convergentes) i) Si deux séries Y iu; et Y Vi

k=0 k=0

convergent, alors leur somme Y. (iix + Vi) converge. De plus,
k=0

oo

Z(ﬁk + V) = Zﬁk-i- Zl_;k.
k=0 k=0

k=0
ii) Si une série Y. iy converge, alors pour tout A € K =R, C la série Y, Aiiy converge. De plus,
k=0 k=0
Y i =AY .
k=0 k=0
Démonstration. — 1) Supposons que les séries Y. ii; et Y Vi convergent vers S et S’ respectivement. On
k=0 k=0

pose
n

§n= Z\_;k’ S'Zl: Z\_;k’ Vn > 0.
k=0 k=0
Soit € > 0. Alors il existe Ny et N, € N tels que

IS—S,||<€/2, sinx=N

et
IS =S|l <e/2,  sin=N,.
Soit Ne = max{N;,N>}.
Alors pour tout n > N on a
n
IS+8" =Y G+l = (S = S) + (S = S)I < [S=Sul + |8 =Sl <e/2+e/2=¢.
k=0
Donc la série ¥ (i@ + V) converge vers S+ 5.
k=0

ii) Supposons que Y i, converge vers S. Nous voulons prouver que Y Aii; converge vers AS. Si
k=0 k=0
5 n
A =0, il n’y a rien & montrer. Supposons que A # 0 et posons S, = Y. V.
k=0
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Soit € > 0. Alors il existe Ne € N tel que pour tout n > Ng
£

S-S, < —.
[|S—Sall T

Donc

1A= Y Adill = 1AGS =Sl = A]- I8 Sl < 1Al 5 1
o) Al

Donc Y Aii; converge vers AS. O
k=0

1.2.7. Convergence absolue. — Nous introduisons la notion de convergence absolue qui joue un role
tres important dans toute la théorie.

Définition. — On dit qu’une série Y, Uy converge absolument dans E si la série numérique

k=0
Y L]

k>0

converge dans R.

Proposition 1.2.8. — Si une série converge absolument, alors elle converge.
Démonstration. — On applique le critere de Cauchy pour les séries. Supposons qu’une série Y iy
k=0
converge absolument. Alors la série Y ||iy| converge. Soit € > 0. Alors, par le critere de Cauchy, il
k=0

existe Ng € N tel que pour tous p > g > Ng
)4

Z |luk || < €.

k=gq+1

En utilisant I’inégalité triangulaire, on en déduit que

P P
Y, all< Y llal <e.

k:q—‘,—] k:q+ 1

Donc la série Y iy converge par le critere de Cauchy. O
k=0

1.3. Séries numériques. Généralités

Nous revenons maintenant a I’étude des séries numériques. La proposition suivante est un cas parti-
culier de la Proposition 1.3.1 :

Proposition 1.3.1. — (Opérations sur les suites numériques convergentes) i) Si deux séries
numériques 'Y, uy et Y. vy convergent, alors leur somme Y. (uy + vy) converge. De plus,
k=0 k=0 k=0

Z Ui +vi) = Zuk+ ka
k=0

ii) Si une série 'Y, uy converge, alors pour tout A € K =R, C la série Y, Auy converge. De plus,
k=0 k=0

iluk = liuk.
k=0 k=0

Remarque 1.3.2. — Si Y uy est convergente et Y, vy est divergente, alors 'Y, (up+vy) est divergente. On

k=0 k=0 k>0
peut démontrer cela par I’absurde. Supposons que Y. (uy + vi) converge. Alors par la Proposition 1.3.1
k=0
la série
Z U+ vi) — Zuk—ka
k=0 k=0 k=0

est convergente, ce qui contredit [’hypothese.
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Pour les suites numériques, la définition de la convergence absolue s’écrit comme suit.

Définition. — On dit qu’une série numérique Y, uy est absolument convergente si et seulement si la
k=0

Yl
k=0

série

est convergente.
Alors la proposition suivante est un cas particulier de la Proposition 1.2.8.
Proposition 1.3.3. — Toute suite numérique absolument convergente est convergente.

La réciproque de cette proposition est en général fausse. Il existe des séries convergentes sans étre
absolument convergentes.

Définition. — Si une série est convergente, mais non absolument convergente, elle est dite semi-
convergente.

Nous donnerons des exemples de séries semi-convergentes dans la Section 1.3.4 ci-dessous.

1.3.4. Séries alternées. —

Définition. — On appelle série alternée toute série de I’'une des formes
k
Z (_ 1) Uk,
k=0
ou
k+1
Z <_ 1 ) * U,
k=0

avec u = 0 pour tout k > 0.

Nous prouvons maintenant que pour les séries alternées la condition nécessaire de convergence de la
Proposition 1.1.7 est suffisante.

Théoréme 1.3.5. — (regle de Leibnitz) Soit (uy)i>0 une suite décroissante telle que limy_, , o 1y = 0.

Alors la suite alternée
Y (= Dfu

k=0
converge. De plus, si R, est son reste de rang n, alors il est du signe de son premier terme, i.e.

(_l)nJran 2 0’

et
|Rn| < Up41-
Démonstration. — 1) Pour tout n > 0, on pose
n
Sn=Y (=1)u.
k=0

Alors, en utilisant utilise la décroissance de la suite (ug )0, on trouve :

2 2041

Sont1 = Son—1+ (=1)"uzn + (= 1) Mgy = San—1 +tt2n — Uan1 = Son-1,
20t 242

Sont2 = Son+ (= 1) M ugpi1 + (= 1) P unpio = Son — tani1 + tania < Son,

Sani1 = San+ (= 1) M1 = Sou — i1 < Son.
On en déduit que la suite (S,11) croit et que la suite (Sz,) décroit. De plus, (S2,+1) est majorée par
So = up et (Sz,) est minorée par S;. Donc les suites (S2,+1) et (S2,) convergent. Comme Sy, — S2,11 =
upp+1 — 0 quand n — +oo, ces suites ont la méme limite S, ce qui prouve que la suite (S,) converge

elle-méme vers S. Donc on a prouvé que la série ¥ (—1)*u; converge.
k=0
2) Les inégalités précédentes donnent

S2n—1 < Sont1 <5 <S040 < S
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On en déduit que
02 Ron =585 2 Sont1— S = —uamt1

et
0 < Rony1 =8 —S2ut1 < Sont2 — Sons1 = uap2.
Donc pour tout > 0ona (—1)""'R, > 0et |R,| < tpy1. O
Exemple 1.3.6. — La série harmonique alternée est la série
y (—=D*
k=1 ko

On voit qu’elle s’écrit sous la forme Y (—1)*u; avec u; = 1/k. Par la régle de Leibnitz, cette série
k=0

converge, et pour le reste R, on a |R,| < nlﬁ Cela donne un exemple d’une série convergente qui ne
converge pas absolument.

Grace a la regle de Leibnitz, il est facile de donner d’autres exemples de séries semi-convergentes.

1.4. Comparaisons de séries a termes positifs

Proposition 1.4.1. — Soient (ug)i>0 et (v )x>0 deux suites a termes positifs. Si la série Y, vy converge,
k=0
alors la série Y, uy converge, eton a :
k=0
+o0 ~+oo
Zuk < ka
k=0 k=0
n n
Démonstration. — Onpose S, = Y upetT, =Y, v.
k= =

De vi > uy > 0 on déduit que les suites (S,)n>0 et (T,).>0 sont croissantes et que S, < T,,. Comme la
suite 7, converge, elle est majorée. Donc (S,),>0 est une suite croissante et majorée. On en déduit qu’elle
converge.

En passant a la limite quand n — -0 dans I'inégalité S, < 7, on trouve :

+o0 +oo
Z U < Z Vk.
k=0 k=0
]

Corollaire 1.4.2. — Soient (uy)i=0 et (Vi)k>0 deux suites a termes positifs. Si la série 'Y uy diverge,
k>0
alors la série 'Y vy diverge également.
k>0

Exemple 1.4.3. — On étudie la série

Comme \/1€< kpourtoutk > 1,ona:

1

La série de terme général % diverge (cf. Exemple 1.1.10). Donc la série ), N diverge.

k>1

Soient (ux)r=0 et (vi)r>0 deux suites telles que u et v sont non nuls a partir d’un certain rang. On dit
qu’elles sont équivalentes et on écrit uy ~ Vg si et seulement si

k—r—+oo
.u
lim — =1
k—+4-o0 Vi
Théoreme 1.4.4. — Soient (uy)x>0 et (Vi )k>0 deux suites équivalentes. Supposons qu’il existe un rang N
tel que pour tout k > N les termes uy et vi sont de méme signe. Alors les séries Y, uy et Y. vy convergent

k=0 k=0
ou divergent en méme temps.
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Démonstration. — Pour fixer les idées, supposons que uy, vy > 0 pour tout k > N. Quitte a remplacer

Y uret Y vipar Y uget Y v (cf. Proposition 1.1.6), on peut supposer que N = 0, i.e. que u, vy > 0
k=0 k=0 k=N k=N
pour tous k > 0.

Comme limg_, ;o Lv'—i =1, il existe M € N tel que pour tout k > M on a:

LY
2 Vi
Donc
% <up <2, Vk=M.

n n
Onpose S, = Y ug et T, = Y v Les suites (Sy)n>0 et (7,,)n>0 sont croissantes, et on a :
k=0 k=0

T,
?"gsnng,,, Vk>M.

Supposons que la série Y v converge. Alors la suite (7},),>0 est majorée, et I’inégalité précédente montre
k=0

que la suite (S,),>0 est majorée et croissante. Donc (S, ),=0 converge. Réciproquement, si la série )" vy
k>0

converge, alors la suite (S,),>0 est majorée, et I’inégalité précédente montre que la suite (7},),>0 est
majorée et croissante. On en déduit qu’elle converge. O

Exemple 1.4.5. — La série

est convergente. En effet, comme sin(x) ~ x,ona
x—0

(1 1
sin{ 5 ), > 50

et la série géométrique Y, 2% converge par le Théoreme 1.1.11.
k=0

=

Exemple 1.4.6. — La série

y K2 +1

3

k>0k +k+1

diverge. En effet, posons u; = kﬁiﬁr] et v = % Alors u; ~ v, et la série Z% diverge (cf.

k—>o0 k>1
Exemple 1.1.10).

1.5. Regles de d’Alembert et de Cauchy

Dans cette section, on montre les regles de d’Alembert et de Cauchy, qui donnent des conditions
suffisantes de convergence d’une série a termes positifs.

Théoréme 1.5.1. — (regle de d’Alembert) Soif (uy)reN une suite dans R
i) Si
lim supM <1,
k—so0 Uy
alors la série Y, uy converge.
k=0
i) Si

. Ujt1
lim sup —— > 1,
k—r—o0 Uy

alors la série 'Y, uy diverge.
k=0
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Démonstration. — 1) Soit £ = limy_, ;. SUp ”’;—:‘ Supposons que ¢ < 1. On fixe un nombre réel g €]¢, 1].

Alors il existe N € N tel que pour tout n > N
Un+1
Up

<q

Donc u,,11 < upg pour tout n > N. Par récurrence on en déduit que
unm < ung™, Vm € N.
Cette inégalité montre que la série positive
Z up = ZMN+k
k=N k=0
est majorée par la série géométrique

) ung ™ = ZMNQNH( = quNqu-

k=N k=0 k=0

Comme 0 < g < 1, la série ¥ uyg“N converge. On en déduit que la série ¥, u; converge également,
k=N k=N
d’ou I’assertion.

ii) Supposons que £ > 1. On fixe un nombre réel g €]1,/[. Alors il existe N € N tel que pour toutn > N

Upt1
Un

>q

Donc uy, 11 = unq pour tout n > N. Par récurrence on en déduit que
UNm = UNG™, Vm € N.

Cette inégalité montre que la série positive

Z U = ZMN+k

k=N >0

est minorée par la série géométrique

) ung* ™ = ZMNQNH =ung" qu-

k=N k=0 k=0
Comme g > 1, la série ¥ uyg“ ™" diverge. On en déduit que la série ¥ u; diverge également, d’ol
I’assertion. o o O
Corollaire 1.5.2. — Soit (uy)ren une suite dans R telle que la suite MZ—:] converge vers { € RU{+oo}.

Sil <1, la série Y, uy converge. Si l > 1, elle diverge.
k=0

Exemple 1.5.3. — On étudie la convergence de la série
2kk!

L

k=1
Soit u, = % Alors
uppr 25N kDK 2+ DEE 20k 2

e (R P25 T R+ DR (e 1R T (1 F

Comme limy_, o (1 + %)k = e, on trouve que

2
lim 2= 2o
k—+oo Uy e
On en déduit que la série converge.
Théoréme 1.5.4. — (regle de Cauchy) Soit (uy)reN une suite dans R

i) Si
lim sup/u; <1,
k—oo

alors la série Y, uy converge.
k=0
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i) Si
lim sup /u; > 1,
k—s+o0
alors la série 'Y uy diverge.
k=0
Démonstration. — 1) Soit £ = limy_, ., sup /u. Supposons que ¢ < 1. On fixe un nombre réel ¢ €]/, 1[.

Alors il existe N € N tel que pour tout n > N

Vi, < q.
Donc u, < ¢" pour tout n > N. Cette inégalité montre que la série positive
) w
k=N

est majorée par la série géométrique
k
Y q
k=N

Comme 0 < g < 1, la série ¥ g converge. On en déduit que la série ¥ u; converge également, d’otl
k=N k=N
I’assertion.

ii) Supposons que ¢ > 1. On fixe un nombre réel g €]1,¢|. Alors il existe N € N tel que pour toutn > N

Wy > q.
Donc u, > ¢" pour tout n > N. Cette inégalité montre que la série positive
)
k=N

est minorée par la série géométrique

k
N
k=N
Comme ¢ > 1, la série ¥ ¢* diverge. On en déduit que la série ¥ u; diverge également. O
k=N k=N

Corollaire 1.5.5. — Soit (uy)ren une suite dans R, telle que la suite \/uy, converge vers { € RU {+oo}.
Sil <1, la série Y, uy converge. Si l > 1, elle diverge.
k=0

Exemple 1.5.6. — On étudie la convergence de la série

K \¥
k>1(k+1> )

Ona
K \F
= (k+1>
et
k 1
k—lgloom k—1>Tm<k+l> k—1>r£oo (1+%)" e

Donc la série converge.

1.6. Comparaison séries-intégrales

Soit [a,b[ un intervalle ouvert, ot a € R et b € RU{+eo}. Soit f : [a,b[— R une fonction continue
sur [a,b[. Pour tout x € [a,b[ on pose

Fx) = / " ()t

Alors F(x) est une fonction continue sur |a, b|.
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Définition. — On dit que ’intégrale

/abf(t)dt

converge sur |a,b| si et seulement si la fonction F (x) admet une limite finie en b. Si c’est le cas, on pose

/a " byt = lim F (x) = lim / " F(0)dr,

x—b
Sinon, on dit que l'intégrale jff(t)dt diverge.

On laisse au lecteur le soin de modifier cette définition pour qu’elle s’applique aux fonctions continues
sur les intervalles de la forme |a,b] ot a € RU{+}, b € R.

Exemple 1.6.1. — Soit oo > 0 un nombre positif fixé et soit f(x) = x% Ona

/f(t)dt:/%: {1;11(26)+C ifo=1,

TP rC ifa#l,

ou C € R est une constante. On étudie la convergence de I’intégrale
/+°° dt
1t®

xdt
/ T = In(x) —In(1) = In(x) — +oo quand x — oo,
1

Donc intégrale [, 4 diverge.
Sic#1,0na

Sica=1,ona

xl-o 1

rdr e
/170‘: I—a|, l-a 1-a

Si0O< o<1, alors I —o >0 etx' "% — 4o quand x — +oo. On en déduit que ffrm% diverge si
O<a<l.

Sia>1,alors 1 —a < 0etx!~* — 0 quand x — +oco. On en déduit que f1+°° % converge et que
/+°° dt 1 o> 1
- =— si .
1 1 a-—1

Nous énongons maintenant le résultat principal de cette section.

Théoréeme 1.6.2. — Soit f : Ry — R une fonction continue décroissante. Alors
i) La série numérique
) f(k)

k=0

/(:mf(t)dt

sont de méme nature, i.e. la série est convergente si et seulement si l’intégrale est convergente.
ii) Si la série converge, on a l’encadrement suivant pour le reste de rang n :

+oo o0
f(®)dt <R, < / f(t)dr.
n+1 Jn

et lintégrale

n
iii) Soit S, = Y ug. Alors la suite
k=0

croit et converge dans R .
iv) Si la série diverge, alors
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Démonstration. — 1) Comme la fonction f est décroissante, pour tout k € N on a
k+1 k+1 k+1
) flk+1)= A flk+1)dt < A f(®)dr < A f(k)dt = f(k).
On en déduit que, pour tout n € N
n n n—1 n—1 ,k+1 n
$,= Y10 = £(0)+ LA = F0)+ LA+ D < O+ Y, [ swae =10+ [ finyar,
k=0 k=1 k=0 k=0

et n+1 n k+1
[ swa=Y. [ rnar< Y s =s,.
0 k=0"k k=0
Donc on a prouvé les estimations suivantes :

S, <fO+ [ fdr, e,

0
€) nt1
/0 F()dt < S,

Supposons que I'intégrale [," f(t)dt converge et posons A = [;" f(t)dt. Comme la fonction f est
positive, la suite [ f(z)dt est croissante, d’ot

S, < (0) +/Onf(t)dt <f(0)4+4,  VneN.

Donc la suite (S,) est bornée. Comme elle est croissante, on en déduit qu’elle converge. Nous avons
démontré que la convergence de I’intégrale implique la convergence de la série.

Réciproquement, supposons que la série converge vers S € R Alors (S,,),>0 est une suite croissante
qui converge vers S. Soit F(x) = [y f()dt. Alors F (x) est une fonction croissante, et pour montrer qu’elle
admet une limite quand x — 4o il suffit de montrer qu’elle est bornée. Or la formule (3) nous donne

n+1
/ f(t)dr <8, <S.
0

On en déduit que F(x) < S pour tout x € R Donc I'intégrale [;" f(¢)dt converge.
ii) Pour encadrer le reste R, nous utilisons encore les inégalités (2). On a

oo oo o k41 +o0
Ri= ¥ =Y )<Y [ fdi= [ foar
k=n k=n"k

k=n+1 n
et
oo oo k+1 +o0
Ri= Y 50> Y [ pwdi= [ foar
k=n-+1 k=n+17k n+tl
ii1) On écrit a,, sous la forme

n k+1 n

n+1 n k+1
== [ a= Y10 =Y [ f0dr=Y [ (0 - )

k=0"k k=0
On pose

= W s

Comme f(k) — f(t) > 0sit >k, on voit que by > 0 pour tout k € N. Donc la suite (a,) est croissante.
D’autre part, comme f(¢) > f(k+ 1) pour tout ¢ € [k,k+ 1], on a

k+1
b < /k (F(k) = flk+1))dt = f(k)— F(k+1).

Donc
n

an=Y b < Y (F(0) — flk+ 1) = £(0) — fnt 1) < £(0),
k=0

k=0
d’ot on déduit que (a,),>0 est majorée, ce qui implique la convergence.
iv) Sila série Y f(k) diverge, alors lim,_, S, = +eo. Comme la suite
k=0

ay =8, — /Onﬂf(t)dt
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est bornée, cela implique que

n+1
t)dt
¢ — 1, quand n — oo,
Sn
Ona
n+1 n n+1
| s = /O Fde+ [ f)dr,
n
ol
n+1 n+1
o< [ rwar< [ f0)dr = £(0)
n n
Donc !
nt
t)dt
n—y—+oo Sn
ot +1 +1 +1
Y f(t)de Y f()de " f()de Y f()de
n—+-o0 n n— oo n n—+oo n n——+-oo n
O
1.6.3. La série de Riemann. — Soit o > 0. Nous étudions la série de terme général u; = 1/k%, dite
série de Riemann : |
L
Proposition 1.6.4. — La série de Riemann diverge si a < 1 et converge si o¢ > 1.
Démonstration. — On consideére la fonction f(x) = & +1)°" Alors f(x) vérifie les conditions du
Théoreme 1.6.2 et
Y = LS
sk k=0
D’autre part, on a vu que I'intégrale
e e dt e dt
flodi= [ -/
0 o (t+1)* 1t
converge si & > 1 et diverge si @ < 1 (cf. Exemple 1.6.1). On en déduit la proposition. O

Maintenant nous étudions plus en détail la série harmonique
is1k

Proposition 1.6.5. — Il existe une constante v telle que pour tout n > 1
n
1
Z 7= ln(n) T Y+ Oy,
ok

ou limy,_, o 0, = 0. La constante 7y est appelée la constante d’Euler.

Démonstration. — Soit f(t) = On note

t+1

n—

= Li- L

» \

la somme partielle au rang n. On a
n—1 n—1 ¢ nel
t)dt = ——=In(t+1)|, =1 —In(1) =In(n).
| rwdr= [T S =G Dl = In(n) ~In(1) = In(n)
Par le Théoreme 1.6.2 iii), la suite
an =Sy, —1In(n)

converge dans R . On pose ¥ = lim,, 1. a, et &, = a, —7y. Alors o, — Oet
n——+oo

Sy —1In(n) = y+ o,
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Remarque. On a y=0,5772...

1.7. Le critere d’Abel

Le critere d’ Abel généralise la regle de Leibnitz pour les séries alternées (cf. Théoreme 1.3.5. Il a no-
tamment 1’avantage,contrairement a ce dernier,d’€tre utilisable dans le cas complexe. Nous commengons
par le lemme suivant qui est important en soi.

Lemme 1.7.1. — (transformation d’Abel) Soient (ay)i>o et (by)x>0 deux suites. On pose

n
B, = Zbk, neN.
k=0

Alors
n n—1
Zakbk: ZBk(ak_ak+l)+Bnana nz=l.
k=0 k=0
Démonstration. — On a

n n

n n n
Zakbk = apby + Zakbk = aogbo + Zak(Bk —Bk,l) = agbo + ZakBk — Zakkal-
k=0 k=1 k=1 k=1 k=1

n n—1
En remplagant ) a;By_1 par Y ax1By et bg par By, on obtient :
k=1 k=0

n n n—1 n—1 n—1
Zakbk = apBo + ZakBk - Zak—HBk = apBoy + ZakBk +auB, —a1By— Zak-HBk =
k=0 k=1 k=0 k=1 k=1
n—l1 n—1
= Bo(ao—a1) + ZBk(ak —ayr1)+anBy =) Bi(ax — ap+1) + anBy.
k=1 k=0

O]

Théoréme 1.7.2. — (critere d’Abel) Soient (ay)i>o et (by)i=o deux suites. Chacune des conditions a)

et b) ci-apres est suffisante pour que la série 'Y, ayby converge.
k=0

a) La suite
n
Bn = Zbk
k=0

est bornée et (ay)i>o est une suite décroissante positive et telle que limy_, ;  ay = 0.
b) Le série Y. by converge et (ax)x>0 est une suite décroissante positive.
=
Démonstration. — a) Supposons que la condition a) est remplie. On fixe une constante M telle que
sup,,~o |Bx| < M. D’abord on montre que la série

Y Bilak—ai1)
k=0
converge absolument. En effet, comme (ay )0 est strictement décroissante, on a

n n

n n
Y Bilar—ar1)| = Y IBel(ar — ar1) < Y M(ar—arp1) =M Y (ar — ags1) = M(ao — an+1) < Mag.
=0 =0 k=0 =0

n
Donc la suite des sommes partielles Y [By(ar — ax+1)| est majorée, d’out on déduit que la série
k=0

n
Y |Bi(ax — ax+1)| converge. Par conséquence, la série Y. By (ay — ay+1) converge absolument.
> k>0

On pose

n
Sn = Z Clkbk
k=0
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et
n
S = ZBk(ak —Apy1)-
k=0
La transformation d’ Abel donne
S, =S, +Ba,.

On sait que la suite (S/,),,>0 converge. Comme (B,,),>0 est bornée et lim,,_, 1 a, = 0, la suite (B,ay,)n— -+
tend vers 0 quand n — —+eo. On en déduit que la suite (S,),>0 converge, ce qui montre le théoréme dans
le cas a).

b) Supposons que la condition b) est remplie. Comme la suite (ay )= est positive est décroissante, elle
converge vers £ € R. D’autre part, la suite (B,,),>0 est bornée, puisque convergente. Comme ci-dessus
on en déduit que la série

Y Bi(ak — 1)

k=0
n
est absolument convergente, donc convergente. Soit S, = ¥ Bi(ax — ag+1). La transformation d’ Abel
k=0

donne

Sp =S, + Bnay.
On a prouvé que la série (S)),>0 converge. Comme, par hypothese, les suites (B,),>0 et (an)n=0
convergent, on en déduit que la suite (S,),>0 converge également, ce qui montre le théoréme dans le cas

b). O
Exemple 1.7.3. — Soient (a;);>0 une suite décroissante telle que limy_, yoa; = 0 et by = (—1)*. Alors
B, = { 1 s% n est pair,

0 sinon.

Donc (By,)n=0 est bornée, et le théoreme 1.7.2 implique que la série
Y (—Dfax
k>0

converge. Donc on retombe sur le critere de convergence pour les séries alternées démontré dans le
Théoreme 1.3.5.

Exemple 1.7.4. — Soit by, = €K® . Nous supposons que 8 € R\ 27Z. Donc ¢’® # 1. Alors
noo 1— e(n+l)i9
_ ki® _

On remarque que
1 —e® = ¢0/2(e710/2 _ i0/2) — _2;ei®/2in(9 /2)

et
1 _e(n+1)i9 _ e(n+1)i9/2(e—(n+1)i6/2 _ e(n—l—l)i@/l) _ _Zie(n+1)i9/2 sm((n+ 1)9/2)
Donc _
B — 2iel™ V0 25in((n+1)0/2) em-e/zsin((n+ 1)6/2)
" 2ie'®/25in(0/2) B sin(0/2)
et
1By = sin((n+1)6/2) 1
"l sin(6/2) = |sin(6/2)|

On en déduit que la suite (B,),>0 est bornée.
Le théoreme 1.7.2 implique que pour toute suite décroissante (ag)i>o telle que limy_,;ar = 0, la

série
Z 0 q,
k=0
converge. En particulier, pour tout réel o > 0, la série

ki@
Z e

o
k>0

converge.
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Nous donnons maintenant une majoration du reste R,,. Pour tous k,m tels que kK > n+ 1, on pose

k
Bux= ) b

i=n+1
Proposition 1.7.5. — Soient (ar)i>o0 et (b)i>0 deux suites vérifiant 'une des conditions a) et b) du
Théoreme 1.7.2. Soit R, le reste de rang n de la série Y apby. Alors
k=0

|Rn| <Myapyy,

ou
M, 1= sup By
k>n+1
Démonstration. — Pour tout m > n+ 1 on pose
m
Rn,m = Z akbk.
k=n+1

Par la transformation d’Abel, on a

m—1
Rn,m = Z Bn,k (ak - ak+l) +Bn,mam'

k=n+1
Comme a; > a;.1 = 0, on trouve que
m—1 m—1
|Rn,m| < Z ’Bn,k(ak —agy1)|+ ‘Bn,mam‘ = Z |Bn,k|(ak — 1)+ |Bn,m|am <
k=n+1 k=n+1
m—1
< Z My 14 (ak - ak-i—l) +Mya, = Mn+1(an+1 - am) <SMypiap.
k=n+1

En passant a la limite quand m — oo, on en déduit que

|Rn| < Mn+lan+1-






CHAPITRE 2

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

2.1. Suites de fonctions. Convergence uniforme

2.1.1. Convergence simple et convergence uniforme. — Soit X C R une partie de R et soit (f;,)n>0
une suite de fonctions sur X :

fa: X — R, n € N.

Définition. — i) On dit que la suite (f,)n>0 converge simplement sur X si et seulement si pour tout
x € X la limite

lim_f, (x)

n—soo
existe dans R. Dans ce cas, la fonction
f:X—=R,
définie par
f(x)= lim f,(x)

n—r+oo

est appelée limite simple de la suite (f,)n>0. On dit que (f,)n>0 converge vers f et on écrit

= lim
f n—y—+oo fn
ou
—
fo

Les propriétés suivantes découlent directement de la définition et des propriétés analogues des suites
numériques.

1) Si (fu)n>0 et (gn)n>0 : X — R convergent simplement vers f et g respectivement, alors pour
tous A, € Rla suite (A f,, + lLgn)n>0 converge simplement vers A f + i g.

2) Soit Y C R et soit & : ¥ — X une application. Si (f,),>0 converge simplement vers f, alors
(fu o h)n=0 converge simplement vers f o h.

Définition. — On dit qu’une suite de fonctions (f,)n>0 converge uniformement vers une fonction f :
X — R si et seulement si pour tout € > 0 il existe Ng € N tel que pour tout n > Ng

Vx € X, |fn(x) — f(x)] < €. (cu)

Exemple 2.1.2. — On considere la suite f, : [0,1] — R définie par

_Jl—=nx, sixe[0,1/n],
Jalw) = {0, sixe [1/n1].
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e=1/2}- iz

1/n

1
Xn:ﬂ 1

On montre d’abord que cette suite converge vers la fonction

1, six=1,
f(x):{()? six € (0,1].

En effet, on a

0, six=1,
|fu(x) —f(x)] =< 1—nx, sixe (0,1/n],
0, six € [1/n,1].

Soit x € (0, 1]. Alors il existe Ny € N tel que 1 /N, < x, et pour tout n > Ny on a

[fa(x) = f(x)| = 0.

Donc (fn(x))u>0 converge vers f(x) = 0. D’autre part, il est clair que (f,(0)),>0 converge vers f(0).
Donc (f»(x))s>0 converge simplement vers f sur [0, 1].

Maintenant on montre que la convergence n’est pas uniforme. Soit € = 1/2. Pour tout n > 1 on pose
X, = 2—1n Alors

1
o) = f)| = 5 =&

pour tout n > 1. Donc la condition (CU) n’est pas remplie pour € = 1/2.

On peut remarquer que la fonction f n’est pas continue, bien que les fonctions f,, sont continues.

Proposition 2.1.3. — i) Supposons que les suites (f,)n>0 €t (g1)n>0 : X — R convergent uniformément
vers f et g respectivement. Alors pour tous A, € R la suite (Afy + 1Lgn)n>0 converge uniformément
vers Af + Ug.

ii) Si (fu)n>0 converge uniformément vers f(x), alors (| fu|)n>0 converge uniformément vers |f|.

Démonstration. — 1) Soit € > 0. Nous supposons que I’un au moins des nombres A, i € R est non-nul.
Alors |A|+ |u| # 0.
Il existe Ny € N tel que pour tout n > N,

£
VxeX, |fn(x)—f(x)|<m-
De méme, il existe N, € N tel que pour tout n > N,
£

VxeX, gn(x)—gx)| < ———.

0 = 23] < o

On pose N = max{Ny,N,}. Alors pour tout n > Ng

VxeX,  [(Afalx) +ugn(x) — (Af(x) +ug(x)| <IA|- [fulx) = F()] + 1] - [gn(x) —g(x)] <
Ae . lule _ (Al+luDe
AL+ ul A+ A+

Donc (A f,, + Hgn)n>0 converge uniformément vers A f + ug.
ii) Soit € > 0. Alors il existe Ng € N tel que pour tout n > N;

VxeX,  [falx) - )] <e.

Par I’inégalité triangulaire, on a

()] = IF G| < 1fu(x) = F ()]
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Donc pour tout n > Ne
xeX, |lA@[-1fO)] <e
On en déduit que (| f,(x)|)n>0 converge uniformément vers |f]. O

Nous donnons maintenant une version uniforme du critére de Cauchy pour les suites de fonctions.

Définition. — Une suite ( f,,(x))n>0 est dite uniformément de Cauchy si et seulement si pour tout € > 0
il existe Ng € N tel que pour tous m > n 2= Ng

VxeX,  |fulx)—fulx)] <e.

Théoréeme 2.1.4. — (critere de Cauchy uniforme) Une suite de fonctions (f,)n>0 converge uni-
formément si et seulement si elle est uniformément de Cauchy.

Démonstration. — a) Supposons que (|f,(x)|),>0 converge uniformément vers f. Soit € > 0. Alors il
existe Ng € N tel que pour tout n > Ng

E
reX, |l =<3
Donc pour tous m,n > N on a

veeX,  |falx) = fu@)] = [(fa(x) = F(x)) = (fu(x) = £ ()]

<) = FOI+ @) - F0)] < S +5 = .

N

On en déduit que (f,(x)),>0 est uniformément de Cauchy.

b) Supposons que (f,(x))n>0 est uniformément de Cauchy. Alors pour tout x € X, la suite (f,(x))s>0
est une suite de Cauchy. Donc elle converge vers un nombre réel qu’on note f(x). On en déduit que la
suite (f,)n>0 converge simplement vers la fonction f définie par x — f(x). Montrons que la convergence
est uniforme. Soit € > 0. Alors il existe Ng > € N tel que pour tous m > n = Ne »

WEX  ful) = filo)] <3,

En passant a la limite quand m — +oo, on en déduit que

VREX )~ ful0)] =] lim fuld) - L] <3 <e

Donc (f,)n>0 converge vers f uniformément. O

2.1.5. Continuité et limites uniformes. — Comme on 1’a vu dans I’Exemple 2.1.2, la limite d’une
suite de fonctions continues n’est pas forcement continue. Le théoréme suivant montre que la conver-
gence uniforme assure la continuité de la limite.

Théoreme 2.1.6. — Soit (f,)n>0 une suite de fonctions. Supposons qu’elle converge uniformément vers
une fonction f et que toutes les fonctions f, sont continues en un point a € X. Alors f est continue en a.

Démonstration. — Soit € > 0. Comme (f,),>0 converge uniformément vers f, il existe N; € N tel que
pour tout n > Ng
€
EX, ) - < 3,

On fixe n > N;. Comme f, est continue, il existe § > 0 tel que pour tout x € X
=l < 8= 1)~ ful@)] < 5.
Donc pour tout tout x € X tel que |[x —a| < dona
) = F@I = 1)~ Ful0) + (ol) — fol@) + (fula) — (@) <
<If0) = 0+ 1fal) = @)+ fola) = Fla)| < S +5+5 =€

On en déduit que f est continue en a. O

Corollaire 2.1.7. — Soit (f,)n>0 une suite de fonctions continues qui converge uniformément vers f.
Alors f est continue.
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Exemple 2.1.8. — On considére la suite des fonctions f,, : R — R définies par

1
Fu(x) = /x2+ -, n>l.
n

1
lim f,(x) = lim {/x2+- = Vx2=|x].

n—+oo n—r+-o0 n

Alors pour tout x € Ron a

Donc (fn)n>0 converge simplement vers la fonction continue f(x) = |x|. On peut remarquer que la
convergence est uniforme. En effet, on a :

) = £ = [y 24— al| = 24—l =
(\/x2+%—|x]> (\/xz—k%—i-\x\) 1 | 1

1
- < =,
Va2 x| N n(,/x2+ﬁ+\x|) ny/ 1 v

Soit € > 0. Alors tout tout n tel que n > giz ona ﬁ < € et donc

Vx €R, [fa(x) = f(0)] <&

2.2. Dérivation et intégration

Théoreme 2.2.1. — Soit f, : [a,b] — R (n € N) une suite de fonctions définies et continues sur un
segment fermé [a,b|. Supposons que (f,)n>0 converge uniformément vers une fonction f (qui est continue
par le Théoreme 2.1.6). Alors

Jim [ ’ fu()dx = / ' (ngglmmx)) ax= | " fx)d

Démonstration. — Soit € > 0. En remplacant € par ;= dans la définition de la convergence uniforme,
on trouve qu’il existe Ng € N tel que pour tout n > N;
£
vxe[a7b]7 ‘f(x)_fn(x)‘ <

b—a

Donc pour tout n > Ng on a

€

b b
< [ U@ -pldx < [ ar = e,

/abf(x)dx—/abfn(x)dx /ab (f(x) = fu(x))dx

Donc la suite |, ab fn(x)dx converge vers [ : f(x)dx. O

Exemple 2.2.2. — On considere la suite de fonctions continues f, : [0, 1] — R représentées sur le dessin
ci-dessous :

o

1
> 1/n 1

Soit x €]0, 1]. Alors pour tout n tel que x > 1 on a f;,(x) = 0. On en déduit que lim,_, . f,(x) = 0.
D’autre part, lim,_, e f,(0) = 0. Donc la suite (f,),>0 converge simplement vers la fonction f(x) =0
pour tous x € [0, 1]. On voit que

[ =5 xn=1
A n(¥)dx = o xn= .
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Comme fol f(x)dx = 0, on voit que la suite f, f,(x)dx ne converge pas vers fol f(x)dx. Cela s’explique
par le fait que la convergence f, — f n’est pas uniforme. En effet,

|fu(1/2n) — f(1/2n)] = n — oo, quand n — oo,

Cet exemple montre aussi que dans I’énoncé du Théoreme 2.2.1, I’hypothése de convergence uniforme
ne peut pas étre supprimée.

Théoréme 2.2.3. — Soient I un intervalle de R non réduit a un point et f, : I — R (n > 0) une suite de
fonctions dérivables vérifiant les propriétés suivantes :

a) il existe ¢ € I tel que la suite numérique (f,(c))n>0 converge;

b) la suite (f})n=>0 converge uniformément sur tout intervalle fermé et borné [a,b] C I vers une fonction
g.

Alors

i) La suite (f,)n>0 converge uniformément sur tout intervalle fermé et borné a,b] C I vers une fonction
f:I1—R.

ii) La fonction f est dérivable sur I et

f(x)=g(x) = lim f;(x).

n——+oo

Démonstration. — 1) On écrit la suite (f,;),>0 sous la forme

ful) :fn(C)Jr/fo,’,(t)dt, xel.

Soit [a,b] C I un intervalle fermé et borné. Sans perte de généralité on peut supposer que ¢ € [a,b].
On montre que (f,),>0 converge uniformément sur [a,b]. Il suffit de montrer que (f,),>0 est uni-
formément de Cauchy. Soit € > 0. On pose ¢ = lim,_, ;. f,(c). Par le critere de Cauchy pour les suites
(cf. Théoreme 1.2.3), il existe N; € N tel que pour tous m > n > N;

(€)= fule)] < 5.

D’autre part, comme (f;),>0 converge uniformément sur [a,b], il existe N, € N tel que pour tous m >
n=zN,

Vi€ la,b], |fn@)— 1) <

Soit Ne = max{N;,N,}. On en déduit que pour tous m > n > N;

fulo)+ / " ()i — fo(c) — / S fl(ode] =

\uua—ﬂ@»+/1mm—ﬁamh<uu@—ﬁ@wﬂ[1mm—ﬁamh<
/|fm 1)1 < ’ € gx—c| € ¢€b—a)

2 20—a) S2 7 20-a)
Donc la suite (f,),>0 est uniformément de Cauchy sur [ b} On en déduit que sur [a,b] elle converge
uniformément vers une fonction continue f.
ii) On calcule la fonction f(x) en utilisant le Théoréme 2.2.1. On a

(4) Vx€[a,b], | fn(x) — fu(x)| =

=&

n—-+oo n—r+oo n—r—oo

—€+/ < lim fn >dt—€+/
Donc par le théoreme fondamental de 1’analyse

f1(x) = g(x).

Le théoreme est démontré. O

f(x)= lim f,(x)= lim <fn(c)+/cxf’/’([)dt> :ngmmfn c)+ lim / ()
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2.3. Séries de fonctions

Définition. — i) On appelle série de fonctions toute écriture de la forme

ka(x)>

k>0

ol fr : X — R (k > 0) est une suite de fonctions définies sur une partie X de R.
ii) On dit que la série Y. fi(x) converge simplement (respectivement uniformément) sur X si la suite
k=0

des sommes partielles
n
Sn(x): ka(x)v nz=0
k=0

converge simplement (respectivement uniformément) vers une fonction S : X — R. La limite S(x) est
appelée somme de la série et notée

oo
Y filx) = S(x),
k=0

On note R, (x) le reste de rang n :

R = Y fil).

k=n+1

Nous commengons par donner le critere de Cauchy uniforme pour les séries de fonctions.

Définition. — On dit que la série de fonctions Y, fi(x) vérifie le critéere de Cauchy uniforme si et
k=0

seulement si pour tout € > 0 il existe N € N tel que pour tous m > n > Ng

wex, | Y h)l<e. (ccv)
k=n+1

Théoréme 2.3.1. — (critere de Cauchy uniforme pour les séries) Soir Y fi(x) une série de fonctions.
k=0
Elle converge uniformément sur X si et seulement si elle vérifie le critére de Cauchy uniforme.

n
Démonstration. — Soit S, (x) = ¥, fx(x). Alors pour tous m >nona:
k=0

m
Sm(x) = Sp(x) = Z Si(x).
k=n+1
Donc la condition (CCU) est équivalente a 1’hypothése que la suite (S,(x)),>0 est uniformément de
Cauchy. Le théoréeme découle maintenant du critere de Cauchy uniforme pour les suites de fonctions
(Théoreme 2.1.4). ]

Les propriétés suivantes découlent directement des théoremes démontrés dans les sections précédentes.

1. Si la série Y, fi(x) converge uniformément sur X, alors la suite de fonctions (fi)i=0 converge
k=0

uniformément vers O sur X .

Démonstration. — Les suites (S,,(x))n>0 et (Sp—1(x))n>0 converges uniformément vers S(x). Donc
la suite f,,(x) =S, (x) —S,—1(x) converge uniformément vers S(x) — S(x) = 0 (cf. Proposition 2.1.3).
O

2. Supposons que la série Y. fi(x) converge simplement sur X. Pour que Y. fi(x) converge uni-
k=0 k=0

formément sur X, il faut et il suffit que la suite (R,(x))n>0 converge uniformément vers O sur
X.

Démonstration. — Comme Sy(x) = S(x) — R, (x), 1a suite S,(x) converge uniformément vers S(x)
si et seulement si (R, (x)),>0 converge uniformément vers 0. O
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3.8i Y fi(x) et Y gi(x) convergent simplement (respectivement uniformément) sur X, alors
k=0 k=0

Y (fi(x) + gk(x)) converge simplement (respectivement uniformément) sur X. De plus

k=0
Y (filx) +ge(x) = Y filx)+ Y g (x).
k=0 k=0 k=0
Démonstration. — Cela découle de la Proposition 2.1.3. O

4. Si Y fi(x) converge simplement (respectivement uniformément) sur X, alors pour tout A € R la
k=0
série Y. A fx(x) converge simplement (respectivement uniformément) sur X . De plus
k=0

Joo oo
Z?Lfk(x) =2 ka(x)
k=0 k=0

Démonstration. — Cela découle de la Proposition 2.1.3. O

Théoreme 2.3.2. — Supposons que la série Y. fi(x) converge simplement sur X et que chaque f. soit
k=0

o0
continue en un point a € X. Alors la somme S(x) = Y, fi(x) est continue en a. En particulier, si chaque
k=0

fi est continue sur X, alors S(x) est continue sur X.

Démonstration. — Le théoreme découle directement du Théoreme 2.1.6. O
Théoreme 2.3.3. — Supposons que la série 'Y, fi(x) converge uniformément sur un intervalle [a,D] et
k=0

que chaque fy soit continue sur [a,b]. Alors la série numérique

k;) </abfk(x)dx>

b [+
/ (Z Sr (x)> dx.
a k=0

Démonstration. — Le théoréme découle directement du Théoréeme 2.2.1. OJ

converge vers

Théoréme 2.3.4. — Soit I C R un intervalle et soit fi : I — R une suite de fonctions dérivables sur |
vérifiant les conditions suivantes :
a) 1l existe ¢ € I tel que la série numérique Y. fi(c) converge.

=

b) La série 'Y, f;(x) converge uniformément sur tout intervalle fermé et borné [a,b) C I vers une
k>0

fonction g(x) = Eoflé(x)
k=0

Alors
i) La série Y. fi(x) converge uniformément sur tout intervalle fermé et borné [a,b] C I vers une
k=0
fonction

oo
S(x) = ka(x).
k=0

ii) La fonction S(x) est dérivable et S'(x) = g(x). Autrement dit
oo "t /
Y fix) | =Y fil).
k=0 k=0

Démonstration. — Le théoréme découle directement du Théoréme 2.2.3. O
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Exemple 2.3.5. — Considérons la série de fonctions
=
S k+x
sur Iintervalle I =] — 1, +oo[. Par la régle de Leibnitz (Théoréme 1.3.5), la série converge pour tout x € 1
etona:
Rl < <
< ——m< -
" n+1l4+x " n

Donc la suite R,(x) converge uniformément vers O sur /, d’ot on déduit que la série converge uni-
formément sur /. En particulier, elle converge uniformément sur tout intervalle fermé et borné [a,b] C I.
On pose

sw=y &Y el
X) = ) xel.
= ktx
Nous voulons appliquer le Théoreme 2.3.4. Vérifions que la série remplie les conditions requises. On a
, _ (_1)k+1
fk(x) - (k+x)2 .
La regle de Leibnitz montre que la série Y, f/(x) converge simplement sur /. Si I’on note R, (x) le reste
k=1
de rang n de cette série, alors
~ 1 1
R ()] <

S
(n+1+x)? " n?

On en déduit que R, (x) converge uniformément vers 0. Donc la série Y f](x) converge uniformément.
k>1
oo
Par le Théoreme 2.3.2, la fonction Y, % est continue sur /. Par le Théoreme 2.3.4, la fonction S(x)
k=1
est dérivable sur / et
, +oo (_ 1 )k+1
Sx)=) ——.
) k;] (k+x)?
(=1

Pour résumer, on a prouvé que la série ). ¢

converge uniformément vers une fonction continument

dérivable et que

2.4. Convergence normale

Définition. — Soit Y, fi(x) une série de fonctions. On dit que 'Y, fi(x) converge normalement sur X si
k>0 K>0
et seulement si
a) sup,cy | fi(x)| < 40 pour tout k € N;
b) La série numérique

¥ (supls])

k>0 \x€X
converge.

Théoréme 2.4.1. — La convergence normale d’une série de fonctions entraine sa convergence uniforme.
Démonstration. — Supposons que Y. fi(x) converge normalement. Soit € > 0. Par le critére de Cauchy

>

pour les suites numériques, il existe Ng € N tel que pour tous m >n > N;ona:

m
Z sup | fr(x)] < €.
k=n+1x€X
Alors pour tous m > n > Ne on a
m m m
Vx € X, Y i< Y 1)< Y suplfi(x)] <e.

k=n+1 k=n+1 k=n+1x€X
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Donc la série converge normalement. O

Exemple 2.4.2. — On reprend la série de fonctions

(=D*
k+x

k>1

de ’Exemple 2.3.5. On étudie d’abord la convergence normale de cette série sur un intervalle [a,b] C
|=1,4c[.Ona

—1) 1
sup = .
x€la,b] k +x k +a
Or la série .
k;l k+a

diverge quel que soit a. Donc la série ne converge normalement sur aucun [a, b]. Cependant elle converge
uniformément.

Exemple 2.4.3. — La série

Z 1
Sol+x"
converge normalement sur tout intervalle I de la forme I = [a, +e<[, ol a > 1. En effet,
S <s ! !
u <sup|— | = —.
vt | 1| S5 ||

1

Comme la série géométrique kZ v

Z

converge si a > 1, la série

1
1+x"

2 sup
k>0 x€l

converge également.

2.5. Interversion somme-limite

Soit (F,)n>0 une suite de fonctions F, : [a,b[— R définies sur le méme intervalle [a, b].

Théoréme 2.5.1. — Supposons que la suite (F;,),>o vérifie les conditions suivantes :
a) (Fy)n>0 converge uniformément vers une fonction F : [a,b[— R;
b) Chaque fonction F, admet une limite L, en b.
Alors la suite (Ly),>0 converge vers une limite L € R, la fonction F (x) admet une limite en b et

limF(x) = lim L,.

x—b n—y+-oo0

Autrement dit,
lim ( lim F, (x)> = lim <lim F, (x)> :
X—b \n—r+o° n—-+o \ x—b
Démonstration. — 1) On montre que la suite (Ly);>o converge. Soit € > 0. Comme (Fj)x>o converge
uniformément, il est uniformément de Cauchy. Donc il existe N € N tel que pour tous m,n > N; et tout
x € [a,b]
|Fin(x) — Fu(x)| < /2.
En passant a la limite quand x — b on obtient
|Ly — L,| = | lim F,,(x) — lim F,(x)| < €/2 < €.
x—b x—b
Donc (Ly)x=0 est une suite de Cauchy. Par conséquence, elle converge vers un nombre réel L.
2) On montre que lim,_,, F(x) = L. On a
|[F(x) = L| = |F (x) = Fa(x) + Fa(x) = L + Ln = L| < [F (x) = Fo ()| + | Fa (%) — L | + Lo — L],
Soit € > 0. Alors
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a) Comme lim,,_, . L, = L, il existe N; tel que pour tout n > N,
|L,—L|<¢/3

b) Comme (F,),>o converge uniformément vers F, il existe N, tel que pour tout n > N, et pour tout

x € [a,b]
|F(x) — F,(x)| < €/3.

¢) On fixe n > {N;,N,}. Comme lim,_,, F,,(x) = L,, il existe § > 0 tel que pour tout x € [a, b] tel que

0<b—x<dona
|F,(x) — Ly| < €/3.

On en déduit que pour tout x € [a,b[tel que 0 <b—x <

|F(x)—L|=|F(x) = F,(x)+ Fy(x)—L,+L,—L| <

<|F(x) = Fy(x)|+ |Fu(x) = Lp| + |Ln —L| < €/3+€/3+€/3 =¢.

Donc lim,_,;, F(x) = L et le théoréme est démontré. d

On déduit du Théoreme 2.5.1 le corollaire suivant.

Théoreme 2.5.2. — Soit (fi)i=0 une suite de fonctions o les fonctions fi : [a,b[— R sont définies sur
le méme intervalle |a,b[. Supposons qu’elle vérifie les conditions suivantes :

a) La série 'Y, fi converge uniformément sur [a,b| vers une fonction F(x).
k=0
b) Chaque fonction fi admet une limite 0}, en b.

Alors

i) La série numérique Y £ converge.
k=0
ii) La fonction F(x) admet une limite en b.

lll) limx_>bF(x) = Z Ek.
n=0
Autrement dit

lim (g)fk(m) -y ()lcig;fk(x)) -

k=0
n
Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le Théoreme 5.1 a la suite F,,(x) = Y fi(x). O
k=0

Exemple 2.5.3. — On reprend la série de ’Exemple 2.3.5 :
i (—DF
= xt+k
On a prouvé que cette série converge normalement sur [0, +eo[. De plus, pour tout k > 1 on a
(= _

x—too x+k

Par le Théoreme 2.5.2 on trouve que

lim i(_l)k :i lim <_1)k:i0:0
X—>o0 x+k x—too X4k '

k=0 k=0




CHAPITRE 3

SERIES ENTIERES

3.1. Généralités

Définition. — Une série entiere est une série de fonctions Y, fi dont le terme général est de la forme
k=0

fi = arx*, oit ay sont des nombres réels ou complexes et la variable x est, suivant les cas, réelle ou
complexe.

Une série entiere s’écrit :

Zakxk.

k=0
Dans un premier temps, on s’intéresse au domaine de convergence d’une série entiere. Etudions
d’abord quelques exemples.

Exemple 3.1.1. — La série géométrique :

Zxk, xeC.
k=0

Pour chaque x, c’est la suite géométrique de raison x. Donc elle converge si |x| < 1 et diverge si |x| > 1.
Sur le plan complexe, le domaine de convergence est représenté par le disque ouvert de rayon 1 :

A Tlintérieur du disque, la série | \
converge absolument | o |

Exemple 3.1.2. — La série

X
(5) Y o *e C.
k=0
On applique le critere de d’ Alembert a la série
xf
© Lo
k>0

Pourtoutx€ Cona:

k+1 1)
fim MO /EEDY e W
k—teo  |x|*/k! ko0 k41
Donc la série (6) converge pour tout x et la série (5) converge absolument pour tout x € C.

Exemple 3.1.3. — La série

(3) Ykt xec
k=0
On a k+1
(k+1)!-x

On en déduit que, pour un x fixé, k! - |x|[¥ — 4o quand k — oo. Donc la série (3) diverge pour tout

x € C\ {0}.
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Nous démontrons maintenant un résultat général.

Lemme 3.1.4 (lemme d’Abel). — Soit )} ax* une série entiére. Soit xy € C un nombre complexe tel
k=0

que la suite (apx§)i=N soit bornée. Alors
i) pour tout x, € C tel que |x,| < |xo|, la série numérique ¥, ajxX converge absolument.

k=0
ii) pour tout nombre réel r tel que 0 < r < |xo|, la série de fonctions ¥, arx* converge normalement
k=0
sur le disque fermé
D(0,r)={xeC| x| <r}
de rayon r centré en 0.
g
\\
\
Sur le disque, la série converge \
normalement. X
/l
/
Démonstration. — 1) Sixg =0, il n’y a pas de x € C tel que |x| < |xo| donc I’assertion est triviale. Soit

xo # 0. Si la suite (a,,x'(‘)) k>N est bornée, il existe M > 0 tel que pour tout k € N
|axk] < M.

Si |x1| < |xo], alors

k k
x x x x
|k | = |l all = |axxb|- A <m|2 A<l
X0 X0 X0 X0
Donc la série Y |axX| est majorée par la série
k=0
X1 k X1
YM|=| =MY 4, g=|=|<L
k>0 |1X0 k>0 X0

Comme la série géométrique Y. ¢* converge, la série ¥, akxll‘ converge absolument.
k=0 k>0
i) Soit 0 < r < |xg|. Alors

k
k k k| T r
sup [au| = sup (Jal- i) =l = sl - | < | 2
x€D(0,r) |x|<r X0 X0
k
r - r L .o
Comme ‘ < 1, la série ZM — | converge. Donc la série ). supjy<, |axx*| converge, ce qui signifie
X0 k>0 k=0
que la série ¥ a;x* converge normalement sur le disque D(0, r). 0
k=0
Définition. — Soit Y. aix* une série entiére. On pose

k>0
R = sup{r >0 | la suite (|az|r*)i=0 est bornée}

et on appelle R le rayon de convergence de la série.
Le disque ouvert

D(0,R) ={xe C| |x| <R}

est appelé disque de convergence de la série.
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Théoréme 3.1.5. — Soit R le rayon de convergence d’une série entiére Y, apx*.
k=0

i) Si R =0, la série ne converge que pour x = 0.

ii) Si R = +oo, la série converge absolument pour tout x € C. Elle converge normalement sur tout
disque fermé D(0,r), r > 0.

iii) Si R est un nombre réel positif,

a) la série converge absolument pour tout x € D(0,R) et normalement sur tout disque fermé D(0,r),
on0<r<R.

b) la série diverge pour tout x € C tel que |x| > R.

Sur le cercle de rayon R, il Sur le disque ouvert de rayon
peut se passer n’importe quoi. R, la série converge.

Sur le disque fermé, la série
converge normalement.

Démonstration. — i) Supposons que R = 0. Alors pour tout 7 > 0 la suite (a;*)ren n’est pas bornée.
Soit x # 0. En posant = |x| on trouve que la suite (Ja;x*|)ren n’est pas bornée. En particulier, a;x* ne

tend pas vers 0 quand k — +o0. On en déduit que la série ¥ aix* diverge.
k=0

ii) Supposons que R = +eo. Soit x € C. On fixe xp € C tel que |xo| > |x|. Comme R = +oo, la suite
(Jaxx|)ken est bornée. En appliquant le lemme d’ Abel on trouve que kgoakxk converge.

Soit 7 > 0. On fixe xo € C tel que |xo| > . Comme R = +oo, la suite (|axxl|)ren est bornée. Par le
point ii) du lemme d’Abel, la série ¥ a x* converge normalement sur D(0, 7).

k=0
O

Nous démontrons maintenant une version du critere de d’ Alembert qui nous permettra, dans certains
cas, de déterminer le rayon de convergence.

Proposition 3.1.6. — Soit ¥ a;x* une série entiére. Supposons que la suite |ay 1 |/|ax| admet une limite
k>0
(finie ou infinie) et posons

I = tim 9]
k—>o0 \ak\
Alors
i)R=0sil]=Hoo.
ii) R=+oosil=0.
) R=1/1si0 <1< +oo.
Démonstration. — 1) Supposons que [ = +oo. Alors pour tout x = 0
1i ]ak+1x"“| _ . axg] _
———— =1 = +oo.
koo |agx| k—oo |a]

Par la régle de d’ Alembert pour les séries numériques, la série ¥ a;x* diverge. Donc R < |x|. Comme x
k=0
est un nombre complexe non-nul quelconque, on en déduit que R = 0.
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ii) Supposons que / = 0. Alors le méme calcul montre que pour tout x € C

fim [

= |x| - lim il
k—seo  |agxK|

k—ro0 ]ak\

Par la régle de d’ Alembert pour les séries numériques, la série Y. axx* converge. Donc R >

k=0
x est un nombre complexe quelconque, on en déduit que R = +-oo.
iii) Supposons que 0 < [ < +-oo. Alors le méme calcul montre que pour tout x € C

k+1
fim 19415 |

koo |agxk|

= |- lim ||a||_| <1

si |x| < 1/1. Donc la série ¥, a;x* converge absolument si |x| < 1/I, ce qui montre que R >

k=0

|x|. Comme

11,

Si |x| > 1/1, 1a série ¥ a;x* ne converge pas absolument. En comparant avec le Théoréme 1.2 iiia),

k=0
on trouve que R < 1/1. Donc R =1/1.

Exemple 3.1.7. — On considere la série :

Onaa; = (—1)1/k, d’ ot
I = lim k1| k
k—so0 ]ak\ k+1

O

Donc R = 1/1 = 1. et la série converge absolument a I’intérieur du circle de rayon 1 et diverge a

I’extérieur. On voit aussi que si |x| = 1, les deux cas sont possibles. Pour x = 1, la série

k k+1
Z(_l)k+1£: Z(il)
k>1 k& k
est une série alternée qui converge puisque 1/k — 0 quand k — oo. Pour x = —1, la série
Z (—1 k+1 x* Z 1
k=1 =1k
diverge. )
// \\
. ! \ 7z .
En x = —1 la série ] R=1 En x =1 la série
diverge. \ 10) , converge.

Le théoreme suivant donne le rayon de convergence d’une série entiere quelconque.

Théoréme 3.1.8 (Théoreme d’Hadamard). — Soit ¥ aix* une série entiére et soit R son rayon de

k=0

1
— = lim sup /| a|.
R k—e

convergence. Alors

Démonstration. — On applique la régle de Cauchy. Soit / = limy_,. sup +/|ax|. Alors pour tout x € C

tel que x| < 1/l/,ona
lim sup {/ |axxk| = |x| lim sup /|ax| = |x|I < 1.
k—o0 k—so0

et par la régle de Cauchy, la série converge absolument. Donc R > 1/1.
Pour tout x € C tel que |x| > 1/, on a

lim sup {/ |axxk| = |x| lim sup </|ax| = |x|I > 1,
k—e0 k—reo
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ce qui montre que la suite |a x*| n’est pas bornée. En particulier, ¢;x* ne tend pas vers 0 quand k;0 +;nfty
ce qui montre que la série diverge. On en déduit que R < 1/1.

Donc R = 1/, et le théoréme est démontré. U
Définition. — Soient Y. arx* et Y. bpx* deux séries entiéres.
k=0 k=0
i) On appelle somme de ces deux séries la série entiere
Y (ax+be)x".
k=0

ii) On appelle produit de ces deux séries la série entiere

Z ckxk,

k>0

out les coefficients cy, sont donnés par la formule suivante :
k
k=Y ambi—m, k>0.
m=0

Nous admettons le théoréme suivant.

Théoreme 3.1.9. — Soient Y. aix* et Y. bpx* deux séries entieres de rayons de convergence respectifs
Ry et R;. Alors 0 .
i) La série entiere somme
Z (ak + bk)xk
k=0
converge sur le disque ouvert de rayon R = min{R;, R, }. Autrement dit, le rayon de convergence de cette
série est > R. Pour tout x; € D(0,R), on a

oo

Z (ar+ bk)x’f = Zakx]f + Zbkx]f.
k=0 k=0

k=0

ii) La série entiere produit

Z et

k=0
converge sur le disque ouvert de rayon R = min{R;, R, }. Autrement dit, le rayon de convergence de cette
série est > R. Pour tout x| € D(0,R), on a

3.2. Propriété de la somme d’une série entiere

Soit ¥ a;x* une série entiére de rayon de convergence R > 0. On note f(x) = ¥ aix* la somme de
k=0 =

cette série qui est une fonction complexe bien définie sur D(0,R) = {x € C | |x| < R}. Nous supposons
maintenant que a; € R pour tout k € N et considérons f(x) comme une fonction de variable réelle x, qui
est bien définie sur I'intervalle ouvert | — R, R|.

Théoréme 3.2.1. — La fonction f(x) est continue sur | — R, R|[. Elle est uniformément continue sur tout
segment fermé [r,r], on 0 < r <R.

Démonstration. — Soit r un nombre réel tel que 0 < r < R. Par le Theoréme 1.2, la série ¥ a;x*
k=0

converge normalement donc uniformément sur [—r,r]. On sait que la somme d’une série qui converge
uniformément est continue. Donc f(x) est continue sur [—r,r]. Comme tout x €] — R, R[ est contenu dans
le segment [r, 7] pour un r suffisamment grand (on prend |x| < r < R), on en déduit que f(x) est continue
sur | —R,R|.

O
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Théoreme 3.2.2. — i) Pour tous a,b € R tels que [a,b] C] —R,R[, on a

oo x=b
Ak Wkt
/f Ndt =), g

k=0 x=a

b [ o0 b
/ (Zak1k+l> dt = Z </ aktkdt> .
a k=0 k=0 a

o dk
Ndr =Y ——x<1,
/ 1) k+1

Autrement dit,
ii) En particulier

Démonstration. — 1) On sait que si une série de fonctions Y fi(x) converge uniformément sur [a,b],
k=0
alors

™ [ @f@) -y ([ rwar)

(cf. Théoréme 2.2.1). En appliquant cette propriété 2 la série entiere Y. axx* avec fi(x) = arx*, on obtient
k=0
le théoréme.

ii) En posant @ = 0 et b = x dans la formule (7), on obtient la formule voulue. O]

Exemple 3.2.3. — On a

:Zxk, x| < 1.

En remplagant x par —x, on obtient :

1 [ee]
=Y (—1)kk 1.
EeRd MCUESNEE
Comme g
t
— =In(1
| 15 =ma+y
et
i( )k Tk i( )kxk_H i( )k+1xk
—1 /tdt: —1)f— = -1 —,
k=0 0 k=0 k+1 = k
le théoreme précédent donne la formule :
oo K
In(l+x)=Y (-D=- ¥ <1
k=1 k

Théoréeme 3.2.4. — i) La fonction f(x) = Y., aix* est indéfiniment dérivable sur] — R, R].
k=0

ii) Les séries Y. ax* et Y. kagx*=' ont la méme rayon de convergence et

k=0 k=1
= Zkakxk -1
k=1
Autrement dit,
/
Zakxk = Zkakxkfl.
k=0 k=1
Démonstration. — 1) On montre que les séries ¥, axx¥ et ¥ ka;x*~! ont la méme rayon de convergence.
k=0 k=1
Soient R et R’ les rayons de convergence des séries ¥ a;x* et ¥ kapx*~! respectivement.
k=0 k=1

la) On montre que R’ < R. Supposons que r < R'. Alors la suite (kay*~!)ien est bornée (et méme
tend vers 0). On a

arr* = (ka1 - %
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Comme r/k — 0 quand k — oo, on en déduit que la suite (a;r*)ien est également bornée. Donc r < R.
On a montré que si r < R', alors r < R, ce qui implique que R’ < R.

1b) On montre que R < R'. Supposons que r < R et choisissons un nombre réel s tel que r < s < R.
Alors la suite (as*)ren est bornée. On a

k=1
ka* ! = (ars®) - <ksk > .

Comme r/s < 1, par le théoréme des croissances comparées on a

krk=1 1 k—1
s S s

quand k — co. Donc la suite (kayr*~!)zen est bornée, d’oli r < R'.

On a montré que si r < R, alors r < R’, ce qui implique que R < R'.
Donc R=R'.
2) Soit ¥ fi(x) une série de fonctions qui converge sur un intervalle /. Supposons que fi(x) sont
k=0
dérivables sur / pour tout k € N. On sait que si la série Y f/(x) converge uniformément sur /, alors

2

<iﬂ®>=iﬂ@
k=0 k=1

(cf. Théoreme 2.3.4). Soient f;(x) = a;x*. Alors filx) = a;x*~! (k > 1). Fixons un nombre réel r tel que

0 < r < Retposons I =] —r,r[. Par la premiére partie de la preuve, le rayon de convergence de la série
k—1
Z filx) = Zkakx
k>1 k=1

est R. Par le Théoreme 1.2, cette série converge normalement, donc uniformément, sur [—r,r]. On en
déduit que

!/
) <Zakxk> = Zkakxk_], Vx €] —rr|.
k=0 k=1

Comme tout x €] — R, R[ est contenu dans un intervalle de la forme | — r, 7| avec r < R, la formule (8) est

vraie pour tout x €] — R, R[. Le théoréme est démontré. O
Exemple 3.2.5. — On sait que
= 1
Y = , x€]—-11]
= 1—x

Ona:

(11x>/:<1ij'

En appliquant le théoreme précédent, on trouve que

= 1
k—1
kilkx = 0= xe|l—1,1].

3.3. Développement en série entiere
Soit / C R un intervalle contenant O et soit f : / — R une fonction indéfiniment dérivable sur /.

Définition. — On dit que f admet un développement en série entiére si et seulement si il existe une suite
de coefficients (ay)en telle que

flx)= iakxk, Vx el
k=0

1
Exemple 3.3.1. — La fonction 1 est développable en série entiere sur | — 1, 1] :

—X
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D’abord, nous allons montré que si f admet un développement en série entiere, alors il est unique.

Proposition 3.3.2. — Supposons que f admet un développement en série entiere

flx)= iakxk .
k=0

Alors
®) (0
aj = f ( ) 5 Vk = 0.
k!
Démonstration. — Soit R le rayon de convergence de la série ¥ a;x*. Comme la série converge sur I,
k=0

onal C]—R,R[. En itérant la formule du Théoréme 3.2.4, on obtient :
f(x) = Zakxk N
k=0

fl(x) = ikakxk_l,
k=1

f(0) = ao,
f/(O) =day,
£7(0) = 2ay,

Donc
(m) (0
L) RV
m!
O
Théoréme 3.3.3. — Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle ouvert I contenant Q.

Supposons qu’il existe une constante M telle que pour tout k € N et tout x € I,
APl < M.
Alors f admet un développement en série entiere sur I. Plus précisément,

(k)
f(X)ZZf (O)xk_

= k!
Démonstration. — On applique la formule de Taylor-Lagrange a f a ’ordre n :
n (k) (n+1)
SN0 g, S
f(x)_k;o o T C

ou &,41 € 1. Soit
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Alors
fn—H (§n+l) . ‘x‘"“
-5 = |2l <y .
£() = Sul)] CESV (n+1)!
Comme \x\”“

lim =

n—o (n+1)!
(cf. Exemple 3.1.2), on en déduit que la suite des sommes partielles S,(x) converge vers f(x). Le
théoréme est démontré. Ul

On peut généraliser ce théoréeme en considérant une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle
ouvert quelconque /. Soit @ € I. En posant le changement de variables x — x — a, on déduit du théoréme
précédent le résultat suivant.

Théoreme 3.3.4. — Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle ouvert I contenant a.
Supposons qu’il existe une constante M telle que pour tout k € N et tout x € I,

O <M.

Alors ®
:Zf (a)(x—a)k, Vx el
i—o K
Définition. — Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle I contenant a. On appelle
f®(a) k
(x—a)
=0 k!

la série de Taylor de f en a.

Le Théoréeme 3.3.4 donne une condition suffisante pour que la série de Taylor en a converge vers la
fonction f sur /.

Exemple 3.3.5. — La fonction exponentielle. Soit f(x) = ¢*. On a f*)(x) = ¢* pour tout k > 0, d’ou
f%(0) = 1. La série de Taylor de ¢* en 0 s”écrit

©) Z’ik:1+x+x—+--..

On va montrer que cette série converge vers f sur R. Soit x; € R. Alors il existe » > 0 tel que x; €] —r, r][.
Pour tout x €] —r,r[ on a

&
On peut donc appliquer le Théoréme 3.3 en posant [ =] —r,r[ et M = ¢". On en déduit que la série Z ail
>0k
converge vers f(x;). Comme x; est un nombre réel quelconque, la série (9) converge vers f(x) sur R.
Autrement dit,

=k
% —
e = Z E, Vx € R.
k=0
Par le Théoréme 3.1.5, la convergence est normale sur tout segment borné [—r, r].

Exemple 3.3.6. — Soit f(x) =In(x+ 1). Le développement de cette fonction en 0 a été trouvé dans
I’Exemple 3.2.3 :

o N
1+x) :Z k“ —, x| < 1.

Exemple 3.3.7. — Soit f(x) =cos(x). Ona

cos(x), si k est de la forme k = 4m, m € N,

—sin(x), sikestdelaformek=4m+1,méeN,
—cos(x), sikestdelaformek=4m+2, meN,
sin(x), si k est de la forme k =4m+3, m € N.

A=
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En posant x = 0, on trouve que fX)(0) = 1si k= 4m, fX(0) = —1sik=4m+2, et fK(0) =0sikest
impair. La série de Taylor en O s’écrit
2m 2% 2

o Z(—l)m(;m)! :Z(_l)k(;k)! =g+

m=0 k=0

On montre que cette série converge vers cos(x) sur R. Soitx; € R. Alors il existe r > O tel que x; €] —r, r[.
Pour toutx € Ron a

)<t

o Lk
On peut donc appliquer le Théoréme 3.3.4 en posant I =] —r,r[ et M = 1. On en déduit que la série Z k—l
converge vers f(x;). Comme x; est un nombre réel quelconque, la série (10) converge vers f(x) su R

Autrement dit,
- L xk
cos(x) =Y (—1) 20r Vx e R.

Par le Théoreme 3.1.5, la convergence est normale sur tout segment borné [—r, r].

Exemple 3.3.8. — Les mémes arguments montrent que
o L ak 3
i = 1) =x—= Vx e R.
sin(x) kgb( ) e 3'4— x €

3.4. Application aux équations différentielles
Soit @ € R un nombre réel fixé. On considere 1’équation différentielle d’ordre 1 :
(1n (1+x)f'(x) = af (x).

On voit directement que la fonction f(x) = (1 +x)% est une solution de cette équation et vérifie la
condition initiale :

(12) F(0)=1.

Supposons maintenant que
xX) = Zakxk
k=0

est une série entiere vérifiant la méme équation différentielle. Alors par le Théoreme 3.2.4, on a :

= Zkakxk_l,
k=1
et
(1+x)g'(x) = g'(x) +xg'(x Zkakxk L+ Zkakx =a;+ Z (k+ Dag 12 + Zkakx
=a;+ Z ((k+ )agy 1 +kag)x*
k=1
(dans ce calcul, on utilise la formule Ekakxkfl =a;+ E kapx*—! = a; E (k+1 )ak+1xk). Alors
k=1 k=1 k=1

I’équation différentielle (11) s’écrit :

ar+ Z((k+ Dags + kag)x* = Zaakxk.

En identifiant les termes de méme degré, on obtient :
(k-‘r 1>ak+1 —i—kak = 0ag

ou encore

o—k
13 = — k> 1.
(13) rr 1 k+1ak,
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Supposons que la fonction g(x) vérifie la méme condition initiale (12) que la fonction f. Alors ayp =
2(0) = 1. On a un systeme de relations :

ap=1,

o—k

k1’

Par récurrence, il est facile de vérifier que 1’'unique solution de ce systeme est :
o(c—1)---(x—k+1)

Qg1 = ks k>1.

ag = k! ) k> 07
et on trouve que
o (=) (a—k+1) , o(oe—1) ,
g(x)—];) 0 X —1+ch+Tx +eee
On détermine maintenant le rayon de convergence de g(x). En utilisant la relation (13), on trouve que
lim |ak+]| 1 o—k _
k—oo  |a] k—oo | k41

Par la régle de d’ Alembert, g(x) converge sur I’intervalle | — 1,1].

Donc les fonctions f(x) = (14x)* et g(x) sont deux solutions de 1’équation différentielle (11) avec la
méme condition initiale (12). Par "unicité de la solution du probleme de Cauchy, on trouve que f(x) =
g(x), d’ou la formule :
So(a—1)---(e—k+1
(1 + x)oc — Z ( ) ( )

k=0

—1
xk:l—i—otx—l—a(a )x2—|—---, x€]—1,1].

k! 2!
Donc on a trouvé le développement de la fonction (1 + x)* en série de Taylor en 0. Si @ = n est un
nombre naturel, il coincide avec la formule du binéme :

(14" = z”:n(n— 1)'-/‘{!(n—k+ l)xk.

k=0

Remarque 3.4.1. — On peut utiliser les méthodes esquissées dans cette section pour chercher les solu-
tions des équations différentielles sous forme de série entiere. Voir la feuille TD no. 4.

Pour résumer, dans ce cours on a établit les développements suivants :

1 oo
1) — Y W<,

1—x =0
1

R Sy
(l—x)z_,;lkx . <1,

Saa—1)---(a—k+1)

X+~ xe]l-1,1]

= k!
=) xk
4) =) —, Vx € R,
k!
k=0
5) (4= Y (-1 xe)- L],
k=1
o 12k
6) cos(x) =) (—1) , Vx €R,
];) (2k)!



