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Feuille 2. Eléments entiers. Anneaux des entiers

Exercice 1. Le but de cet exercice est de déterminer 'anneau des entiers d’un corps
quadratique. Soit K = Q[v/d], ott d € Z est sans facteur carré (d n’est divisible par le
carré d’aucun nombre premier).

1) Montrer que [Q[v/d] : Q] = 2 et donner une base simple de Q[vV/d] sur Q.

On note N = Ng/q et Tr = Trg/q les applications norme et trace respectivement. Soit

a=a+bv/de Q[Vd).

2) Expliciter N(a) et Tr(a). Donner le polynéme minimal de « sur Q.

3) Montrer que « est un élément entier sur Z si et seulement si 2a € Z et a®> — db* € Z.

4) Supposons que d = 2,3 (mod 4). Montrer que « est un élément entier sur Z si et
seulement si a, b € Z. Indication: montrer que 2a, 20 € Z puis étudier 4a” et 4b*> (mod 4).

5) Supposons que = 1 (mod 4). Montrer que « est un élément entier sur Z si et
seulement si 2a,20 € Z et a — b € Z.

6) Montrer que 'anneau des entiers O de K est un groupe abélien libre de rang 2 qui
est engendré par

-letdsid=2,3 (mod 4);

- 1et YeH i d =1 (mod 4),

Exercice 2. Soient @ € C un entier algébrique et P(X) son polynoéme minimal sur
Q. Montrer que o 'est un entier algébrique si et seulement si P(0) = +1 si et seulement
sia! € Z[al].

Exercice 3. Soit a un entier algébrique.
1) Montrer que si tous les conjugués de « sont de module strictement inférieur a 1,
alors a = 0.

Supposons que tous les conjugués de a sont de module inférieur ou égale a 1. On note
d le degré du polynome minimal de « sur Z.

2) Montrer qu’il existe une constante C'(d) > 0 qui ne dépend que de d telle que pour
tout m > 1 lentier algébrique a™ est une racine d’un polynéme P(X) = X94a4 1 X1+
o+ a1 X 4+ ag € Z[X] avec |a;| < C(d), 0 < i < d— 1. Indication: utiliser les polynomes
symétriques.

3) Montrer que « est une racine de I'unité. Indication: soit X = {a™ | m > 1}. Montrer
d’abord que « est une racine de I'unité si et seulement si X est un ensemble fini.

Exercice 4. 1) Soit A un anneaux integre fini. Montrer que A est un corps.
2) Soit k un corps et soit A un anneau integre tel que & C A. Montrer que la cloture
intégrale de k dans A est un corps.

Exercice 5. Soit A un anneau factoriel dans lequel 2 est inversible et soit a € A un
élément divisible par le carré d’aucun élément irréductible de A. Montrer que Aly/a] =
A[X]/(X? — a) est intégralement clos. Indication: soit K le corps des fractions de A.
Montrer que A[y/a] est la cloture intégrale de A dans K[\/al.
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Exercice 6. Soient m et n deux entiers sans facteurs carrés, premiers entre eux et
différent de 0 et de 1. Soient K = Q[v/m, /n] et O son anneau des entiers. Supposons
que m =2 (mod 4) et n =3 (mod 4).

1) Montrer que {1,v/n,y/m,/mn} est une base de K/Q. Indication: montrer que
vm ¢ Q[/n].

2) Soit a € K. Montrer que o € Ok si et seulement si Trg/q[m (@) et N, qpm(a) sont
dans OQ[\/ﬁ]

3) Montrer que tout a € O s’écrit :

cy/m 4 dy/mn_

a=a+byn+ 5

ou a,b,c,d € Z et c=d (mod 2).



