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Feuille 4. Anneaux commutatifs

Exercice 1. Soit A un anneau noethérien integre. Montrer que tout élément
z ¢ {0} UU(A) de A s’écrit comme produit d’irréductibles.

Exercice 2. Soit A un anneau integre et noethérien vérifant tout idéal maximal est
principal.

1) Montrer que tout idéal maximal de A est engendré par un élément irréductible.

2) Montrer que réciproquement, si # € A est un élément irréductible, alors 1'idéal
principal (7) est maximal.

3) Montrer que A est factoriel. Indication: soit @ = my -7, et a = @} -+ 7, deux
factorisations de a ¢ U(A) U {0} en produit d'irréductibles. En utilisant la question 1),
montrer qu’il existe 7, tel que 7 et 7, sont associés.

Soit I un idéal de A. Supposons que I # {0}, A.

4) Montrer qu’il existe un élément irréductible 7 tel que I C (7). Indication: I est
contenu dans un idéal maximal.

5) Soit J = {x € A | mx € I}. Montrer que J est un idéal de A et que I C J.

6) Montrer que [ # J.

7) Montrer que I est principal. Indication: utiliser la question 3) et la noethérianité de

A.

Exercice 3. Soit
A={f(X) e Q[X]]| f(0) € Z}.

1) Montrer que A est un sous-anneau de Q[X].

2) Déterminer le groupe des éléments inversibles de A.

Dans les questions 3-6) on décrit les éléments irréductibles de A.

3) Montrer que a € Z est irréductible dans A si et seulement si a = +p, ou p est un
nombre premier.

4) Soit f(X) = ap, X" +---+a1 X +ap € A un polynome de degré n > 1. Supposons que
ag # 0. Montrer que f(X) est irréductible dans A si et seulement si f(X) est irréductible
dans Q[X] et ag = £1.

5) Soit f(X) = a, X" 4+ -+ 4+ a1 X + ap € A un polynéme de degré n > 1. Supposons
que ag = 0. Montrer que f(X) est réductible.

6) Donner la liste d’éléments irréductibles de A.

7) Montrer que 'anneau A n’est pas factoriel.
8) Montrer que I'anneau A n’est pas noethérien.

Exercice 4. Soit p C Q[X, Y] I'idéal principal engendré par X? — Y.

1) Montrer que X? — Y3 est irréductible dans Q[X,Y].

2) Montrer que p est un idéal premier. En déduire que 'anneau A = Q[X,Y]/p est
integre.
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3) Montrer que A n’est pas intégralement clos dans son corps des fractions. Indication:
soient x et y les classes des polynomes X et Y dans A. Poser a = z/y et montrer que
a ¢ A

Exercice 5. Soit A un anneau et soit F/(X) = agX%+aq 1 X+ -+a; X +ag € A[X]
un polynéme. Supposons que B = A[X]/(F (X)) soit fini sur A. Notons z la classe de X
dans 'anneau quotient B.

1) Montrer qu’il existe n > 0 tel que {1,z,..., 2" '} soit une famille génératrice de B
comme A-module. En déduire qu’il existe un polynome unitaire P(X) € A[X] de degré
n tel que P(z) = 0.

2) Supposons de plus que A est integre. Montrer que F'(X) est unitaire.

Exercice 6. Soit A un anneau noethérien integre et soit M in idéal fractionnaire de
A. Montrer qu’il existe un isomorphisme naturel

Homy (M, A) ~ M.
Indication. Soit f € Homy (M, A). Soit m € M un élément non nul. Montrer que tout

x € M s’écrit sous la forme z = 7 @ be Aetque f(x) =xc avec c = f(m)/m.



