
THEORIE DES NOMBRES

Denis Benois

Chapitre 0. Préliminaires
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CHAPITRE 0. PRELIMINAIRES

§1. Anneaux et modules

1.1. Anneaux.

Définition. Soit A un anneau. On dit que A est
• commutatif, si pour tout a, b ∈ A on a

ab = ba;

• unitaire, s’il existe un élément 1 ∈ A tel que a · 1 = 1 · a = a pour tout a ∈ A;
• intègre, si le produit de deux éléments non nuls quelconques de A est non nul,

i.e. si

ab = 0 ⇒ a = 0 ou b = 0 .

Dans ce cours ”anneau” veut dire anneau commutatif unitaire.
On dit qu’un élément u ∈ A est une unité s’il est inversible i.e. s’il existe u−1 ∈ A

tel que uu−1 = 1. Les unités de A forment un groupe pour la multiplication qu’on
note U(A) ou A∗.

Exemples. 1) Soit K un corps. Alors, tout élément non-nul a ∈ K est inversible
et on a K∗ = K − {0}. Le groupe K∗ est appelé le groupe multiplicatif de K.

2) Soit Z l’anneau des entiers. Alors U(Z) = {1,−1}.
3) Soient K un corps et K[X] l’anneau des polynômes à coéfficients dans K. Il

est facile de voir que U(K[X]) = K∗.

Définition. Soit A un anneau. On dit que aA ⊆ A est un idéal de A, si a
vérifie les propriétés suivantes:

i) Pour tous x, y ∈ a on a x± y ∈ a;
ii) Si a ∈ A et x ∈ a, alors ax ∈ a.

Donc, un idéal de A est un sous-groupe additif a ⊆ A tel que a ∈ A et x ∈ a
implique ax ∈ a.

Exemples. 1) Soit a ∈ A. Posons

(a) = aA = {ax |x ∈ A}.

Alors, (a) est un idéal de A appelé l’idéal principal engendré par a.
2) Plus généralement, si a1, . . . , an ∈ A, alors l’ensemble

(a1, . . . , an) = {x1a1 + . . .+ xnan |xi ∈ A}

est un idéal de A appelé l’idéal engendré par a1, . . . , an.
3) Soit K un corps. Les seuls idéaux de K sont {0} et K.

Soient a et b deux idéaux de A. Alors, l’ensemble a+ b défini par

a+ b = {a+ b | a ∈ a, b ∈ b}
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est un idéal de A appelé somme des idéaux a et b. On définit la produit ab comme
l’idéal engendré par tous les produits ab avec a ∈ a, b ∈ b, i.e.

ab = {
∑
i

aibi | ai ∈ a, bi ∈ b}.

On montre facilement les propriétés suivantes:
i) a(b1 + b2) = ab1 + ab2;
ii) Si a et b sont des idéaux de A, alors a ∩ b l’est aussi et

ab ⊆ a ∩ b .

Définition. Deux idéaux a, b ⊆ A sont dits premiers entre eux (ou étrangérs)
si

a+ b = (1) (= A) .

En particulier, deux idéaux principaux (a) et (b) sont premiers entre eux si et
seulement s’il existe des éléments x, y ∈ A tels que

ax+ by = 1,

i.e. si 1 est un de leurs p.g.c.d..

iii) Si a et b sont premiers entre eux, alors

ab = a ∩ b .

Preuve. Supposons que a + b = A. Alors il existe a ∈ a et b ∈ b tels que
1 = a+ b. Si x ∈ a ∩ b, alors

x = x · 1 = xa+ xb ∈ ab+ ab = ab,

d’où a ∩ b ⊆ ab. Comme l’inclusion ab ⊆ a ∩ b est toujours vraie, on obtient
ab = a ∩ b .

Définition. Soit a un idéal de A. On dit que deux éléments a, b ∈ A sont
congrus modulo a si a− b ∈ a; notation

a ≡ b (mod a) .

Pour tout a ∈ A on pose ā = {x ∈ A|x ≡ a (mod a)}. Il est facile de voir que
ā = a + a = {a + y|y ∈ a} et que deux éléments a et b engendrent la même classe
si et seulement si a ≡ b (mod a). Les classes d’équivalences forment un anneau,
appelé anneau quotient de A par a; notation:

A/a = {ā = a+ a, | a ∈ A}.

Le lemme suivant est très utile pour étuduer les anneaux quotients.
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Lemme 0.1.1 (dit chinois).Soient a et b des idéaux de A qui sont premiers
entre eux. Alors l’application

f : A/ab −→ (A/a)× (A/b),

f(x+ ab) = (x+ a, x+ b)

est un isomorphisme.

Preuve. (voir, par exemple, [L], p.101). Comme ab ⊆ a, b, l’application f est
bien définie et il est facile de voir qu’elle est un homomorphisme d’anneaux. Pour
montrer que f est injective, on calcule ker(f). Soit f(x+ ab) = (0̄A/a, 0̄A/b). Alors,
x+ a = a et x+ b = b ce qui signifie que x ∈ a et x ∈ b. Donc, x ∈ a∩ b = ab, d’où
x+ ab = ab = 0̄A/ab .

Montrons maintenant que f est surjective. Comme a + b = (1), il existe a ∈ a
et b ∈ b tels que a+ b = 1. Soit (y+ a, z+ b) un élément de (A/a)× (A/b). Posons
x = az + by. Alors

x = az + (1− a)y ≡ y (mod a),

x = (1− b)z + by ≡ z (mod b)

d’ou f(x + ab) = (y + a, z + b). Donc, tout élément de (A/a) × (A/b) possède un
antécedant dans A/ab et f est surjective.

Par récurrence, on obtient:

Proposition 0.1.2. Soit a1, . . . , ak une famille d’idéaux de A tels que ai+aj =
(1) si i ̸= j. Posons

a = a1 · a2 · . . . · ak.

Alors on a un isomorphisme canonique

A/a ≃ (A/a1)× (A/a2)× · · · × (A/ak).

Si on applique cette proposition à l’anneau Z, on obtient le corpollaire suivant:

Corollaire 0.1.3. Soit n1, . . . , nk une famille d’entiers tels que (ni, nj) = 1
si i ̸= j et soit n = n1n2 . . . nk. Alors

Z/nZ ≃ Z/n1Z× · · ·Z/nkZ.

En particulier, si n = pα1
1 · · · pαk

k est la factorisation de n en facteurs premiers,
alors on a

Z/nZ ≃ Z/pα1
1 Z× · · ·Z/pαk

k Z.

Définition. Soit A un anneaux.
i) On dit qu’un idéal p est premier, si et seulement si l’anneau A/p est intègre,

i.e. si
ab ∈ p ⇒ a ∈ p ou b ∈ p .

ii) On dit qu’un idéal m est maximal, si et seulement si m ̸= A et il n’y a pas
d’idéaux a vérifiant

m ⊂ a ⊂ A

(rappelons que les inclusions sont strictes).
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Proposition 0.1.4. Soit A un anneau commutatif unitaire. Alors
i) Un idéal m ⊂ A est maximal si et seulement si A/m est un corps;
ii) Tout idéal maximal est premier;
iii) Pour tout idéal a ̸= A il existe un idéal maximal m contenant a .

Preuve. Voir [L], p.100.

Corollaire 0.1.5. Soit a ∈ A un élemént tel que a /∈ m pour tout idéal maximal
m de A. Alors, a ∈ U(A).

Preuve. Supposons que a /∈ U(A). Alors, (a) ̸= A et il existe un idéal maximal
m tel que (a) ⊆ m.

Soit f : A −→ B un homomorphisme d’anneaux. Si a est un idéal de A, alors
on note f(a)B ou tout simplement aB l’idéal de B engendré par f(a). Si b est un
idéal de B, alors son image réciproque f−1(b) est un idéal de A.

Proposition 0.1.6. Si q est un idéal premier de B, alors p = f−1(q) est un
idéal premier de A.

Preuve. Si ab ∈ p, alors f(a)f(b) = f(ab) ∈ q. Comme q est premier, on a
f(a) ∈ q ou f(b) ∈ q, d’où a ∈ p ou b ∈ p.

En particulier, si A ⊂ B et q ⊂ B est premier, alors p = b ∩A est premier dans
A.

1.2. Modules.

Définition. Soit A un anneau. On appelle module sur A (ou A-module) un
groupe abélien M muni d’une action de A

A×M −→M

(a,m) 7→ am

vérifiant les propriétés suivantes:
i) ∀m1,m2 ∈M et ∀a ∈ A on a

a(m1 +m2) = am1 + am2;

ii) ∀a, b ∈ A et ∀m ∈M on a

(a+ b)m = am+ bm;

iii) ∀a, b ∈ A et ∀m ∈M on a

(ab)m = a(bm);

iv) Pour tout m ∈M on a
1 ·m = m.

Exemples. 1) Si A = K est un corps, alors la définition d’un K-modules cöıncide
avec la définition d’un espace vectoriel sur K. Donc,

{K −modules} = {K − espaces vectoriels}.
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2) Soit A = Z. Tout groupe abélien M peut être vu comme un Z-module si pour
tous a ∈ Z et m ∈M on pose

a ·m =



m+ · · ·+m︸ ︷︷ ︸
a fois

, si a > 0

0, si a = 0

−(m+ · · ·+m︸ ︷︷ ︸
−a fois

), si a < 0.

Donc,

{Z−modules} = {groupes abéliens }.

3) Un idéal a de A est un A-module;

4) Soit n > 1 et soit

A(n) = A× · · · ×A︸ ︷︷ ︸
n fois

.

On munit A(n) d’une action de A en posant

a(x1, . . . , xn) = (ax1, . . . , axn).

Alors A(n) est un A-module.

Définition. On dit qu’un A-module L est libre de rang n s’il est isomorphe à
A(n).

Définition. SoitM un A-module. On dit queM est de type fini si et seulement
si il admet un système générateur fini i.e. s’il existent m1, . . . ,mn ∈M tels que

M = Am1 + . . .+ Amn .

Proposition 0.1.7. Soit M un A-module de type fini. Alors, il existe un A-
module libre L de rang fini et un sous-module N ⊆ L tels que M soit isomorphe à
L/N.

Preuve. Voir [L], §3.4, p.145.

1.3. Anneaux noethériens.

Définition. On dit q’un anneau A est noethérien, si tout suite croissante
d’idéaux de A

a1 ⊆ a2 ⊆ a3 ⊆ . . .

est stationnaire, i.e. s’il existe n tel que

an = an+1 = an+2 = . . . .
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Proposition 0.1.8. Les assertions suivantes sont équivalentes:
i) A est noethérien;
ii) Tout idéal a de A est de type fini (i.e. engendé par une famille finie

d’éléments).

Preuve. i) ⇒ ii). Soit a1 un élément non-nul de a et soit a1 = (a1) l’idéal
principal engendré par a1. Si a1 = a, l’idéal a est de type fini. Sinon, il existe
a2 ∈ a \ a1 et on pose a2 = (a1, a2). Si a2 = a, l’idéal a est de type fini. Sinon, on
choisit a3 ∈ a \ a2 etc. On obtient, ainsi, une suite d’idéaux strictement croissante:

a1 ⊂ a2 ⊂ a3 ⊆ . . . .

Comme A est noethérien, cette suite est finie, ce qui signifie qu’il existe n tel que
an = a.
ii) ⇒ i). Soit

a1 ⊆ a2 ⊆ a3 . . .

une suite d’idéaux de A. Alors a = ∪∞
i=1ai est un idéal (exercice). Si tout idéal de

A est de type fini, alors il existe a1, . . . ak ∈ A tels que a = (a1, . . . , ak). Donc, il
existe n > 1 tel que an contient tous les éléments ai (1 6 i 6 k)), d’où a = an.
Alors,

an = an+1 = an+2 = . . . .

La proposition est démontrée.

Théorème 0.1.9. Soit M un A-module de type fini. Si A est noethérien, alors
tout sous-module de M est de type fini.

Preuve. Voir [S], §§1.4 et 3.1.

Un exemple important est donné par le théorème suivant:

Théorème 0.1.10 (Hilbert).Si A est un anneau noethérien, alors pour tout
n > 1 l’anneau des polynômes A[X1, . . . Xn] l’est aussi.

Preuve. Voir [L], §4.4, p.194.

§2. Extensions algébriques

2.1. Extensions algébriques.
Le but de ce paragraphe est de rappeler quelques résultats sur les extensions

algébriques des corps. Soient K et L deux corps. On dit que L est une extension de
K si K ⊆ L; notation L/K. Dans ce cas, L peut être vu comme un espace vectoriel
sur K. Sa dimension [L : K] s’appelle le degré de L/K. On dit que l’extension L/K
est finie si [L : K] ≤ ∞ i.e. si L est de dimension finie sur K.

Théorème 0.2.1. Si L/K et M/L sont deux extensions finies, alors M/K l’est
aussi et on a

[M : K] = [M : L] [L : K] .

Preuve. Voir [L],§5.1 , p.234 ou[S], chapitre I, §2.3.

Soit L/K une extension de corps. On dit que α ∈ L est algébrique sur K
s’il existe un polynôme non-nul F (X) ∈ K[X] tel que F (α) = 0. Si α n’est pas
algébrique, on dit qu’il est transcendant sur K.
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Proposition 0.2.2. Si α ∈ L est algébrique sur K, alors il existe un unique
polynôme unitaire irréductible f(X) ∈ K[X] vérifiant les propriétés suivantes:

i) f(α) = 0;
ii) Si F (X) ∈ K[X] est un polynôme vérifiant F (α) = 0, alors f(X) divise

F (X).

Preuve. Voir [L], §5.1, p.234.
Définition. Le polynôme f(X) vérifiant les conditions i) et ii) de la proposition

2.1 est appelé le polynôme minimal de α (sur K).

Si α1, . . . , αn ∈ L, on appelle extension engendrée par α1, . . . , αn et on note
K(α1, . . . , αn) la plus petite extension de K contenant α1, . . . , αn. Il est facile de
voir que K(α1, . . . , αn) est formée par toutes les fractions

f(α1, . . . , αn)

g(α1, . . . , αn)
,

où f(X1, . . . , Xn) et g(X1, . . . , Xn) sont des polynômes à coéfficients dans K et
tels que g(α1, . . . , αn) ̸= 0. Le théorème suivant donne la structure d’extensions
K(α)/K.

Théorème 0.2.3. i) Soit α un élément algébrique sur K. Soient f(X) son
polynôme minimal et (f(X)) l’idéal principal de K[X] engendré par f(X). Alors
l’application

K[X] −→ K(α);

f(X) 7→ f(α)

induit un isomorphisme
K[X]/(f(X)) ≃ K(α) .

En particulier, K(α)/K est finie de degré n = deg(f(X)) et les éléments
1, α, . . . , αn−1 forment une base de K(α) sur K.

ii) Si α est transcendant sur K, alors K(α) est isomorphe au corps K(X) des
fonctions rationnelles g(X)/h(X), avec g(X), h(X) ∈ K[X].

Preuve. Voir [L],§5.1.
Définition. On dit qu’une extension L/K est algébrique, si tout α ∈ L est

algébrique sur K.

Le lien entre les extensions algébriques et finies est donné par le théorème suivant:

Théorème 0.2.4. Toute extension finie est algébrique.

Preuve. Soit L/K une extension finie de degré n. Si α ∈ L, alors (n + 1)
éléments 1, α, α2, . . . , αn sont liés sur K i.e.

αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a1α+ a0 = 0,

avec a0, a1, . . . , an−1 ∈ K. Donc, α est algébrique.

On déduit de ce théorème deux propriétés importantes d’extensions algébriques:
1) Si L/K et M/L sont algébriques, alors M/K l’est aussi.
2) Si L/K est finie, alors il existe une famille α1, . . . , αm d’éléments algébriques

tels que
L = K(α1, . . . , αm).
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Définition. On dit qu’un corps F est algébriquement clos, s’il n’a pas
d’extensions algébriques non-triviales, i.e. si

M/F algébrique ⇒ M = F.

Exemple. Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos (théorème
de Gauss).

On vérifie facilement que les assertions suivantes sont équivalentes:

i) F est algébriquement clos;

ii) Tout polynôme f(X) ∈ F [X] de degré > 1 a une racine dans F.

iii) Tout polynôme f(X) ∈ F [X] de degré > 1 se décompose en produit de
polynômes de degré 1:

f(X) = a(X − α1) · · · (X − αn).

iv) Tout polynôme irréductible sur F est de degré 1.

Définition. Soit K un corps. On dit que K̄/K est une clôture algébrique de
K si

i) K̄/K est une extension algébrique;

ii) KK̄ est algébriquement clos.

Exemple. C est une clôture algébrique de R.

Le théorème suivant est fondamental:

Théorème 0.2.5. Soit K un corps. Alors, il existe une clôture algébrique K̄
de K; cette clôture est unique à un isomorphisme près. Plus précisement, si K̃ est
une autre clôture algébrique de K, alors il existe un isomorphisme

ϕ : K̃ −→ K̄,

tel que ϕ|K = idK .

Preuve. Voir [L], §5.2.

2.2. Extensions séparables.

On fixe une clôture algébrique K̄/K. Soit L/K une extension finie de degré n.
On note

σi : L/K ↪→ K̄/K, i = 1, . . . ,m

les K-homomorphismes de L dans K̄ (i.e. σi|K = idK). On peut montrer que
m 6 n = [L : K].

Définition. On dit qu’une extension L/K est séparable, si m = n i.e. s’il
existe n = [L : K] homomorphismes de L dans K̄ sur K.

On montre d’abord un critère pour qu’une extension K(α)/K soit séparable.
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Proposition 0.2.6. Une extension algébrique K(α)/K est séparable si et seule-
ment si le polynôme minimal f(X) de α est séparable i.e. si (f(X), f ′(X)) = 1.

Preuve. Voir [L], §5.4.

Comme le polynome minimal f(X) est irréductible et comme deg(f ′(X)) <
deg(f(X)), le polynôme f(X) n’est pas séparable seulement si f ′(X) est nul. En
particulier, si K est de caractéristique 0 (voir §4), alors f ′(X) est non-nul, donc
dans ce cas toute extension K(α)/K est séparable. En caractéristique p un exemple
typique d’un polynôme non-séparable est donné par f(X) = Xp − a.

Les propriétés principales d’extensions séparables découlent de la proposition
suivante:

Proposition 0.2.7. Soient L/K une extension finie et

σ : L/K ↪→ K̄/K

un K- homomorphisme de L dans K̄. Si M/L est une extension séparable de degré
n, alors il σ admet n prolongements sur M i.e. il existe n homomorphismes

τi : M/K ↪→ K̄/K, i = 1, . . . , n

tels que τi|L = σ.

Preuve. Voir [L], §5.4.

En utilisant cette proposition on montre les propriétés suivantes d’extensions
séparables:

1) Soient L/K et M/L deux extensions algébriques. Alors M/K est séparable
si et seulement si L/K et M/L sont séparables.

2) Si L/K est séparable, alors il existe α ∈ L tel que L = K(α).
En composant 2) avec les remarques après la proposition 0.2.6 on obtient que en

caractéristique 0 le problème de séparabilité ne se pose pas:
3) Si K est de caractéristique 0, alors tout extension finie de K est

séparable.

2.3. Extensions galoisiennes.

Définition. On dit qu’une extension finie L/K est normale, si tout homomor-
phisme

σ : L/K −→ K̄/K

laisse L stable, i.e. si σ(L) = L (ceci ne signifie pas que σ|L = idL!).

Donc, si L/K est normale, alors tout homomorphisme σ : L/K −→ K̄/K est
un automorphisme de L qui fixe K.

Proposition 0.2.8. Soit L/K une extension finie. Alors, les assertions suiv-
antes sont équivalentes:

i) L/K est normale;
ii) L est le corps de décomposition d’un polynôme à coéfficients dans K i.e. il

existe f(X) ∈ K[X] tel que L = K(α1, . . . , αn), où α1, . . . , αn sont les racines de
f(X).

Preuve. Voir [L], §5.3, p.245-247.
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Définition. On dit qu’une extension L/K est galoisienne, si elle est normale
et séparable.

Soit L/K une extension galoisienne de degré n. Alors il existe n automorphismes
de L qui fixent K. Ces automorphismes forment un groupe d’ordre n appelé le
groupe de Galois de L/K et noté Gal(L/K).

Rappelons les résultats principaux de la théorie de Galois.

Théorème 0.2.9. Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois G =
Gal(L/K).

i) Il existe une bijection entre l’ensemble des sous-corps E de L contenant K et
l’ensemble des sous-groupes H de G donnée par E = {x ∈ L | ∀h ∈ H on a h(x) =
x }. L’extension L/E est galoisienne et le groupe de Galois Gal(L/E) s’identifie à
H.

ii) L’extension E/K est galoisienne si et seulement si H est un sous-groupe
distingué dans G. Dans ce cas, l’application σ 7→ σ|E induit un isomorphisme

Gal(E/K) ≃ G/H .

Preuve. Voir [L], §6.1.

§3. Normes et traces

Soit L/K une extension finie de degré n = [L : K]. On fixe une base ω1, . . . , ωn}
de L sur K. Pour tout α ∈ L l’application ”multiplication par α”:

fα : L −→ L

fα(x) = αx

est K-linéaire. Pour tout i le produit αωi s’écrit:

αωi =
n∑

j=1

ajiωi

avec aji ∈ K. Alors la matrice

M(α) = (aij)16i,j6n

est la matrice de fα dans la base ω1, . . . , ωn. Soit

χα(X) = det(XIn −M(α))

le polynôme caractéristique de fα. Il est bien connu qu’il ne dépend pas du choix
de la base. Posons

χα(X) = Xn + bn−1X
n−1 + . . .+ b0.
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Définition. On définit la trace TrL/K(α) et la norme NL/K(α) de α par les
formules:

TrL/K(α) = −bn−1

NL/K(α) = (−1)nb0 .

Voici quelques propriétés qui découlent directement de la définition:
i) TrL/K(α+ β) = TrL/K(α) + TrL/K(β);
ii) Si α ∈ K et β ∈ L, alors TrL/K(α + β) = αTrL/K(β); En particulier,

TrL/K(α) = nα .
iii) NL/K(αβ) = NL/K(α)NL/K(β);
iv) Si α ∈ K et β ∈ L, alors NL/K(αβ) = αnNL/K(β); En particulier,

NL/K(α) = αn .

Proposition 0.3.1. Soit L = K(α) et soit

f(X) = Xn + an−1X
n−1 + . . .+ a1X + a0

le polynôme minimal de α. Alors

TrL/K(α) = −an−1,

NL/K(α) = (−1)na0.

Preuve. Les éléments 1, α, . . . , αn−1 forment une base de L/K. Il est facile de
voir que la matrice de fα dans cette base est

M(α) =


0 0 . . . −a0
1 0 . . . −a1
0 1 . . . −a2
...

...
. . .

...
. . . . . . . . . −an−1

 .

On en déduit le résultat.

Théorème 0.3.2. Soit L/K une extension séparable de degré n. Alors pour tout
α ∈ L on a

TrL/K(α) =

n∑
i=1

σi(α),

NL/K(α) =
n∏

i=1

σi(α),

où σi : L/K ↪→ K̄/K sont les plongement de L dans K̄ sur K.

Preuve. Considérons d’abord le cas L = K(α). Soit f(X) = Xn+an−1X
n−1+

· · ·+ a0 le polynome minimal de α. Comme L/K est séparable, on a

f(X) =

n∏
i=1

(X − σi(α)),

d’où an−1 = −
∑n

i=1 σi(α) et a0 = (−1)n
∏n

i=1 σi(α) et le théorème découle de la
proposition précédente.
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Dans le cas général, on considère la tour d’extensions K ⊂ K(α) ⊂ L. Posons
m = [L : K(α). N’utilisant que la définition il est facile de montrer (exercice) que

TrL/K(α) = mTrK(α)/K(α),

NL/K(α) = (NK(α)/K(α))m.

Tout plongement τi de K(α)/K dans K̄/K admet m prolongements différents σij
sur L. Donc,

TrL/K(α) = −
n∑

i=1

mτi(α) = −
n∑

i=1

σij(α),

NL/K(α) = ((−1)n
n∏

i=1

τi(α))
m = (−1)nm

n∏
i=1

σij(α),

où σij parcourt tous les plongements de L/K dans K̄/K. Le théorème est démontré.

En utilisant les mêmes arguments on montre le théorème suivant:

Théorème 0.3.3. Soit K ⊂ L ⊂ M une tour d’extensions finies. Alors, pour
tout α ∈M on a

TrM/K(α) = TrL/K ◦ TrM/L(α),

NM/K(α) = NL/K ◦NM/L(α).

Définition. Soit L/K une extension finie et soit {ω1, . . . , ωn} une base de
L/K. On appelle discriminant de {ω1, . . . , ωn} et on note DL/K(ω1, . . . , ωn) le
détérminant:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

TrL/K(ω1ω1) TrL/K(ω1ω2) . . . T rL/K(ω1ωn)
TrL/K(ω2ω1) TrL/K(ω2ω2) . . . T rL/K(ω2ωn)

...
...

. . .
...

TrL/K(ωnω1) TrL/K(ωnω2) . . . T rL/K(ωnωn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Il est clair, que si {ω′
1, . . . , ω

′
n} est une autre base de L/K avec la matrice de

passage A, i.e. si
(ω′

1, . . . , ω
′
n) = (ω1, . . . , ωn)A,

alors
DL/K(ω′

1, . . . , ω
′
n) = det(A)2DL/K(ω1, . . . , ωn).

Théorème 0.3.4. Si L/K est séparable, alors

DL/K(ω1, . . . , ωn) ̸= 0.

Preuve. Soit

∆L/K(ω1, . . . , ωn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
σ1(ω1) σ2(ω1) . . . σn(ω1)
σ1(ω2) σ2(ω2) . . . σn(ω2)

...
...

. . .
...

σ1(ωn) σ2(ωn) . . . σn(ωn)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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En utilisant le théorème 0.3.2 et la formule det(AB) = det(A) det(B) on obtient
que DL/K(ω1, . . . , ωn) est égal à∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1(ω1) σ2(ω1) . . . σn(ω1)
σ1(ω2) σ2(ω2) . . . σn(ω2)

...
...

. . .
...

σ1(ωn) σ2(ωn) . . . σn(ωn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1(ω1) σ1(ω2) . . . σ1(ωn)
σ2(ω1) σ2(ω2) . . . σ2(ωn)

...
...

. . .
...

σn(ω1) σn(ω2) . . . σn(ωn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
i.e. à ∆L/K(ω1, . . . , ωn)

2. Comme L/K est séparable, il existe α ∈ L tel que L =

K(α) et il suffit de considerer le cas des ωi = αi. Das ce cas, ∆L/K(1, α, . . . , αn−1)
est le déterminant de Vandermonde et on a

∆L/K(1, α, . . . , αn−1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

σ1(α) σ2(α) . . . σn(α)
...

...
. . .

...
σ1(α

n−1) σ2(α
n−1) . . . σn(α

n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=
∏
j<i

(σi(α)− σj(α)) ̸= 0,

car σi(α) ̸= σj(α) si i ̸= j.

Nous pouvons extraire de cette preuve la formule explicite suivante:

Proposition 0.3.5. Soit L = K(α) une extension séparable de degré n et soit
f(X) le polynôme minimal de α. Alors

DL/K(1, α, . . . , αn−1) = NL/K(f ′(α)).

Preuve. On a

DL/K(1, α, . . . , αn−1) =
∏
j<i

(σi(α)− σj(α))
2 = (−1)n(n−1)/2

∏
i ̸=j

(σi(α)− σj(α)) =

(−1)n(n−1)/2
n∏

i=1

σi(f
′(α)) = (−1)n(n−1)/2NL/K(f ′(α)).

§4. Corps finis

Soit K un corps. Dans ce paragraphe on note 1K l’élément unité de K. Pour
tout n ∈ Z on pose

n · 1K =



1K + · · ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
n fois

, si n > 0

0K , si n = 0

−(1K + · · ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
−n fois

), si n < 0.
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Définition. On appelle caractéristique de K et on note car(K) le plus petit
p > 0 tel que p · 1K = 0K . Si n · 1K ̸= 0K pour tout n > 0, on pose car(K) = 0.

Théorème 0.4.1. Si car(K) = 0, alors K contient un sous-corps isomorphe
à Q . Sinon, la caractéristique de K est un nombre premier p et K contient un
sous-corps qui est isomorphe à Fp = Z/pZ .

Preuve. Soit ψ : Z −→ K l’application définie par ψ(n) = n · 1K . On vérifie
facilement que

ψ(n+m) = ψ(n) + ψ(m),

ψ(nm) = ψ(n)ψ(m),

ψ(1) = 1K

i.e. que ψ est un homomorphisme d’anneaux. Le noyau de ψ est un idéal de Z et,
comme Z est principal, il existe p > 0 tel que

ker(ψ) = pZ .

Par définition, on a p = car(K) .
Si p = 0, alors ψ est injectif et identifie Z à un sous -anneau de K . On prolonge

ψ sur Q en posant ψ(m/n) = ψ(m)/ψ(n) . Comme ψ(n) ̸= 0 si n ̸= 0, cette
application est bien définie et identifie Q à un sous-corps de K .

Supposons maintenant que p ̸= 0 . Alors, le théorème de factorisation donne une
injection

ψ̄ : Z/pZ −→ K .

CommeK est intègre, Z/pZ l’est aussi, d’où on déduit que p est un nombre premier.
Donc, ψ̄ identifie Fp à un sous-corps de K.

Proposition 0.4.2. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Alors
l’application

F : K −→ K,

F (x) = xp

est un endomorphisme de K.

Preuve. Il est clair que

F (xy) = F (x)F (y) .

D’autre part, pour tout 1 6 k 6 p − 1 le nombre premier p divise le coéfficient
binomial

(
p
k

)
= p!

k!(p−k)! , d’où

F (x+ y) =

p∑
k=0

(
p

k

)
xkyp−k = xp + yp = F (x) + F (y).

Donc, F est un endomorphisme de K.

Définition. L’endomorphisme F est appelé l’endomorphisme de Frobenius de
K.

Maintenant nous allons étudier les sous-groupes finis du groupe multiplicatif d’un
corps.
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Théorème 0.4.3(voir [S], §1.6, th.1). Soit K un corps. Tout sous-groupe fini
G de K∗ est formé de racines de l’unité, et est cyclique.

Preuve. Comme G est abélien et fini, il est isomorphe à un groupe A du type

A = Z/m1Z× Z/m2Z× · · · × Z/mkZ,

où m1|m2| . . . |mk . Donc, xmk = 1 pour tout x ∈ G i.e. G est formé de racines
de l’unité d’ordre mk. Comme le polynôme Xmk − 1 a 6 mk racines, on en déduit
que |G| 6 mk . D’autre part, |G| = |A| = m1 ·m2 · · ·mk, d’où m1 = m2 = · · · =
mk−1 = 1 . Donc, G est isomorphe à Z/mkZ et est cyclique.

Soit Ksép une clôture séparable de K et soit

µn = {x ∈ Ksép |xn = 1}

le groupe des racines n-ièmes de l’unité. Nous allons déterminer la structure de ce
groupe. Soit p = car(K) .

Si p - n, alors le polynôme Xn − 1 est séparable et a n racines dans Ksép et µn

est cyclique d’ordre n .
Si n = pm, alors tout élément x ∈ µn vérifie

Fm(x− 1K) = Fm(x)− Fm(1K) = xp
m

− 1K = 0K

d’où x = 1K . Donc,

µpm = {1K}, si p = car(K) .

Dans le cas général, si n = pmk avec p - k, on a

µn = µk × µpm = µk

i.e. µn est cyclique d’ordre k .
On va appliquer ces resultats à l’étude des corps finis.

Théorème 0.4.4. Soit K un corps fini à q éléments. Alors
i) La caractéristique de K est un nombre premier p et il existe n > 1 tel que

q = pn .
ii) Le groupe multiplicatif K∗ est cyclique d’ordre q − 1 .

Preuve. Comme K est fini, il ne peut pas contenir Q, d’où car(K) = p > 0 .
Donc, K est une extension de Fp de degré fini n (sinon K serait infini). Alors, en
tant qu’espace vectoriel sur Fp, K est isomorphe à Fp× . . .×Fp, d’où q = |K| = pn .
L’assertion ii) resulte maintenant du théorème 0.4.3.

Théorème 0.4.5. Pour tout n > 1 il existe, à isomorphisme près un seul corps
à q = pn éléments.

La théorie de Galois pour les corps fini est donnée par le théorème suivant:

Théorème 0.4.6. Soient K un corps fini à q éléments et L/K une extension
finie de degré n. Alors

i) L/K est galoisienne;
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ii) Gal(L/K) est un groupe cyclique d’ordre n engendré par l’automorphisme de
Frobenius

FL/K(x) = xq .

Preuve. Comme FL/K = Fn, c’est un endomorphisme injectif de L . Comme L
est fini, l’injectivité entrâıne la surjectivité, donc FL/K est un automorphisme de L .
Tout x ∈ K vérifie FL/K(x) = xq = x, ce qui signifie que FL/K ∈ Gal(L/K) . Il est

facile de voir que l’ordre de FL/K dans Gal(L/K) est egal a n car F k
L/K(x) = xq

k

et L∗ est cyclique d’ordre qn − 1. Comme |Gal(L/K)| = [L : K] = n on en déduit
que Gal(L/K) est engendré par FL/K .
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CHAPITRE I. ANNEAUX DE DEDEKIND

§1. Divisibilité dans les anneaux

Soit A un anneau (unitaire, commutatif, intègre).

Définition. Soient a et b deux éléments de A . On dit que a divise b s’il existe
x ∈ A tel que b = ax .

La relation “a divise b” se note a | b, et sa négation a - b .
Rappelons les propriétés élémentaires de divisibilité qui se démontrent facile-

ment:
i) a | b si et seulement si (b) ⊆ (a);
ii) a | a pour tout a ∈ A;
iii) si u ∈ U(A), alors u | a pour tout a ∈ A;
iv) 1 | a pour tout a ∈ A;
v) si a | b et b | c, alors a | c;
vi) si a | b et a | c, alors a | bx+ cy pour tous x, y ∈ A;
vii) si a | b et c | d, alors ac | bd

Définition. On dit que deux éléments a, a′ ∈ A sont associés et on le note
a ∼ a′ s’il existe u ∈ U(A) tel que a = a′u .

On vérifie facilement les propriétés suivantes:
1) ∼ est une relation d’équivalence;
2) si a | b et a′ ∼ a, alors a′ | b;
3) a ∼ b si et seulement si a | b et b | a;
4) a ∼ b si et seulement si (a) = (b).

Définition. On dit qu’un élément π ∈ A est irréductible si π /∈ U(A) et s’il
vérifie la propriété suivante:

a | π ⇒ a ∈ U(A) ou a ∼ π .

On vérifie que si π est irréductible et π′ ∼ π, alors π′ est irréductible.

Proposition 1.1.1. Soit A un anneau noethérien. Alors
i) Pour tout a /∈ U(A) il existe un élément irréductible qui divise a .
ii) Tout élément a /∈ U(A) s’écrit comme produit d’éléments irréductibles:

a = π1 · π2 · . . . · πn .

Démonstration. i) Si a est irréductible, il n’y a rien à montrer. Sinon il existe
a1 | a tel que a1 /∈ U(A) et a1 � a . Donc (a) ⊂ (a1) ⊂ A . Si a1 est irréductible, la
proposition est démontrée. Sinon le même argument montre qu’il existe a2 ∈ A tel
que (a) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ A etc. On obtient ainsi une chaine d’idéaux

(a) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ . . .

qui est finie car A est noethérien i.e. on a

(a) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ . . . ⊂ (an) .
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Posons π = an. Alors π est un élément irréductible qui divise a et la première
assertion est démontrée.

ii) Soit a /∈ U(A). Si a est irréductible, on pose π1 = a et il n’y a rien à montrer.
Sinon il existe un élément irréductible π1 et un élément b1 /∈ U(A) tels que a = π1b1.
Si b1 est irréductible, on pose π2 = b1 et on obtient la factorisation a = π1π2 . Sinon,
il existe un élément irréductible π2 et un élément b2 /∈ U(A) tels que b1 = π2b2 i.e.
a = π1π2b2. On obtient, ainsi, une suite de factorisations:

a = π1b1,

a = π1π2b2,

a = π1π2π3b3

· · · · · · · · · · · ·

avec πi irréductibles et bi+1 | bi. Donc, on a une châıne d’idéaux strictement crois-
sante:

(b1) ⊆ (b2) ⊆ (b3) ⊆ . . .

qui est finie car A est noethérien. Donc, il existe n tel que bn−1 = πn est irréductible,
d’où

a = π1π2 · · ·πn .

La proposition est démontrée.

Définition. 1) Soit A un anneau. On dit qu’un élément a ∈ A admet une
factorisation unique en éléments irréductibles si

i) il existe une unité u et des éléments irréductibles πi tels que

a = uπ1π2 · · ·πn ;

ii) si a = u′π′
1π

′
2 · · ·π′

m est une autre factorisation de a, alors m = n et on peut
rénuméroter les facteurs π′

i de telle façon que π′
i ∼ πi.

2) Un anneau est appelé factoriel (ou à factorisation unique) s’il est intègre et
si tout élément non-nul a une factorisation unique.

Soit A un anneau factoriel. On appelle système représentatif d’éléments
irréductibles de A une famille P d’éléments irréductibles telle que tout élément
irréductible soit associé à un élément de P et à un seul. Alors, tout élément non-
nul de A s’écrit, et d’une seule manière, sous la forme

a = uπα1
1 πα2

2 · · ·παk

k ,

avec u ∈ U(A), πi ∈ P et αi > 1.

Définition. Soit A un anneau intègre. On dit que p ∈ A est un élément pre-
mier, si p /∈ U(A) et vérifie la propriété suivante:

p | ab entrâıne p | a ou p | b.

On montre d’abord, que tout élément premier est irréductible.

Preuve. Soit p un élément premier. Si p = ab, alors p | ab, d’où p | a ou p | b.
Si, par exemple, p | a, alors a = pc, d’où bc = 1 ce qui signifie que b ∈ U(A). Donc,
p est irréductible.
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Proposition 1.1.2. Un anneau noethérien est factoriel si et seulement si tout
élément irréductible est premier.

Preuve. Supposons que tout élément irréductible de A est premier. On sait
déjà que tout élément a ∈ A se décompose en produit de facteurs irréductibles

a = uπ1π2 · · ·πk.

Soit
a = u′π′

1π
′
2 · · ·π′

k,

une autre factorisation de a. Alors

π′
1 | π1π2 · · ·πk.

Comme π′
1 est premier, il existe i tel que π′

1 | πi, d’o‘u π′
1 ∼ πi. On peut supposer

que i = 1 (rénumérotation!) i.e. que π′
1 = u1π1, avec u1 ∈ U(A). En divisant par

π1, on obtient
uπ2π3 · · ·πk = u′u1π

′
2π

′
3 · · ·π′

k.

Donc, π′
2 | π2π3 · · ·πk et en appliquant le même raisonnement on obtient que π2 ∼

π′
2 etc.
Supposons maintenant que A est factoriel. Soit π un élément irréductible qui

divise ab. Alors, il existe c ∈ A tel que

ab = πc.

Soient
a = uπ1 · · ·πn,
b = vπ′

1 · · ·π′
m,

c = wπ′′
1 · · ·π′′

k

les factorisations des a, b et c. Alors

uvπ1 · · ·πnπ′
1 · · ·π′

m = wππ′′
1 · · ·π′′

k .

Comme A est factoriel, π est associé à un des éléments πi, π
′
j ce qui montre que

π | a ou π | b. Le théorème est démontré.

Définition. Soit A un anneau intègre et soient a, b ⊆ A deux idéaux. On dit
que a divise b et on écrit a | b si b ⊆ a.

Cette définition est justifiée par la propriété suivante:
i) Soient a, b ∈ A. Alors a | b si et seulement si (a) | (b).
ii) Si a | b et b | c, alors a | c.
iii) a | b et b | a si et seulement si a = b.
iv) Soient a et b deux idéaux. Alors a+ b est le plus petit idéal divisant a et b.

Preuve. Soit I un idéal divisant a et b. Alors a, b ⊆ I, d’où a+ b ⊆ I.

v) I = a ∩ b est le plus grand idéal tel que a | I et b | I.

Preuve. Si a | I et b | I, alors I ⊆ a, b, d’òu I ⊆ a ∩ b.
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Donnons maintenant le plan de ce chapitre. On veut développer la théorie de
divisibilité pour certaine classe d’anneaux commutatifs pour l’appliquer, ensuite,
à l’étude des corps de nombres. L’anneau Z fournit un modèle pour une telle
théorie: il est factoriel et tout entier non-nul sécrit de façon unique comme produit
des nombres premiers. Dans le §2 on rappelle la théorie de divisibilité dans les
anneaux principaux qui est essentiellement la même que dans Z. Certains anneaux
qui apparaissent en théorie des nombres sont principaux, mais en général ils ne sont
même pas factoriels. Voici un exemple typique. Soit

Z[
√
−5] = {a+ b

√
−5 | a, b ∈ Z}.

Comme
(a+ b

√
−5)± (x+ y

√
−5) = (a± x) + (b± y)

√
−5,

(a+ b
√
−5)(x+ y

√
−5) = (ax− 5by) + (ay + bx)

√
−5,

Z[
√
−5] est un anneau qui contient Z. Posons π1 = 3, π2 = 7, π3 = (1 + 2

√
−5 et

π4 = 1− 2
√
−5. On peut vérifier que ces nombres sont irréductibles dans Z[

√
−5].

Alors
21 = π1π2 = π3π4

fournit 2 factorisantions différentes de 21. Donc Z[
√
−5] n’est pas factoriel.

Néanmoins, on peut montrer qu’il existent des idéaux premiers p1, p2, p3 et p4 de
Z[
√
−5] tels que

(3) = p1p2,

(7) = p3p4,

(1 + 2
√
−5) = p1p3,

(1− 2
√
−5) = p2p4,

et que l’ideal (21) se factorise de façon unique en produit d’idéaux premiers:

(21) = p1p2p3p4.

Donc, pour avoir une bonne théorie de divisibilité, il faut passer à l’étude de la
factorisation d’idéaux en produit d’idéaux premiers. Cette théorie a été développée
par Kummer (1810-1893) et Dedekind (1831-1916) et fait l’objet principal de ce
chapitre. Les résultats principaux sont démontrés dans les §§5-8. Les §§3-4 sont
préliminaires mais leur contenu est crucial pour la suite.

§2. Anneaux principaux

Définition. On dit qu’un anneau intègre A est principal, si tout idéal de A est
principal.

Proposition 1.2.1. Si A est principal, alors il est noethérien.

Preuve. Soit a1 ⊆ a2 ⊆ . . . une chaine croissante d’idéaux. Alors a =
∞
∪
i=1

ai est

un idéal de A . Par l’hypothèse il est principal, i.e. il existe a ∈ a tel que a = (a) .
Alors il existe n tel que a ∈ an . Donc, pour tout m > n on a a ⊆ am . Comme
l’inclusion réciproque am ⊆ a est automatique, on en déduit que a = am pour tout
m > n i.e. que an = an+1 = . . . .

A partir de maintenant on suppose que A est un anneau principal.
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Définition. Soient a et b deux éléments de A . On appelle plus grand commun
diviseur de a et b un élément d ∈ A vérifiant les conditions suivantes

i) d divise a et b;
ii) Si δ est un autre élément qui divise a et b, alors δ divise d.

Si d est un pgcd de a et b, alors tout élément d′ associé à d et aussi un pgcd de
a et b . En particulier, le pgcd, quand il existe, n’est pas unique.

Proposition 1.2.2. Soit A un anneau principal. Pour deux éléments non-nuls
a, b ∈ A on note (a, b) = (d) l’idéal qu’ils engendrent. Alors d est un pgcd de a et
b.

Démonstration. Soit I = (a, b) l’idéal engendré par a et b . Il est principal,
donc il existe d ∈ A tel que I = (d) . Comme a, b ∈ I on en déduit que d divise a et
b .

D’autre part, comme d ∈ I, il existe x, y ∈ A tels que d = ax+ by . On en déduit
que, si δ divise a et b, alors δ divise d, d’où la proposition.

Corollaire 1.2.3. Soit A un anneau principal et soit d = pgcd(a, b) . Alors il
existe x, y ∈ A tels que d = ax+ by .

Proposition 1.2.4. Soit A un anneau principal et soit π un élément différent
de 0. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

i) π est premier;
ii) π est irréductible;
iii) l’idéal (π) est maximal;
iv) l’idéal (π) est premier;

Preuve. i) ⇒ ii). On sait déjà que dans un anneau noethérien tout élément
premier est irréductible (voir §1).
ii) ⇒ iii). Soit π un élément irréductible et soit I un idéal contenant (π). Comme

A est principal, on a I = (x), d’où x | π. Donc, x ∼ π ou x ∼ 1. Dans le premier
cas on obtient I = (x) = (π) et dans le deuxième cas on a I = (x) = A. Donc, (π)
est maximal.
iii) ⇒ iv). Tout idéal maximal est premier (prop. 0.1.4).
iv) ⇒ i). Soit (π) un idéal premier. Si π | ab, alors ab ∈ (π) ce qui implique que

a ∈ (π) ou b ∈ (π).

En appliquant la prop. 1.1.2, on obtient le théorème suivant:

Théorème 1.2.5. Soit A un anneau principal. Alors A est factoriel.

Preuve. On a montré que tout élément irréductible est premier.

Donnons maintenant quelques exemples d’anneaux principaux.

Définition. Soit A un anneau intègre et soit A∗ = A�{0}. On dit que A est
euclidien, s’il est muni d’une application

ψ : A∗ −→ N

telle que pour tous a, b ∈ A∗ il existe q, r ∈ A tels que b = aq + r et r = 0 ou
ψ(r) < ψ(a) .

r est appelé le reste de la division de b par a.
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Théorème 1.2.6. Tout anneau euclidien est principal.

Preuve. Soit A un anneau euclidien et soit I un idéal de A . Si I = (0), alors
il est principal. Sinon dans I il existe un élément a tel que ψ(a) 6 ψ(b) pour tout
b ∈ I�{0} . Il est clair, que (a) ⊆ I . Réciproquement, soit b ∈ I . Alors b = aq + r,
d’où r = b − aq ∈ I. Comme r vérifie ψ(r) < ψ(a), par définition de a la seule
possibilité est r = 0. Donc, a | b et b ∈ (a), ce qui montre que I = (a).

Exemples. i) L’anneau Z est euclidien (ψ(x) =| x |).
ii) L’anneau K[X] des polynômes sur un corps K est euclidien (ψ(f(X)) =

deg(f(X)).)
iii) On peut montrer que pour n > 2 l’anneau K[X1, . . . , Xn] est factoriel. Nean-

moins, il n’est pas principal ( par exemple, l’idéal (X1, X2) n’est pas principal).

§3. Fermeture intégrale

Dans ce paragraphe A est un anneau intègre. On note K = Fr(A) son corps
des fractions. Soit L/K une extension de K . Rappelons qu’un élément x ∈ L est
algébrique sur K s’il existe un polynôme non-nul f(X) ∈ K[X] tel que f(x) = 0 .
Donnons maintenant une version ”entière” de cette définition.

Définition. On dit qu’un élément x ∈ L est entier sur A s’il existe n > 1 et
des éléments a0, a1, . . . , an−1 ∈ A tels que

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0 ,

i.e. s’il existe un polynôme unitaire f(X) ∈ A[X] tel que f(x) = 0 .

Il est clair que tout élément entier sur A est algébrique sur K .
Exemples. 1) Soient A = Z et L = K = Q . Alors 1/2 est algébrique sur Q, mais

il n’est pas entier sur Z .
2)

√
2 est entier sur Z (le polynôme X2 − 2 est unitaire et annule

√
2 .

3) Tout élément x ∈ A est algébrique sur A (on peut prendre f(X) = X − x).
On a vu qu’en général unélément algébrique sur K n’est pas entier sur A. Nean-

moins, on a la propriété suivante:

Proposition 1.3.1. Soit x ∈ L un élément algébrique sur K. Alors il existe
c ∈ A tel que cx est entier sur A .

Preuve. Si x est algébrique sur K, alors il existe b0, . . . , bn−1 ∈ K tels que

(*) xn + bn−1x
n−1 + . . .+ b0 = 0 .

Comme K est l’anneau des fractions de A, on a bi = si/ti , où si, ti ∈ A . En
multipliant (*) par le produit t = t1 · . . . · tn−1 on obtient:

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a0 = 0,

où ai = bit ∈ A . Soit c = an . Alors, en multipliant la dernière égalité par cn, on
obtient

(cx)n + can−1(cx)
n−1 + . . .+ cna0 = 0,

ce qui montre que cx est entier sur A .

Maintenant nous allons démontrer un théorème important qui relie la notion
d’un élément entier à la théorie des modules.
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Théorème 1.3.2(voir [S], §2.1, th.1). Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1) x ∈ L est entier sur A;

2) Le A-module A[x] est de type fini;

3) Il existe un A-module non-nul M de type fini contenu dans L et tel que
xM ⊆M .

Démonstration. 1) ⇒ 2) : Soit M = A + Ax + . . . + Axn−1 le A-module
engendré par 1, x, . . . , xn−1 (qui est évidemment de type fini). Si x est entier sur
A, alors il existe a0, a1, . . . , an−1 ∈ A tels que

xn = −a0 − a1x− . . .− an−1x
n−1,

d’où on déduit que xn ∈M . En utilisant la formule

xn+i = −a0xi − a1x
i+1 − . . .− an−1x

n+i−1

on montre , par récurrence, que xk ∈ M pour tout k . Comme A[x] est engendré
par xk, k > 0 on en déduit que A[x] =M ce qui donne 2).

2) ⇒ 3) : Il suffit de prendre M = A[x] .

3) ⇒ 1) : Soit M un module vérifiant 3). Alors, il possède un système fini de
gńérateurs m1, . . . ,mn ∈M . Comme xM ⊆M, il existe aij ∈ A tels que

xm1 = a11m1 + a12m2 + . . . a1nmn

xm2 = a21m1 + a22m2 + . . . a2nmn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xmn = an1m1 + an2m2 + . . . annmn.

Donc m1, . . . ,mn peuvent être vu comme une solution non-triviale du système
linéaire

(a11 − x)X1 + a12X2 + . . . a1nXn = 0

a21X1 + (a22 − x)X2 + . . . a2nXn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1X1 + an2X2 + . . . (ann − x)Xn = 0.

On en déduit que le déterminant du système

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a11 − x . . . a1n

...
. . .

...
an1 . . . ann − x

∣∣∣∣∣∣
est égal à 0 . En développant ∆, on obtient une équation de la forme f(x) = 0, où
f est une polynôme unitaire de degré n à coéfficients dans A. Donc, x est entier
sur A.

On utilise le théorème 1.3.2 pour démontrer la proposition suivante:
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Proposition 1.3.3(voir [S], §2.1, prop.1 et corollaire 1).
Soient x, y ∈ L deux éléments entiers sur A . Alors x+y, x−y et xy sont entiers

sur A .

Preuve. Si x et y sont entiers sur A, alors il existe des modules de type fini:

M = Am1 + . . .+Amk ⊆ L,

N = An1 + . . .+Anl ⊆ L,

tels que xM ⊆M et yN ⊆ N . Soit S le A-module engendré par les produits minj ,
1 6 i 6 k, 1leqslantj 6 l, i.e.

S = Am1n1 + . . .+Aminj + . . .+Amknl.

Comme xM ⊆M, il existe aij ∈ A tels que

xmi = ai1m1 + . . .+ aikmk,

d’où on déduit que xS ⊆ S . Le même argument montre que yS ⊆ S . Donc, on a

(x± y)S ⊆ xS + yS ⊆ S + S = S,

(xy)S = x(yS) ⊆ xS ⊆ S.

Comme S est de type fini sur A, le théorème 1 implique que x±y et xy sonts entiers
sur A.

Définition. Soient A et B deux anneaux commutatifs, intègres, A ⊆ B . On
dit que B est entier sur A si tout élément de B est entier sur A .

Définition. Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions et L une
extension de K. La proposition 1.3.3 montre que l’ensemble B de tous les éléments
x ∈ L qui sont entiers sur A, est un anneau contenant A. Cet anneau est appelé
la fermeture intégrale de A dans L . On appelle clôture intégrale de A la fermeture
intégrale de A dans son corps des fractions K.

Il est clair que, par définition, la fermeture intégrale de A dans L est entière sur
A.

Proposition 1.3.4. Soient A ⊆ B ⊆ C trois anneaux intègres. Si B est entier
sur A et C est entier sur B, alors C est entier sur A .

Preuve. Soit x ∈ C. Comme x est entier sur B, on a

xn + bn−1x
n−1 + . . .+ b1x+ b0 = 0,

avec bi ∈ B. Posons B1 = A[b0, b1, . . . , bn−1] et M = B1[x] . Alors M est de type
fini sur B1 et B1 est de type fini sur A car b0, . . . , bn−1 sont entiers sur A . Alors, la
proposition 1.? entrâıne que M est de type fini sur A. D’autre part, on a xM ⊂M
(voir la démonstration du théorème 1), ce qui fait que x est entier sur A.

Proposition 1.3.5. Soit k un corps et soit B un anneau entier sur k. Alors B
est un corps.

Preuve. Il suffit de montrer que tout élément non-nul b ∈ B est invérsible.
Comme b est entier sur k, il existe un polynôme non-nul f(X) ∈ k[X] tel que
f(b) = 0. Alors l’anneaux k[b] engendré par b est isomorphe à k[X]/(f(X)) qui est
un corps (théorème 0.2.3) ce qui signifie que k[b] est un corps et que b est inversible
dans k[b]. Comme k[b] ⊆ B, on en déduit que b est invérsible dans B.
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§4 Anneaux intégralement clos

Dans ce paragraphe on garde les notations du paragraphe précédent. On note A
un anneau intègre et K son corps des fractions.

Définition. On dit que A est intégralement clos, si sa clôture intégrale (i.e. la
fermeture intégrale de A dans K) est égale à A.

Un exemple important d’anneaux intégralement clos est donné par la proposition
suivante:

Proposition 1.4.1. Tout anneau factoriel est intégralement clos. En partic-
ulier, tout anneaux principal est intégralement clos.

Preuve. On veut montrer que si x ∈ K est entier sur A, alors x ∈ A. Il existe
a0, a1, . . . , an−1 ∈ A tels que

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0 = 0.

D’autre part, le théorème de décomposition en facteurs premiers permet d’écrire x
sous la forme x = α/β, où α et β sont des éléments de A qui sont premiers entre
eux. Donc, on a

(α/β)n + an−1(α/β)
n−1 + . . .+ a0 = 0,

d’où
αn + an−1α

n−1β + . . .+ a0β
n = 0.

On en déduit que β divise αn et comme α et β sont premiers entre eux, ceci signifie
que β est une unité de A. Donc, on a x = αβ−1 ∈ A, d’où la proposition.

Maintenant nous démontrons le résultat principal de ce paragraphe.

Théorème 1.4.2(voir [S], §2.7, th. 1). Soit L/K une extension finie séparable.
Si A est noethérien et intégralement clos, alors la fermeture intégrale de A dans L
est un A-module de type fini.

Démonstration. Comme L/K est séparable, la forme trace:

( , ) : L× L −→ K,

(x, y) = TrL/K(xy)

est non-dégénérée et elle définit, ainsi, un isomorphisme

L ≃ HomK(L,K),

x 7→ fx, fx(y) = TrL/K(xy) .

Soit ω1, . . . , ωn une base de L sur K et soit ω′
1, . . . , ω

′
n la base duale, i.e.

fω′
j
(ωi) = TrL/K(ωiω

′
j) =

{
1, si i = j

0, sinon.

Par la proposition 2.1, il existe c ∈ A tel que cω′
1, . . . , cω

′
n sont entiers sur A.

Soit B la fermeture intégrale de A dans L. Nous allons montrer que

(*) B ⊆ A(c−1ω1) + . . .+A(c−1ωn) .
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Si b ∈ B, alors pour tout i le produit b(cω′
i) est entier sur A. Alors, par le théorème

0.3.2, on a TrL/K(bcω′
i) ∈ A, car TrL/K(bcω′

i) ∈ K est entier sur A et A est
intégralement clos. Si on écrit b sous la forme

b = a1ω1 + . . .+ anωn,

avec ai ∈ K, alors un petit calcul montre que

TrL/K(bcω′
i) =

n∑
j=1

TrL/K(ajωjcω
′
i) = aic

et on obtient que aic ∈ A. Donc, on a ai ∈ c−1A et la formule (*) est établie.
Comme A est noethérien et comme A(c−1ω1) + . . .+A(c−1ωn) est evidemment

de type fini, on en déduit, en utilisant la proposition 0.1.9, que B est de type fini
sur A, d’où le théorème.

Corollaire 1.4.3. Avec les hypothèses du théorème 1.4.2, supposons de plus
A principal. Alors, la fermeture intégrale de A dans L est un A-module libre de
rang [L : K] .

Preuve. On a démontré que B est contenu dans

A(c−1ω1) + . . .+A(c−1ωn)

qui est A-libre de rang n = [L : K] (rappelons que ω1, . . . , ωn est une base de L sur
K). Comme A est principal, on en déduit que B est A-libre de rang 6 n. D’autre
part, B contient la famille libre cω′

1, . . . , cω
′
n, donc il est de rang n.

§5 Anneaux de Dedekind

Dans ce paragraphe A est un anneau commutatif, unitaire, intègre. Soit K =
Fr(A) l’anneau des fractions de A.

Définition. Soient a et b deux idéaux de A. On dit que a divise b si b ⊆ a .

Soit p un idéal premier. Alors

p | ab ⇒ p | a ou p | b .

Définition. On appelle idéal fractionnaire une partie a de A vérifiant les pro-
priétés suivantes:

i) a est un A-module, c’est à dire
• a± b ∈ a pour tous a, b ∈ a;
• λa ⊆ a pour tout λ ∈ A;
ii) il existe a ∈ A tel que aa ⊆ A .

Remarquons que tout idéal a de A est un idéal fractionnaire.

Proposition. Tout idéal fractionnaire b s’écrit sous la forme

b = a−1a = {a−1x | x ∈ a}

où a est un idéal de A et a ∈ A est un élément non-nul.
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Preuve. Soit b un idéal fractionnaire. Alors il existe a ∈ A tel que a = ab ⊆ A .
On voit que a est un idéal de A et que

b = a−1a .

Soient a et b deux idéaux fractionnaires. On définit leur somme et leur produit
en posant

a+ b = {a+ b | a ∈ a, b ∈ b},

a · b = {
∑
i

aibi | ai ∈ a, bi ∈ b} ,

et on vérifie que a+ b et a · b sont des idéaux fractionnaires.

On définit maintenant l’inverse d’un idéal fractionnaire a par

((*)) a−1 = {x ∈ K | xa ⊆ A} .

Définition. Soit A un anneau commutatif, intègre. On dit que A est un anneau
de Dedekind si il vérifie les propriétés suivantes

i) A est noethérien;

ii) A est intégralement clos;

iii) tout idéal premier non-nul de A est maximal.

Démontrons d’abord la proposition suivante.

Proposition 1.5.1. Tout anneau principal est un anneau de Dedekind.

Preuve. On sait déjà qu’un anneau principal est noethérien (prop. 1.2.1) et
intégralement clos (prop.1.4.1). En plus, tout idéal premier est maximal ( prop.
1.2.4). Donc, il est un anneau de Dedekind.

Le premier résultat important sur les anneaux de Dedekind est le théorème:

Théorème 1.5.2. Soit A un anneau de Dedekind. Alors l’ensemble F(A)
d’idéaux fractionnaires de A est un groupe abélien pour la multiplication. L’inverse
d’un idéal a ∈ F(A) est donné par la formule (*).

Preuve. Il est clair que le produit d’idéaux fractionnaires vérifie les propriétés
suivantes:

a(bc) = (ab)c,

ab = ba,

a(1) = a.

Donc, le seul point difficile est de montrer la formule

aa−1 = (1).

Commençons par quelques résultats préliminaires. Le lemme suivant, bien que
technique, est le coeur de la démonstrarion.
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Lemme 1.5.3. Soit A un anneau de Dedekind et soit a ⊆ A un idéal. Alors il
existe une famille finie d’idéaux premiers

p1, . . . , ps ⊆ A

telle que p1 · p2 · · · ps ⊆ a .

Démonstration du lemme. On fait raisonnement par l’absurde. On considère
l’ensemble X formé par les idéaux I qui ne vérifient pas la conclusion du lemme.
Si le lemme est faux, X n’est pas vide et possède, donc, un plus grand élément a
pour l’ordre ⊆ . Il est clair, que a n’est pas premier (sinon on pose p1 = a et on
obtient p1 ⊆ a). Donc, il existe b1, b2 /∈ a tels que b1b2 ∈ a. Posons a1 = (b1, a)
et a2 = (b2, a). Comme b1, b2 /∈ a, on a des inclusions strictes a ⊂ a1 et a ⊂ a2.
D’autre part, a1a2 ⊆ a car b1b2 ∈ a. Par définition de a, les idéaux a1 et a2 vérifient
la conclusion du lemme, donc il existe des idéaux premiers p1, . . . , pk, pk+1, . . . , ps
tels que

p1 · · · pk ⊆ a1,

pk+1 · · · ps ⊆ a2,

d’où
p1 · · · pkpk+1 · · · ps ⊆ a1a2 ⊆ a.

Contradiction.

Lemme 1.5.4. Soit p un idéal premier. Alors p−1p = (1).

Démonstration du lemme. i) On montre d’abord que p−1 ̸= A. On fixe un
élément non-nul a de p. On utilise le lemme 1.5.3 et on choisit une plus courte
châıne d’idéaux premiers p1, . . . , pr telle que

p1 · · · pr−1pr ⊆ (a) ⊆ p.

Alors p | p1 · · · pr−1pr d’o’ù p | pi pour certain i. Pour simplifier la notation on peut
supposer i = 1. Comme tout idéal premier est maximal (A est de Dedekind!) on
en déduit que p = p1.

D’autre part, par le choix des idéaux p1, . . . , pr on a:

p2 · · · pr * (a).

Donc, il existe b ∈ p2 · · · pr tel que b /∈ (a), mais

bp = bp1 ⊆ p1 · · · pr−1pr ⊆ (a).

On en déduit que l’élément x = a−1b appartient à p−1. D’autre part, x /∈ A car
b /∈ (a). On a démontré que p−1 ̸= A.

ii) Maintenant on peut montrer le lemme. Comme A ⊆ p−1, on a

p ⊆ pp−1 ⊆ A.

Comme p est maximal, il suffit de montrer que p ⊂ pp−1 pour conclure que pp−1 =
A. On fait raisonnement par l’absurde. Supposons que p = pp−1. Alors pour tout
x ∈ p−1 on a xp ⊂ p. Comme A est noethérien, l’idéal p est de type fini et le
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théorème 1.2.3 implique que x est entier sur A. Comme A est intégralement clos, ceci
signifie que p−1 = A.Mais dans la partie i) on a montré que p−1 ̸= A. Contradiction.

Nous pouvons maintenant terminer la PREUVE DU THÉORÈME 1.5.2.
i) On montre d’abord, que tout idéal est inversible. On fait une preuve par

l’absurde. Sia = p, est premier, on a déjà p−1p = (1) (lemme 1.5.4) ce qui montre
que p est inversible. Soit X l’ensemble des idéaux I non-inversibles de A i.e. tels
que IJ ̸= (1) pour tout idéal fractionnaire J ∈ F(A). Si le lemme est faux, alors X
est non-vide et possède un plus grand élément a. On a

ab ̸= (1) , ∀b ∈ F(A).

Comme a n’est pas premier, il existe un idéal premier (=maximal) p tel que a ⊂ p.
Comme A ⊂ p−1, on a

a ⊆ p−1a ⊆ p−1p = (1).

Montrons que a ⊂ p−1a (inclusion stricte). En effet, comme dans la partie ii) de la
preuve du lemme 1.5.4, l’égalité a = p−1a impliquerait que p−1 ⊆ A ce qui est faux
(lemme 1.5.4). Donc, on a a ⊂ p−1a et par le choix de a l’idéal p−1a est inversible.
Il existe, donc, un idéal fractionnaire c tel que

c(p−1a) = (1).

En posant b = p−1c, on obtient ba = (1), ce qui montre que a est inversible.
Contradiction.

ii) On montre maintenant la formule aa−1 = (1). Par i), il existe b ∈ F(A) tel
que ab = (1). Il est clair que b ⊆ a−1 (voir la définition de a−1). Réciproquement,
soit x ∈ a−1. Alors xa ⊆ A, d’où

x ∈ x(ab) = (xa)b ⊆ b.

Donc, a−1 ⊆ b ce qui montre que a−1 = b. Le théorème est démontré.

Théorème 1.5.5. Soit A un anneau de Dedekind. Alors tout idéal non-nul a
de A admet une décomposition et une seule de la forme

a = p1p2 · · · pk,

où p1, p2, . . . , pk sont des idéaux premiers.

Preuve. i) Démonstration par l’absurde. Supposons que le théorème est faux.
Il existe, donc, un plus grand idéal a qui ne s’écrit pas comme produit d’idéaux
premiers. Soit p un idéal premier (=maximal) contenant a et soit b = ap−1. Alors
a ⊆ b et comme dans la preuve du théorème 1.5.2 on montre que l’inclusion est
stricte. Alors a ⊂ b et par le choix de a l’idéal b s’écrit

b = p1p2 · · · pk.

Donc,
a = p(p−1a) = pb = pp1p2 · · · pk.
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Contradiction.
ii) Montrons maintenant l’unicité de la factorisation. Soit

a = q1q2 · · · qs

une autre factorisation de a. Alors

(*) p1p2 · · · pk = q1q2 · · · qs.

On a q1 | p1p2 · · · pk. Comme q1 est premier, il existe i tel que q1 | pi et comme pi
est maximal on en déduit que q1 = pi. Pour simplifier la notation supposons i = 1,
d’où q1 = p1. En multipliant (*) par p−1

1 , on obtient

p2 · · · pk = q2 · · · qs.

En appliquant les mêmes arguments à cette égalité on trouve que q2 = p2 etc... Le
théorème est démontré.

§6. Propriétés des anneaux de Dedekind

Dans ce paragraphe on déduit quelques corollaires des théorèmes 1.5.2 et 1.5.5.
Soit A un anneau de Dedekind et soit P l’ensemble des idéaux premiers de A.

i) Tout idéal a de A s’écrit d’une façon et d’une seule sous la forme:

a =
∏
p∈P

pnp(a),

où np(a) sont des nombres naturels prèsque tous nuls.

Preuve. la formule découle directement du théorème 1.5.5.

ii) Tout idéal fractionnaire a ∈ F(A) s’écrit d’une façon et d’une seule sous la
forme

a =
∏
p∈P

pnp(a),

où np(a) sont des nombres entiers prèsque tous nuls.

Preuve. Il existe a ∈ A tel que b = aa est un idéal de A. Soient

b =
∏
p∈P

pnp(b),

(a) =
∏
p∈P

pnp(a)

les factorisations des idéaux b et (a). Alors,

a = (a)−1b =
∏
p∈P

pnp(b)−np(a)

et on pose np(a) = np(b)− np(a).
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iii) Soient

a =
∏
p∈P

pnp(a),

b =
∏
p∈P

pnp(b)

deux idéaux de A. Alors a | b si et seulement si

np(a) 6 np(b) pour tout p.

Preuve. a | b si et seulement si il existe un idéal

c =
∏
p∈P

pnp(c)

tel que b = ac. Donc, on obtient que np(b) = np(a) + np(c), d’où la propriété.

iv) On a

a+ b =
∏
p∈P

pmin{np(a),np(b)},

a ∩ b =
∏
p∈P

pmax{np(a),np(b)}.

Preuve. Posons c = a+b. Alors c est le plus petit idéal tel que c | a et c | b. Un
utilisant iii) on obtient que np(c) est le plus grand entier vérifiant np(c) 6 np(a) et
np(c) 6 np(b), d’où np(c) = min{np(a), np(b)}. La preuve de la deuxième formule
est analogue et utilise le fait que a ∩ b est le plus grand idéal tel que a, b | a ∩ b.

Soit K le corps des fractions de A. Pour tout x = a/b ∈ K∗ l’ensemble (x) = xA
est un idéal fractionnaire de A (b(x) = (a) ⊆ A) appelé idéal fractionnaire principal
engendré par x. Comme (x)(y) = (xy) et (x)−1 = (x−1), les idéaux fractionnaires
principaux forment un sous-groupe FP(A) de F(A).

Définition. Le groupe quotient

Cl(A) = F(A)/FP(A)

s’appelle le groupe des classes d’idéaux de A.

Il résulte de cette définition la propriété suivante:
v) A est principal si et seulement si Cl(A) = {1} (i.e. si Cl(A) se réduit à son

élément neutre).

vi) Si l’ensemble P des idéaux premiers de A est fini, alors A est principal.

Preuve. Soit P = {p1, . . . , pn}. Montrons que l’idéal p1 est principal (le même
argument marche pour tout pi). D’après le théorème 1.5.5 p21 ̸= p1 (unicité de
factorisation), donc on a une inclusion stricte p21 ⊂ p1. Choisissons a ∈ p1 \ p21 et
considérons le système: 

x ≡ a (mod p21)

x ≡ 1 (mod p2)

· · · · · · · · · · · ·
x ≡ 1 (mod pn)
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Comme pi + pj = (1) si i ̸= j, le lemme chinois (proposition 0.1.2) implique que ce
système est résoluble. Soit x une solution. Alors p1 | (x), p21 - (x) et pi - (x) pour
i = 2, . . . , n. Comme p1, . . . , pn sont les idéaux premièrs de A ceci signifie que la
factorisation de (x) s’écrit

(x) = p1,

d’où le résultat voulu.

§7. Localisation

7.1. Anneaux de valuation discrète.

Définition. Soit A un anneau intègre. On dit que A est un anneau de valuation
discrète s’il est principal et possède un idéal premier non-nul m et un seul.

Donnons d’abord quelques propriétés élémentaires de ces anneaux.
i) Comme tout idéal maximal est premier, m est un idéal maximal de A et un

seul.
ii) Le groupe des unités U(A) de A est

U(A) = A \m,

i.e.
u ∈ U(A) ⇔ u /∈ m.

Preuve. Si u ∈ U(A), alors u /∈ m (sinon 1 = u−1u ∈ m??). Réciproquement,
soit u /∈ m. Alors (u) * m et comme tout idéal ̸= (1) est contenu dans un idéal
maximal on en déduit que (u) = (1). Donc, u est inversible.

iii) L’idéal m est principal. On appelle uniformisante de A un générateur π de
m. Si π′ est une autre uniformisante, alors π′ = uπ avec u ∈ U(A).

iv) Tout élément non-nul a ∈ A s’écrit

a = uπk ,

avec u ∈ U(A) et k ∈ N.

Preuve. On peut appliquer à A le théorème de factorisation dans un anneau
principal ( théorème 1.2.5). Comme un élément non-nul x ∈ A est irréductible si
et seulement si (x) est premier (prop. 1.2.4), on obtient que

π est irréductible ⇔ π est une uniformisante .

Le résultat s’en déduit.

v) Tout idéal non-nul de A est engendré par une puissance de π.

Preuve. Soit I un idéal. Comme A est principal, il existe a = uπk tel que
I = (a) = (πk).

vi) Le quotient k = A/m est un corps appelé le corps résiduel de A.

7.2. Localisation.
Soit K un anneau intègre et soit K son corps des fractions.



§7. LOCALISATION 35

Définition. On appelle partie multiplicative une partie S de A vérifiant les
propriétés suivantes:

i) 0 /∈ S et 1 ∈ S;
ii) Si a, b ∈ S, alors ab ∈ S.

Soit S une partie multiplicative et soit S−1A l’ensemble des éléments de a
s ∈ K

avec a ∈ A et s ∈ S. Comme

a

s
± a′

s′
=
as′ ± a′s

ss′
∈ S−1A,

a

s
· a

′

s′
=
aa′

ss′
∈ S−1A,

S−1A est un anneau commutatif contenu dans K.

Définition. S−1A est appelé la localisation de A par rapport à S.

Exemples. 1) Si S = {1}, alors S−1A = A.
2) Si S = A \ {0}, alors S−1A = K.
3) L’exemple suivant est très important. Soit p un idéal premier de A.

Alors Sp = A \ p est une partie multiplicative ( ii) découle de la définition d’un
idéal premier). On note Ap et on appelle anneau local de A en p la localisation

S−1
p A.

Proposition 1.7.1. Soient A un anneau intègre et S une partie multiplicative
de A.

i) Soit I ′ un idéal de S−1A. Alors I = I ′ ∩ A est un idéal de A vérifiant I ′ =
I(S−1A).

ii) L’application
p′ 7→ p = p′ ∩A

est une bijection entre les idéaux premiers de S−1A et les idéaux premiers p de A
tels que p ∩ S = ∅. L’application réciproque est

p 7→ p′ = p(S−1A).

Preuve. Voir, par exemple, [S], §5.1.

Corollaire 1.7.2. Soit p un idéal premier. Alors pAp est un idéal maximal
de Ap et un seul.

Preuve. Soit m′ un idéal maximal de Ap. Alors il existe un idéal m ⊂ A tel
que m ∩ Sp = ∅ tel que m′ = mAp. La condition m ∩ Sp = ∅ implique m ⊆ p, d’où
m′ ⊆ pAp. Le corollaire est démontré.

7.3. Localisation des anneaux de Dedekind.

Proposition 1.7.3. Soient A un anneau de Dedekind et S une partie multi-
plicative. Alors S−1A est un anneau de Dedekind.

Preuve (voir aussi [S], §5.1). i) On montre d’abord que S−1A est noethérien.
Soit

I ′1 ⊆ I ′2 ⊆ . . .
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une châıne croissante d’idéaux de S−1A. Posons Ii = I ′i ∩A. Alors on a une châıne
croissante d’idéaux de A :

I1 ⊆ I2 ⊆ . . . .

Comme A est noethérien, il existe n tel que In = In+1 = . . . . Mais I ′i = Ii(S
−1A),

d’où I ′n = I ′n+1 = . . . . Donc S−1A est noethérien.

ii) On montre que S−1A est intégralement clos. Soit x ∈ S−1A un élément entier
sur S−1A i.e.

xn +
an−1

sn−1
xn−1 + · · ·+ a1

s1
x+

a0
s0

= 0.

Soit s = sn−1 · s1s0. Alors y = sx vérifie l’équation

yn + (an−1sn−2 . . . s0)y
n−1 + · · ·+ sna0

s0
= 0,

i.e. il est entier sur A. Comme A est intégralement clos, on a y ∈ A, d’où x ∈ S−1A.

iii) On montre que tout idéal premier p′ de S−1A est maximal. Soit m′ un idéal
contenant p et soient p = p′ ∩A et m = m′ ∩A. Comme p est maximal dans A, on
a m = p, d’où m′ = m(S−1A) = p′. Donc, p′ est maximal.

Théorème 1.7.4. Soit A un anneau de Dedekind.

i) Pour tout idéal premier p ⊂ A l’anneau Ap est un anneau de valuation discrète.

ii) Son corps résiduel Ap/mAp
est isomorphe à kp = A/p.

Preuve. Ap est un anneau de Dedekind (prop. 1.7.3). Par le corollaire 1.7.2,
pAp est l’unique idéal premier de Ap et en utilisant la propriété vi), du §6 on en
déduit que Ap est principal.

Comme pAp ∩A = p (voir prop. 1.7.1), l’inclusion A ⊆ Ap induit une inclusion

ip : kp = A/p ⊆ Ap/mAp
.

Il reste à montrer qu’elle est surjective. Soit y = a/s ∈ Ap, s /∈ p. Comme p est un
idéal maximal, on a (s) + p = (1), i.e. il existe b ∈ A et c ∈ p tels que sb + c = 1.
Posons x = ab ∈ A. Alors ac/s ∈ mAp

, d’où

y =
a

s
= ab+

ac

s
≡ x (mod mAp

).

Donc ip(x) = x+mAp
= y +mAp

d’où la surjectivité.

Exemple. Soit p un nombre premier et soit (p) l’idéal principal engendré par p.
Alors la localisation Z(p) de Z en (p) cöıncide avec l’ensemble des rationnels x = a

s
avec a, s ∈ Z tels que p - s. Par le théorème 1.7.4, Z(p) est un anneau de valuation
discrète. L’idéal maximal de Z(p) est

(p) =

{
a

s
: p | a, p - s

}
.
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§8. Extensions

8.1. Dans cette section on étudie le comportement des idéaux premiers dans
les extensions A ⊂ B où B est entier sur A. Dans la section 8.2 on applique ces
résultats aux anneaux de Dedekind. Nous commençons par un lemme technique
mais très utile en théorie des modules.

Lemme 1.8.1 (de Nakayama). Soient A un anneau et a un idéal de A qui est
contenu dans tous les idéaux maximaux de A. Soit M un A-module de type fini. Si

aM =M,

alors M = {0}.
Preuve. Soit m1, . . . ,mn un système de générateurs de M. Alors aM = M

implique que tout mi s’écrit:

mi = ai1m1 + ai2m2 + · · · ainmn,

avec aij ∈ a. On obtient, ainsi, un système
(1− a11)m1 − a12m2 − · · · − a1nmn = 0

−a21m1 + (1− a22)m2 − · · · − a2nmn = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−an1m1 − an2)m2 − · · ·+ (1− ann)mn = 0.

Si on pose X = (aij)16i,j6n, et Y = In −X, alors ce système s’écrit

(*) Y


m1

m2
...
mn

 =


0
0
...
0


Comme aij ∈ a, on voit que det(Y ) ∈ 1+ a. Soit m un idéal maximal de A. Comme
a ⊆ m, on en déduit que det(Y ) /∈ m, ce qui signifie que det(Y ) n’appartient à aucun
idéal maximal de A. Donc, det(Y ) est une unité de A et la matrice Y est invérsible
sur A. En multipliant (*) par Y −1 on en déduit que mi = 0, d’où le lemme.

Corollaire 1.8.2. Soient Aun anneau intègre et p un idéal premier de A. Soit
M un Ap-module vérifiant

pM =M.

Alors M = {0}.
Preuve. Comme pAp est l’unique idéal premier de Ap, on peut appliquer le

lemme de Nakayama en posant a = pAp.

Soit A ⊂ B une extension d’anneaux. Soient p ⊂ A et P ⊂ B des idéaux
premiers. On dit que P est au-dessus de p (ou que P divise p), si

p = P ∩A.

Si P est au-dessus de p, le passage aux quotients donne une injection

A/p = A/(A ∩P) ↪→ B/P.

On utilise le lemme de Nakayama pour démontrer la proposition suivante:
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Proposition 1.8.3. Soit A ⊆ B et soit p un idéal premier de A. Si B est entier
sur A, alors

i) pB ̸= B;
ii) il existe un idéal premier P de B au-dessus de p.

Preuve. i) On sait que mAp
= pAp est l’unique idéal maximal de Ap. Soit Bp

la localisation de B par rapport à la partie multiplicative Sp = A \ p. Alors Bp est
un Ap-module et on a

pBp = pApB = pApBp = mAp
Bp.

Il suffit, donc, de montrer que mAp
Bp ̸= Bp. On montre cette assertion par

l’absurde. Si mAp
Bp = Bp, alors

(*) 1 = a1b1 + · · ·+ anbn,

avec ai ∈ mAp
et bi ∈ Bp.

Posons B0 = Ap[b1, . . . , bn]. Alors B0 est de type fini sur Ap (théorème 1.3.2) et

mAp
B0 = B0

(grace à (*), on a B0 ⊆ mAp
B0, l’inclusion B0 ⊆ mAp

B0 est automatique). En
appliquant le corollaire 1.8.2 à B0 , on obtient B0 = 0, d’òu bi = 0 et 1 = 0.
Contradiction.

ii) Comme mAp
Bp ̸= Bp, il existe un idéal maximal M de Bp tel que

mAp
Bp ⊆ M.

On a mAp
⊆ M ∩Ap et comme mAp

est maximal, on a

M ∩Ap = mAp
.

Posons P = M ∩B. Alors P est un idéal premier de A et on a

P ∩A = M ∩A = (M ∩Ap) ∩A = mAp
∩A = p

(voir proposition 1.7.1). La proposition est démontrée.

Proposition 1.8.4. Soit B un anneau entier sur A. Un idéal P ⊂ B est max-
imal si et seulement si p = P ∩A est maximal.

Preuve. i) Si P est maximal, alors l = B/P est un corps et A/p ⊆ l. Comme
B est entier sur A, le corps l est entier sur A/p. On applique la proposition 1.8.3 à
l’anneau A/p. Si p n’était pas maximal, A/p ne serait pas un corps et il existerait
un idéal maximal non nul m de A/p. Par la proposition 1.8.3, il existerait un idéal
maximal M de l au-dessus de m ce qui est absurde car l est un corps.

ii) Réciproquement, supposons que p est maximal. Alors B/P est entier sur A/p
et il suffit d’utiliser la proposition 1.3.5 pour conclure que B/P est un corps.

8.2. Extensions des anneaux de Dedekind.
Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps des fractions. On fixe une

extension finie et séparable L/K de K.
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Proposition 1.8.5. Soit B la ferméture intégrale de A dans L. Alors B est un
anneau de Dedekind.

Preuve. Il resulte du théorème 1.4.2 que B est un A-module de type fini.
Comme A est noetherien on en déduit que B l’est aussi (cf. théorème 0.1.9).

Soit x est un élément du corps des fractions de B qui est entier sur B. Alors (voir
prop. 1.3.4) il est entier sur A, d’où x ∈ B. On en déduit que B est intégralement
clos.

Il reste de montrer que tout idéal premier de B est principal. Soit P ⊂ B un
idéal premier. Alors p = P ∩ A est un idéal premier de A qui est maximal car A
est un anneau de Dedekind. On déduit de la prop. 1.8.4 que P est maximal dans
B,d’où la proposition.

Maintenant on veut étudier le comportement des idéaux de A dans l’extension
L/K. Soit p un idéal premier de A et soit pB l’idéal qu’il engendre dans B. Soit

pB = Pe1
1 · · ·Peg

g

la décomposition de pB en produit d’idéaux premiers de B. Chaque idéal Pi divise
pB, ce qui signifie que p ⊂ Pi ∩A et comme Pi ∩A est un idéal premier on obtient
que

p = Pi ∩A i = 1, 2, . . . g,

i.e. que Pi sont au-dessus de p. Réciproquement, si P est au-dessus de p, alors
pB ⊆ P, i.e. P est un diviseur premier de pB.

L’inclusion A ⊂ B induit une inclusion

A/p = A/(Pi ∩A) ⊂ B/Pi

ce qui signifie que le corps résiduel lPi de B en Pi est une extension du corps
résiduel kp de A en p.

Définition. Le degré fi = f(Pi/p) de lPi
/kp est appelé l’indice d’inértie ou le

degré résiduel de l’extension L/K en Pi .
Le nombre e(Pi/p) = ei est appelé l’indice de ramification.

Soit K ⊆ L ⊆ M une tour des corps et soit A ⊆ B ⊆ C la tour correspondante
des fermétures intégrales. Soient p ⊂ A, q ⊂ B et P ⊂ C trois idéaux premiers tels
que q est au-dessus de p et P est au-dessus de q. On a les formules suivantes qui
découlent des définitions:

f(P/q) f(q/p) = f(P/p),

e(P/q) e(q/p) = e(P/p).

Théorème 1.8.6. On a

g∑
i=1

eifi = [L : K] .

Preuve. (voir [S], §5.2, th.1). En utilisant par exemple la formule iv) du §6 on
voit que

Pei
i +P

ej
j = (1), si i ̸= j.



40 THEORIE DES NOMBRES

Soit Bp la localisation de B par rapport à Sp = A \ p. Nous allons utiliser les
propriétés suivantes de Bp :

a) Par la proposition 1.7.1 les idéaux premiers de Bp sont de la forme S−1
p P, où

P est un idéal premier de B tel que P∩Sp = ∅. Soit q = P∩A. Alors la condition
P ∩ Sp = ∅ signifie que q = p i.e. que les idéaux premiers de Bp sont exactement

P̃i = S−1
p Pi, i = 1, . . . , g;

b) Par la propriété iv), §6, l’anneau Bp est principal;
c) Par le théorème 1.7.4, Ap est un anneau de valuation discrète. En particulier,

il est principal et Bp est un Ap-module libre de type fini sans torsion. Par la théorie
des module sur un anneau principal, Bp est libre sur Ap. Si b1, . . . , bn est une base
de Bp, alors , comme, K (résp. L) est un corps des fractions de Ap (résp. de Bp)
on voit que b1, . . . , bn est une base de L sur K, i.e. que n = [L : K].

Passons maintenant à la démonstration du théorème. Les idéaux P̃i sont deux
à deux premiers entre eux et le lemme chinois (prop. 0.1.2) donne:

(1) Bp/pBp ≃ (Bp/P̃
e1
1 )× · · · × (Bp/P̃

eg
g ).

Comme Bp est Ap-libre de rang n = [L : K], il est isomorphe à A
(n)
p . Soit kp = A/p

le corps résiduel de A en p. Alors,

Bp/pBp ≃ (Ap/pAp)
(n) = k

(n)
p .

On en déduit que Bp/pBp est un kp-espace vectoriel de dimension

(2) dimkp
(Bp/pBp) = [L : K].

Calculons maintenant les dimensions dimkp
(Bp/P̃

ei
i ). Comme Bp est principal, il

existe un élément irréductible πi ∈ Bp tel que P̃i = (πi). Donc,

Bp/P̃
ei
i ≃ Bp/(π

ei
i ).

Considérons la châıne d’idéaux

(πi)
ei ⊂ (πei−1

i ) ⊂ . . . ⊂ (πi) ⊂ Bp.

On a

(πi)
m/(πi)

m+1 = (πm
i Bp)/(π

m+1
i Bp) ≃ Bp/(πiBp) = Bp/P̃i = lPi

.

Donc, pour tout m, le quotient (πi)
m/(πi)

m+1 est un kp-espace vectoriel de dimen-
sion [lPi

: kp] = fi. Alors,

(3)

dimkp
(Bp/(π

ei
i ) =

= dimkp
(Bp/(πi)) + dimkp

((πi)/(π
2
i )) + · · ·+ dimkp

((πei−1)/(πei
i )) =

= fi + fi + · · ·+ fi = eifi.

D’autre part, la décomposition (1) donne

dimkp
(Bp/pBp) =

g∑
i=1

dimkp
(Bp/P̃

ei
i )

et il suffit de mettre ensemble (2) et (3) pour conclure.

Si l’extension L/K est galoisienne, on peut démontrer un résultat plus précis.
Voir le théorème 2.6.7.
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§9. Les homomorphismes de norme et de l’injection pour les idéaux

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, L/K une extension
finie séparable et B la fermeture intégrale de A dans L. On note F(A) (resp.
F(B)) le groupe des idéaux fractionnaires de A (resp. de B). On va définir deux
homomorphismes:

iB/A : F(A) −→ F(B),

NB/A : (B) −→ F(A)

appelés l’injection et la norme. Comme F(A) (resp. F(B)) est un groupe abélien
libre engendré par les idéaux premiers non-nuls p de A (resp. P de B), il suffit de
définir iB/A(p) (resp. NB/A(P)). On pose

iB/A(p) = pB =
∏
P|p

Pe(P/p),

NB/A(P) = pf(P/p), où p = P ∩A.

Voici deux propriétés élémentaires qui découlent directement de cette définition:
i) Si a ∈ F(A), alors

NB/A(iB/A(a)) = an, où n = [L : K].

ii) Soit p un idéal premier non-nul de A. On pose Ap = S−1
p A, Bp = S−1

p B et
pour tout idéal b de B on note bp l’idéal bBp de Bp. Alors

NBp/Ap
(bp) = NB/A(b)p.

Preuve. Il suffit de vérifier ces formules pour les idéaux premiers.

i) Comme
∑
P|p

e(P/p)f(P/p) = n, (voir le théorème 1.8.6) , on a:

NB/A(iB/A(p)) = NB/A

∏
P|p

Pe(P/p)

 =
∏
P|p

pe(P/p)f(P/p) = pn.

ii) Soit Q un idéal premier de B et soit q = Q ∩ A. Si q = p, alors Qp est un
idéal de Bp au-dessus de pAp et on a

NBp/Ap
(Qp) = (pAp)

f(Q/p) = pf(Q/p)Ap = NB/A(Q)p.

Si q ̸= p, alors Sp ∩ Q ̸= ∅ et Qp = Bp, d’où NBp/Ap
(Qp) = Ap et NB/A(Q)p =

S−1
p qf(Q/q) = Ap.

Proposition 1.9.1. Si β ∈ L∗, alors NB/A((β)) cöıncide avec l’idéal principal
engendré par NL/K(β) :

NB/A((β)) = (NL/K(β)).

Preuve. a) Supposons d’abord que A est un anneau de valuation discrète. Soit
π une uniformisante de A. Alors p = (π) est l’unique idéal premier non-nul de A.
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Par la proriété iv), §6 B est principal et de type fini sur A. Comme de plus, B est
sans torsion, il est libre sur A. Soit e1, . . . , en une base de B sur A. Comme les
applications NB/A et NL/K sont multiplicatives, il suffit de vérifier la formule pour
les éléments irréductibles Π ∈ B. Soit P = (Π). Alors P | p et

f(P/p) = dimkp
lP; où kp = A/p, lP = B/P.

Soit fΠ : B −→ B l’application ”multiplication par Π”:

fΠ(x) = Πx

et soit M(Π) la matrice de fΠ dans la base {ei} :

fΠ


e1
e2
...
en

 =M(Π)


e1
e2
...
en


Par le théorème des diviseurs élémentaires, il existe des matrices inversibles U, V ∈
GLn(A) telles que

UM(Π)V =

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
0 0 . . . λn

 , λi = πki , λi | λi+1.

Posons 
u1
u2
...
un

 = U


e1
e2
...
en


et 

v1
v2
...
vn

 = V −1


e1
e2
...
en

 .

Comme U et V sont inversibles sur A, les familles {ui} et {vi} sont des bases de B
sur A et on a

fΠ


u1
u2
...
un

 = UM(Π)


e1
e2
...
en

 = UM(Π)V


v1
v2
...
vn

 =

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
0 0 . . . λn



v1
v2
...
vn

 ,

i.e. fΠ(ui) = λivi. Donc

P = ΠB = fΠ(B) = λ1Av1 + . . .+ λnAvn,

ce qui montre qu’en tant que kp-module, lP = B/P est isomorphe à

A/(πk1)⊕A/(πk2)⊕ · · · ⊕A/(πkn).
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On en déduit que
dimkp

lP = k1 + k2 · · ·+ kn,

d’où
NB/A(P) = (πk1+k2+...+kn) = (λ1λ2 · · ·λn).

D’autre part, on a

NL/K(Π) = det(M(Π)) = (det(U))−1 det(V )

∣∣∣∣∣∣
λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
0 0 . . . λn

∣∣∣∣∣∣ .
Comme det(U) et det(V ) sont des unités on obtient que

(NL/K(Π)) = (λ1λ2 · · ·λn),

d’où NB/A((Π)) = (NL/K(Π)).
b) Considérons maintenant le cas général. Pour montrer que NB/A((β)) =

(NL/K(β)) il suffit de montrer que pour tout idéal premier p de A on a

(*) NB/A((Π))p = (NL/K(Π))p.

Par la propriété ii) on a NB/A((β))p = NBp/Ap
((β)p), et la formule (*) se reécrit:

NBp/Ap
(βAp) = NL/K(β)Ap.

Comme Ap est principal, la dernière formule découle de a), d’où la proposition.
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CHAPITRE II. VALUATIONS

§1. Valeurs absolues

1.1. Valeurs absolues.

Définition. Soit K un corps. On appelle valeur absolue sur K une fonction

∥ · ∥ : K −→ R
satisfaisant aux trois propriétés suivantes:

i) On a ∥x∥ > 0 pour tout x ∈ K et ∥x∥ = 0 si, et seulement si, x = 0;
ii) Pour tous x, y ∈ K on a

∥xy∥ = ∥x∥ ∥y∥;
iii) Pour tous x, y ∈ K on a

∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥.

Exemples. 1) La valeur absolue définie par ∥x∥ = 1 si x ̸= 0 est dite triviale.
2) Soit K = Q,R ou C. Alors la fonction ”module” x 7→ |x| est une valeur ab-

solue sur K.

Donnons quelques propriétés élémentaires des valeurs absolues:
i) On a

∥1K∥ = ∥ − 1K∥ = 1.

Preuve. On a
∥1K∥ = ∥1K · 1K∥ = ∥1K∥ ∥1K∥

d’où ∥1K∥ = 1 et

∥ − 1K∥2 = ∥(−1K)(−1K)∥ = ∥1K∥ = 1,

d’où ∥ − 1K∥ = 1.

ii) Pour tout n ∈ N on a
∥n1K∥ ≤ n.

Preuve. On a

∥n1K∥ = ∥ 1K + · · ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
n fois

∥ ≤ ∥1K∥+ · · ·+ ∥1K∥K︸ ︷︷ ︸
n fois

= n.

iii) Pour tout x ∈ K on a
∥ − x∥ = ∥x∥.

iv) On a
∥x−1∥ = ∥x∥−1

si x ̸= 0.
v) Pour tous x, y ∈ K on a

| ∥x∥ − ∥y∥ |6 ∥x− y∥.
Preuve. On a

∥x∥ = ∥x− y + y∥ 6 ∥x− y∥+ ∥y∥,
d’où ∥x∥ − ∥y∥ 6 ∥x− y∥. En appliquant le même argument à ∥y∥ on obtient que
∥y∥ − ∥x∥ 6 ∥x− y∥, d’où l’inégalité voulue.
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Proposition 2.1.1. Soit ∥ ·∥ : K −→ R une application vérifiant les propriétés
suivantes:

i) ∥x∥ > 0 pour tout x ∈ K et ∥x∥ = 0 si, et seulement si, x = 0;
ii) Pour tous x, y ∈ K on a

∥xy∥ = ∥x∥ ∥y∥.

Alors ∥ · ∥ est une valeur absolue si et seulement si

(*) ∥x∥ 6 2 pour tout x tel que ∥x∥ 6 1.

Preuve. Si ∥ · ∥ est une valeur absolue, alors pour tout x vérifiant ∥x∥ 6 1 on
a

∥1 + x∥ 6 ∥1∥+ ∥x∥ 6 2.

Réciproquement, supposons que ∥ · ∥ vérifie (*). Alors pour tous x, y ∈ K on a

∥x+ y∥ 6 2max{∥x∥, ∥y∥}

(si, par exemple, ∥x∥ 6 ∥y∥, on pose α = x/y et on applique (*) à α.) Par récurrence
on obtient:

∥
2m∑
i=0

xi∥ 6 2mmax{∥xi∥ | 1 ≤ i ≤ 2m}

pour tous xi ∈ K. Si n est un nombre naturel quelconque il existe m tel que
2m−1 ≤ n ≤ 2m. Pour tous x1, . . . , xn ∈ K on obtient (en ajoutant 2m − n termes
nuls):

∥
n∑

i=1

xi∥ ≤ 2mmax{∥xi∥ | 1 ≤ i ≤ n} ≤ (2n)max{∥xi∥ | 1 ≤ i ≤ n}.

En particulier, pour tout n ∈ N on a

∥n∥ ≤ 2n.

Maintenant nous pouvons montrer que (*) implique l’inégalité triangulaire. Soient
x, y ∈ K. Alors pour tout n on a:

∥x+ y∥n = ∥(x+ y)n∥ = ∥
n∑

i=0

Ci
nx

iyn−i∥ ≤
n∑

i=0

∥Ci
n1K∥ ∥x∥i ∥y∥n−i∥ ≤

≤ 2

n∑
i=0

Ci
n∥x∥i ∥y∥n−i = 2(∥x∥+ ∥y∥)n.

Donc
∥x+ y∥ ≤ 21/n(∥x∥+ ∥y∥)

pour tout n ∈ N. En passant a la limite quand n→ ∞ on obtient ∥x+y∥ ≤ ∥x∥+∥y∥.
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Soit ∥ · ∥ une valeur absolue sur K. Posons

d(x, y) = ∥x− y∥ .

Alors d est une distance sur K i.e. elle vérifie les propriétés suivantes:
i) d(x, y) > 0 et d(x, y) = 0 si, et seulement si, x = y;
ii) d(x, y) = d(y, x) pour tous x, y ∈ K;
iii) Pour tous x, y, z ∈ K on a

d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

On appelle boule ouverte de centre a ∈ K et de rayon r > 0 l’ensemble

B(a, r) = {x ∈ K | d(x, a) < r}.

La distance d définit une topologie sur K. Plus précisement, on dit que U ⊆ K est
un ouvert, si pour tout x ∈ U il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊆ U. On peut dire
aussi que U est un ouvert s’il s’écrit comme union des boules ouvertes. Une suite
{xn} converge vers x ∈ K si, et seulement si, pour tout ϵ > 0 il existe N tel que
pour tout n > N

d(x, xn) = ∥x− xn∥ < ϵ.

Proposition 2.1.2. Soit K un corps muni d’une valeur absolue. Les applica-
tions suivantes sont continues:

i)

{ ∥ · ∥ : K −→ R,
x 7→ ∥x∥;

ii)

{
fa : K ×K −→ K,

fa(x, y) = x+ y;

iii)

{
fm : K ×K −→ K,

fm(x, y) = xy;

iv)

{
i : K∗ −→ K∗,

i(x) = x−1.

Preuve. i) Soit ϵ > 0. Posons δ = ϵ. Par la propriété v) pour tous x, x′ ∈ K
vérifiants ∥x− x′∥ < δ on a

| ∥x∥ − ∥x′∥ |< ∥x− x′∥ < ϵ,

d’ou la continuité de la valeur absolue.
ii) Soit ϵ > 0. Posons δ = ϵ/2. Si ∥x− x′∥ < δ et ∥y − y′∥ < δ, on a

∥fa(x, y)− fa(x
′, y′)∥ < ∥x− x′∥+ ∥y − y′∥ < ϵ.

iii) Soient x, y ∈ K. Pour tout ϵ > 0 posons

δ = min

{
ϵ

3∥x∥
,

ϵ

3∥y∥
,
√
ϵ/3

}
.

Alors, si ∥x− x′∥ < δ et ∥y − y′∥ < δ, on a:

∥fm(x, y)− fm(x′, y′)∥ = ∥x(y − y′) + (x− x′)y + (x− x′)(y′ − y)∥ ≤
≤ ∥x∥∥y − y′∥+ ∥y∥∥y − y′∥+ ∥x− x′∥∥y − y′∥ ≤ ϵ.

iv) La preuve est essentiellement la même (et facile).
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Définition. On dit que deux valeurs absolues ∥ · ∥1 et ∥ · ∥2 sur K sont
équivalentes, si elles définissent la même topologie.

Nous admettons la proposition suivante (voir [L], chapitre 12, prop. 12.1.1 pour
démonstration):

Proposition 2.1.3. Soient ∥ · ∥1 et ∥ · ∥2 deux valeurs absolues non-triviales
sur K. Elles sont équivalentes si et seulement si la relation ∥x∥1 < 1 implique
∥x∥2 < 1. Si elles sont équivalentes, il existe c > 0 tel que pour tout x ∈ K

∥x∥1 = ∥x∥c2.

1.2. Complétions.
Soit K un corps muni d’une valeur absolue non-triviale. On dit que {xn} est

une suite de Cauchy, si pour tout ϵ > 0 il existe N tel que pour tous n,m > N

d(xn, xm) = ∥xn − xm∥ < ϵ.

Définition. On dit que K est complet pour la valeur absolue ∥ · ∥ si toute suite
de Cauchy est convergente.

Le théorème suivant dit, en gros, qu’on peut toujour ”compléter” K en le
plongeant dans un corps complet.

Théorème 2.1.4. Soit K un corps muni d’une valeur absolue ∥ · ∥. Il existe un

corps K̂ muni d’une valeur absolue ∥ · ∥K̂ et un plongement i : K ↪→ K̂ vérifiant
les propriétés suivantes:

i) la valeur absolue ∥ · ∥K̂ prolonge ∥ · ∥ i.e. pour tout x ∈ K on a

∥i(x)∥K̂ = ∥x∥;

ii) K̂ est complet pour la valeur absolue ∥ · ∥K̂ ;

iii) i(K) est dense dans K̂.

Si (K̃, ∥ · ∥K̃ , ĩ) est un autre corps muni d’une valeur absolue et d’un plongement

ĩ : K ↪→ K̃ avec les mêmes proprétés, alors il existe un unique isomorphisme

j : K̂ −→ K̃

tel que
i) j est compatible avec les valeurs absolues, i.e. ∥j(x)∥K̃ = ∥x∥K̂ pour tout

x ∈ K̂;
ii) les plongements i et ĩ sont compatibles avec j i.e.

ĩ(x) = j(i(x)) pour tout x ∈ K.

On peut résumer ce théorème en disant qu’il existe un corps complet K̂
contenant K tel que K est dense dans K̂ et un seul.

Preuve. (voir [L], §12.2, proposition 12.2.1). Démontrons d’abord l’unicité.
Dans la démonstration nous utilisons plusieurs fois l’observation suivante: comme
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∥ · ∥K̂ prolonge ∥ · ∥, {xn} ⊂ K est une suite de Cauchy si, et seulement si, {i(xn)}
l’est dans K̂.

Soit (K̃, ∥ · ∥K̃ , ĩ) un autre corps vérifiant i)-iii). Nous allons construire

l’application j : K̂ −→ K̃ de façon suivante. Comme i(K) est dense dans K̂,

pour tout x ∈ K̂ il existe une suite xn ∈ K telle que x = limn→∞ i(xn). Comme xn
est une suite de Cauchy, la suite {̃i(xn)} ⊂ K̃ l’est aussi et comme K̃ est complet
on peut poser

j(x) = lim
n→∞

ĩ(xn).

On va montrer que j(x) est bien défini, i.e. qu’il ne dépend pas de choix de la
suite {xn}. Soit {x′n} une autre suite telle que limn→∞ x′n = x. On construit une
nouvelle suite {αn} en posant

α1 = x1,

α2 = x′1,

α3 = x2,

α4 = x′2,

· · · · · · · · ·
i.e.

αn =

{
x(n+1)/2, si n est impair,

x′n/2, si n est pair.

Alors limn→∞ i(αn) = x et en appliquant le même argument on voit que la suite

ĩ(αn) converge dans K̃. Donc, les sous-suites {̃i(x′n)} et {̃i(xn)} de {(̃αn)} converge
vers le même élément, i.e.

lim
n→∞

ĩ(x′n) = lim
n→∞

ĩ(αn) = lim
n→∞

ĩ(xn) = j(x),

ce qui montre que j(x) ne dépend pas du choix de {xn}.
Si x = limn→∞ i(xn) et y = limn→∞ i(yn), alors

x+ y = lim
n→∞

(i(xn) + i(yn)) = lim
n→∞

i(xn + yn),

xy = lim
n→∞

(i(xn) i(yn)) = lim
n→∞

i(xnyn),

d’où
j(x+ y) = j(x) + j(y),

j(xy) = j(x) j(y).

On en déduit que j est un homomorphisme de corps. Par construction, on a
j(i(x)) = ĩ(x), si x ∈ K (si x ∈ K on peut poser xn = x). En particulier,
l’homomorphisme j est non-nul, donc injectif. Pour montrer qu’il est surjectif on
remarque que comme ĩ(K) est dense dans K̃, pour tout z ∈ K̃ il existe une suite
{zn} dans K telle que z = limn→∞ ĩ(zn). Comme {zn} est une suite de Cauchy,
on peut poser x = limn→∞ i(zn). Alors, par définition, on a z = j(x), d’où la
surjectivité de j.

Donnons maintenant la preuve de l’existence du corps K̂ vérifiant i)-iii). Soit
C(K) l’ensemble des suites de Cauchy {xn} dans K. On définit la somme et le
produit des deux suites de Cauchy en posant

{xn}+ {yn} = {xn + yn},
{xn} {yn} = {xnyn}.
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On vérifie facilement que {xn + yn} et {xnyn} sont des suites de Cauchy. Donc,
C(K) est un anneau commutatif pour l’addition et la multiplication terme à terme.

Soit
IK = {{xn} ⊂ K| lim

n→∞
xn = 0}.

On va montrer que IK est un idéal maximal de C(K). Il est clair que si {xn}, {yn} ∈
IK , alors {xn} ± {yn} ∈ IK . Soient maintenant {xn} ∈ IK et {yn} ∈ C(K) une
suite de Cauchy quelconque. Alors {yn} est bornée (la preuve est exactement la
même que dans le cas ”classique”) i.e. il existe C tel que ∥yn∥ 6 C pour tout n.
Alors,

∥xnyn∥ = ∥xn∥ ∥yn∥ 6 C∥xn∥ →
n→∞

0,

ce qui montre que {xn} {yn} ∈ IK . Donc, IK est un idéal. Pour montrer qu’il est
maximal il suffit de remarquer que si {xn} /∈ IK , il existe M > 0 et N ∈ N tels que

∥xn∥ >M, si n > N.

On définit une suite {yn} en posant yn = x−1
n si n > N. On a

∥yn − ym∥ =

∥∥∥∥ 1

xn
− 1

xm

∥∥∥∥ =
∥xn − xm∥
xnxm

6 ∥xn − xm∥
M2

,

ce qui montre que {yn} est une suite de Cauchy. Comme {xn} {yn} = 1, on
en déduit que {xn} est inversible dans C(K). Donc, tout élément de C(K) qui
n’appartient pas à IK est inversible ce qui entrâıne que l’idéal IK est maximal.

On définit le corps K̂ comme le quotient

K̂ = C(K)/I(K).

Le corps K est plongé dans K̂ ”sur la diagonale”: l’image i(x) de x ∈ K est la

classe de la suite constante xn = x. La valeur absolue de K se prolonge sur K̂ par
continuité: si {xn} ∈ C(K) représente une classe α ∈ K̂, on pose

∥α∥K̂ = lim
n→∞

∥xn∥.

(Remarquons que l’inégalité | ∥xn∥ − ∥xm∥ |6 ∥xn − xm∥ implique que ∥xn∥ est
une suite de Cauchy dans R, d’où la convergence.) Par construction, le corps K est

dense dans K̂.
Il reste à montrer que K̂ est complet. Soit {αn} une suite de Cauchy dans K̂.

Comme i(K) est dense dans K̂, pour tout αn il existe xn ∈ K tel que ∥xn−αn∥K̂ <
1/n. Soit ϵ > 0. Alors il existe N tel que pour tous n,m > N on a

∥i(xn)− αn∥K̂ < ϵ/3,

∥αm − αn∥K̂ < ϵ/3.

Donc, pour tous n,m > N on a

∥xn − xm∥ 6 ∥i(xn)− αn∥K̂ + ∥αn − αm∥K̂ + ∥αm − i(xn)∥K̂ < ϵ

ce qui montre que {xn} est une suite de Cauchy. Posons α = limn→∞ i(xn). En
utilisant l’inégalité

∥αn − α∥K̂ 6 ∥αn − i(xn)∥K̂ + ∥i(xn)− α∥K̂
on montre facilement que αn converge vers α. Donc K̂ est complet.

Pour simplifier la notation nous allons identifier K à son image i(K)

dans K̂. En particulier, nous allons écrire x au lieu de i(x).
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§2. Prolongement des valeurs absolues: cas de corps complet

2.1. Préliminaires.
Dans ce paragraphe K désigne un corps complet pour une valeur absolue non-

triviale ∥ · ∥K . On appelle boule fermée de centre a et de rayon r > 0 l’ensemble:

Bf (a, r) = {x ∈ K | ∥x− a∥K ≤ r}.

Comme l’application ∥ · ∥K : K −→ R est continue (proposition 2.1.2) on voit que
Bf (a, r) est une partie fermée de K.

Soit B̄(a, r) l’adhérence de la boule ouverte B(a, r) dans K. Par continuité on
obtient que B̄(a, r) ⊆ Bf (a, r). Bien que dans les cas ”classiques” (par exemple
pour K = R ou C) on a B̄(a, r) = Bf (a, r) en général on a uniquement l’inclusion.

Rappelons la définition d’un espace topologique localement compact.

Définition. Soit X un espace topologique. On dit qu’il est localement compact
si pour tout x ∈ X il existe un voisinage ouvert Ux de x tel que l’adhérence Ūx soit
compacte.

Exemple. R et C sont localement compacts.

Proposition 2.2.1. Soit K un corps complet pour une valeur absolue ∥ · ∥K .
Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) K est localement compact;
ii) Pour tout a ∈ K il existe r > 0 tel que Bf (a, r) est compact.
iii) Pour tous a ∈ K et r > 0 la boule fermée Bf (a, r) est compacte.

Preuve. i) ⇒ ii). Comme K est localement compact, il existe un voisinage
Ua de a tel que Ūa soit compact. Soit r′ > 0 un réel vérifiant B(0, r′) ⊆ U. Si
r < r′, alors Bf (a, r) ⊆ B(a, r′) ⊆ Ūa. Comme une partie fermée d’un compact est
compacte, on obtient que Bf (0, r) est compact.
ii) ⇒ iii). Comme la valeur absolue sur K est non-triviale, il existe λ ̸= 0 tel

que ∥λ∥K < 1. En remplacant λ par λn pour n assez grand on voit que pour tout
ϵ > 0 il existe λ ̸= 0 tel que ∥λ∥K < ϵ.

Soit r > 0. Par ii) il existe r′ > 0 tel que Bf (0, r
′) est compact. Choisissons λ

vérifiant ∥λ∥K < r′/r. Soit hλ : K −→ K l’application ”multiplication par λ”:

hλ(x) = λx.

Par la proposition 2.1.2 ii) hλ est continue et hλ−1 est l’application réciproque de
hλ. Donc, hλ est un homéomorphisme de K sur K.

En particulier, F = hλ(Bf (O, r)) est une partie fermée et par le choix de λ on
a F ⊂ Bf (0, r

′). Donc F est compact. Comme Bf (0, r) et F sont homéomorphent
on en déduit la compacité de Bf (0, r).

Il reste à remarquer que la translation

K −→ K,

x 7→ a+ x

est un homéomorphisme qui envoie Bf (0, r) sur Bf (a, r) d’où on obtient que toute
boule fermée B̄(a, r) est compacte.
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iii) ⇒ i). Comme B̄(a, r) ⊆ Bf (a, r), l’hypothèse iii) implique la compacité de
B̄(a, r).

Pour étudier les prolongements des valeurs absolues aux extensions finies nous
avons besoin de la notion de norme sur un espace vectoriel.

Définition. Soit K un corps muni d’une valeur absolue ∥ · ∥K et soit V un
K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle norme sur V une fonction

∥ · ∥V : V −→ R

telle que:
i) pour tout −→v ∈ V on a ∥−→v ∥V > 0 et ∥−→v ∥V = 0 si et seulement si −→v = 0;
ii) pour tous α ∈ K et −→v ∈ V on a

∥α−→v ∥V = ∥α∥K∥−→v ∥V ;

iii) pour tous −→u ,−→v ∈ V on a

∥−→u +−→v ∥V 6 ∥−→u ∥V + ∥−→v ∥V .

Exemples.1) Soit −→e 1, . . . ,
−→e n une base de V. Tout −→v ∈ V s’écrit:

−→v = x1
−→e 1 + · · ·+ xn

−→e n,

avec xi ∈ K. Posons

∥−→v ∥1 =
n∑

i=1

∥xi∥K ,

∥−→v ∥2 =

(
n∑

i=1

∥xi∥2K

)1/2

,

∥−→v ∥∞ = max
16i6n

∥xi∥K .

Alors ∥ · ∥1, ∥ · ∥2 et ∥ · ∥∞ sont des normes sur V (qui dépendent, bien sûr, du
choix de la base −→e 1, . . . ,

−→e n). La vérification des propriétés i)-iii) pour ces normes
est bien connue si K = R et dans le cas général ça marche pareil.

2) Soit Mn(K) l’espace vectoriel des matrices carrées de taille n à coefficients
dans K. Alors la norme ∥ · ∥∞ par rapport à la base canonique de Mn(K) s’écrit:

∥M∥∞ = max
1≤i,j≤n

∥aij∥K , M = (aij)1≤i,j≤n.

Cette norme joue un rôle important dans la preuve du théorème 2.2.7.

Soient −→a ∈ V et r > 0. L’ensemble

B(−→a , r) = {−→v ∈ V | ∥−→v −−→a ∥V < r}

est appelé la boule ouverte de centre −→a et de rayon r. On dit que X ⊆ V est un
ouvert si et seulement si pour tout −→v ∈ X il existe r > 0 tel que

B(−→v , r) ⊆ X.

Donc, une norme ∥ · ∥V définie une topologie sur V.
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Définition. Deux normes ∥ · ∥V et ∥ · ∥′V sur V sont dites équivalentes s’il
existe des réels C1, C2 > 0 tels que pour tout −→v ∈ V

(*) C1∥−→v ∥V 6 ∥−→v ∥′V 6 C2∥−→v ∥V .

Nous admettons les résultats suivants:

Proposition 2.2.2. Deux normes ∥ · ∥V et ∥ · ∥′V sont équivalentes si et seule-
ment si elles définissent la même topologie sur V.

Théorème 2.2.3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
complet pour une valeur absolue non-triviale. Alors toutes les normes sur V sont
équivalentes.

Preuve. SiK = R, c’est un résultat ”classique” bien connu. Dans le cas général
la preuve est un peu plus compliquée. Voir [L], prop. 12.2.2.

Comme K est complet, le raisonnement ”coordonnée par coordonnée” montre
que V est complet pour la topologie ∥ · ∥∞. En appliquant le théorème on obtient:

Corollaire 2.2.4. Si K est complet, alors V est complet pour toute norme
∥ · ∥V sur V.

Proposition 2.2.5. Soit K un corps complet pour une valeur absolue ∥ · ∥K .
Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) K est localement compact;
ii) Pour tous −→a ∈ V et r > 0 la boule fermée

Bf (
−→a , r) = {−→u ∈ V | ∥−→u −−→a ∥V ≤ r}

est compacte.

Preuve. Reprendre la démonstration de la proposition 2.2.1 avec les modifica-
tions évidentes.

Proposition 2.2.6. Soit V un espace vectoriel normé de dimension finie sur un
corps complet K. Alors K est localement compact si et seulement si V est localement
compact.

Preuve. Supposons que K est localement compact. Comme toutes les normes
sur V sont équivalentes, on fixe une base e1, . . . , en de V et on considère la norme
∥ · ∥∞ par rapport à cette base. Comme K est localement compact, il existe un
voisinage ouvert U de 0 tel que Ū est compact. Alors

W = Ue1 + Ue2 · · ·+ Uen = {
n∑

i=1

aiei | ai ∈ U}

est un voisinage de 0⃗V . L’adhérence

W̄ = Ūe1 + Ūe2 + · · ·+ Ūen

est compacte car la somme directe des compacts est compact.
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Réciproquement, supposons que V est localement compact. Alors Bf (O⃗V , r) est
un compact. Soit pr1 la projection

pr1 : V −→ K,

pr1(a1e1 + · · ·+ anen) = a1.

Par la définition de la norme ∥ · ∥∞ on a pr1(Bf (0V , r)) = Bf (0, r). Comme l’image
continue d’un compact est compact on en déduit la compacité de Bf (0, r).

2.2. Prolongement d’une valeur absolue.
Soit K un corps muni d’une valeur absolue ∥ ·∥K et soit L/K une extension finie

de K. On dit qu’une valeur absolue ∥ · ∥L sur L prolonge ∥ · ∥K si ∥x∥L = ∥x∥K
pour tout x ∈ K.

Théorème 2.2.7. Soit K un corps complet pour une valeur absolue ∥ · ∥K et
soit L/K une extension. Alors il existe un prolongement ∥ · ∥L de ∥ · ∥K à L est
un seul. Ce prolongement est donné par la formule:

∥x∥L = ∥NL/K(x)∥1/nK , x ∈ L,

où n = [L : K].
Le corps L est complet pour la topologie définie par ∥ · ∥L.

Preuve. Nous allons démontrer ce théorème pour les extensions séparables des
corps localement compacts. C’est le seul cas qui nous intéresse. Dans le cas général
la preuve est plus difficile (voir [L] ???).

a) Nous démontrons d’abord l’unicité du prolongement de ∥ · ∥K à L. Soient
∥ · ∥L et ∥ · ∥′L deux prolongements de ∥ · ∥K . Considérons L comme un espace
véctoriel de dimension finie sur K. Alors ∥ · ∥L et ∥ · ∥′L sont deux normes sur L.
Par le théorème 2.2.3 elles sont équivalentes et définissent ainsi la même topologie
sur L. Donc ∥ · ∥L et ∥ · ∥′L sont équivalentes en tant que valeurs absolues et par
la proposition 2.1.3 il existe c > 0 tel que

∥x∥′L = ∥x∥cL

pour tout x ∈ L. Comme ∥ · ∥L et ∥ · ∥′L prolongent ∥ · ∥K , pour tout x ∈ K on
doit avoir

∥x∥′L = ∥x∥K = ∥x∥L,

d’où on obtient c = 1. Donc, ∥ · ∥′L = ∥ · ∥L.
b) Passons maintenant à la preuve de l’existence. Posons

∥x∥L = ∥NL/K(x)∥1/nK , x ∈ L,

où n = [L : K] et NL/K désigne l’application ”norme”. Nous allons montrer que
∥ · ∥L fournit un prolongement de ∥ · ∥K à L. On a:

• ∥x∥L = 0 ⇔ NL/K(x) = 0 ⇔ x = 0,

• ∥xy∥L = ∥NL/K(xy)∥L = ∥NL/K(x)NL/K(y)∥K = ∥x∥L∥y∥L,
• Si x ∈ K, alors NL/K(x) = xn, d′où ∥x∥L = ∥x∥K .
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Donc il reste à montrer que ∥ · ∥L vérifie

∥x+ y∥L 6 ∥x∥L + ∥y∥L.

Nous allons montrer que

(*) ∥1 + x∥L 6 2, si ∥x∥L ≤ 1.

Par la proposition 2.1.1 ça implique l’inégalité triangulaire.
c) Soit x ∈ L et soit K(x) l’extension de K qui est engendrée par x. Alors

NL/K(x) = (NK(x)/K(x))[L:K(x)],

d’où
∥x∥L = ∥NK(x)/K(x)∥1/[K(x):K]

K = ∥x∥K(x)

et
∥1 + x∥L = ∥1 + x∥K(x).

La formule (*) s’écrit ainsi:

∥1 + x∥K(x) 6 2, si ∥x∥K(x) ≤ 1.

Donc, on peut supposer que L = K(x).
d) Soit fx : L −→ L l’application ”multiplication par x” et soit M la matrice de

fx dans la base 1, x, . . . , xn−1 de L/K. Alors:

NL/K(x) = det(M), NL/K(1 + x) = det(In +M).

Soit ∥M∥∞ la norme du maximum des coefficients. Le lemme suivant joue un rôle
clé dans la démonstration.

Lemme 2.2.8. La suite ∥M∥∞, k ∈ N est bornée.

Preuve. Soit Mk = (a
(k)
ij )1≤i,j≤n. Pour tout k on note bk = a

(k)
ik,jk

un élément

de Mk vérifiant
∥bk∥K = ∥Mk∥∞.

Posons

Bk =
1

bk
Mk.

Alors ∥Bk∥∞ = 1 i.e. les matrices Bk appartiennent au compact

S = {X ∈Mn(K) | ∥X∥∞ = 1}.

Demontrons le lemme par l’absurde. Supposons que la suite ∥Mk∥∞ n’est pas
bornée. Alors il existe une sous-suite {bks

} de {bk} telle que ∥bks
∥K → +∞.

Comme S est compact il existe une sous-suite convergente de la suite Bks
. Pour

simplifier la notation on note cette sous-suite encore Bks
. Soit B = lims→∞Bks

et
soit ψ : L −→ L l’application linéaire dont la matrice dans la base 1, x, . . . , xn−1

est B. Comme Bk commutent avec M le passage à la limite donne BM = MB,
d’où ψ ◦ fx = fx ◦ ψ.
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Comme ∥x∥L ≤ 1, on a

∥det(B)∥K = lim
s→∞

∥det(Mks)∥K
∥bks∥nK

= lim
s→∞

NL/K(x)∥ks

K

∥bks∥nK
= lim

s→∞

∥x∥ks

L

∥bks∥nK
= 0.

Donc det(B) = 0 ce qui signifie qu’il existe un élément non-nul α ∈ L tel que
ψ(α) = 0. Comme ψ et fx commutent on en déduit que

ψ(αxi) = ψ(f ix(α)) = f ix(ψ(α)) = 0

pour tout i = 1, . . . , n−1. Comme les éléments α, αx, . . . , αxn−1 forment une base
de L/K on obtient que ψ = 0, d’où B = 0. Mais ∥B∥∞ = lims→∞ ∥Bks

∥∞ = 1, ce
qui donne une contradiction.

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théorème 2.2.7. Par le lemme
2.2.8 il existe une constante C1 telle que ∥Mk∥∞ ≤ C1 pour tout k. Soit Sn le
groupe symétrique. Comme

det(M) =
∑
σ∈Sn

±a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n)

et comme card(Sn) = n!, on a

∥det(M)∥K 6 n!∥M∥n∞.

Soit C2 = (n!)1/n. Alors pour tout m ≥ 1 on a

∥NL/K(1 + x)∥mK = ∥det(In +M)m∥1/nK ≤ C2∥(In +M)m∥∞ ≤

≤ C2

m∑
k=0

∥Ck
mM

k∥∞ = C2

m∑
k=0

∥Ck
m1K∥K∥Mk∥∞ ≤ C2C1

m∑
k=0

∥Ck
m1K∥K .

Comme ∥Ck
m1K∥K ≤ Ck

n, on obtient

∥NL/K(1 + x)∥mK ≤ C1C2

m∑
k=0

Ck
m = C1C22

m.

Donc
∥NL/K(1 + x)∥K ≤ 2(C1C2)

1/m

pour tout m ≥ 1. En passant à la limite quand m→ ∞ on obtient (*). Le théorème
est démontré.

Corollaire 2.2.9. Soit L/K une extension galoisienne et soit G = Gal(L/K).
Alors pour tous x ∈ L et g ∈ G on a

∥g(x)∥L = ∥x∥L.

Preuve. Il est facile à voir que la formule ∥x∥′L = ∥g(x)∥L défini une valeur
absolue sur L qui prolonge ∥ · ∥K . Par l’unicite du prolongement on a ∥ · ∥′L = ∥ · ∥L,
d’où le corollaire.
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Corollaire 2.2.10. Soit L/K un extension galoisienne. Alors l’action de G =
Gal(L/K) sur L est continue.

Preuve. Par le corollaire 2.2.9 on a

∥g(x)− g(y)∥L = ∥x− y∥L,

d’où le résultat.

Corollaire 2.2.11. Soit L/K une extension séparable. Alors les applications
NL/K et TrL/K sont continues.

Preuve. On a
NL/K(x) =

∏
σ∈HomK(L,K̄)

σ(x).

Soit M une extension galoisienne finie qui contient L. Alors tout σ ∈ HomK(L, K̄)
admet un prolongement σ̂ à M. Par le corollaire 2.2.10 σ̂ sont continues sur M,
donc la fonction

x 7→
∏
σ̂

σ̂(x)

est continue sur M. Alors elle est continue sur L ⊆ M, d’où le corollaire. Pour
TrL/K la preuve est la même.

§3. Prolongement des valeurs absolues: cas général

3.1. Prolongement des valeurs absolues.
Dans ce paragraphe on ne suppose K complet. On s’intéresse des toutes les

valeurs absolues de K qu’on note ∥ · ∥v, où v parcourt certaine famille d’indices.
Pour simplifier la notation on écrira souvent v au lieu de ∥ · ∥v. Soit L/K une
extension finie. Comme dans le paragraphe précédent on dit qu’une valeur absolue
∥ · ∥w sur L prolonge ∥ · ∥v ou que w est au-dessus de v et on écrit w | v, si
∥x∥w = ∥x∥v pour tout x ∈ K. Nous verrons qu’il existe toujours un prolongement
de ∥ · ∥v à L mais qui en général n’est pas unique.

Pour simplifier nous supposons que L/K est séparable (c’est le seul cas qui
nous intéresse). Alors il existe α ∈ L tel que L = K(α). On note f(X) ∈ K[X] le
polynôme minimal de α sur K. Soit Kv le complété de K pour v. Alors le polynôme
f(X) peut être réductible sur Kv et on note

f(X) = f1(X) · f2(X) · . . . · fk(X), fi(X) ∈ Kv[X]

la factorisation de f(X) en produit de facteurs irréductibles sur Kv. Comme f(X)
est séparable, on a fi(X) ̸= fj(X) si i ̸= j.

Comme K ⊆ Kv, on a K̄ ⊆ K̄v ce qui permet d’identifier les racines de f(X)
aux racines des polynômes fi(X). Pour tout i on note αi,1, . . . αi,mi

les racines
de fi(X) et on pose Lij = Kp(αij). Comme fi(X) est irréductible, les corps
Li,1, Li,2, . . . , Li,mi

sont conjugués sur Kv. Plus précisement, il existe des isomor-
phismes

τij : Li1/Kv
∼→ Lij/Kv, j = 1, . . . ,mi

vérifiant τij(αi1) = αij . Soit ∥ · ∥ij la valeur absolue sur Lij . Par l’unicité du
prolongement de valeur absolue ( théorème 2.2.7) on a

∥τij(x)∥ij = ∥x∥i1, x ∈ Li1.
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Pour tous 1 6 i 6 k et 1 6 j 6 mi on note

σij : L/K −→ K̄/K

l’homomorphisme défini par σij(α) = αij . En composant σij avec le plongement
K(αij) ↪→ Lij on obtient des homomorphismes

L
σij→ K(αij) ↪→ Lij

qu’on notera encore σij pour simplifier la notation. Alors on a

σij = τij ◦ σi1, j = 1, . . . ,mi.

Pour tout i = 1, . . . , k on définit une valeur absolue wi de L en posant:

∥x∥wi
= ∥σij(x)∥ij , x ∈ L

et on vérifie les propriétés suivantes:
i) wi ne depend pas du choix de j = 1, . . . ,mi.

Preuve. On a ∥σij(x)∥ij = ∥τij(σi1(x))∥ij = ∥σi1(x)∥i1 ce qui montre qu’on
peut poser j = 1 dans la définition de wi.

ii) Le complété de L pour wi est isomorphe à Lij .

Preuve. rappelons que σij(L) est dense dans Lij .

iii) Les valeurs absolues w1, . . . , wk sont deux à deux distincts.

Preuve. Comme les polynômes fi(X) sont deux à deux distincts, les extensions
L1,1/Kv, L2,1/Kv, . . . , Lk,1/Kv sont deux à deux non-isomorphes ce qui entrâıne
que les valeurs absolues w1, . . . , wk sont deux à deux non-équivalentes.

Théorème 2.3.1. Les valeurs absolues w1, . . . , wk sont précisement celles qui
prolongent v. On a ∑

w|v

[Lw : Kv] = [L : K].

Preuve. Il est clair que w1, . . . , wk prolongent v. Réciproquement, soit w une
valeur absolue sur L qui prolonge v. Alors Lw est une extension de Kv et il existe
un homomorphisme σ : Lw/Kv −→ K̄v/Kv. L’élément σ(α) est une raçine de f(X)
dans K̄v i.e. il existe i et j tels que σ(α) = αij . Donc σ fournit un isomorphisme

σ : Lw/K −→ Lij/Kv.

Par l’unicité du prolongement (théorème 2.2.7) la valeur absolue sur Lw est donnée
par

∥x∥Lw = ∥σ(x)∥ij .
En particulier, si x ∈ L on a

∥x∥Lw = ∥σij(x)∥ij = ∥x∥wi ,

d’où w = wi i.e. w1, . . . , wk sont toutes les valeurs absolues au-dessus de v.
Comme [Lwi

: Kv] = [Lij : Kv] = mi on a

k∑
i=1

[Lwi : Kv] =

k∑
i=1

mi = deg(f(X)) = [L : K].

Le théorème est démontré.
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Corollaire 2.3.2. Pour tout σ ∈ HomKv (Lw, K̄v) la restriction σ|L de σ à L
est un homomorphisme L/K −→ K̄/K et l’application∪

w|v

HomKv
(Lw, K̄v) −→ HomK(L, K̄),

σ 7→ σ|L

ainsi définie, est une bijection.

Preuve. Comme card(HomK(L, K̄)) = [L : K] et card(HomKv
(Lw, K̄v)) =

[Lw : Kv] les ensembles HomK(L, K̄) et ∪w|vHomKv
(Lw, K̄v) ont même cardi-

nal.Donc il suffit montrer la surjectivité. Tout élément de HomK(L, K̄) est de la
forme σij : L/K −→ K(αij), 1 6 i 6 k, 1 6 j 6 mi. Par continuité, σij se pro-
longe à un isomorphisme ϕij : Lwi

≃ Lij ⊂ K̄p qui vérifie, donc, la condition
ϕij |L = σij .

Corollaire 2.3.3. Soit v une valeur absolue sur K. Alors pour tout x ∈ L on
a

TrL/K(x) =
∑
w|v

TrLw/Kv
(x),

NL/K(x) =
∏
w|v

NLw/Kv
(x).

Preuve. Comme
TrL/K(x) =

∑
σ∈HomK(L,K̄)

σ(x),

NL/K(x) =
∏

σ∈HomK(L,K̄)

σ(x),

le corollaire découle du corollaire 2.3.3.

Corollaire 2.3.4. Soit v une valeur absolue sur K est soit L/K une extension
séparable. Alors pour tout x ∈ L on a∏

w|v

∥x∥[Lw:Kv]
w = ∥NL/K(x)∥v .

Preuve. Par le théorème 2.2.7 on a

|x∥[Lw:Kv ]
w = ∥NLw/Kv

(x)∥v

et la formule voulue découle du corollaire 2.3.3.

3.2. Extensions galoisiennes.
Nous supposons maintenant que L/K est une extension galoisienne finie. On

note G = Gal(L/K) le groupe de Galois de L/K. Soit v une valeur absolue sur K
et soit

Sv = {w |w | v}
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l’ensemble des valeurs absolues sur L qui prolongent v. Soit w ∈ Sv. Pour tout
g ∈ G on pose:

∥x∥gw = ∥g−1(x)∥w.

Il est facile de voir que gw est une valeur absolue qui prolonge v. Pour tous g1, g2 ∈ G
on a:

∥x∥(g1g2)w = ∥(g1g2)−1(x)∥w = ∥g−1
2 (g−1

1 x)∥w = ∥g−1
1 (x)∥g2w = ∥x∥g1(g2w).

Donc on a
(g1g2)w = g1(g2w),

ce qui signifie que le groupe G opère sur Sv.

Définition. On appelle groupe de décomposition de w et on note Gw le stabil-
isateur de w dans G:

Gw = {g ∈ G | gw = w}.

On déduit de cette définition les propriétés suivantes:
i) Pour tout g ∈ G on a Ggw = g Gg−1;
ii) Soit {xn} ⊂ L une suite de Cauchy pour w. Si g ∈ G, alors {g(xn)} est une

suite de Cauchy pour w.

Preuve. On a

∥g(xn)− g(xm)∥w = ∥g(xn − xm)∥w = ∥xn − xm∥g−1w = ∥xn − xm∥w,

d’où la propriété ii).

iii) On a une inclusion naturelle

Gw −→ Gal(Lw/Kv).

Preuve. Par ii) tout automorphisme g ∈ Gw se prolonge par continuité à Lw.

Théorème 2.3.5. i) Le groupe de Galois G opère sur Sv transitivement i.e.
pour tous w,w′ ∈ Sv il existe g ∈ G tel que w′ = gw.

ii) L’inclusion Gw −→ Gal(Lw/Kv) est un isomorphisme.

Preuve. Soit G = ∪r
i=1giGw la décomposition de G selon Gw et soit wi = giw.

Comme l’ordre de Gal(Lw/Kv) est égal à [Lw : Kv], on a:

|G| = r|Gw| =
r∑

i=1

|Gwi
| ≤

r∑
i=1

[Lwi
: Kv] ≤

≤
∑
w|v

[Lw : Kv] = [L : K] = |G|.

Donc on a des égalités partout. En particulier:
a) |Gwi

| = [Lwi
: Kv] ce qui montre que les inclusions Gwi

−→ Gal(Lwi
/Kv) sont

des isomorphismes;
b) w1 = g1(w), . . . , wr = gr(w) sont exactement les valeurs absolues au-dessus

de v, d’où on déduit que G opère transitivement sur Sv.
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§4. Valeurs absolues non-archimédiennes

Dans ce paragraphe nous étudions les valeurs absolues non-archimédiennes qui
joue un rôle très important en théorie des nombres.

Définition. Soient K un corps et ∥ · ∥ une valeur absolue sur K. On dit que
∥ · ∥ est non-archimédienne ou ultramétrique si au lieu de la condition

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

elle vérifie la condition plus forte:

∥x+ y∥ 6 max{∥x∥, ∥y∥}.

Voici deux propriétés élémentaires des valeurs absolues non-archimédiennes qui
découlent directement de cette définition:

i) Soit ∥ · ∥ une valeur absolue non-archimédienne. Si ∥x∥ > ∥y∥, alors

∥x+ y∥ = ∥x∥.

Preuve. Si ∥ · ∥ est non-archimédienne, alors

∥x+ y∥ 6 max{∥x∥, ∥y∥} = ∥x∥.

D’autre part,

∥x∥ = ∥(x+ y)− y∥ 6 max{∥x+ y∥, ∥y∥} = ∥x+ y∥,

car ∥x∥ > ∥y∥.

ii) ∥ · ∥ est non-arcimédienne si et seulement si ∥x∥ ≤ 1 implique ∥1 + x∥ ≤ 1.

Preuve. C’est clair.

iii) Une valeur absolue | · ∥ est non-archimédienne si et seulement si

∥n1K∥ ≤ 1, pour tout n ∈ N.

Preuve. Soit ∥x∥ ≤ 1. Alors

∥1 + x∥n = ∥(1 + x)n∥ = ∥
n∑

k=0

Ck
nx

k∥ ≤
n∑

k=0

∥Ck
n1K∥∥x∥k ≤

n∑
k=0

∥x∥k ≤ n+ 1.

Donc ∥1 + x∥ ≤ (n + 1)1/n. En passant à la limite quand n → ∞ on obtient que
∥1 + x∥ ≤ 1 ce qui montre que ∥ · ∥ est non-archimédienne.

iv) Soit L/K une extension de corps. Soit ∥ · ∥′ une valeur absolue sur L qui
prolonge ∥ · ∥. Si ∥ · ∥ est non-archimédienne, alors ∥ · ∥ l’est.

Preuve. Ça découle directement de iii).
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Proposition 2.4.1. Soit K un corps muni d’une valeur absolue non-archimé-
dienne ∥ · ∥. Alors l’ensemble

O = {x ∈ K | ∥x∥ ≤ 1}

est un anneau appelé l’anneau de valuation. Le groupe des unité de O cöıncide avec

U = {x ∈ K | ∥x∥ = 1}.

L’ensemble
m = {x ∈ K | ∥x∥ < 1}

est un idéal maximal de O et un seul. Le corps des fractions de O cöıncide avec K
dans lequel O est intégralement clos.

Preuve. Soient x, y ∈ O. Alors

∥x± y∥ ≤ max{∥x∥, ∥y∥} ≤ 1,

∥xy∥ = ∥x∥ ∥y∥,

d’où on déduit que O est un anneau.
Soit x ∈ O. Alors x−1 ∈ O si et seulement si ∥x∥−1 = ∥x−1∥ ≤ 1. On en déduit

que x est une unité si et seulement si ∥x∥ = 1.
Pour tous x, y ∈ m on a

∥x± y∥ ≤ max{∥x∥, ∥y∥} < 1.

Si x ∈ O et y ∈ m, alors
∥xy∥ = ∥x∥ ∥y∥ < 1.

Donc, m est un idéal de O et on a

U ∪m = O.

Soit I un idéal de O. Si I * m, alors I ∩U ̸= ∅ i.e. I contient une unité de O, d’où
I = O. Donc m est l’idéal maximal de O.

Soit x ∈ K. Si ∥x∥ ≤ 1, on a x ∈ O juste par définition. Sinon ∥x∥ > 1, d’où
∥1/x∥ < 1 et x−1 ∈ O. Donc K est le corps des fractions de O.

On montre que O est intégralement clos dans K. Soit x ∈ K un élément entier
sur O. Alors

xn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · ·+ a0 = 0, ai ∈ O.

Supposons que x ̸= O. Alors ρ = ∥x∥ > 1, d’où

∥xn∥ = ρn,

∥aixi∥ = ∥ai∥∥x∥i ≤ ∥x∥i = ρi ≤ ρn, pour 0 ≤ i ≤ n− 1.

Par i) on obtient

0 = ∥0∥ = ∥xn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · ·+ a0∥ = ∥xn∥ > 1,

d’où la contradiction.
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Définition. Le corps k = O/m est appelé le corps résiduel de O.

Dans la suite nous allons utiliser les notations et les conventions suiv-
antes.

a) Si K est complet pour une valeur absolue, on ne s’interesse que de cette valeur
absolue qu’on note ∥ · ∥K . En particulier, si ∥ · ∥K est non-archimédienne, on notera
OK l’anneau de valuation, mK l’idéal maximal de OK , UK le groupe des unités et
kK = OK/mK le corps résiduel.

b) Si K n’est pas complet on s’interesse des toutes les valeurs absolues sur K
qu’on note ∥ · ∥v où on laisse v parcourir une famille d’indices. En particulier, si
∥ · ∥v est non-archimédienne, on note Av l’anneau de valuation, mAv l’idéal maximal
de Av, U(Av) le groupe des unités et kv = Av/mAv le corps résiduel. On notera
Kv le complété de K pour ∥ · ∥v, Ov l’anneau de valuation de Kv et mv l’idéal
maximal de Ov.

Etudions maintenant la convergence des séries dans un corps complet K. Une
série

(*)

∞∑
k=0

ak

est convergente si et seulement si la suite

Sn =
n∑

k=0

ak

est une suite de Cauchy. En particulier, si la série (*) est convergente, alors

∥an∥K = ∥Sn − Sn−1∥K →
n→∞

0.

Dans le cas général la réciproque est fausse, i.e. la condition an −→ 0 n’est pas
suffisante pour que la série (*) converge (on peut, par exemple, prendre K = R).
Neanmoins, si la valeur absolue ∥ · ∥K est non-archimédienne, la situation est très
agréable:

Proposition 2.4.2. Soit K un corps complet pour une valeur absolue non-
archimédienne. Alors une série

∞∑
k=1

ak, ak ∈ K

est convergente si et seulement si ak →
k→∞

0.

Preuve. i) Soit

Sn =
n∑

k=0

ak.

Si m > n, alors

∥Sm − Sn∥K = ∥
m∑

k=n+1

ak∥K 6 max
n+16k6m

∥ak∥K .

Soit ϵ > 0. Si ak −→ 0, il existe N tel que ∥ak∥K < ϵ pour tout k > N. Alors, pour
tous m,n > N on a

∥Sm − Sn∥K < ϵ.

Donc Sn est une suite de Cauchy ce qui entrâıne la convergence car K est complet.
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Proposition 2.4.3 (lemme de Hensel). Soit K un corps complet pour une
valeur absolue non-archimédienne. Soit f(X) un polynôme à coéfficients dans OK .
Si α0 est un élément de OK vérifiant

∥f(α0)∥K < ∥f ′(α0)∥K ,

alors la suite

αi+1 = αi −
f(αi)

f ′(αi)

convèrge à une racine de f(X) .

Preuve. Posons C = ∥f(α0)∥K et γ =
∥∥∥ f(αi)
f ′(αi)2

∥∥∥
K
< 1. On va démontrer par

récurrence que pour tout i > 1 on a
i) ∥f(αi)∥K 6 Cγi;
ii) ∥f ′(αi)∥K = ∥f ′(α0)∥K .
Soit αi+1 = αi+h avec h ∈ OK . Alors le développement en série de Taylor donne

f(αi+1) = f(αi) + hf ′(αi) + h2g ,

où g ∈ O est un élément qui dépend de h et de αi et dont la forme explicite n’est
pas importante pour la suite. En prenant h = f(αi)/f

′(αi) on obtient

f(αi+1) = f(αi)
f(αi)

f ′(αi)2
g .

Si les formules i) et ii) sont vraie au rang i, alors

∥f(αi+1)∥K 6 ∥f(αi)∥K
∥∥∥∥ f(αi)

f ′(αi)2

∥∥∥∥
K

6 Cγi+1 .

D’autre part, on a

f ′(αi+1) = f ′(αi)− f”(αi)
f(αi)

f ′(αi)
+ · · · = f ′(αi)

(
1− f”(αi)

f(αi)

f ′(αi)2
+ · · ·

)
et comme

∥f ′(αi)∥K = ∥f ′(α0)∥K
et

∥f(αi)∥K 6 Cγi

on obtient que ∥∥∥∥ f(αi)

f ′(αi)2

∥∥∥∥
K

6
∥∥∥∥ f(α0)

f ′(α0)2

∥∥∥∥
K

< 1

i.e. que

1− f”(αi)
f(αi)

f ′(αi)2
+ · · ·

est une unité dans OK . Donc,

∥f(αi+1)∥K = ∥f(αi)∥K = ∥f(α0)∥K
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et les formules i) et ii) sont établies.
Pour déduire la propositions de ces formules on remarque que comme∥∥∥∥ f(αi)

f ′(αi)

∥∥∥∥
K

6 C

∥f ′(α0)∥K
γi −→

i→∞
0

la suite f(αi)
f ′(αi)

tend vers 0. Donc, la suite {αi} est convergente. Si on note α =

limi→∞ αi, sa limite, on obtient

f(α) = lim
i→∞

f(αi) = 0

car
∥f(αi)∥K 6 Cγi −→

i→∞
0 .

La proposition est démontrée.

Voici un cas particulier très util du lemme de Hensel.

Corollaire 2.4.4. Soit f(X) ∈ OK [X] un polynôme à coéfficients dans OK

est soit f̄(X) ∈ kK [X] la réduction de f(X) modulo mK . Si ᾱ ∈ kK est une
racine simple de f̄(X), alors il existe une racine α ∈ OK de f(X) telle que ᾱ = α
(mod mK) et une seule.

Démonstration. Soit α0 un relèvement de ᾱ . Comme ᾱ est une racine simple
de f̄(X), on a f̄ ′(ᾱ) ̸= 0 ce qui signifie que f ′(α0) est une unité de OK . D’autre
part, comme f̄(ᾱ) = 0, on a ∥f(α0)∥K 6 1 et on peut appliquer le lemme de Hensel.
L’existence de α s’en déduit.

Pour démontrer l’unicité de la solution supposons que β est une autre racine de
f(X) vérifiant ᾱ = β (mod mK). On a

f(X) = (X − α)g(X),

avec ḡ(α) ̸= 0 car ᾱ est une racine simple de f̄(X). En prenant X = β on obtient
(β − α)g(β) = f(β) = 0, d’ou g(β) = 0. Mais alors

ḡ(ᾱ) = ḡ(β̄) = 0,

ce qui donne une contradiction.

§5. Valuations discrètes

Définition. Soit K un corps. On appelle valuation discrète sur K une appli-
cation surjective

v : K∗ −→ Z,

satisfaisant aux propriétés suivantes:
i) v est un homomorphisme, i.e.

v(xy) = v(x) + v(y)
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pour tous x, y ∈ K∗.
ii) Pour tous x, y ∈ K∗ on a

v(x+ y) > min{v(x), v(y)}.

On prolonge v sur K en posant v(0) = +∞.

Remarque. L’hypothèse de surjectivité n’est pas importante et sert à normaliser
v. En effet, si v : K∗ −→ Z est un homomorphisme non-nul, alors son image v(K∗)
est un sous-groupe de Z. Donc, il existe n > 0 tel que v(K∗) = nZ et en posant
v′(x) = v(x)/n un obtient un homomorphisme surjectif v′ : K∗ −→ Z.

Soit K un corps muni d’une valuation discrète v. On fixe un réel ρ ∈]0; 1[ et on
pose

∥x∥v = ρv(x), x ∈ K.

Alors on a
i) ∥x∥v = 0 si et seulement siv(x) = +∞ i.e. si et seulement si x = 0;
ii) ∥xy∥v = ρv(x)+v(y) = ∥x∥v ∥y∥v;
iii) ∥x+ y∥v 6 ρmin{v(x),v(y)} = max{∥x∥v, ∥y∥v}.
Donc, ∥ · ∥v est une valeur absolue non-archimédienne sur K.

Soit ρ1 un autre réel ∈]0; 1[. Alors il existe c > 0 tel que ρ1 = ρc. Si ∥x∥1 = ρ
v(x)
1

est la valeur absolue associée à ρ1, alors

∥x∥1 = ∥x∥cv, pour tout x ∈ K.

et la proposition 2.1.3 implique que ∥ · ∥1 et ∥ · ∥v sont équivalentes i.e. qu’elles
induisent la même topologie sur K.
La propriété i), §4 s’écrit:

v(x+ y) = v(x), si v(x) < v(y).

Rappelons la définition d’un anneau de valuation discrète donnée dans le chapitre
I,§7.

Définition. Soit A un anneau intègre. On dit que A est un anneau de valuation
discrète s’il est principal et possède un idéal premier non-nul et un seul.

Soit m l’idéal maximal de A. Alors il est principal et son générateur π est appelé
une uniformisante de A :

m = (π).

Si π′ est une autre uniformisante de A, alors π′ = uπ, où u ∈ U(A) est une unité.
Tout élément non-nul a ∈ A s’écrit

a = uπk, u ∈ U(A), k ∈ N

et on a
A = m ∪ U(A), m ∩ U(A) = ∅.

Nous allons établir le lien entre les anneaux de valuation discrète et les valuations
discrètes qui ont été définies dans ce paragraphe.
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Théorème 2.5.1. 1) Soit K un corps muni d’une valuation discrète v. Alors

Av = {x ∈ K | v(x) > 0}

est un anneau de valuation discrète. Plus précisement:
i) U(Av) = {x ∈ K | v(x) = 0} cöıncide avec le groupe des unités de Av.
ii) mAv

= {x ∈ K | v(x) > 0} est l’idéal maximal de Av;
iii) un élément π ∈ Av est une uniformisante si et seulement si v(π) = 1;
v) Le corps des fractions de Av cöıncide avec K.
2) Réciproquement, soit A un anneau de valuation discrète et soit K son corps

des fractions. Tout élément non-nul x ∈ K s’écrit de façon unique sous la forme

x = πnu, u ∈ U(A), n ∈ Z.

Posons
v(x) = n.

Alors v est une valuation discrète sur K telle que Av = A et mAv = (π).

Preuve. Comme
Av = {x ∈ K | ∥x∥v ≤ 1},

la proposition 2.4.1 montre que Av est l’anneau de valuation de v. La même propo-
sition implique que U(Av) = {x ∈ Av | v(x) = 0} est le groupe des unités de Av et
que mAv

est l’unique idéal maximal de Av.
Montrons que Av est un anneau principal. Soit π ∈ Av un élément tel que

v(π) = 1. Pour tout x ∈ Av posons

u = x/πv(x).

Alors v(u) = v(x)− v(πv(x)) = v(x)− v(x) = 0, d’où

x = uπv(x), u ∈ U(Av).

Soit I un idéal non-nul de Av. Posons

n = min{v(x) |x ∈ I}.

Alors I contient un élément x0 ∈ Av tel que v(x0) = n. Comme x0 s’écrit x0 = u0π
n

avec u0 ∈ U(Av), on obtient que πn = u−1
0 x0 ∈ I, d’où

(πn) ⊆ I.

Réciproquement, si x ∈ I, alors v(x) > n. Posons y = x/πn. Comme v(y) =
v(x)− v(πn) > 0, on a y ∈ Av. Alors x = yπn ∈ (πn) ce qui montre que I ⊆ (πn).
Donc I = (πn) ce qui montre que tout idéal de Av est principal.

En particulier, on a:

mAv
= (π)

ce qui montre que π est une uniformisante de Av.
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2) Soit A un anneau de valuation discrète. Alors tout élément non-nul x ∈ A
s’écrit de façon unique sous la forme

x = uπn, n ∈ N, u ∈ U(A).

Donc, tout élément x du corps des fractions K de A sécrit de façon unique sous la
forme

x = uπn, n ∈ Z, u ∈ U(A).

On pose v(x) = n. Si y = u′πm, alors

v(xy) = v(uu′πn+m) = n+m = v(x) + v(y).

D’autre part, si n > m, alors

x+ y = πm(u′ + uπn−m),

où u′ + uπn−m ∈ A. Donc

v(x+ y) > v(πm) = m = min{v(x), v(y)},

ce qui montre que v est une valuation discrète de K. Les formules Av = A et
mAv = (π) découlent directement de la définition de v.

Soient K un corps muni d’une valuation discrète v, Av l’anneau de valuation, et

∥x∥v = ρv(x)

une valeur absolue associée à v. On note Kv le complété de K pour la topolo-
gie induite par ∥ · ∥v.

Proposition 2.5.2. La valuation discrète v admet un prolongement sur Kv et
un seul. Le corps Kv est muni, ainsi, d’une valuation discrète pour laquelle il est
complet. L’anneau de valuation Ov de Kv cöıncide avec l’adhérence de Av dans
Kv et son idéal maximal mv cöıncide avec l’adhérence de mAv

. Le corps résiduel
Ov/mv est canoniquement isomorphe à kv = Av/mAv

.

Preuve. Par le théorème 2.1.4, il existe un unique prolongement de ∥ · ∥v à Kv

qu’on note encore ∥ · ∥v à Kv pour simplifier la notation. Soit x ∈ Kv un élément
non-nul. Il existe une suite {xn} ⊂ K telle que x = limn→∞ xn. On a

∥x∥v = lim
n→∞

∥xn∥v = lim
n→∞

ρv(xn).

Comme la suite ∥xn∥v est convergente, la suite v(xn) l’est aussi et comme v(xn)
sont des entiers ceci signifie qu’elle est stationnaire i.e. il existe N > 0 tel que

v(xn) = v(xn+1) pour tout n > N.

Posons

(*) v(x) = v(xN ) = lim
n→∞

v(xn) ∈ Z.
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Alors
∥x∥v = ρv(x), x ∈ Kv.

On en déduit que
v(x+ y) > min{v(x), v(y)},
v(xy) = v(x) + v(y),

ce qui montre que la formule (*) fournit un prolongement de v à Kv. Il est unique
car le prolongement de ∥ · ∥v à Kv est unique par le théorème 2.1.4.

Soit Ov l’anneau de valuation de Kv. Si x = limn→∞ xn ∈ Ov, alors v(x) > 0
d’où v(xn) > 0 pour n > N. Donc xn ∈ Av pour n > N ce qui montre que x
appartient à l’adhérence de Av. Le même raisonnement montre que mv cöıncide
avec l’adhérence de mAv

.
Comme Av ⊆ Ov et mAv = mv ∩Av, on a une inclusion

Av/mAv ⊆ Ov/mv.

Pour montrer que c’est un isomorphisme on remarque que si y ∈ Ov, il existe x ∈ Av

tel que v(x−y) > 1 (Av est dense dans Ov). Donc, x−y ∈ mv, d’où x+mv = y+mv,
ce qui montre que l’image de x + mAv

dans Ov/mv est y + mv. La proposition est
démontrée.

§6. Valuations discrètes d’un anneau de Dedekind

6.1. Valuations discrètes associées aux idéaux premiers.
Nous revenons à l’étude des anneaux de Dedekind. Ce paragraphe peut être vu

comme la suite du §8, chapitre I.
Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps des fractions. Soit p un idéal

premier non-nul de A. On note Ap la localisation de A en p:

Ap =
{a
s
∈ K | a ∈ A, s /∈ p

}
(voir chapitre I, §7). Comme A ⊆ Ap, le corps des fractions de Ap cöıncide avec
K. Rappelons (voir théorème 1.7.4) que Ap est un anneau de valuation discrète.
Son idéal maximal est mAp

= pAp et son corps résiduel Ap/mAp
est isomorphe à

kp = A/p.
Soit πp ∈ p \ p2. Alors πp est une uniformisante de Ap i.e.

mAp
= (πp)

(voir chapitre I, §6, vi)). On note

vp : K∗ −→ Z

la valuation discrète de K associée à Ap. Tout x ∈ K∗ s’écrit de façon unique sous
la forme

x = πn
pup, up ∈ U(Ap)

et on a
vp(x) = n.
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Donnons maintenant les propriétés principales de ces valuations discrètes.

i) Soit a ∈ K∗ et soit

(*) (a) =
∏

pnp(a)

la factorisation de l’idéal fractionnaire principal (a) en produit d’idéaux premiers.
Alors pour tout p on a

vp(a) = np(a).

Preuve. a) Supposons d’abord que a ∈ A. On reécrit (*) sous la forme

(**) (a) = p
np1

(a)
1 · pnp2

(a)
2 · · · pnpk

(a)

k .

Rappelons que Ap1
= S−1

p1
A, où Sp1

= A \ p1. Donc, si i ̸= 1 l’intersection pi ∩ Sp1

est non-vide et par la proposition 1.7.1 on a S−1
p1

pi = Ap1
(on peut démontrer cette

égalité directement en remarquant que si s ∈ pi ∩ Sp1
, alors 1 = s/s ∈ S−1

p1
pi, d’où

Ap1 ⊆ S−1
p1

pi.) Alors, en multipliant (**) par S−1
p1

on obtient:

aAp1
= (Ap1

p1)
np1

(a) = (πp1
)np1

(a).

Donc, a et π
np1

(a)
p1

engendrent le même idéal principal dans Ap1
ce qui montre qu’il

existe up1
∈ U(Ap1

) tel que

a = π
np1

(a)
p1

up.

On en déduit que vp1
(x) = np1

(a). b) Dans le cas général, si a ∈ K∗, alors il s’écrit
a = b/c avec b, c ∈ A. On a np(a) = np(b)− np(c) et vp(a) = vp(b)− vp(c). Par a),
on a np(b) = vp(b) et np(c) = vp(c), d’où np(a) = vp(a).

ii) Soit a ∈ K∗. Alors vp(a) = 0 pour presque tout p.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de i).

iii) On a

A =
∩
p

Ap.

Autrement dit, x ∈ A si et seulement si vp(x) > 0 pour tout p.

Preuve. L’inclusion A ⊆ ∩pAp est triviale. Réciproquement, soit x ∈ K∗ et
soit

(x) = p
np1

(x)
1 · pnp2

(x)
2 · · · pnpk

(x)

k .

Si vp(x) > 0 pour tout p, alors (x) ⊆ A, d’où x ∈ A.

v) Soient a, b ∈ A. Alors a | b si et seulement si vp(a) 6 vp(b) pour tout p.

Preuve. Soit c = b/a ∈ K. Alors c ∈ A si et seulement si vp(b) − vp(a) =
vp(c) > 0, d’où le résultat.

Le lemme suivant peut être vu comme un analogue du lemme chinois pour les
valuations:
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Lemme 2.6.1 (lemme d’approximation). Pour tout i = 1, . . . , k soient pi des
idéaux premiers de A distincts deux à deux, xi ∈ K et ni > 0. Alors il existe x ∈ K
tel que

vpi
(x− xi) > ni

pour tout i = 1, . . . , k et

vq(x) > 0 si q ̸= p1, . . . , pk.

Preuve. a) Supposons d’abord que x ∈ A. Alors, par le lemme chinois le
système 

x ≡ x1 (mod pn1
1 )

x ≡ x1 (mod pn2
2 )

· · · · · · · · · · · · · · ·
x ≡ xk (mod pnk

k )

est résoluble dans A. Comme x− xi ∈ pni
i , on a vpi

(x− xi) > ni.
b) Considérons maintenant la cas général. Soit xi = ai/si avec ai, si ∈ A.

Posons s = s1 · . . . · sk. Alors xi = bi/s, où bi = ais1 · · · si−1si+1 · · · sk. Considérons
le système suivant:{

vpi
(y − bi) > ni + vpi

(s) pour i = 1, . . . , k

vq(y) > vq(s) si q ̸= p1, . . . , pk.

Comme vq(s) = 0 pour presque tout q, c’est un système finiavec les conditions
du type envisagé dans a) (il faut ajouter à la famille {pi} les idéaux q tels que
vq(s) > 0). Donc il est résoluble. Soit y une solution et soit x = y/s. Alors

vpi(x− xi) = vpi

(
y − bi
s

)
= vpi(y − bi)− vpi(s) > ni

et
vq(x) = vq(y)− vq(s) > 0.

Le lemme est démontré.

Voici deux cas particuliers de ce lemme.

Corollaire 2.6.2. Pour tout i = 1, . . . , k soient pi des idéaux premiers de A
distincts deux à deux, xi ∈ Api et ni > 0. Alors il existe x ∈ A tel que

vpi(x− xi) > ni

pour tout i = 1, . . . , k.

Preuve. Comme vpi
(xi) > 0, on a

vpi
(x) = vpi

(x− xi + xi) > min{vpi
(x− xi), vpi

(xi)} > 0.

Comme vq(x) > 0 pour tout q ̸= p1, . . . , pk, on obtient que vp(x) > 0 pour tout p
et la propriété iv) implique que x ∈ A.
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Corollaire 2.6.3. Soit p un idéal premier de A. Alors pour tous a ∈ Ap et
n > 0 il existe x ∈ A tel que

vp(x− a) > n.

Preuve. C’est le cas de k = 1 du corollaire 2.6.2.

En utilisant le lemme d’approximation nous allons démontrer la proposition suiv-
ante:

Proposition 2.6.4. Si p ̸= q, alors les valuations vp et vq ne sont pas
équivalentes.

Preuve. Soit πp une uniformisante de Ap. Par le corollaire 2.3.2 il existe x ∈ A
tel que vp(x− πp) > 2 et vq(x− 1) > 1. Donc

vp(x) = vp((x− πp) + πp) = vp(πp) = 1

et

vq(x) = vq((x− 1) + 1) = vq(1) = 0.

Posons xn = xn. Alors vp(x
n) = n ce qui montre que xn tend vers 0 pour la

topologie définie par vp. Par contre, vq(x
n) = 0 ce qui signifie que xn 9 0 pour la

topologie de vq. Donc, ces deux topologies sont différentes.

Soit p un idéal premier de A et soit v = vp la valuation discrète associée à p. En
complétant K pour la topologie induite par cette valuation discrète on obtient un
corps complet qu’on notera Kp au lieu de Kvp pour simplifier la notation.

La proposition suivante résume ses propriétés principales.

Proposition 2.6.5. i) Le corps Kp est complet pour la valuation discrète vp.
ii) L’anneau de valuation Op de Kp cöıncide avec l’adhérence de A dans Kp.
iii) Le corps résiduel de Op est isomorphe à kp = A/p.

Preuve. i) est démontrée dans la proposition 2.5.2.
ii) Soit x ∈ Op. Par la proposition 2.5.2 Ap est dense dans Op i.e. pour tout

n > 0 il existe yn ∈ Ap tel que vp(x− yn) > n. D’autre part, par le corollaire 2.6.3
il existe xn ∈ A tel que vp(yn − xn) > n. Donc,

vp(xn − x) = vp((xn − yn) + (yn − x)) >
> min{vp(xn − yn), vp(yn − x)} > n

ce qui montre que {xn} converge vers x. Donc, A est dense dans Op.
iii) Par la proposition 2.5.2 le corps résiduel de Op est isomorphe à Ap/mp.

D’autre part, Ap/mp est isomorphe à kp = A/p par le théorème 1.7.4.

6.2. Extensions.
Soit L/K une extension finie séparable et soit B la fermeture intégrale de A dans

L. Pour tout idéal premier non-nul P de B on note wP la valuation discrète de L
qui correspond à P et LP le complété de L pour wP.

Rappelons la définition suivante:
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Définition. On dit que P est au-dessus de P ou que P divise p si P ∩A = p;
notation P | p.

Si p est un idéal premier de A, on a

pB =
∏
P|p

Pe(P/p),

où e(P/p) est l’indice de ramification de P (voir chapitre I, §8).
Soit x ∈ K∗. Alors

xA =
∏
p

pvp(x)

(voir §3, ii)). Donc, on a

xB = (xA)B =
∏
p

∏
P|p

Pe(P/p) vp(x).

En comparant cette formule à la formule

xB =
∏
P

PwP(x)

on obtient que pour tout x ∈ K

(*) vp(x) =
1

e(P/p)
wP(x).

Soit ρp ∈]0; 1[ et soit
∥x∥p = ρ

vp(x)
p , x ∈ K

la valeur absolue sur K associée à vp. En posant ρP = ρ
1/e(P/p)
p et

∥x∥P = ρ
vP(x)
P , x ∈ L

on obtient une valeur absolue sur L qui prolonge ∥ · ∥p. On dira par abus de language
que wP prolonge vp avec l’indice e(P/p).

Théorème 2.6.6. Soit L/K une extension finie séparable et soit p un idéal
premier non-nul de A. Alors les valeurs absolues ∥ · ∥P, P | p sont précisement
celles qui prolongent ∥ · ∥p. On a:∑

P|p

[LP : Kp] = [L : K].

Preuve. Par la proposition 2.6.4 les valeurs absolues ∥ · ∥P sont deux à deux
non-équivalentes. Réciproquement, soit ∥ · ∥ une valeur absolue qui prolonge ∥ · ∥p.
Comme ∥ · ∥p est non-archimédienne, | · ∥w l’est aussi (voir iv), §4). Soit Bw

l’anneau de valuation de w et soit m son idéal maximal. Par la proposition 2.4.1
Bw est intégralement clos de corps des fractions L. Comme A ⊂ Bw, l’anneau
Bw contient la fermeture intégrale de A dans L, i.e. B ⊆ Bw. Soit P = B ∩ m.
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Alors P ∩ A = p, i.e. P est un idéal premier de B qui divise p. Donc Bw contient
l’anneau de valuation discrète BP. Il est facile de voir (exercice) que tout anneau
de valuation discrète est un sous-anneau maximal de son corps des fractions. Donc
Bw = BP. Soit πP une uniformisante de BP. Si x = πm

P ∈ Bw, u ∈ U(Bw), alors

∥x∥ = ∥πP∥m, m = wP(x).

Comme πP ∈ Bw, on a ∥πP∥ < 1. En posant ρ = ∥πP∥ on obtient

∥x∥ = ρwP(x),

ce qui montre que ∥ · ∥ = ∥ · ∥P.
La formule

∑
P|p[LP : Kp] = [L : K] est un cas particulier du théorème 2.3.1.

Nous pouvons expliciter autres résultats du §3 pour notre cas. En particulier on
a les formules suivantes:

NL/K(x) =
∏
P|p

NLP/Kp
(x),

T rL/K(x) =
∑
P|p

TrLP/Kp
(x), x ∈ L.

Supposons maintenant que L/K est galoisienne. Soit G = Gal(L/K). Pour tout
idéal premier p de A on note

Sp = {P |P ∩A = p}

l’ensemble des idéaux premiers P au-dessus de p. Il est facile à montrer (juste par
définition) que pour tout g ∈ G l’ensemble g(P) est un idéal premier de B. Comme

g(P) ∩A = g(P ∩A) = g(p) = p,

on voit que g(P) ∈ Sp i.e. le groupe de Galois opère sur Sp.
Soit v = vp et soit Sv l’ensemble des valeurs absolues w de L qui prolongent v.

Par le théorème 2.6.6 tout w ∈ Sv s’écrit comme w = wP avec P | p et l’application
P 7→ wP établie une bijection entre SP et Sv. Soit x ∈ L∗. Si

xB =
∏
P

PwP(x),

alors
g−1(x)B =

∏
P

g−1(P)wP(x),

d’où
wP(g−1(x)) = wg(P)(x).

Donc, gwP = wg(P) ce qui montre que la bijection P 7→ wP est compatible avec
l’action de G.

Pour simplifier la notation on note GP le groupe de décomposition de wP. Donc
on a

GP = {g ∈ G | g(P) = P}.
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Théorème 2.6.7. Soit L/K une extension galoisienne et soit p un idéal premier
non-nul de A. Alors:

i) Le groupe de Galois G = Gal(L/K) opère transitivement sur Sp. Pour tout
P | p le groupe de décomposition GP est isomorphe à Gal(LP/Kp).

ii) Les entiers e(P/p) et f(P/p) ne dépendent pas de P | p. Si on les note ep et
fp et si gp est le nombre des idéaux premiers P | p, alors on a

epfpgp = [L : K]

et la factorisation de p dans B s’écrit

pB = (P1P2 · . . . ·Pgp)
ep .

Preuve. i) est un cas particulier du théorème 2.3.5.
ii) Soit

pB = Pe1
1 · . . . ·Peg

g

la factorisantion de p dans B. Comme G opère transitivement sur Sp, pour tout
i il existe gi ∈ G tel que gi(P1) = Pi. Donc gi induit un isomorphisme entre
lP1 = B/P1 et lPi = B/Pi, d’où on obtient que f(P1/p) = f(Pi/p). D’autre
part,comme G agit trivialement sur p, on a

pB = gi(pB) = (gi(P1))
e1 · . . . · (gi(Pg))

eg ,

d’où on obtient que e1 = ei. La formule epfpgp = [L : K] résulte maintenant du
théorème 1.8.6. Le théorème est démontré.

Le corps Kp ou plutôt la famille des corps Kp où p parcourt les idéaux premiers
de A contient beaucoup d’informaton surK. C’est pourquoi les §§7-10 de ce chapitre
seront consacrés à l’étude des corps complets. Dans le §7 on considère le cas de
K = Q qui fournit un bon exemple des constructions précédentes. Nous reviendrons
à l’étude des anneaux de Dedekind généraux dans le dernier paragraphe de ce
chapitre.

§7. Les nombres p-adiques

Ce paragraphe est consacré à l’étude des valeurs absolues sur le corps des ra-
tionnels Q. On dispose déjà de la valeur absolue usuelle qu’on note ici ∥ · ∥∞ :

∥x∥∞ = |x|.

Il est clair qu’elle est archimédienne.
Nous allons montrer qu’à tout nombre premier p on peut associer une valuation

discrète sur Q. Soit x ∈ Q un rationnel non-nul. En utilisant le théorème de
factorisation on peut écrire x sous la forme

x = pn
a

b
,

où n ∈ Z et a et b sont des entiers premiers à p. On définit une fonction

vp : Q∗ −→ Z

en posant
vp(x) = n.
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Proposition 2.7.1. La fonction vp est une valuation discrète sur Q.

Preuve. La proposition résulte du théorème 1.7.4 appliqué à A = Z et p = (p)
et du théorème 2.5.1. On peut aussi donner la preuve directe suivante.

Soit y = pmc/d, où c et d sont premiers à p. Alors,

xy = pn+m ac

bd
, p - ac, bd,

d’où
vp(xy) = n+m = vp(x) + vp(y).

D’autre part, si m > n, alors

x+ y = pn
ad+ bcpm−n

bd
,

d’où

vp(x+ y) = vp(p
n) + vp(ad+ bcpm−n)− vp(bd) > n = min{vp(x), vp(y)},

car vp(ad+ bcpm−n) > 0 et vp(bd) = 0. Donc, vp est une valuation discrète.

Par définition, l’anneau de valuation de vp est

Z(p) = {x = pna/b |n > 0, p - a, b}.

Le nombre premier p est une uniformisante de Z(p) et

m(p) = {x = pna/b |n > 1, p - a, b} = pZ(p)

est l’idéal maximal de Z(p).
Le corps résiduel Z(p)/m(p) de vp est isomorphe à Fp = Z/pZ.
On peut normaliser la valeur absolue associée à vp en prenant ρ = 1/p et en

posant, donc,

∥x∥p =

(
1

p

)vp(x)

.

Définition. La valeur absolue non-archimédienne ∥ · ∥p est appelé la valeur
absolue p-adique sur Q.

Nous admettons le théorème suivant:

Théorème 2.7.2 (Ostrowski). i) Toute valeur absolue archimédienne sur Q
est équivalente à la valeur absolue usuelle ∥ · ∥∞.

ii) Si ∥ · ∥ est une valeur absolue non-archimédienne non-triviale sur Q, alors il
existe un unique nombre premier p tel que ∥ · ∥ est équivalente à ∥ · ∥p.

Preuve. voir [K], chapitre I, théorème 1.

Donc, le théorème d’Ostrowski donne une classification complète des valeurs ab-
solues sur Q.

Il est bien connu qu’en completant Q pour la valeur absolue usuelle on obtient
le corps des réels R.
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Définition. On appelle le corps des nombres p-adiques et on note Qp

le complété de Q pour la valeur absolue p-adique.

On note Zp l’anneau de valuation de Qp. Par la proposition 2.6.5, Zp cöıncide
avec l’adhérence de Z dans Qp. L’idéal maximal de Zp est engendré par p et le corps
résiduel Zp/pZp est isomorphe à Fp.

Donnons maintenant quelques propriétés élémentaires des nombres p-adiques qui
découlent directement de la définition:

i) Une suite {xn} converge vers x ∈ Qp si et seulement si vp(x− xn) →
n→∞

+∞.

ii) Une série
∞∑
k=1

ak, ak ∈ Qp

est convergente si et seulement si vp(ak) −→ +∞.
iii) Tout élément de x ∈ Qp peut être représenter par une suite de Cauchy

{xn} ⊂ Q telle que x = limn→∞ xn. Deux suite de Cauchy représentent le même
élément si limn→∞(xn − x′n) = 0 i.e. si vp(xn − x′n) −→ +∞.

Lemme 2.7.3. Pour tout x ∈ Zp il existe une unique suite de Cauchy {xn} ⊂ Q
qui satisfait aux conditions suivantes:

i) {xn} représente x, i.e. limn→∞ xn = x;
ii) 0 6 xn 6 pn pour tout n > 1;
iii) xn ≡ xn+1 (mod pn) pour tout n > 1.

Preuve. Démontrons d’abord l’unicité. Soient {xn} et {yn} deux suites de
Cauchy vérifiant les conditions i)-iii). Si {xn} ̸= {yn}, on note n0 le plus petit
naturel tel que xn0

̸= yn0
. Alors pour tout n > n0 on a

xn ≡ xn0 ̸= yn0 ≡ yn (mod pn0),

d’où vp(xn − yn) < n0. Donc, limn→∞ xn ̸= limn→∞ yn ce qui donne une contra-
diction.

Démontrons maintenant l’existence d’une suite vérifiant i)-iii). Soit x ∈ Zp.
Comme Z est dense dans Zp, pour tout n ∈ N il existe yn ∈ Z tel que vp(x−yn) > n.
Soit xn le reste de la division euclidienne de yn par pn :

yn = pnqn + xn, 0 6 xn < pn.

Comme vp(xn − yn) > n, on a

vp(xn − x) = vp((xn − yn) + (yn − x)) > min{vp(xn − yn), vp(yn − x)} > n,

d’où limn→∞ xn = x. Le même argument montre que vp(xn − xn+1) > n i.e. que
xn ≡ xn+1 (mod pn). Le lemme est démontré.

Soit {xn} la suite vérifiant les conditions du lemme 2.7.3. Tout xn s’écrit de
manière unique sous la forme:

xn = a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·+ an−1p

n−1, 0 6 ai 6 p− 1.
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et la condition xn ≡ xn+1 (mod pn) implique que

xn+1 = a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·+ an−1p

n−1 + anp
n

avec les mêmes a0, a1, . . . , an−1. Donc, tout x ∈ Zp s’écrit de façon unique sous la
forme

x =

∞∑
k=0

akp
k , 0 6 ak 6 p− 1.

Soit maintenant x ∈ Qp. Si vp(x) = −n < 0, alors vp(xp
n) = 0, d’où xpn ∈ Zp.

Donc xpn s’écrit

xpn =

∞∑
k=0

bkp
k, 0 6 bk 6 p− 1

et en posant ak = bk+n on obtient:

x =
∞∑

k=−n

akp
k, 0 6 ak 6 p− 1.

§8. Corps locaux

8.1. Corps complets pour une valuation discrète.

Dans cette section nous expliciterons les résultats des §2 et §6 pour les corps
complets pour une valuation discrète.

Dans ce paragraphe K désigne un corps complet pour une valuation discrète

vK : K∗ −→ Z.

On note OK et on appelle anneau des entiers de K son anneau de valuation

OK = {x | vK(x) > 0}.

On appelle groupe des unités de K et on note UK le groupe des unités de OK :

UK = {x | vK(x) = 0}.

On note πK une uniformisante de OK et mK son idéal maximal. Donc on a

mK = {x ∈ K | vK(x) > 0},
mK = (πK).

On choisit ρ ∈]0; 1[ on on fixe une valeur absolue sur K en posant

∥x∥K = ρvK(x).
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Théorème 2.8.1. Soit L/K une extension finie séparable. Alors,
i) La ferméture intégrale de OK dans L est un anneau de valuation discrète

qu’on note B.
ii) La valeur absolue ∥ · ∥K admet un prolongement ∥ · ∥L à L et un seul. Ce

prolongement est induit par la valuation discrète de B.
iii) Le corps L est complet pour la topologie définie par ∥ · ∥L. Son anneau des

entiers OL cöıncide avec B.

Preuve. Comme OK est un anneau de Dedekind, on peut appliquer le théorème
2.6.6. On obtient ainsi que les prolongements de ∥ · ∥K à L sont induits par les
valuations discrètes associées aux idéaux premiers non-nul de B. Comme par le
théorème 2.2.7 il n’existe qu’un seul prolongement de ∥ · ∥K à L on obtient que B
possède un unique idéal premier mL. Comme B est un anneau de Dedekind, ceci
implique que mL est principal (voir chapitre I,§6, vi)) ce qui montre que B est un
anneau de valuation discrète. Les autres assertions sont évidentes.

Nous allons utiliser les notations et les définitions suivantes. Soit πL une uni-
formisante de L.

Les idéaux mK = (πK) et mL = (πL) sont les uniques idéaux premiers non-nuls
des anneaux OK et OL et on note kK = OK/mK et kL = OL/mL les corps résiduels
correspondants. Alors kL est une extension finie de kK . Le degré f = [kL : kK ] est
appelé le degré résiduel de L/K.

On note e où e(L/K) l’indice de ramification de l’idéal (πL):

(*) πKOL = πe
LOL.

Cet entier e sera appelé l’indice de ramification de l’extension L/K.
La formule(*) signifie tout simplement que πK s’écrit sous la forme:

πK = πe
Lu, u ∈ UL.

Si on note vL la valuation discrète de L on obtient que

e = vL(πK).

Plus généralement, si x ∈ K, alors

vL(x) = evK(x).

Corollaire 2.8.2. On a
ef = [L : K].

Preuve. C’est un cas particulier du théorème 1.8.6.

Les propriétés suivantes sont des cas particuliers des corollaires 2.2.9-2.2.11:

i) Soit L/K une extension galoisienne. Alors pour tous x ∈ L et g ∈ Gal(L/K)
les éléments x et g(x) ont même valuation. En particulier

g(OL) = OL.
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ii) Soit L/K une extension galoisienne. Alors l’action de G = Gal(L/K) sur L
est continue.

iii) Les applications NL/K et TrL/K sont continues.

Par le théorème 2.2.7 le prolongement de ∥ · ∥K à L est donné par la formule
explicite suivante:

(*) ∥x∥L = ∥NL/K(x)∥1/nK , n = [L : K].

Nous pouvons donner aussi une formule explicite pour vL:

Proposition 2.8.3. Soit L/K une extension finie de degré n. Alors

vL(x) =
1

f
vK(NL/K(x)) .

Preuve. On a

∥x∥K = ρ
vK(x)
K , x ∈ K

et

∥x∥L = ρ
vL(x)
L , x ∈ L.

Comme 0 < ρK , ρL < 1, il existe c > 0 tel que ρK = ρcL. Alors la formule (*) donne:

vL(x) =
c

n
vK(NL/K(x)), x ∈ L.

Pour déterminer la constante c posons x = πK . Alors e = vL(πK) = c
n vK(πn

K) = c.
Comme e/n = f, la formule s’en déduit.

Proposition 2.8.4. Soient K ⊆ L ⊆M une tour d’extensions finies. Alors

e(M/L) e(L/K) = e(M/K),

f(M/L) f(M/K) = f(M/K).

Preuve. Ces formules découlent directement des définitions et ont été déjà men-
tionnées dans le §8 du chapitre I.

8.2. Corps locaux.

Définition. On appelle corps local un corps muni d’une valuation discrète pour
laquelle il est complet à corps résiduel fini.

Exemples. 1) Le corps des nombres p-adiques est un corps local à corps résiduel
Fp.

2) Soit K une extension finie de Qp. Alors K est muni d’une valuation discrète
pour laquelle il est complet (théorème 2.8.1). Par le corrollaire 2.8.2 le corps résiduel



80 THEORIE DES NOMBRES

kK est une extension finie de Fp, ce qu montre qu’il est un corps fini de car-
actéristique p. Donc, K est un corps local.

3) Soit k un corps fini et soit k[[X]] l’anneaux des séries formelles

f =
∞∑
i=0

aiX
i, ai ∈ k.

On va montrer que k[[X]] est un anneau de valuation discrète. On montre d’abord
que le groupe des unités k[[X]]∗ de k[[X]] est

(*) k[[X]]∗ = {
∞∑
i=0

aiX
i | a0 ̸= 0}.

En effet,
∑∞

i=0 aiX
i est inversible si et seulement s’il existe

∑∞
j=0 biX

i telle que( ∞∑
i=0

aiX
i

) ( ∞∑
i=0

bjX
j

)
= 1.

On en déduit que
a0b0 = 1,

a0b1 + a1b0 = 0,

a0b2 + a1b1 + a2b2 = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · .

En particulier, si
∑∞

i=0 aiX
i est inversible, alors a0 ̸= 0. Inversement, supposons

que a0 ̸= 0 et cherchons à déterminer les coefficients bj par récurrence. Si on
suppose avoir déterminé b0, . . . , bn−1, alors l’équation

a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 = 0

permet de calculer bn. Donc,
∑∞

i=0 aiX
i est inversible.

La formule (*) montre que tout f(X) ∈ k[[X]] s’écrit de façon unique sous la
forme

f(X) = Xnu(X), u(X) ∈ k[[X]]∗.

On en déduit que k[[X]] est un anneaux de valuation discrète. Son idéal maximal
Xk[[X]] est engendré par X. L’application

k[[X]] −→ k,

f(X) 7→ a0

est un homomorphisme surjectif. Son noyau est Xk[[X]] ce qui fournit un isomor-
phisme

k[[X]]/Xk[[X]] ≃ k.

Donc, le corps résiduel de k[[X]] est isomorphe à k.
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On note k((X)) le corps des fractions de k[[X]]. La formule (*) implique que
tout f ∈ k((X)) sécrit de façon unique sous la forme:

f(X) = Xnu(X), n ∈ Z, u(X) ∈ k[[X]]∗.

On en déduit que que k((X)) s’identifie à l’ensemble des séries formélles

∞∑
i=i0

aiX
i, i0 ∈ Z, ai ∈ k.

La valuation discrète corréspondante est donnée par

v(f(X)) = n, si f(X) = Xnu(X), u(X) ∈ k[[X]]∗.

Autrement dit, si f(X) =
∑∞

i=i0
aiX

i, alors

v(f(X)) = min{i | ai ̸= 0}.

L’ecriture

v(f(X)− g(X)) > n

signifie que les séries f(X) et g(X) ont mêmes coefficients jusqu’au degré n−1. On
en déduit facilement que toute suite de Cauchy est convergente i.e. que k((X)) est
complet. Donc, k((X)) est un corps local de caractéristique p = car(k).

Soit K un corps local. Le corps résiduel kK = OK/mK est fini et on note p sa
caractéristique. Alors kK est une extension finie de Fp et on pose f = [kK : Fp] et
q = pf . Par le théorème 0.4.4 on a card(kK) = q. On normalise souvent la valeur
absolue ∥ · ∥K en posant ρ = q−1, i.e.

∥x∥K =

(
1

q

)vK(x)

.

Si x ∈ OK , on note x̄ la classe de x dans kK :

x̄ = x+mK = x (mod πK).

Définition. On appelle système de représentants de kK dans OK une partie
S ⊂ OK telle que pour tout ξ ∈ kK il existe un élément s ∈ S vérifiant s̄ = ξ, et un
seul.

Exemples. 1) Soit K = Qp. Alors S = {0, 1, . . . , p − 1} est un système de
représentants de Fp dans Zp car Fp = {0̄, 1̄, . . . , p− 1}.

2) Soit K = k((X)). Alors S = k est un système de représentants de k dans
k[[X]].
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Proposition 2.8.5. Soit S un système de représentants. Alors tout a ∈ OK

s’écrit de façon unique comme série convergente:

a =
∞∑
i=0

siπ
i
K , si ∈ S.

Tout x ∈ K s’écrit de même:

x =

∞∑
i=i0

siπ
i
K , i0 ∈ Z, si ∈ S.

Preuve. Soit a ∈ OK . Alors il existe un unique s0 ∈ S tel que s̄0 = ā, i.e.

a ≡ s0 (mod πK).

Alors a s’écrit:

a = s0 + a1πK , a1 ∈ OK .

En appliquant ce qui précède à a1 on obtient:

a1 = s1 + a2πK , s1 ∈ S, a2 ∈ OK ,

d’où

a = s0 + s1πK + a2π
2
K

et ainsi de suite. Comme pour tout n on a

a = s0 + s1πK + · · ·+ snπ
n
K + an+1π

n+1
K

avec vK(an+1π
n+1
K ) > n+ 1, la série

∞∑
i=0

siπ
i
K

converge vers a. Inversement, toute série de la forme
∑∞

i=0 siπ
i
K est convergente

puisque son terme général tend vers 0 (proposition 2.4.2).

Si x ∈ K, alors x = π
vK(x)
K u avec u ∈ UK et en développant u on obtient

x =
∞∑

i=i0

siπ
i
K , i0 = vK(x).

la proposition est démontrée.

Remarque. En appliquant ces résultats à K = Qp avec πK = p et S =
{0, 1, . . . , p− 1} on retrouve les résultats du §7.
Nous voulons montrer qu’un corps local possède un système de représentants par-
ticulier formé par des racines de l’unité.
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Théorème 2.8.6. Soit K un corps local et soit q = card(kK). Alors

i) Tout ξ ∈ kK possède un relèvement [ξ] ∈ OK vérifiant [ξ]q = [ξ] et un seul;

ii) Pour tous ξ, η ∈ kK on a

[ξ] [η] = [ξη];

iii) La famille Sm = {[ξ] | ξ ∈ kK} est un système de représentants de kK dans
OK .

Preuve. i) Soit f(X) = Xq −X ∈ OK [X] et soit f̄(X) ∈ kK [X] la réduction
de f(X) modulo mK . Comme f̄ ′(X) = q̄Xq−1 − 1̄ = −1̄, le polynôme f̄(X) est
séparable.

Soit ξ ∈ kK . Alors ξ est une raçine de f̄(X) (voir le théorème 0.4.4) et par
le corollaire 2.4.4 il existe une unique raçine [ξ] ∈ OK de f(X) telle que ξ = [ξ]
(mod πK). On en déduit i).

ii) Comme ξ = [ξ] (mod πK) et η = [η] (mod πK), on a ξη = [ξ] [η] (mod πK),
i.e. [ξ] [η] est un représentant de ξη dans OK . Comme

([ξ] [η])q = ([ξ])q ([η])q = [ξ] [η],

l’unicité du relèvement démontrée dans i) implique que [ξ] [η] = [ξη].

iii) est une conséquence immédiate de i).

Corollaire 2.8.7. Soit K un corps local et soit q = card(kK). Alors K contient
toutes les raçines (q − 1)-ièmes de l’unité.

Preuve. Les éléments [ξ], ξ ̸= 0 sont les raçines (q − 1)-ièmes de l’unité.

Définition. Le système de représentants Sm est appelé le système de
représentants multiplicatif ou le système de Teichmüller.

Nous pouvons maintenant ”classifier” les corps locaux. Commençons par les
corps de caractéristique 0.

Théorème 2.8.8. Soit K un corps local de caractéristique 0 à corps résiduel de
caractéristique p > 0. Alors K est isomorphe à une extension finie de Qp.

Preuve. Par le théorème 0.4.1, K contient un sous-corps isomorphe à Q. Donc,
en remplaçant K par un corps isomorphe on peut supposer que Q ⊂ K. La
réstriction de ∥ · ∥K à Q est une valeur absolue non-archimédienne sur Q. Par
le théorème d’Ostrowski (théorème 2.7.2) il existe un nombre premier l tel que la
réstriction de ∥ · ∥K à Q est équivalente à ∥ · ∥l. Comme K est complet, il contient
le complété Ql de Q. Donc, K est une extension de Ql. Le corps résiduel kK est une
extension de Fl = kQl

, d’où l = p = car(kK). Soient f = [kK : Fp] et e = vK(p).
Alors le corollaire 2.8.2 implique que K est une extension finie de Qp de degré fe.

Dans le cas de caractéristique p la situation est plus simple:
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Théorème 2.8.9. Soit K un corps local de caractéristique p à corps résiduel k.
Alors K est isomorphe à k((X)).

Preuve. Pour tout ξ ∈ k soit [ξ] le représentant de Teichmüller de ξ. Comme
K est de caractéristique p, on a

([ξ] + [η])q = [ξ]q + [η]q = [ξ] + [η]

(voir la proposition 0.4.2).Comme

ξ + η = [ξ] + [η] (mod πK)

l’unicité du relèvement démontrée dans le théorème 2.8.6, i) implique que

[ξ + η] = [ξ] + [η].

Donc l’application
k −→ K,

ξ 7→ [ξ]

est un homomorphisme de corps qui identifie k à un sous-corps deK. Pour simplifier
la notation on va écrire ξ au lieu de [ξ]. Par la proposition 2.6.1 tout élément de K
s’écrit de manière unique

∞∑
i=i0

aiπ
i
K

avec ai ∈ k d’ou on déduit que l’application

k((X)) −→ K,
∞∑

i=i0

aiX
i 7→

∞∑
i=i0

aiπ
i
K

est un isomorphisme.

Proposition 2.8.10. Soit L/K un extension finie des corps locaux. Alors il
existe a ∈ OL tel que OL = OK [a] .

Preuve. Soit l le corps résiduel de L. Comme l’extension l/k est séparable,
il existe ᾱ ∈ l tel que l = k[ᾱ]. On prend le relèvement α ∈ OL de ᾱ vérifiant
αqL−1 = 1, où qL = |l| . Posons a = α + πL, où πL est une uniformisante de L.
Soit B = OK [a]. Alors B contient un système de représentants de l car ai ≡ αi

(mod π)L . D’autre part, B contient l’élément

x = aq−1 − 1 = (α+ πL)
q−1 − 1 = (q − 1)αq−2πL + · · ·

qui est une uniformisante de L car vL(x) = 1. On en déduit que B = OL.
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§9 . Extensions non-ramifiées

Dans ce paragraphe K désigne un corps complet pour une valuation discrète.

Définition. On dit qu’une extension finie L/K est non-ramifiée si f(L/K) =
[L : K] et si l’extension des corps résiduels kL/kK est séparable.

dans le cas général la condition de séparabilité de kL/kK est importante. Nean-
moins pour les corps locaux elle est automatiquement satisfaite car toute extension
d’un corps fini est séparable.

Voici des propriétés des extensions non-ramifiées qui découlent directement de
cette définition.

i) L/K est non-ramifiée si et seulement si e(L/K) = 1 et kL/kK est séparable.

Preuve. On a f(L/K)e(L/K) = [L : K].

ii) L/K est non-ramifiée si et seulement si πK est une uniformisante de L et
kL/kK est séparable.

Preuve. On a vL(πK) = e(L/K)vK(πK) = 1.

iii) Soit K ⊆ L ⊆ M une tour d’extensions. Alors M/K est non-ramifiée si et
seulement si L/K et M/L sont non-ramifiées.

Preuve. On a e(M/K) = e(M/L)e(L/K), d’où le résultat.

Soit L/K une extension non-ramifiée et soit kL/kK l’extension résiduelle
corréspondante. Elle est séparable (théorème 0.4.6), donc il existe ᾱ ∈ kL tel que
kL = kK(ᾱ). Pour étuduer la structure des extensions non-ramifiées nous avons
besoin de la proposition suivante.

Proposition 2.9.1. i) Soit L/K une extension non-ramifiée. Soient kL =
kK(ᾱ) et f̄(X) ∈ kK [X] le polynôme minimal de ᾱ. Soit f(X) ∈ OK [X] un
polynôme unitaire dont la réduction mod πK est f̄(X). Alors

i) f(X) a une racine α ∈ OL telle que ᾱ = α (mod πL) et une seule.
ii) On a L = K(α).

Preuve. Comme kL/kK est séparable, ᾱ est une racine simple du polynôme
f̄(X) et la partie i) de la proposition découle du corollaire 2.4.4.

Pour montrer que L = K(α), posons L′ = L(α). Alors L′ est une extension
non-ramifiée de K contenant α. Donc le corps résiduel kL′ contient ᾱ ce qui donne

[kL : kK ] > [kL′ : kK ] > [kL : kK ].

On en déduit que kL′ = kL, d’où L
′ = L.

L’assertion réciproque s’énonce ainsi:

Proposition 2.9.2. Soit K un corps local et soit l = kK(ᾱ) une extension
finie séparable de kK . Soient f̄(X) le polynôme minimal de ᾱ et f(X) un polynôme
unitaire dont la réduction est égale à f̄(X). Alors,

L = K[X]/(f(X))

est une extension non-ramifiée de K dont le corps résiduel kL est isomorphe à l.
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Preuve. Comme f̄(X) est irréductible, f(X) l’est aussi et L est une extension
de K de degré

[L : K] = deg(f) = deg(f̄) = [l : kK ].

Soit α = X (mod f(X)) la classe de X dans L. Alors L = K(α) et α est une racine
du polynôme f(X) (voir théorème 0.2.3). En particulier, α est entier sur OK et
ᾱ ∈ kK est une racine de f̄(X). Donc,

[L : K] => [kL : kK ] > [kK(ᾱ) : kK ] = degf̄(X) = [L : K]

ce qui entraine que

[kL : kK ] = [kK(ᾱ) : kK ] = degf̄(X) == [L : K].

Donc, L/K est non-ramifiée est son corps résiduel est isomorphe à l = kK(ᾱ).

On fixe une clôture algébrique K̄ de K. Soient L/K et M/K deux extensions
finies de K. On note HomK(L,M) l’ensemble formé par les homomorphismes

σ : L/K −→M/K

qui fixent K. Soit σ ∈ HomK(L,M). Comme σ(OL) ⊆ OM en passant aux corps
résiduels on obtient un homomorphisme

σ̄ : kL/kK −→ kM/kK .

Donc, on a définit une application

f : HomK(L,M) −→ HomkK
(kL, kM ) ,

f(σ) = σ̄.

La proposition suivante joue le rôle clé dans ce paragraphe.

Proposition 2.9.3. Si L/K est non-ramifiée, alors f est une bijection. En
particulier, si L/K est une extension galoisienne non-ramifiée, alors on a un iso-
morphisme canonique

Gal(L/K) ≃ Gal(kL/kK).

Preuve. Soit kL = kK(ᾱ) et soit f̄(X) le polynôme minimal de ᾱ. Soit f(X) ∈
OK [X] un polynôme dont la réduction est égale à f̄(X). Alors par la proposition
2.9.1 on a L = K(α), où α est une racine de f(X) vérifiant ᾱ = α (mod πL).
L’extension L/K est séparable et la preuve de la proposition se base sur le fait
suivant: l’application σ 7→ σ(α) établie une bijection entre HomK(L,M) et les
racines β du polynôme f(X) dans M. Montrons d’abord que f est surjective. Soit
σ̄ ∈ HomkK

(kL, kM ). Alors β̄ = σ̄(ᾱ) est une racine de f̄(X) et par la proposition
2.7.1 il existe une unique racine β de f(X) telle que β̄ = β (mod πL). En posant
σ(α) = β on obtient un homomorphisme σ ∈ HomK(L,M) tel que f(σ) = σ̄. Donc
f est surjectif.

Pour montrer l’injectivité on remarque que si σ1 et σ2 sont deux éléments de
HomK(L,M) tels que σ̄1 = σ̄2, alors σ1(α) et σ2(α) sont deux racines de f(X) tels
que σ1(α) ≡ σ2(α) (mod πL). Mais dans ce cas σ1(α) = σ2(α) par la prop. 2.9.1.
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Proposition 2.9.4. Soient L1 et L2 deux extensions non-ramifiées de K. Alors
le composite L1L2 est non-ramifié sur K.

Preuve. Soient ki et k2 les corps résiduels des L1 et L2 et soit l le composite
k1k2. Soit L une extension non-ramifiée de K à corps résiduel l. On a

HomK(Li, L) ≡ HomkK
(ki, l)

et comme ki ⊆ l on obtient que Li ⊆ L. Alors L1L2 ⊆ L, et comme L/K est
non-ramifiée, L1L2/K l’est aussi.

Supposons maintenant que K est un corps local, i.e. que kK est fini. Alors
L/K est non-ramifiée si et seulement si f(L/K) = 1.

Théorème 2.9.5. Soit K un corps local. Alors pour tout n il existe une exten-
sion non-ramifiée de K de degré n et une seule. Cette extension est galoisienne et
son groupe de Galois est cyclique d’ordre n.

Preuve. i) Soit kK le corps résiduel de K. Par le théorème 0.4.5 il existe une
unique extension l/kK de degré n et par la proposition 2.9.2 on peut construire
une extension on-ramifiée L/K à corps résiduel kL = l. L’existence de L est donc
établie.

ii) Par le théorème 0.4.6 l’extension kL/kK est galoisienne et Gal(kL/kK) est
cyclique d’ordre n. En appliquant la proposition 2.9.3 on obtient

(*) HomK(L,L) ≃ HomkK
(kL, kL) = Gal(kL/kK).

Donc, il existe n automorphismes de L/K ce qui entrâıne que L/K est galoisienne.
La formule (*) donne aussi

Gal(L/K) = HomK(L,L) ≃ Gal(kL/kK)

ce qui montre qu’elle est cyclique d’ordre n.
iii) On montre maintenant que L/K est l’unique extension non-ramifiée de degré

n. Supposons que M/K est une autre extension non-ramifiée avec le corps résiduel
kM = l. Alors, en utilisant toujours la proposition 2.9.3, on a

HomK(L,M) ≃ HomkK
(l, l).

Comme HomkK
(l, l) est non-vide (par exemple il contient idl) il existe un homo-

morphisme σ : L/K −→M/K. On a déjà montré que L/K est galoisienne, d’où

L = σ(L) ⊆M.

Comme L/K et M/K ont même degré, on en déduit que L =M.

Soit L/K une extension non-ramifiée finie. Dans la preuve du théorème 2.9.4 on
a établie un isomorphisme

Gal(L/K) ≃ Gal(kL/kK).
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Le groupe de Galois de kL/kK est engendré par l’automorphisme FkL/kK
défini par

FkL/kK
(x) = xq,

où q = card(kK) (voir théorème 0.4.6). On appelle automorphisme de Frobenius
de L/K et on note FL/K l’élément de Gal(L/K) qui correspond à FkL/kK

. On a

FL/K(x) ≡ xq (mod πL) pour tout x ∈ OL.

Nous pouvons donner une construction explicite des extensions non-ramifiées des
corps locaux.

Théorème 2.9.6. Soit K un corps local et soit q = card(kK). Soit ζqn−1 une
racine primitive qn − 1-ième de l’unité. Alors K(ζqn−1) est une extension non-
ramifiée de K de degré n.

Preuve. Soit L/K une extension non-ramifiée de degré n. Alors card(kL) = qn

et par le corollaire 2.8.7 L contient ζqn−1. Donc K(ζqn−1) ⊆ L. D’autre part, par le
théorème 2.8.6 le corps résiduel de K(ζqn−1) contient toutes les racines q

n−1-ièmes
de l’unité i.e. cöıncide avec kL. Donc L = K(ζqn−1).

§10 . Extensions totalement ramifiées

Dans ce paragraphe K est un corps complet pour une valuation discrète.

Définition. On dit qu’une extension L/K est totalement ramifiée si
f(L/K) = 1.

Il résulte de cette définition que:

i) L/K est totalement ramifiée si et seulement si kL = kK .

ii) L/K est totalement ramifiée si et seulement si e(L/K) = [L : K].

iii) si K ⊆ L ⊆ M, alors M/K est totalement ramifiée si et seulement si M/L
et L/K sont totalement ramifiées.

Définition. On dit que

Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ OK [X]

est un polynôme d’Eisenstein, si

i) ai ≡ 0 (mod πK);

ii) a0 ̸= 0 (mod π2
K).

Proposition 2.10.1. Si f(X) est un polynôme d’Eisenstein, alors il est
irréductible sur K.

Preuve. La preuve est exactement la même que dans le cas des polynômes
d’Eisenstein sur Z, avec p remplacé par πK .
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Théorème 2.10.2. 1) Soit f(X) ∈ OK [X] un polynôme d’Eisenstein et soit α
une racine de f(X). Alors L = K(α) est une extension totalement ramifiée de K
et α est une uniformisante de L.

2) Réciproquement, soient L/K une extension totalement ramifiée et πL une
uniformisante de L. Alors le polynôme minimal de πL est un polynome d’Eisenstein
et on a

OL = OK [πL].

Preuve. 1) Soit α une racine d’un polynôme d’Eisenstein

Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ OK [X].

Alors
αn = −an−1α

n−1 − · · · − a1α− a0.

Si vL désigne la valuation discrète sur L, alors

nvL(α) = vL(an−1α
n−1 + · · ·+ a1α+ a0) > min

i
{vL(ai) + ivL(α)}.

Comme vL(ai) > 0, on en déduit que vL(α) > 0. Comme vL(ai) > vL(a0), on
obtient

vL(ai) + ivL(α) > vL(a0), si i = 1, . . . , n− 1,

d’où
nvL(α) = vL(a0).

On a vL(a0) = vL(πK) = e(L/K) et vL(α) > vL(πL) = 1. Donc,

n 6 nvL(α) = e(L/K),

ce qui signifie que n = e(L/K) i.e. que L/K est totalement ramifiée.
2) Soit L/K une extension totalement ramifiée. Fixons une extension galoisienne

M/K qui contient L. Alors M contient tous les conjugués σi(πL) et on a

vM (σi(πL)) = vM (πL) > 0.

Soit f(X) = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 le polynôme minimal de πL. Comme

f(X) =
∏
i

(X − σi(πL))

on obtient que vM (ai) > 0, d’où vK(ai) > 0 i.e.

ai ≡ 0 (mod πK).

D’autre part, on a

vL(a0) = vL(a1πL + · · · an−1π
n−1 + πn

L).

Comme
vL(aiπ

i
L) = vL(ai) + vL(π

i) > e(L/K)vK(ai) + i > n+ i
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on a
vL(π

n
L) = n < vL(aiπ

i
L)

d’où
vL(a0) = vL(π

n
L) = n.

Donc, vK(a0) = vL(a0)/e(L/K) = 1 et on a monté que f(X) est un polynôme
d’Eisenstein.

Pour montrer que OL = OK [πL], posons

B = OK [[πL]] = {
∞∑
i=0

ciπ
i
L | ci ∈ OK}.

Comme kL = kK , l’anneau B contient un système de représentants de kL et une
uniformisante de L, d’où B = OL (proposition 2.8.5). Pour montrer que B =
OK [πL], on remarque que la formule

πn
L = −an−1π

n−1
L − · · · − a1πL − a0, ai ∈ OK ,

permet d’écrire une série
∑
ciπ

i
L comme un polynôme de πL à coefficients dans OK .

Pour les corps locaux on peut montrer que toute extension finie peut être con-
struite à partir des extensions non-ramifiées et totalement ramifiées façon suivante:

Théorème 2.10.3. Soit L/K une extension finie des corps locaux. Alors , il
existe une unique sous-extension L0/K telle que

i) L0/K est non-ramifiée;
ii) L/L0 est totalement ramifiée.

Preuve. Soit kL le corps résiduel de L et soit L0 l’extension non-ramifiée de K
à corps résiduel kL. En utilisant la bijection

HomK(L0, L) ≃ HomkK
(kL, kL),

on obtient qu’il existe un homomorphisme σ L0/K −→ L/K et comme L0/K est
galoisienne, on en déduit que L0 ⊆ L. Comme

f(L/K) = f(L/L0)f(L0/K),

on voit que f(L/L0) = 1, i.e. que L/L0 est totalement ramifié. Si M/L est une
sous-extension non-ramifiée de L/K, alors kM ⊆ kL, d’où M ⊆ L0. Donc, L0/K
est l’unique sous-extension de L/K vérifiant i)-ii).

Soit L/K une extension finie galoisienne. Dans les notations du théorème 2.10.1
on pose

IL/K = Gal(L/L0).

Alors IL/K est un sous-groupe distingué de Gal(L/K) et

Gal(L/K)/IL/K ≃ Gal(L0/L).

Définition. La groupe IL/K est appelé le groupe d’inértie de l’extension L/K.

Nous allons maintenant étudier les extensions totalement ramifiées des corps
locaux.
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§11 . Différente

11.1. L’espace dual. Soit K un corps. Rappelons que si V et W sont deux
espaces vectoriels sur K, alors l’ensemble HomK(V,W ) des applications linéaires
f : V −→ W est un espace vectoriel sur K. L’addition et la multiplication par
scalaires dans HomK(V,W ) sont données par

(f1 + f2)(v) = f1(v) + f2(v),

(af)(v) = af(v).

Si V et W sont de dimensions finies n et m, alors HomK(V,W ) est de dimension
nm et s’identifie, après le choix des bases à l’espace vectoriel des (m,n)-matrices à
coefficients dans K.

Définition. On appelle espace dual de V et on note V ∗ l’espace vectoriel

V ∗ = HomK(V,K).

Voici quelques propriétés élémentaires de V ∗ :
i) V ∗ est de dimension n = dim(V ).
ii) Soit v1, . . . , vn une base de V.On définit des applications linéaires fi : V −→ K

par

fi(vj) =

{
1, si i = j

0, sinon.

Alors f1, . . . , fn est une base de V ∗.

Preuve. Comme V ∗ est de dimension n, il suffit de montrer que f1, . . . , fn
forment un système libre. Soit

a1f1 + . . . anfn = 0, ai ∈ K.

Alors, pour tout i on a

0 = (a1f1 + . . . anfn)(vi) =
∑
j

fi(vj) = ai.

Donc, ai = 0 pour tout i.

Définition. f1, . . . , fn est appelé la base duale de v1, . . . , vn.

Définition. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle forme
bilinéaire sur V une application

B : V × V −→ K,

(u, v) 7→ B(u, v)

vérifiant les conditions suivantes:
i) B(u1 + u2, v) = B(u1, v) +B(u2, v) et B(u, v1 + v2) = B(u, v1) +B(u, v2).
ii) si λ ∈ K et u, v ∈ V, alors

B(λu, v) = B(u, λv) = λB(u, v);
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On dit que B est symétrique, si

iii) B(u, v) = B(v, u) pour tous u, v ∈ V.

Soit v1, . . . , vn une base de V et soit

M(B, v̄) =


B(v1, v1) B(v1, v2) . . . B(v1, vn)
B(v2, v1) B(v2, v2) . . . B(v2, vn)

...
...

. . .
...

B(vn, v1) B(vn, v2) . . . B(vn, vn)

 .

Si u =
∑n

i=1 xivi et v =
∑n

i=1 yivi, alors

B(u, v) =
n∑

i,j=1

B(vi, vj)xiyj .

En termes matriciels cette formule s’écrit

B(u, v) = (x1, . . . , xn)M(B, v̄)

 y1
...
yn

 .

En particulier, B est symétrique si et seulement si M(B, v̄) est une matrice
symétrique.

Définition. On appelle discriminant de B dans la base v1, . . . , vn
le déterminant

disc(B, v̄) = det(M(B, v̄)).

Soit B une forme bilinéaire. Pour tout u ∈ V, on définit une application

fu : V −→ K

par

fu(v) = B(u, v).

On vérifie facilement que fu est une forme linéaire sur V et que l’application

u 7→ fu

est un homomorphisme d’espaces vectoriels:

iV : V −→ V ∗ = HomK(V,K).

Définition. On dit qu’une forme bilinéaire B est non-dégénérée si pour tout
u ̸= 0 il existe v ̸= 0 tel que B(u, v) ̸= 0.
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Proposition 2.11.1. Les assertions suivantes sont équivalentes:
i) B est non-dégénérée;
ii) disc(B) ̸= 0;
iii) l’application iV : V −→ V ∗ est un isomorphisme;

Preuve. i) ⇔ iii). Comme dim(V ) = dim(V ∗), l’application iV est un isomor-
phisme si et seulement si ker(iV ) = {0}. Soit u ∈ ker(iV ). Alors fu = 0 i.e. pour
tout v ∈ V on a B(u, v) = 0. On en déduit que i) et iii) sont équivalentes.
i) ⇔ ii). On utilise la formule

B(u, v) = (x1, . . . , xn)M(B, v̄)

 y1
...
yn

 .

Soit u =
∑
xivi ∈ V un vecteur non-nul. Si disc(B, v̄) ̸= 0, alors M(B, v̄) est

inversible et
(x1, . . . , xn)M(B, v̄) ̸= (0, . . . , 0).

Donc, on peut trouver y1, . . . , yn tels que

B(u, v) = (x1, . . . , xn)M(B, v̄)

 y1
...
yn

 ̸= 0,

ce qui signifie que B est non-dégénérée. Donc, ii) ⇒ i).
Réciproquement, s’il existe v ∈ V tel que B(u, v) ̸= 0, alors

(*) (x1, . . . , xn)M(B, v̄) ̸= (0, . . . , 0).

Si B est non-dégénérée, alors (*) est vraie pour tout (x1, . . . , xn) ̸= (0, . . . , 0). En
transposant (*), on obtient que le système d’équations linéaires

M(B, v̄)t

 x1
...
xn

 =

 0
...
0


n’a pas de solutions non-nuls, d’où

det(M(B, v̄)) = det(M(B, v̄)t) ̸= 0.

Donc, i) ⇒ ii).

Soit B une forme non-dégénérée et soit v1, . . . , vn une base de V. Alors V ≃ V ∗

et il existe v′1, . . . , v
′
n tels que iV (v

′
j) = fj . Comme f1, . . . , fn est une base de V ∗,

les vecteurs v′1, . . . , v
′
n forment une base de V. On a

B(v′i, vj) =

{
1, si i = j

0, sinon.
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Définition. La base v′1, . . . , v
′
n est appelée la base duale de la base v′1, . . . , v

′
n.

11.2. La différente. Dans toute cette section A désigne un anneau de
Dedekind, de corps des fractions K. Soient L/K une extension fini séparable et
B la fermeture intégrale de A dans L. Nous allons étudier l’application

⟨ , ⟩ : L× L −→ K,

⟨x, y⟩ = TrL/K(xy).

Proposition 2.11.2. ⟨ , ⟩ est une forme bilinéaire symétrique sur L.

Preuve. On a

⟨x1 + x2, y⟩ = TrL/K((x1 + x2)y) = TrL/K(x1y + x2y) =

TrL/K(x1y) + TrL/K(x2y) = ⟨x1, y⟩+ ⟨x2, y⟩.

Si a ∈ K, alors pour tout z ∈ L on a TrL/K(az) = aTrL/K(z), d’où

⟨ax, y⟩ = TrL/K(axy) = aTrL/K(xy) = a⟨x, y⟩.

Les autres propriétés sont aussi évidentes.

Si M ⊆ L est un A-module de type fini, on pose

M ′ = {x ∈ L | ⟨x, y⟩ ∈ A pour tout y ∈M}.

Alors,
i) M ′ est un A-module;
ii) Si M ⊆ N, alors N ′ ⊆M ′.

Preuve. Si x1, x2 ∈M ′, alors

⟨x1 ± x2, y⟩ = ⟨x1, x2⟩ ± ⟨x2, y⟩ ∈ A pour tout y ∈M,

⟨ax1, y⟩ = a⟨x1, y⟩ ∈ Apour tous a ∈ A, y ∈M.

Donc, M ′ est un A-module.
Supposons que M ⊆ N. Tout x ∈ N ′ vérifie ⟨x, y⟩ ∈ A, y ∈ N. On en déduit que

x ∈M ′, d’où N ′ ⊆M ′.

Soit ω1, . . . , ωn une base de L/K et soit ω′
1, . . . , ω

′
n la base duale.

Proposition 2.11.3. Soit

M = Aω1 + . . .+Aωn

le A-module libre engendré par ω1, . . . , ωn. Alors

M ′ = Aω′
1 + · · ·+Aω′

n.

Preuve. Soit x =
∑
ciω

′
i ∈ L. Pour tout j on a

⟨x, ωj⟩ =
∑
i

⟨ω′
i, ωj⟩ = cj .

Donc x ∈M ′ si et seulement si cj ∈ A pour tout j, d’où la proposition.

Avant de passer à la définition de la différente, démontrons
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Lemme 2.11.4. Pour tout α ∈ B le polynôme minimal de α sur K est à
coéfficients dans A. En particulier, TrL/K(α) ∈ A.

Preuve. Soit g(X) = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 ∈ A[X] un polynôme unitaire

et tel que g(α) = 0. Pour tout plongement σ : L/K −→ K̄/K on a g(σ(α)) =
σg(α) = 0 ce qui signifie que σ(α) est entier sur A. Donc,

TrL/K(α) =
∑
σ

σ(α)

est entier sur A. D’autre part, TrL/K(α) ∈ K et A est intégralement clos, d’où
TrL/K(α) ∈ A.

Soit f(X) le polynôme minimal de α sur K. Alors

f(X) =
∏
σ

(X − σ(α)),

et le même argument montre que f(X) est à coéfficients dans A.

Soit B la fermeture intégrale de A dans L. En général, B n’est pas libre sur A,
mais on peut démontrer la proposition suivante:

Proposition 2.11.5. i) Il existe des A-modules libres M1,M2 ⊂ L tels que

M1 ⊆ B ⊆M2.

ii) B′ est un idéal fractionnaire de B qui contient B.
iii) (B′)−1 est un idéal de B.

Preuve. i) Soit ω1, . . . , ωn une base de L/K. Par la proposition 1.3.1 il existe
a ∈ A tel que aω1, . . . , aωn sont entiers sur A. Soit M1 le A-module engendré par
aω1, . . . , aωn. Alors M1 est A-libre et on a M1 ⊆ B. La construction d’un module
libre M2 contenant B est donnée dans la preuve du théorème 1.4.2 (voir la formule
(*)).

ii) Par construction, B′ est un A-module. Si x, y ∈ B, alors le lemme 2.9.4 donne

⟨x, y⟩ = TrL/K(xy) ∈ A,

d’où B ⊆ B′. Pour montrer que B′ est un idéal fractionnaire il suffit de trouver
b ̸= 0 tel que bB′ ⊆ B. Soit x1, . . . , xn une base de M2. Par la proposition 1.3.1 il
existe b ∈ B tel que bx1, . . . , bxn ∈ B, d’où bB′ ⊆ bM2 ∈ B.

iii) (B′)−1 est l’idéal fractionnaire défini par

(B′)−1 = {x ∈ L |xB′ ⊆ B}

(voir §5 du chapitre I). Soit x ∈ (B′)−1. Comme B ⊆ B′, on a x ∈ xB ⊆ xB′ ⊆ B,
d’où (B′)−1 ⊆ B.

La proposition est démontrée.

Définition. L’idéal (B′)−1 est appelé la différente de B sur A; notation

DB/A = (B′)−1.

D’abord, nous allons démontrer quelques propriétés formelles de la différente.
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Théorème 2.11.6. Soit K ⊆ L ⊆ M une tour d’extensions séparables. Soient
B la fermeture intégrale de A dans L et C la fermeture intégrale de B dans M.
Alors

DC/A = DC/BDB/A.

Remarque. L’écriture DC/BDB/A signifie l’idéal de C engendré par les produits
xy, x ∈ DC/B , y ∈ DB/A.

Preuve. On va plutôt montrer que

D−1
C/A = D−1

C/BD
−1
B/A.

Démontrons d’abord l’inclusion

(*) DC/BDB/A ⊆ D−1
C/A.

L’idéal D−1
C/BD

−1
B/A est engendré par les produits xy x ∈ D−1

C/B , y ∈ D−1
B/A. Soit

z ∈ C. Alors TrM/L(xz) ∈ B, d’où

TrM/K((xy)z) = TrL/K(yTrM/L(xz)) ∈ A.

Donc xy ∈ D−1
C/A et l’inclusion (*) est démontrée.

Soit maintenant x ∈ D−1
C/A. Alors, pour tout y ∈ C on a

TrM/K(xy) ∈ A.

Comme TrM/K = TrL/K ◦ TrM/L, on obtient que pour tout b ∈ B

TrL/K(TrM/L(xy)b) = TrM/K(x(yb)) ∈ A,

d’où TrM/L(xy) ∈ D−1
B/A. Donc, pour tout z ∈ DB/A on a

TrM/L((xz)y) = zTrM/L(xy) ∈ B,

d’où xz ∈ D−1
C/B . Donc, on a montré que

D−1
C/ADB/A ⊆ D−1

C/B

i.e. que

(**) D−1
C/A ⊆ D−1

B/AD
−1
C/B .

Les inclusions (*) et (**) donnent le théorème.

Maintenant nous allons calculer la différente dans un cas particulier important.
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Théorème 2.11.7. Soient α un élément entier sur A et B = A[α]. Alors DB/A

cöıncide avec l’idéal principal engendré par f ′(α) :

DB/A = (f ′(α)).

Preuve. Soit f(X) = a0 + a1X + · · ·+ an−1X
n−1 +Xn le polynôme minimal

de α sur K. Alors ai ∈ A (lemme 2.9.4) et 1, α, α2, . . . , αn−1 est une base de B sur
A. En particulier, B est libre sur A de rang n.

Soient α1, . . . , αn les racines de f(X). On a la formule suivante:

(*)
n∑

i=1

f(X)

X − αi

αr
i

f ′(αi)
= Xr

pour toutr = 0, 1, . . . , n− 1. Pour démontrer cette formule on peut remarquer que

Xr et
∑n

i=1
f(X)
X−αi

αr
i

f ′(αi)
sont des polynômes de degré 6 n−1 qui ont mêmes valeurs

en α1, . . . αn car (
f(X)

X − αi

)∣∣∣∣
X=αj

=

{
0, si i ̸= j

f ′(αi), si i = j.

Si g(X) = c0 + c1X + · · ·+ ckX
k est un polynôme à coefficients dans L, posons

TrL/K(g(X)) =

k∑
i=1

TrL/K(ci)X
i.

Alors, la formule (*) s’écrit

TrL/K

(
f(X)

X − α

αr

f ′(α)

)
= Xr.

Posons
f(X)

X − α
= b0 + b1X + · · ·+ bn−1X

n−1, bi ∈ B.

Alors on a

TrL/K

(
bi

f ′(α)
αr

)
=

{
0, si i ̸= r,

1, si i = r.

Donc, les éléments bi/f
′(α), 0 6 i 6 n− 1 forment la base duale de 1, α, . . . , αn−1

et par la proposition 2.9.3 on a

D−1
B/A =

1

f ′(α)
(b0A+ b1A+ · · ·+ bn−1A).

Il reste à montrer que

(**) b0A+ b1A+ · · ·+ bn−1A = A[α].

Comme bi sont entiers sur A et appartiennent à L, on a bi ∈ B = A[α], d’où

b0A+ b1A+ · · ·+ bn−1A ⊆ A[α].
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D’autre part, la formule

f(X) = (b0 + b1X + · · ·+ bn−1X
n−1)(X − α)

donne, par récurrence

bn−1 = 1 ⇒ A = bn−1A

bn−2 − α = an−1 ⇒ α = bn−2 − an−1 ∈ A+ bn−2A,

bn−3 − αbn−2 = an−2 ⇒ α2 ∈ A+ bn−2A+ bn−3A,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

On en déduit que A[α] ⊆ b0A + b1A + · · · + bn−1A, d’où (**). Donc, D−1
B/A =

f ′(α)−1B et le théorème est démontré.

11.3. Discriminant.

Définition. Soit L/K une extension séparable et soit b ⊆ B un idéal non-nul.
On appelle discriminant de B et on note dB/A(b) l’idéal de A engendré par les
éléments

DL/K(ω1, . . . , ωn),

où ω1, . . . , ωn parcourt les bases de L/K qui sont contenues dans b.

En particulier, si b est un A-module libre, alors dB/A(b) est l’idéal principal en-
gendré par DL/K(ω1, . . . , ωn), où ω1, . . . , ωn est une base de b.

On pose dB/A = dB/A(B).

Proposition 2.11.8. Soit b un idéal fractionnaire de B. Alors,

dB/A(b) = NB/A(b)
2 dB/A,

où NB/A désigne l’application ”norme” (voir chapitre I, §10).

Preuve. a) Supposons d’abord que b est principal. Soit b = (β). Si
ω1, . . . , ωn ∈ b est une base de L/K, alors βω1, . . . , βωn l’est aussi et on a:∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1(βω1) . . . σ1(βωn)
σ2(βω1) . . . σ2(βωn)

...
. . .

...
σn(βω1) . . . σn(βωn)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
n∏

i=1

σi(β)

∣∣∣∣∣∣∣∣
σ1(ω1) . . . σ1(ωn)
σ2(ω1) . . . σ2(ωn)

...
. . .

...
σn(ω1) . . . σn(ωn)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
d’où:

DL/K(βω1, . . . , βωn) = NL/K(β)2DL/K(ω1, . . . , ωn).

Comme NL/K(β) engendre NB/A((β)) (proposition 1.9.1) on obtient la formule
voulue.

b) Considérons maintenant le cas général. Il suffit de montrer que pour tout
idéal paremier p de A on a:

dB/A(b)p = NB/A(b)p(dB/A)p
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(rappelons que Mp désigne la localisation de M en p.). On a

dB/A(b)p = dBp/Ap
(bp),

NB/A(b)p(dB/A)p = NBp/Ap
(bp)dBp/Ap

.

Comme l’anneau Bp est principal, l’idéal bp est principal et l’égalité voulue découle
de la partie a) de la démonstration.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de cette section.

Théorème 2.11.9. On a

dB/A = NB/A(DB/A).

Preuve. Si ω′
1, . . . , ω

′
n est la base de L/K qui est duale de ω1, . . . , ωn, alors le

calcul direct du produit des déterminants montre que

DL/K(ω1, . . . , ωn)DL/K(ω1, . . . , ωn) = 1.

On en déduit que dB/AdB/A(B
′) = A. La proposition précedente donne:

dB/A(B
′) = dB/A(D−1

B/A) = NB/A(DB/A)
−2 dB/A,

d’où
d2B/ANB/A(DB/A)

−2 = A.

Le théorème s’en déduit.

11.4. Le cas de valuation discrète.
Soient K un corps complet pour une valuation discrète et L/K une extension

finie. Alors OL est la fermeture intégrale de OK dans L.

Définition. On appelle différente de L/K (résp. discriminant de L/K) et on
note DL/K (résp. dL/K) la différente (résp. discriminant) de OL sur OK .

Théorème 2.11.10. Soit L/K une extension finie des corps locaux et soit e =
e(L/K) l’indice de ramification. Alors,

i) L/K est non-ramifiée si et seulement si DL/K = OL;
ii) Si L/K est totalement ramifiée et si f(X) est le polynôme minimal de πL,

alors
DL/K = (f ′(πL));

Preuve. i) Soit L/K une extension non-ramifiée et soit kL = kK(ᾱ). Soit f̄(X)
le polynôme minimal de ᾱ et soit f(X) ∈ OK [X] un relèvement de f̄(X). Alors
OL = OK [α] où α est la racine de f(X) au-dessus de ᾱ ( voir la proposition 2.9.1).
On a f̄ ′(ᾱ) ̸= 0, d’où f ′(α) ∈ U(L). Donc, par le théorème 2.11.7 on a

DL/K = (f ′(α)) = OL.

Réciproquement, supposons queDL/K = OL. Par le théorème 2.11.9 on a dL/K =
NL/K(OL) = OK . Soit ω1, . . . , ωn une base de OL sur OK . Alors on a:

DL/K(ω1, . . . , ωn) ∈ UK .
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Soit ω̄i = ωi (mod πL). Alors ω̄1, . . . , ω̄n engendrent kL sur kK et on a

DkL/kK
(ω̄1, . . . , ω̄n) = DL/K(ω1, . . . , ωn) ̸= 0.

On en déduit que ω̄1, . . . , ω̄n est une base séparable de kL/kK (proposition 0.3.4).
Donc kL/kK est une extension séparable de degré n, d’où on déduit que L/K est
non-ramifiée.

ii) Si L/K est totalement ramifiée, alors par le théorème 2.10.2 on a OL =
OK [πL], d’où

DL/K = (f ′(πL)).

Pour les corps locaux on peut démontrer un résultat plus précis.

proposition 2.11.11. Soit L/K une extension fini des corps locaux et soit
e = e(L/K). Alors πe−1

L divise DL/K .

Preuve. Soit L0/K la sous-extension non-ramifiée maximale de L/K (voir
théorème 2.10.3). Alors, par le théorème 2.11.6 on a

DL/K = DL/L0
DL0/K = DL/L0

.

Soit f(X) = Xe + ae−1X
e−1 + · · ·+ a1X + a0 le polynôme minimal de πL sur L0.

Comme f(X) est un polynôme d’Eisenstein (théorème 2.10.2), on a vL(ai) > e,
d’où

vL(f
′(πL)) = vL(eπ

e−1
L + (e− 1)ae−1π

e−2
L + · · ·+ a1) >

> min
i
{vL(eπe−1

L ), vL(iaiπ
i−1
L )} > e− 1.

Donc, πe−1
L divise DL/L0

= (f ′(πL)).

11.5. Le cas global.
Nous revenons au cas général. Soient A un anneau de Dedekind de corps des

fractions K, L/K une extension séparable et B la fermeture intégrale de A dans
L. Pour tout idéal premier non-nul P de B on pose p = P ∩A. On note OP (résp.
Op) l’anneau des entiers de LP (résp. de Kp). Soit DLP/Kp

la différente de OP

sur Op. Comme OP est un anneau de valuation discrète, la différente est un idéal
principal, i.e. on a

DLP/Kp
= PnPOP, nP ∈ N.

Le théorème suivant montre que la connaissance de ces différentes ”locales” permet
de retrouver la différente DB/A.

Théorème 2.11.12. On a

DB/A =
∏
P

PnP .

Preuve. La preuve n’est pas difficile, mais elle est relativement longue et rou-
tine. Voir, par exemple S. lang, Algebraic Number Theory, §1 du chapitre III).

Le corollaire suivant est très important.

Corollaire 2.11.13. Soit L/K une extension finie. Un idéal P de B est
ramifié (i.e. e(P/p) > 1) si et seulement si P | DB/A. En particulier, presque tous
les idéaux premiers de B sont non-ramifiés dans L/K.
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CHAPITRE III. Corps de nombres

§1. Corps de nombres

Définition. On appelle corps de nombres une extension finie K du corps Q.
On note OK et on appelle anneau des entiers de K la fermeture intégrale de Z dans
K.

L’anneau OK est le principal objet d’études de la théorie des nombres.
Nous commençons par la structure additive de OK .

Proposition 3.1.1. Soit n = [K : Q]. Alors OK est un Z-module libre de rang
n.

Preuve. C’est un cas particulier du corollaire 1.4.3.

Le théorème suivant est fondamental.

Théorème 3.1.2. OK est un anneau de Dedekind.

Preuve. Comme Z est principal, il est un anneau de Dedekind (proposition
1.5.1) et le théorème résulte de la proposition 1.8.5.

Nous pouvons, donc, appliquer à l’étude de OK les méthodes et les résultats
des chapitres I,II. Soit p un idéal premier non-nul de OK . Alors p ∩ Z est un idéal
premier de Z i.e. il existe un nombre premier p tel que (p) = p ∩ Z. On dit que p
divise p ou que p est au-dessus de p; notation p | p. La factorisation de p dans OK

s’écrit:
pOK =

∏
p|p

pep ,

où ep = e(p/p) sont les indices de ramification. Les corps résiduels kp = OK/p
sont des extensions finies de Fp et on note fp = [kp : Fp] les degrés résiduels
correspondants.

Nous allons maintenant étudier les valeurs absolues surK. Rappelons qu’on peut
associer une valuation discrète vp et une valeur absolue ∥ · ∥p à tout idéal premier
non-nul p de OK . Les théorèmes 3.1.3 et 3.1.4 généralisent le théorème d’Ostrowski.

Théorème 3.1.3. i) Soit ∥ · ∥ une valeur absolue non-archimédienne sur K.
Alors il existe un unique idéal premier p de OK tel que ∥ · V ert est équivalente à
∥ · ∥p.

ii) Si p | p, alors le complété Kp de K pour ∥ · ∥p est une extension finie de Qp

de degré np = epfp. Plus précisement, on a

e(Kp/Qp) = ep,

f(Kp/Qp) = fp.

iii) On a ∑
p|p

[Kp : Qp] = [K : Q].
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Preuve. i) La restriction de ∥ · ∥ sur Q est une valeur absolue
non-archimédienne qui, par le théorème d’Ostrowski, est équivalente à la valeur ab-
solue p-adique ∥ ·∥p pour certain p. Alors, par le théorème 2.6.6 ∥ · ∥ est équivalente
à ∥ · ∥p, où p est un idéal premier au-dessus de p.

ii) La formule e(Kp/Qp) = ep découle de la définition de l’indice de ramification
des corps locaux. Par la proposition 2.6.5 le corps résiduel de Kp est isomorphe à
kp, d’où f(Kp/Qp) = fp. Donc [Kp : Qp] = epfp (corollaire 2.8.2).

iii) découle de théorème 2.6.6.

Passons maintenant aux valeurs absolues archimédiennes. On note HomQ(K,C)
l’ensemble des plongements σ : K/Q ↪→ C/Q de K dans C. Comme K/Q est
séparable, on a card(HomQ(K,C)) = [L : K].

On dit que σ ∈ HomQ(K,C) est réel si σ(K) ⊆ R. Sinon on dit que σ est
complexe. Rappelons que C/R est une extension galoisienne de degré 2 et que la
conjugaison complexe z 7→ z̄ est l’unique automorphisme non-trivial de C/R. Si σ
est un plongement complexe alors σ̄ définit par

σ̄(x) = σ(x)

l’est aussi et il est facile à voir que σ̄ ̸= σ. En particulier, le nombre des plongements
complexes est pair et on le note 2r2. Soit r1 le nombre des plongements réels. Donc
on a

r1 + 2r2 = [L : K].

Théorème 3.1.4. i) Soit ∥ · ∥v une valeur absolue archimédienne sur K. Alors
il existe un plongement σ K/Q ↪→ C/Q tel que ∥ · ∥v est équivalente à

∥x∥σ = |σ(x)|, x ∈ K,

où | · | désigne la valeur absolue usuelle sur C. On dit que v est réelle (résr.
complexe) si σ est réel (résp. complexe).

ii) Soit Kv le complété de K pour ∥ · ∥v. Alors:

Kv =

{ R, si v est réelle,

C, si v est complexe.

iii) Deux plongements définissent la même valeur absolue si et seulement si ils
sont conjugués sur R. A équivalence près, K possède exactement r1 + r2 valeurs
absolues archimédiennes.

Preuve. Soit ∥ · ∥v une valeur absolue archimédienne sur K. Par le théorème
d’Ostrowski la réstriction de ∥ · ∥v à Q est équivalente à la valeur absolue usuelle
| · |. Alors , par le théorème 2.3.1 il existe σ ∈ HomQ(K,C) tel que ∥ · ∥ soit
équivalente à ∥ · ∥σ. On en déduit i).

Deux plongements définissent la même valeur absolue si et seulement si il sont
conjugués sur le complété de Q i.e. sur R, d’où l’assertion iii).

Si σ est réel, alors on a Q ⊆ σ(K) ⊆ R, ce qui montre que l’adhérence de σ(K)
dans C est R. Si σ est complexe, alors l’adhérence de σ(K) dans C est une extension
non-triviale de R ce qui montre qu’elle cöıncide avec C. Le théorème est démontré.
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Nous allons normaliser les valeurs absolues de K de façon suivante. Si ∥ · ∥v est
la valeur non-archimédienne qui est associée a un idéal p on note qv le cardinal du
corps résiduel kp est on pose:

∥x∥v =

(
1

qv

)vp(x)

.

Comme

(*) ∥p∥v =

(
1

qv

)vp(p)

=

(
1

pfv

)ev

=
1

p[Kv:Qp]
= ∥p∥[Kv:Qp]

p ,

on voit que ∥ ∥[Kv:Qp]
v est le prolongement de la valeur absolue p-adique à Kv.

Si ∥ · ∥v est la valeur archimédienne qui est associé à un plongement σ ∈
HomQ(K,C), on pose

∥x∥v =

{ |σ(x)|, si σ est réel,

|σ(x)|2, si σ est complexe.

Remarquons, que dans le cas complexe le carré de la valeur absolue ne satisfait
pas à l’inégalité triangulaire et ne peut pas, donc, être considéré comme une valeur
absolue. Neanmoins nous verrons que cette convention est très commode. Par
exemple, on a le théorème suivant:

Théorème 3.1.5 (formule du produit). Pour tout x ∈ K on a∏
v

∥x∥v = 1,

où v parcourt toutes les valeurs absolues normalisées (non-archimédiennes et
archimédiennes) de K.

Preuve. a) On considère d’abord le cas K = Q. Soit

x = ±
∏
p

pnp , np ∈ Z

un nombre rationnel. Comme

∥x∥p =

(
1

p

)np

,

et
∥x∥∞ = |x|,

la formule résulte du théorème d’Ostrowski.
b) Considérons maintenant le cas général. Pour les valeurs non-archimédienne

au-dessus de p la formule (*) et le corollaire 2.3.4 donnent:∏
v|p

∥x∥v = ∥NK/Q(x)∥p.
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Pour les valeurs archimédiennes ona de même:∏
v|∞

∥x∥v = ∥NK/Q(x)∥∞.

Donc, ∏
v

∥x∥v = ∥NK/Q(x)∥∞
∏
p

∥NK/Q(x)∥p = 1.

Soit a un idéal non-nul de OK et soit

a =
∏
p|a

pnp(a)

la factorisation de a. Comme card(OK/p
k) = qkp , où qp est le cardinal du corps

résiduel kp, le lemme chinois implique que le quotient OK/a est fini. On pose

Na = card(OK/a).

On note DK (résp. DK) la différente (résp. le discriminant) de OK sur Z.

Si L/K est une extension galoisienne, on pose G = Gal(L/K). Pour tout idéal
premier P | p de OL on note GP le groupe de décomposition en P. On a

GP ≃ Gal(LP/Kp).

En particulier, siP est non-ramifié, le groupe GP est engendré par l’automorphisme
de Frobenius qu’on note FP ( voir §9). Pour tout x ∈ OL on a:

FP(x) ≡ xqp (mod P).

Rappelons que par le corollaire 2.11.13 préque tous les idéaux premiers sont non-
ramifiés.

§2. Groupe de classes

Dans ce paragraphe on montre le théorème suivant qui est fondamental en théorie
des nombres:

Théorème 3.2.1. Soit K un corps de nombres. Alors le groupe de classes
d’idéaux Cl(OK) est fini.

Preuve. On commence par un petit lemme technique:

Lemme 3.2.2. Soit K un corps de nombres de degré n sur Q et soit ω1, . . . , ωn

une base de OK sur Z. Il existe une constante C telle que pour tout N > 1 et pour
tout x =

∑∞
i=1 aiωi ∈ OK vérifiant

|ai| 6 2(N + 1), i = 1, . . . , n
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on ait
NK/Q(x) 6 CNn .

Preuve du lemme 3.2.2. Soient σi : K/Q ↪→ Q/Q, i = 1, . . . , n les plonge-
ments de K/Q dans Q̄/Q. Par le théorème 0.3.2 on a∣∣NK/Q(x)

∣∣ = n∏
i=1

|a1σ(ω1) + . . .+ anσ(ωn)| 6
∑

16i1,... ,in6n

bi1,... ,in |ai1 | |ai2 | |ain |,

où
bi1,... ,in = |σ1(ωi1)σ2(ω2) · . . . · σn(ωn)| .

En posant B =
∑

16i1,... ,in6n bi1,... ,in et C = 22nB on obtient∣∣NK/Q(x)
∣∣ 6 B(2(N + 1))n = 2nB(N + 1)n 6 2nB(2N)n = CNn.

Le lemme est démontré.

Passons à la démonstration du théorème 3.2.1. Soit a un idéal non-nul de OK .
Comme a−1 est un idéal fractionnaire, il existe un élément non-nul α ∈ OK tel que
b = αa−1 ⊆ OK . Soit

S = {x =
n∑

i=1

aiωi | 0 6 ai 6 (Nb)1/n + 1}.

Alors pour le cardinal de S on a

card(S) = ([(Nb)]1/n + 2)n > (Nb)1/n + 1)n > Nb+ 1.

Considérons la projection canonique

OK −→ OK/b.

Comme card(OK/b) = Nb < card(S), il existe y, z ∈ S, y ̸= z tels que y ≡ z
(mod b) i.e. x = y − z ∈ b. Soit x =

∑n
i=1 aiωi. Alors les coefficients ai vérifient

|ai| 6 2((Nb)1/n + 1)

et le lemme 3.2.2 donne: ∣∣NK/Q(x)
∣∣C(Nb).

Comme x ∈ b, on a b | (x) et il existe un idéal c de OK tel que (x) = bc. On a

(Nc) (Nb) = N(bc) = N((x)) =
∣∣NK/Q(x)

∣∣ 6 C(Nb),

d’où

(*) Nc 6 C.

Comme b = αa−1 et c = xb−1, les idéaux a et c sont équivalents i.e. appartiennent
à la même classe dans Cl(OK). Donc, nous avons montré que dans chaque classe
d’idéaux il existe un représentant c vérifiant (*). Pour terminer la démonstration
il suffit de montrer qu’il n’existe qu’un nombre fini d’idéaux vérifiant (*).

Soit p un nombre premier. Si c | p, alors Nc > p ce qui signifie que si un idéal c
vérifie (*), alors p 6 C. Le théorème résulte maintenant du fait que pour tout p il
n’existe qu’un nombre fini d’idéaux c divisant p.
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Définition. Le cardinal hK de Cl(OK) est appelé le nombre de classes de K.

C’est un invariant très important. Rappelons que hK = 1 si et seulement si OK

est principal. En général, hK mésure la ”complexité” de l’arithmétique de OK .
Dans les cas ”simples” on peut calculer hK en utilisant au lieu du théorème 3.2.1
sa version effective suivante:

Théorème 3.2.3. Soient K un corps de nombres, n sons degré, r2 le nombre
des valeurs absolues normalisées complexes de K. Soit DK le discriminant de K/Q.
Alors toute classe d’idéaux contient un idéal a tel que

Na ≤
(
4

π

)r2 n!

nn
|DK |1/2.

Preuve. Voir [S], §4.3, proposition 1 et corollaire 1.

§3. Le théorème de Dirichlet

Soit K un corps de nombres. On appelle groupe des unités de K et on note
UK le groupe des unités de OK . Dans ce paragraphe on étudie la structure de UK .
On note Sf (résp. S∞ les valeurs absolues normalisées non-archimédiennes (résp.
archimédiennes) de K.

Proposition 3.3.1. i) Un élément x ∈ K est une unité de K si et seulement
si

∥x∥v = 1, pour tout v ∈ Sf .

ii) Soit x ∈ UK . Alors ∑
v∈S∞

log(∥x∥v) = 0,

Preuve. i) Par la propriété iii), §6, chapitre II, x ∈ OK si et seulement si
∥x∥v ≤ 1 pour tout v ∈ Sf . Comme ∥x−1∥v = ∥x∥−1

v , on en déduit que x ∈ UK si
et seulement si ∥x∥v = 1.

ii) Comme ∥x∥v = 1 pour v ∈ Sf , la formule du produit (théorème 3.1.5) s’écrit:∏
v∈S∞

∥x∥v = 1.

En prenant les logarithmes, on obtient ii).

Définition. Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie m. On appelle
réseau de V un Z-module libre L ⊂ V de rang m.

Soient v1, . . . , vr1 les valeurs absolues réelles et vr1+1, . . . , vr1+r2 les valeurs ab-
solues complexes de K. Considérons l’application:

LK : UK −→ Rr1 × Rr2 ,

LK(x) = (log(∥x∥v1), . . . , log(∥x∥vr1
), log(∥x∥vr1+1

), . . . , log(∥x∥vr1+r2
).
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Théorème 3.3.2 (Dirichlet). L’application LK est un homomorphisme. Son
noyau cöıncide avec le groupe µK des racines de l’unité contenues dans K. L’image
de LK est un réseau du hyperplan

H = {(x1, . . . , xr1+r2) ∈ Rr1 × Rr2 |
r1+r2∑
i=1

xi = 0 }.

de Rr1 × Rr2 . En particulier, UK est isomorphe à la somme directe µK × Zr1+r2 .

Preuve. Comme pour tout v on a

log(∥xy∥v) = log(∥x∥v) + log(∥y∥v),

l’application LK est un homomorphisme et par la proposition 3.3.1 son image est
contenue dans H.

Si x ∈ µK , alors σ(x) est une racine de l’unité dans C pour tout plongement σ,
d’où ∥x∥v = 1 et log(∥x∥v) = 0. Donc, µK ⊆ ker(LK).

Réciproquement, si LK(x) = 0, alors |σ(x)| = 1 pour tout σ ∈ HomQ(K,C).
Soit

f(X) = a0 + a1X + · · ·+Xn ∈ Z[X]

le polynôme minimal de x. Comme

f(X) =
∏
σ

(X − σ(x)),

on obtient qu’il existe une constante C telle que pour tout x ∈ UK les coefficients
de f(X) sont bornés par C :

(*) |ai| ≤ C.

Comme il n’existe qu’un nombre fini de polynômes f(X) ∈ Z[X] vérifiant (*), on
obtient que ker(LK) est fini. Par le théorème 0.4.3 ceci implique que ker(LK) = µK .

Il reste à montrer que l’image de LK est un réseau de H. C’est la partie la plus
difficile de la démonstration qui nécessite une étude plus profonde des plongements
de K dans C. Voir [S], chapitre IV.

§4. Corps quadratiques

Dans ce paragraphe nous appliquons la théorie générale à l’étude des corps
quadratiques.

Définition. On appelle corps quadratique un corps de nombre K de degré 2
sur Q.

proposition 3.4.1. Soit K un corps quadratique. Alors il existe un entier d ∈ Z
sans facteurs carrés tel que

K = Q(
√
d).

Preuve. Soit K = Q(α). Comme [K : Q] = 2, le polynôme minimal de α sur
Q est de degré 2 i.e. il existe a, b ∈ Q tels que

α2 + aα+ b = 0.
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Posons c = a2 − 4b ∈ Q. Alors α = −a±
√
c

2 , d’où K = (
√
c). Il est facile de voir que

c s’ecrit de manière unique sous la forme c = c21d, où c1 ∈ Q et d ∈ Z est un entier

sans facteurs carrés. Alors Q(
√
c) = Q(

√
d), d’où la proposition.

Par le théorème 0.2.3 tout élément x ∈ K s’écrit de façon unique sous la forme
x = a+ b

√
d, avec a, b ∈ Q. L’extension K/Q est galoisienne et on a

Gal(K/Q) = {id, σ},
où l’automorphisme σ est défini par σ(

√
d) = −

√
d. Nous allons maintenant

déterminer l’anneau des entiers de K.

Proposition 3.4.2. i) Si d ≡ 2 ou 3 (mod 4), alors

OK = Z+ Z
√
d;

ii) Si d ≡ 1 (mod 4), alors
OK = Z+ Zω,

où ω =
−1 +

√
d

2
.

Preuve. Soit x = a+b
√
d, b ̸= 0. Alors σ(x) = a−b

√
d et le polynôme minimal

de x sur Q s’écrit

f(X) = (X − x)(X − σ(x)) = X2 − (x+ σ(x))X + xσ(x) = X2 − 2aX +(a2 − b2d).

Donc, x ∈ OK si et seulement si 2a ∈ Z et a2 − b2d ∈ Z. En particulier, si x ∈ OK ,
alors

(2b)2d = 4b2d = (2a)2 − 4(a2 − b2d) ∈ Z.
Comme d est sans facteurs carrés on en déduit que 2b ∈ Z. Posons m = 2a et
n = 2b ∈ Z. Alors
(*) m2 − n2d = 4(a2 − b2d) ≡ 0 (mod 4).

Remarquons que pour tout m ∈ Z on a m2 ≡ 0 (mod 4) ou m2 ≡ 1 (mod 4).
i) Si d ≡ 2 ou 3 (mod 4), on voit facilement que (*) n’est possible que sim,n ≡ 0

(mod 2), d’où on obtient que a, b ∈ Z.
ii) Si d ≡ 1 (mod 4), alors le même raisonnement montre que (*) est satisfaite

si m et n ont même parité. Donc dans ce cas on a

x = a+ b
√
d =

m− n

2
+ nω,

avec (m− n)/2 ∈ Z, d’où le résultat.

Proposition 3.4.3. Le discriminant absolue de K = Q(
√
d) est

DK =

{
4d, si d ≡ 2, 3 (mod 4),

d, si d ≡ 1 (mod 4).

Preuve. On a TrK/Q(1) = 2 et TrK/Q(
√
d) = 0. Si d ≡ 2, 3 (mod 4), alors

DK =

∣∣∣∣ TrK/Q(1) TrK/Q(
√
d)

TrK/Q(
√
d) TrK/Q(d)

∣∣∣∣ = 4d.

Si d ≡ 1 (mod 4), alors

DK =

∣∣∣∣ TrK/Q(1) TrK/Q(ω)

TrK/Q(ω) TrK/Q(ω
2)

∣∣∣∣ = d.

Etudions maintenant la décomposition des nombres premiers dans l’extension
K/Q.
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Définition. Soit p un nombre premier impair et soit d ̸= 0 (mod p) un entier.
On dit que d est un résidu quadratique modulo p si la congruence

X2 ≡ d (mod p)

est résoluble dans Z. Sinon, on dit que d est un non-résidu quadratique modulo p.

Théorème 3.4.4. Soit K = Q(
√
d) et soit p un nombre premier.

i) Si p - DK et si d est un résidu quadratique modulo p, alors p se décompose
dans OK en produit des deux idéaux:

pOK = p1p2 , p1 ̸= p2.

ii) Si p - DK et si d est un non-résidu quadratique modulo p, alors p est inerte
dans OK i.e. pOK est un idéal premier de OK .

iii) Si p | DK , alors p se ramifie dans OK i.e.

pOK = p2.

Preuve. i) Comme K/Q est galoisienne, la factorisation d’un nombre premier
p dans OK s’écrit:

pOK = (p1 · . . . · pg)eg ,

où epfpgp = [L : K] = 2 (théorème 2.6.7).
Si p - DK , alors K/Q est non-ramifiée au-dessus de p et on a ep = 1, fpgp = 2.

Si la congruence X2 ≡ d (mod p) est résoluble, le polynôme X2 − d̄ a une racine
ξ dans Fp. Comme p ̸= 2, on a −ξ ̸= ξ ce qui montre que ξ est une raçine simple.
Alors par le Corollaire 2.4.3 au lemme de Hensel l’équation X2 = d a une raçine
dans Qp d’où Kp = Qp pour tout idéal premier p au-dessus de p. Donc fp = 1 et
gp = 2.

ii) Si p - DK , et la congruence X2 ≡ d (mod p), n’est pas résoluble, l’équation
X2 = d n’a pas de solutions dans K. Donc Kp ̸= Qp, d’où [Kp : Qp] = epfp = 2.
Comme ep = 1, on en déduit que fp = 2 et gp = 1.

iii) Si p | DK , les idéaux au-dessus de p sont ramifié, d’où ep > 1. Comme
epfpgp = 2, on obtient fp = 1 et gp = 1, d’où le théorème.

Remarque. Avec la même méthode on peut traiter le cas p = 2.

Définition. On dit que K = Q(
√
d) est un corps quadratique réel (résp. imag-

inaire) si d > 0 (résp. si d < 0).

Proposition 3.4.5. Si K = Q(
√
d) est un corps quadratique imaginaire, alors

UK =


{±1}, si d ̸= −1,−3,

{±1,±i}, si d = −1,

µ6, si d = −3.

Preuve. Si d ≡ 2, 3 (mod 4), une unité u ∈ UK s’écrit u = a+b
√
d etNKQ(u) =

a2− b2d est une unité de Z. Donc a2+ b2d = 1, d’où on déduit que b = 0 et a = ±1
si d ̸= −1.
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Si d = −1, on a a2 + b2 = 1, d’où on obtient que UK = {±1,±i}.

Si d ≡ 1 (mod 4), une unité u ∈ UK s’écrit u =
a+ b

√
d

2
avec a ≡ b (mod 2).

Alors

NK/Q(u) =
a2 − b2d

4

ce qui donne l’équation a2 + b2|d| = 1. Un raisonnement élémentaire montre que si
d ̸= −3, alors a = ±2 et b = 0, d’où UK = {±1}. Si d = −3, on a 6 solutions (±2, 0)
et (±1,±1) qui donnent les racines 6-ièmes de l’unité. Le théorème est démontré.

Proposition 3.4.6. Si K est un corps quadratique réel, alors UK est la somme
directe du groupe µ2 d’ordre 2 et d’un groupe cyclique infini:

UK ≃ µ2 × Z.

Preuve. Comme ±1 sont les seules racines de l’unité dans R, on a µK = {±1}.
Comme d > 0, les racines du polynôme X2 − d = 0 dans C sont réelles ce qui
montre que r1 = 2 et r2 = 0. Par le théorème de Dirichlet on obtient que UK est
isomorphe à µ2 × Z.

Remarque. On peut donner une preuve élémentaire de la proposition 3.4.6.

Bien qu’il existe beaucoup de résultats sur la structure du groupe de classes
Cl(OK) d’un corps quadratique, c’est un objet qui est difficile à étudier. Voici
quelques exemples:

i) Il y a des formules explicites (assez compliquées) pour le nombre de classes hK .

ii) Pour les corps quadratiques imaginaires Q(
√
d) Siegel a montré que

log(hK)

log |DK |1/2
−→

d→−∞
1.

En particulier, pour tout C il n’existe qu’un nombre fini de K tels que hK ≤ C.

iii) Les seuls corps quadratiques imaginaires K avec hK = 1 sont Q(
√
d), d =

−1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163. C’est une conjecture de Gauss qui a été
démontrée par Heegner, Stark et Baker dans les années 60.

iv) Gauss a conjecturé qu’il existe une infinité de corps quadratiques réel avec
hK = 1. Ce problème reste ouvert.

§5. Corps cyclotomiques

Dans ce paragraphe nous appliquons la théorie générale à l’étude des corps cy-
clotomiques.

Définition. On appelle corps cyclotomique et on note Kn le corps

Kn = Q(ζn)
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où ζn est une racine primitive n-ième de l’unité.

Il est bien connu que Kn est une extension galoisienne finie de Q. Soit Gn =
Gal(Kn/Q). Alors G permute les racines n-ièmes de l’unité i.e. pour tout g ∈ G il
existe i(g) ∈ Z tel que

g(ζn) = ζi(g)n .

Comme ζnn = 1, l’action de g ∈ G sur Kn est completement définie par la classe de
i(g) modulo n. L’application

G −→ (Z/nZ)∗,
g 7→ i(g) (mod n)

est un isomorphisme de Gn sur le groupe multiplicatif (Z/nZ)∗ des éléments in-
versibles de Z/nZ. En particulier, Gn est abélien.

Définition. On dit qu’une extension galoisienne L/K est abélienne, si
Gal(L/K) est un groupe abélien.

Le rôle des corps cyclotomiques dans la théorie des nombres s’éxplique par le
théorème suivant:

Théorème 3.5.1 (Kronecker-Weber). Soit K une extension abélienne de
Q. Alors il existe n tel que K ⊆ Kn.

Preuve. Bien qu’il s’agit d’un résultat classique, sa preuve ”élémentaire” est
assez compliquée. On peut aussi déduire ce théorème de la théorie des corps de
classes.

Nous allons étudier la décomposition des nombres premiers dans Kn. Pour sim-
plifier, on suppose que n = p est un nombre premier ̸= 2 et on pose K = Q(ζp).

Proposition 3.5.2. i) Soient l un nombre premier et Ql le corps des nombres
l-adiques. Si l ̸= p, alors Ql(ζp) est une extension non-ramifiée de Ql. On a

[Ql(ζp) : Ql] = f,

où f est le plus petit nombre naturel vérifiant la congruence lf ≡ 1 (mod p).
ii) L’extension Qp(ζp)/Qp est totalement ramifiée de degré p− 1.

Preuve. i) Comme p ̸= l, la congruence

(*) lx ≡ 1 (mod p)

est résoluble (par exemple, on peut prendre x = p− 1 et utiliser le petit théorème
de Fermat). Soit f le plus petit nombre naturel vérifiant (*). Par le théorème 2.9.6,
Ql(ζlf−1) est une extension non-ramifiée de Ql de degré f. Comme p | lf − 1, on a
ζp = ζklf−1, où l

f − 1 = pk ce qui montre que Ql(ζp) ⊆ Ql(ζlf−1). On en déduit i).

ii) Soit π = ζp − 1. Comme ζpp = 1, l’élément π est une racine du polynôme

f(X) =
(1 +X)p − 1

X
= Xp−1 + Cp−1

p Xp−2 + · · ·+ C2
pX + p.

Comme p divise Ck
p , on voit que f(X) est un polynôme d’Eisenstein et ii) découle

du théorème 2.10.2.
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Théorème 3.5.3. Soit l un nombre premier et soit (l) l’idéal principal de OK

qui est engendré par l. Alors:
i) Si l ̸= p, la factorisation de (l) s’écrit:

(l) = l1 · . . . · lgl .

Les idéaux li sont non-ramifiés et leur degré résiduel fl = f(li/l) est la plus petite
solution de la congruence lx ≡ 1 (mod p). En plus,

glfl = p− 1.

ii) La factorisation de (p) s’écrit:

(p) = pp−1,

où p est l’unique idéal premier au-dessus de p. Plus précisement, on a

p = (1− ζp).

Preuve. i) Comme K/Q est galoisienne, la factorisation de (l) s’écrit

(l) = (l1l2 · · · . . . · lgl)el .

i) Si l ̸= p, la proposition 3.2.5 implique que el = 1 et que le degré résiduel fl est la
plus petite solution de la congruence lx ≡ 1 (mod p). Comme elflgl = [Q(ζp) : Q],
on en déduit i).

ii) Si l = p, alors la proposition 3.2.5 donne ep = p− 1, d’où fp = gp = 1. On a

Xp−1 +Xp−2 + · · ·+ 1 = (Xp − 1)/(X − 1) =

p−1∏
k=1

(X − ζkp ).

En posant X = 1 on obtient:

p =

p−1∏
k=1

(1− ζkp ) = (1− ζp)
p−1

p−1∏
k=1

uk,

où

uk =
1− ζkp
1− ζp

= 1 + ζp + · · ·+ ζk−1
p .

Il est facile à montrer que uk sont des unités. En effet, si k < p, alors il existe i tel
que ki ≡ 1 (mod p), d’où

u−1
k =

1− ζkip
1− ζkp

= 1 + ζip + · · ·+ ζi(k−1)
p .

Donc, on a
(p) = (ζp − 1)p−1

et par l’unicité de factorisation on obtient que p = (ζp − 1).

Nous pouvons maintenant calculer la différente et le discriminant de Q(ζp).
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Proposition 3.5.4. On a

DK = (ζp − 1)p−2

et
dK = pp−2

Preuve. On a
DK =

∏
l

DKl
,

où l parcourt tous les idéaux premiers de OK . Si l ̸= p, alors par le théorème 3.5.3
Kl/Ql est non-ramifiée et le théorème 2.11.810 donne DKl

= Ol. Si l = p, le même
théorème donne:

DKp
= (f ′(π)),

où π = ζ − 1. On a

f ′(X) = (p− 1)Xp−2 + (p− 2)Cp−1
p Xp−3 + · · ·+ C2

p .

Comme vK((p− 1)πp−2) = p− 2 et

vK(Cp−k
p ) ≥ vK(p) = ep = p− 1,

on obtient que DKp
= (πp−2) = (ζp − 1)p−2. On en déduit la première formule.

D’autre part, on a:

(DK) = (NK/Q(DK)) = NK/Q(ζp − 1)p−2 = pp−2.

La proposition est démontrée.

Cette proposition nous permet de déterminer l’anneau des entiers de OK .

Proposition 3.5.5. On a
OK = Z[ζp],

i.e. 1, ζp, . . . , ζ
p−2
p forment une base de OK sur Z.

Preuve. L’inclusion Z[ζp] ⊆ OK est evidente car 1, ζp, . . . , ζ
p−2
p sont des entiers

sur Z. Donc pour montrer que Z[ζp] = OK il suffit que prouver que ces deux réseaux
ont même discriminant. Comme

Xp − 1 = f(X)(X − 1),

on a
pXp−1 = f ′(X)(X − 1) + f(X).

En posant X = ζp − 1 on obtient

f ′(ζp) =
p

ζp(ζp − 1)
.

Comme NK/Q(ζp) = 1 et NK/Q(ζp − 1) = p, la proposition 0.3.5 donne

DK(1, ζp, . . . , ζ
p−2
p ) = ±NK/Q(f

′(ζp)) = ±pp−2.

d’où l’égalité voulue.


