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CHAPITRE 0. PRELIMINAIRES

§1l. Anneaux et modules
1.1. Anneaux.

DEFINITION. Soit A un anneau. On dit que A est
e commutatif, si pour tout a,b € A on a

ab = ba;

e unitaire, s’il existe un élément 1 € A tel que a-1=1-a = a pour tout a € A;
e integre, si le produit de deux éléments non nuls quelconques de A est non nul,
1.€. St
ab=0=a=0o0ub=20.

Dans ce cours ”anneau” veut dire anneau commutatif unitaire.

On dit qu’un élément u € A est une unité s’il est inversible i.e. s’il existeu™' € 4
tel que uu~! = 1. Les unités de A forment un groupe pour la multiplication qu’on
note U(A) ou A*.

Ezemples. 1) Soit K un corps. Alors, tout élément non-nul a € K est inversible
et on a K* = K — {0}. Le groupe K* est appelé le groupe multiplicatif de K.

2) Soit Z lanneau des entiers. Alors U(Z) = {1, —1}.

3) Soient K un corps et K|[X]| 'anneau des polynomes a coéfficients dans K. Il
est facile de voir que U(K[X]) = K*.

DEFINITION. Soit A un anneau. On dit que aA C A est un idéal de A, si a
vérifie les propriétés suivantes:

i) Pour tous x,y € a on a x +y € a;

it) Sia € A et x € a, alors ax € a.

Donc, un idéal de A est un sous-groupe additif a C A tel que a € Aet x € a
implique ax € a.

Ezemples. 1) Soit a € A. Posons
(a) = aA ={ax|x € A}.

Alors, (a) est un idéal de A appelé I'idéal principal engendré par a.

2) Plus généralement, si ay,... ,a, € A, alors 'ensemble
(a1y...,an) = {x101 + ... + 2pay |x; € A}
est un idéal de A appelé I'idéal engendré par aq,... ,a,.

3) Soit K un corps. Les seuls idéaux de K sont {0} et K.

Soient a et b deux idéaux de A. Alors, I’ensemble a + b défini par

a+b={a+blaca beb}
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est un idéal de A appelé somme des idéaux a et b. On définit la produit ab comme
I'idéal engendré par tous les produits ab avec a € a, b € b, i.e.

ab = {Zazbz\az €a, b; € b}

On montre facilement les propriétés suivantes:
i) a(by + bz) = aby + aby;
ii) Si a et b sont des idéaux de A, alors a N b l'est aussi et

abCanb.
DEFINITION. Deux idéaux a,b C A sont dits premiers entre eux (ou étrangérs)
s1

a+b=(1)(=A).

En particulier, deux idéaux principaux (a) et (b) sont premiers entre eux si et
seulement g’il existe des éléments z,y € A tels que

ax +by =1,
i.e. si 1 est un de leurs p.g.c.d..
iii) Si a et b sont premiers entre eux, alors
ab=anb.

PREUVE. Supposons que a + b = A. Alors il existe a € a et b € b tels que
1l=a+0b.Sizeanhb, alors

r=x-1=xa+xbe€ ab+ ab = ab,

d’out anb C ab. Comme l'inclusion ab € a N b est toujours vraie, on obtient
ab=anb.

DEFINITION. Soit a un idéal de A. On dit que deux éléments a,b € A sont
congrus modulo a si a — b € a; notation

a=b (moda).

Pour tout a € A on pose a = {z € Alx = a (mod a)}. Il est facile de voir que
a=a+a={a+yly € a} et que deux éléments a et b engendrent la méme classe
si et seulement si a = b (mod a). Les classes d’équivalences forment un anneau,
appelé anneau quotient de A par a; notation:

Ala={a=a+a,|a € A}

Le lemme suivant est tres utile pour étuduer les anneaux quotients.
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LEMME 0.1.1 (DIT CHINOIS).Soient a et b des idéaux de A qui sont premiers
entre eux. Alors application

f : AJab — (A/a) x (A/b),
fzx+ab)=(z+a,x+b)

est un isomorphisme.

PREUVE. (voir, par exemple, [L], p.101). Comme ab C a, b, 'application f est
bien définie et il est facile de voir qu’elle est un homomorphisme d’anneaux. Pour
montrer que f est injective, on calcule ker(f). Soit f(x +ab) = (04/4,04/p). Alors,
r+a=aetx+b="Dbce quisignifie que x € aet x € b. Donc, x € aNb = ab, d’ou
z+ab=ab=0y4/qp.

Montrons maintenant que f est surjective. Comme a+ b = (1), il existe a € a
et b € b tels que a+b = 1. Soit (y + a,z+ b) un élément de (A/a) x (A/b). Posons
x = az + by. Alors

r=az+ (1—a)y=y (mod a),

r=(1-0b)z+4+by ==z (mod b)

d’ou f(x + ab) = (y + a,z + b). Donc, tout élément de (A/a) x (A/b) possede un
antécedant dans A/ab et f est surjective.

Par récurrence, on obtient:

PROPOSITION 0.1.2. Soitay,... ,a; une famille d’idéaux de A tels que a;+a; =
(1) si i # j. Posons
a=4dy-0ag ... 0.

Alors on a un isomorphisme canonique

AJa~ (Afay) x (A/ag) x -+ x (A/ag).

Si on applique cette proposition a I’anneau Z, on obtient le corpollaire suivant:

COROLLAIRE 0.1.3. Soit ny,... ,n; une famille d’entiers tels que (n;,n;) =1
si 17 j et soit n =mning...ng. Alors

ZInZ ~Z]mZ X --- L/ni L.

En particulier, si n = p{" ---pp* est la factorisation de n en facteurs premiers,
alors on a

ZInL ~ LIpTZ % - - L[pp* 2.

DEFINITION. Soit A un anneauz.
i) On dit qu’un idéal p est premier, si et seulement si l’anneau A/p est intégre,
1.e. Si
abep = a€poudbep.

i1) On dit qu’un idéal m est mazimal, si et seulement si m # A et il n’y a pas
ddéaux a vérifiant
mCaCA

(rappelons que les inclusions sont strictes).
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PROPOSITION 0.1.4. Soit A un anneau commutatif unitaire. Alors

i) Un idéal m C A est maximal si et seulement si A/m est un corps;
i1) Tout idéal maximal est premier;

i11) Pour tout idéal a # A il existe un idéal maximal m contenant a.

PrREUVE. Voir [L], p.100.

COROLLAIRE 0.1.5. Soita € A un élemént tel que a & m pour tout idéal maximal
m de A. Alors, a € U(A).

PREUVE. Supposons que a ¢ U(A). Alors, (a) # A et il existe un idéal maximal
m tel que (a) C m.

Soit f : A — B un homomorphisme d’anneaux. Si a est un idéal de A, alors
on note f(a)B ou tout simplement aB l'idéal de B engendré par f(a). Si b est un
idéal de B, alors son image réciproque f~!(b) est un idéal de A.

PROPOSITION 0.1.6. Si q est un idéal premier de B, alors p = f~1(q) est un
idéal premier de A.

PREUVE. Si ab € p, alors f(a)f(b) = f(ab) € q. Comme q est premier, on a
f(a) € qou f(b) € q,dota € poubdenp.

En particulier, si A C B et q C B est premier, alors p = b A est premier dans
A.

1.2. Modules.

DEFINITION. Soit A un anneau. On appelle module sur A (ou A-module) un
groupe abélien M muni d’une action de A

AxM —- M

(a,m) — am

vérifiant les propriétés suivantes:
i) Ymi,mo € M etVa € A on a

a(my + mg) = amy + ams;
it) Va,b€ A et Vm € M on a
(a + b)m = am + bm;
iii) Ya,b € A et Ym € M on a
(abym = a(bm);

iv) Pour tout m € M on a
1-m=m.

Ezemples. 1) Si A = K est un corps, alors la définition d’'un K-modules coincide
avec la définition d’un espace vectoriel sur K. Donc,

{K — modules} = {K — espaces vectoriels}.
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2) Soit A = Z. Tout groupe abélien M peut étre vu comme un Z-module si pour
tous a € Z et m € M on pose

(m+ -+ m, sia>0
a fois
a-m=< 0, sia=0
—(m+---+m), sia<O.
L —a fois

Donc,

{Z — modules} = {groupes abéliens }.

3) Un idéal a de A est un A-module;
4) Soit n > 1 et soit

AM = Ax ... x A.
N————

n fois

On munit A d’une action de A en posant
a(x1,...,zy) = (a1, ... ,0Ty).

Alors A(™ est un A-module.

DEFINITION. On dit qu’un A-module L est libre de rang n s’il est isomorphe a
A,

DEFINITION. Soit M un A-module. On dit que M est de type fini si et seulement
st il admet un systéme générateur fini i.e. s’il existent mq,... ,m, € M tels que

M=Amy + ...+ Am,,.

ProprosITION 0.1.7. Soit M un A-module de type fini. Alors, il existe un A-

module libre L de rang fini et un sous-module N C L tels que M soit isomorphe a
L/N.

PrREUVE. Voir [L], §3.4, p.145.
1.3. Anneaux noethériens.

DEFINITION. On dit q’'un anneau A est noethérien, si tout suite croissante
d’idéauxr de A
a1 CaxaCag C...

est stationnaire, i.e. s’il existe n tel que

an:an+1:an+2:....
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PROPOSITION 0.1.8. Les assertions sutvantes sont équivalentes:

i) A est noethérien;

i1) Tout idéal a de A est de type fini (i.e. engendé par une famille finie
d’éléments).

PREUVE. i) = ii). Soit a; un élément non-nul de a et soit a; = (a1) 'idéal
principal engendré par a;. Si a; = a, l'idéal a est de type fini. Sinon, il existe
as € a\ a; et on pose as = (ay,az). Si ag = a, I'idéal a est de type fini. Sinon, on
choisit ag € a '\ az etc. On obtient, ainsi, une suite d’idéaux strictement croissante:

ap CaxCazg C....

Comme A est noethérien, cette suite est finie, ce qui signifie qu’il existe n tel que
a, = d.
i1) = 1). Soit
a1 CaxCas...

une suite d’idéaux de A. Alors a = U$2,a; est un idéal (exercice). Si tout idéal de
A est de type fini, alors il existe aq,...a; € A tels que a = (aq,...,ax). Donc, il
existe n > 1 tel que a,, contient tous les éléments a; (1 < i < k)), d'ou a = a,,.
Alors,

Ap = Opt1 = Opt2 = ... .
La proposition est démontrée.

THEOREME 0.1.9. Soit M un A-module de type fini. Si A est noethérien, alors
tout sous-module de M est de type fini.

PREUVE. Voir [S], §§1.4 et 3.1.
Un exemple important est donné par le théoreme suivant:

THEOREME 0.1.10 (HILBERT).Si A est un anneau noethérien, alors pour tout
n > 1 l'anneau des polynomes A[X1,...X,] Uest aussi.

PrREUVE. Voir [L], §4.4, p.194.

§2. Extensions algébriques

2.1. Extensions algébriques.

Le but de ce paragraphe est de rappeler quelques résultats sur les extensions
algébriques des corps. Soient K et L deux corps. On dit que L est une extension de
K si K C L; notation L/K. Dans ce cas, L peut étre vu comme un espace vectoriel
sur K. Sa dimension [L : K] s’appelle le degré de L/K. On dit que l'extension L/ K
est finie si [L : K] < oo i.e. si L est de dimension finie sur K.

THEOREME 0.2.1. Si L/K et M/L sont deux extensions finies, alors M /K l’est
aussi et on a
M :K|=[M:L|[L:K].

PREUVE. Voir [L],§5.1 , p.234 ou[S], chapitre I, §2.3.

Soit L/K une extension de corps. On dit que a € L est algébrique sur K
sil existe un polynoéme non-nul F(X) € K[X] tel que F(a) = 0. Si a n’est pas
algébrique, on dit qu’il est transcendant sur K.
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PRrROPOSITION 0.2.2. Si a € L est algébrique sur K, alors il existe un unique
polynome unitaire irréductible f(X) € K|[X] vérifiant les propriétés suivantes:

i) fla) = 0;

ii) Si F(X) € K[X] est un polynéme vérifiant F(a) = 0, alors f(X) divise
F(X).

PrREUVE. Voir [L], §5.1, p.234.

DEFINITION. Le polynome f(X) vérifiant les conditions i) et ii) de la proposition
2.1 est appelé le polynéme minimal de o (sur K ).

Si ai,...,a, € L, on appelle extension engendrée par «q,...,a, et on note
K(ay,...,a,) la plus petite extension de K contenant aq, ... ,a,. Il est facile de
voir que K (ayq,... ,ay) est formée par toutes les fractions

flag, ... ap)
glag,... ,ap)’

ou f(Xy,...,X,) et g(X1,...,X,) sont des polyndémes a coéfficients dans K et
tels que g(aq,...,a,) # 0. Le théoréeme suivant donne la structure d’extensions
K(a)/K.

THEOREME 0.2.3. i) Soit « un élément algébrique sur K. Soient f(X) son
polynome minimal et (f(X)) l'idéal principal de K[X]| engendré par f(X). Alors
lapplication

K[X] — K(a);
f(X) = f(a)
mduit un isomorphisme
K[X]/(f(X)) ~ K(a).
En particulier, K(«a)/K est finie de degré n = deg(f(X)) et les éléments
La,...,a" ! forment une base de K(a) sur K.

ii) Si a est transcendant sur K, alors K(«) est isomorphe au corps K(X) des
fonctions rationnelles g(X)/h(X), avec g(X), h(X) € K[X].

PREUVE. Voir [L],§5.1.

DEFINITION. On dit qu’une extension L/K est algébrique, si tout a € L est
algébrique sur K.

Le lien entre les extensions algébriques et finies est donné par le théoreme suivant:
THEOREME 0.2.4. Toute extension finie est algébrique.
PREUVE. Soit L/K une extension finie de degré n. Si a € L, alors (n + 1)
éléments 1, a, 02, ..., a" sont liés sur K i.e.
Q" 4y 10" b ajatag =0,
avec ag,ai,... ,a,—1 € K. Donc, « est algébrique.

On déduit de ce théoreme deux propriétés importantes d’extensions algébriques:
1) Si L/K et M/L sont algébriques, alors M /K ’est aussi.
2) Si L/K est finie, alors il existe une famille a;, ... , a,, d’éléments algébriques
tels que
L=K(a1,... ,0m).



10 THEORIE DES NOMBRES

DEFINITION. On dit qu’un corps F est algébriquement clos, s’il n’a pas
d’extensions algébriques non-triviales, i.e. si

M/F algébrigque = M = F.

Ezemple. Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos (théoreme
de Gauss).

On vérifie facilement que les assertions suivantes sont équivalentes:

i) F est algébriquement clos;

ii) Tout polynome f(X) € F[X] de degré > 1 a une racine dans F.

iii) Tout polynéme f(X) € F[X] de degré > 1 se décompose en produit de
polynémes de degré 1:

fX)=a(X —ag) (X —an).

iv) Tout polynome irréductible sur F' est de degré 1.

DEFINITION. Soit K un corps. On dit que K /K est une cléture algébrique de
K s

i) K/K est une extension algébrique;

ii) KK est algébriquement clos.

Ezemple. C est une cloture algébrique de R.

Le théoréme suivant est fondamental:

THEOREME 0.2.5. Soit K un corps. Alors, il existe une cloture algébrique K
de K; cette cloture est unique a un isomorphisme pres. Plus précisement, si K est
une autre cloture algébrique de K, alors il existe un isomorphisme

o K - K,
tel que ¢l = id.

PREUVE. Voir [L], §5.2.

2.2. Extensions séparables.
On fixe une cloture algébrique K /K. Soit L/K une extension finie de degré n.
On note
o; : L/K — K/K, 1=1,...,m

les K-homomorphismes de L dans K (i.e. o;|x = idg). On peut montrer que
m<n=[L:K]|.

DEFINITION. On dit qu’une extension L/K _est séparable, st m = n i.e. s’
existe n = [L : K| homomorphismes de L dans K sur K.

On montre d’abord un critere pour qu'une extension K («)/K soit séparable.



§2. EXTENSIONS ALGEBRIQUES 11

PROPOSITION 0.2.6. Une extension algébrique K (a))/ K est séparable si et seule-
ment si le polynome minimal f(X) de « est séparable i.e. si (f(X), (X)) = 1.

PREUVE. Voir [L], §5.4.

Comme le polynome minimal f(X) est irréductible et comme deg(f'(X)) <
deg(f(X)), le polynéme f(X) n’est pas séparable seulement si f/(X) est nul. En
particulier, si K est de caractéristique 0 (voir §4), alors f’(X) est non-nul, donc
dans ce cas toute extension K («)/K est séparable. En caractéristique p un exemple
typique d’un polynéme non-séparable est donné par f(X) = X? — a.

Les propriétés principales d’extensions séparables découlent de la proposition
suivante:

PROPOSITION 0.2.7. Soient L/K une extension finie et
oc: L/K—K/K

un K- homomorphisme de L dans K. Si M/L est une extension séparable de degré
n, alors il o admet n prolongements sur M i.e. il existe n homomorphismes

7+ M/K — K/K, i=1,...,n

tels que ;| = o.
PREUVE. Voir [L], §5.4.

En utilisant cette proposition on montre les propriétés suivantes d’extensions
séparables:

1) Soient L/K et M/L deux extensions algébriques. Alors M /K est séparable
si et seulement si L/K et M/L sont séparables.

2) Si L/K est séparable, alors il existe a € L tel que L = K(«).

En composant 2) avec les remarques apres la proposition 0.2.6 on obtient que en
caractéristique 0 le probleme de séparabilité ne se pose pas:

3) Si K est de caractéristique 0, alors tout extension finie de K est
séparable.

2.3. Extensions galoisiennes.

DEFINITION. On dit qu’une extension finie L/ K est normale, si tout homomor-
phisme

c: L/K— K/K
laisse L stable, i.e. si o(L) = L (ceci ne signifie pas que o|r, =idy!).

Donc, si L/K est normale, alors tout homomorphisme o : L/K — K/K est
un automorphisme de L qui fixe K.

PROPOSITION 0.2.8. Soit L/K une extension finie. Alors, les assertions suiv-
antes sont équivalentes:

i) L/K est normale;

i1) L est le corps de décomposition d’un polynome a coéfficients dans K i.e. il
existe f(X) € K[X] tel que L = K(aq,... ,ap), ot ai,... ,ap sont les racines de

f(X).
PREUVE. Voir [L], §5.3, p.245-247.
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DEFINITION. On dit qu’une extension L/K est galoisienne, si elle est normale
et séparable.

Soit L/ K une extension galoisienne de degré n. Alors il existe n automorphismes
de L qui fixent K. Ces automorphismes forment un groupe d’ordre n appelé le
groupe de Galois de L/K et noté Gal(L/K).

Rappelons les résultats principaux de la théorie de Galois.

THEOREME 0.2.9. Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois G =
Gal(L/K).

i) Il existe une bijection entre l’ensemble des sous-corps E de L contenant K et
lensemble des sous-groupes H de G donnée par E = {x € L|Yh € H on a h(z) =

x }. L'extension L/E est galoisienne et le groupe de Galois Gal(L/E) s’identifie a
H.

it) L’extension E/K est galoisienne si et seulement si H est un sous-groupe
distingué dans G. Dans ce cas, l'application o — o|g induit un isomorphisme

Gul(E/K)~G/H.

PREUVE. Voir [L], §6.1.

§3. Normes et traces

Soit L /K une extension finie de degré n = [L : K]. On fixe une base wy, ... ,wy}
de L sur K. Pour tout o € L I'application ”"multiplication par «o”:

fao : L—L
falz) = ax

est K-linéaire. Pour tout ¢ le produit aw; s’écrit:

aw; = i aj;w;
j=1
avec aj; € K. Alors la matrice
M(ar) = (aij)1<ij<n
est la matrice de f, dans la base wq,... ,w,. Soit
Xo(X) =det(XI, — M(a))

le polynome caractéristique de f,. Il est bien connu qu’il ne dépend pas du choix
de la base. Posons

Xa(X) = X"+ b, 1 X" b+ .
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DEFINITION. On définit la trace Try k(o) et la norme Ny, (o) de a par les
formules:
TTL/K(O‘) = —bp—1

NL/K(OJ) = (-1)”()0 .

Voici quelques propriétés qui découlent directement de la définition:

i) Trp x(a+B8)=Trpk(a)+Try r(B);

ii) Si € K et 8 € L, alors Trp (o + ) = oTrr/x(8); En particulier,
Trr k(a) =nao.

iil) Np/r(aB) = Npjr(a) Noyx(B);

iv) Si a € K et 8 € L, alors Np/g(aB) = o"Np,x(8); En particulier,
NL/K(Oé) =a".

ProposITION 0.3.1. Soit L = K(«a) et soit
fX)=X"+ap, 1 X" .. 4+ a1 X +ag
le polynome minimal de «. Alors
Trp/k(a) = —an_1,

NL/K(O{) = (—1)”&0.

PREUVE. Les éléments 1,a, ... ,a" ! forment une base de L/K. Il est facile de
voir que la matrice de f, dans cette base est

0 0 oo —ap

1 0 —aq

M(@)=| 0 1 ... —a
—Qp—1

On en déduit le résultat.

THEOREME 0.3.2. Soit L/K une extension séparable de degré n. Alors pour tout
a€L ona

Tr () = Z oi(a),

Np/k(a) = H oi(a),

ouo; : L/K — K/K sont les plongement de L dans K sur K.

PREUVE. Considérons d’abord le cas L = K (). Soit f(X) = X" +a, 1 X" 1+
-+» 4 ag le polynome minimal de a. Comme L/K est séparable, on a

n

F(X) =]](X —oi(@)),

=1

dott an_1 = =Y oi(a) et ag = (=1)"[[1—, oi(a) et le théoreme découle de la
proposition précédente.
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Dans le cas général, on considere la tour d’extensions K C K(«) C L. Posons
m = [L : K(a). N'utilisant que la définition il est facile de montrer (exercice) que

Trr k() =mIrg@) K (Q),
NL/K(OC) = (NK(a)/K(a))m

Tout plongement 7; de K(a)/K dans K /K admet m prolongements différents o;;
sur L. Donc,

Trpr(a) = — Z mi(a) = — Z oi;(a),

Nis(@) = ()" [[rie))™ = (=1)"" H aij (),

i=1
ol 0;; parcourt tous les plongements de L/K dans K /K. Le théoréme est démontré.

En utilisant les mémes arguments on montre le théoreme suivant:

THEOREME 0.3.3. Soit K C L C M une tour d’extensions finies. Alors, pour

tout o € M on a
Tryyx(a) =Trp g o Trayr(a),

Ny (a) = Npjg o Ny (a).

DEFINITION. Soit L/K wune extension finie et soit {w1,... ,w,} une base de
L/K. On appelle discriminant de {wy,... ,wn} et on note Dk (wy,...,wn) le
détérminant:

Trp/g(wiwr) Trpjg(wiws) ... Trpg(wiwn)
TTL/K(W2W1) TTL/K(WQWQ) TTL/K(WQWn)
Trr g(wewi) Trpjg(wawz) ... Trpg(weawny)
Il est clair, que si {w],...,w!,} est une autre base de L/K avec la matrice de

passage A, i.e. si
(Wiyeooywh) = (wWiy. .. ,wn)A,

alors
Dpyw(Wis- - ywp) = det(A)?Dpjxe(wis - -« wn)-

THEOREME 0.3.4. Si L/K est séparable, alors

DL/K<W17 s 7wn) 7é 0.

PREUVE. Soit

Ulgaﬂg 022&)1; o'ngwlg
AL/K(Wl,... ,wn) _ 01 (W2 02(Ww2 oo Oplwa

o1(wn)  Ta(wn) e Tn(wn)
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En utilisant le théoreme 0.3.2 et la formule det(AB) = det(A) det(B) on obtient
que Dp /g (wi,... ,wy) est égal a

al(wl) ag(wl) an(wl) 0'1((,01) 0'1(OU2) al(wn)
o1(wz2) o2(ws) on(w2) o2(w1) o2(w2) o2(wn)
o1(wn) o2(wy) ... op(wy) On(wi) op(we) ... opwy)
e aAp/g(wi,... ,wn)?. Comme L/K est séparable, il existe a € L tel que L =
K (a) et il suffit de considerer le cas des w; = a'. Das ce cas, Ap k(1 a,... ;a1

est le déterminant de Vandermonde et on a

1 1
AL a,... Lo h) = o1(a) 02@‘) on (@) _
o1(@"1)  oa(a"h) on(a™1)

=[[(ci(a) = o;(e)) #0,

Jj<i
car o;(o) # oj(a) sii # j.

Nous pouvons extraire de cette preuve la formule explicite suivante:

PROPOSITION 0.3.5. Soit L = K(«) une extension séparable de degré n et soit
f(X) le polynéme minimal de . Alors

DL/K<17a7 v ’an—l) = NL/K(f/(a))

PREUVE. On a

Dirk(Lia,...,a" ) = [J(oi(e) = 05(a))* = (=1)"" V2 [ [(0i(a) — 0j()) =

j<i i3]

(—pnn b/ Hai(f’(a)) = (=1)"" 2Nk (f (@)

§4. Corps finis

Soit K un corps. Dans ce paragraphe on note 1y 1’élément unité de K. Pour
tout n € Z on pose

(1K—|—-"—|—1K, sin>0
—_———
n fois
n-1g =< Og, sin=20

—(lg+---+1k), sin<DO.
R e

\ —n fois
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DEFINITION. On appelle caractéristique de K et on note car(K) le plus petit
p>0tel quep-1x =0k . Sin-1g # 0k pour tout n > 0, on pose car(K) = 0.

THEOREME 0.4.1. Si car(K) = 0, alors K contient un sous-corps isomorphe
a Q. Sinon, la caractéristique de K est un nombre premier p et K contient un
sous-corps qui est isomorphe o F, = Z/pZ.

PREUVE. Soit ¢ : Z — K D'application définie par 1)(n) = n - 1x . On vérifie
facilement que

i.e. que ¥ est un homomorphisme d’anneaux. Le noyau de v est un idéal de Z et,
comme Z est principal, il existe p > 0 tel que

ker(¢) = pZ.

Par définition, on a p = car(K).

Si p = 0, alors 1 est injectif et identifie Z & un sous -anneau de K . On prolonge
Y sur Q en posant (m/n) = ¥(m)/(n). Comme ¥(n) # 0 si n # 0, cette
application est bien définie et identifie Q & un sous-corps de K .

Supposons maintenant que p # 0. Alors, le théoreme de factorisation donne une
injection

v Z/pZ — K.

Comme K est integre, Z/pZ 1'est aussi, d’ou on déduit que p est un nombre premier.
Donc, 1) identifie F,, & un sous-corps de K.

PrROPOSITION 0.4.2. Soit K wun corps de caractéristigue p > 0.  Alors

Uapplication
F: K—K,

F(x) =P
est un endomorphisme de K.

PREUVE. Il est clair que
F(zy) = F(z)F(y) -

D’autre part, pour tout 1 < £ < p — 1 le nombre premier p divise le coéfficient

binomial (Z) = Wik)!’ d’ou

Flzt+y) =) (Z)l‘ky”k = a? +y" = F(z) + F(y).
k=0

Donc, F' est un endomorphisme de K.

DEFINITION. L’endomorphisme F est appelé 'endomorphisme de Frobenius de
K.

Maintenant nous allons étudier les sous-groupes finis du groupe multiplicatif d’un
corps.
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THEOREME 0.4.3 (voir [S], §1.6, th.1). Soit K un corps. Tout sous-groupe fini
G de K* est formé de racines de l'unité, et est cyclique.

PREUVE. Comme G est abélien et fini, il est isomorphe & un groupe A du type

A=7Z/m\Z X Z]/moZ X -+ X L/ myZ,

ot my|ma|...|my. Donc, 2™+ = 1 pour tout z € G i.e. G est formé de racines
de 'unité d’ordre my. Comme le polynome X™* — 1 a < my racines, on en déduit
que |G| < my, . D’autre part, |G| = |A| = my - ma---mg, dot my = mg = -+ =

mi—1 = 1. Donc, G est isomorphe & Z/myZ et est cyclique.

Soit K *P une cloture séparable de K et soit
fhn :{mEKSé”|x”: 1}

le groupe des racines n-iemes de 'unité. Nous allons déterminer la structure de ce
groupe. Soit p = car(K).

Si p { n, alors le polynome X™ — 1 est séparable et a n racines dans K% et u,
est cyclique d’ordre n .

Sin = p™, alors tout élément x € u,, vérifie

F™(z —1g) = F™(z) — F™(1g) = 2P —1x = 0g

d’ou z = 1. Donc,
e = {1}, sip=car(K).

Dans le cas général, si n = p™k avec pt k, on a

Hn = i X fpm = [k

i.e. u, est cyclique d’ordre k.
On va appliquer ces resultats a 1’étude des corps finis.

THEOREME 0.4.4. Soit K un corps fini a q éléments. Alors

i) La caractéristique de K est un nombre premier p et il existe n > 1 tel que
q=p".

i1) Le groupe multiplicatif K* est cyclique d’ordre ¢ — 1.

PREUVE. Comme K est fini, il ne peut pas contenir Q, d’ou car(K) =p > 0.
Donc, K est une extension de F,, de degré fini n (sinon K serait infini). Alors, en
tant qu’espace vectoriel sur ), K est isomorphe aF), x...xF,, doti ¢ = |K| =p".
L’assertion ii) resulte maintenant du théoréeme 0.4.3.

THEOREME 0.4.5. Pour tout n > 1 il existe, a isomorphisme prés un seul corps
aq=p" éléments.

La théorie de Galois pour les corps fini est donnée par le théoreme suivant:

THEOREME 0.4.6. Soient K un corps fini d q éléments et L/K une extension

finie de degré n. Alors
i) L/K est galoisienne;
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it) Gal(L/K) est un groupe cyclique d’ordre n engendré par ’automorphisme de
Frobenius
FL/K([)Z) = flfq .

PREUVE. Comme Fy /g = F", c’est un endomorphisme injectif de L. Comme L
est fini, I'injectivité entraine la surjectivité, donc Fr,/x est un automorphisme de L .
Tout x € K vérifie F/x(x) = 29 = x, ce qui signifie que Fr,/x € Gal(L/K). Il est
facile de voir que 'ordre de I,k dans Gal(L/K) est egal a n car Ff/K(:c) = g4
et L* est cyclique d’ordre ¢" — 1. Comme |Gal(L/K)| = [L : K] = n on en déduit
que Gal(L/K) est engendré par Fr /x .
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CHAPITRE 1. ANNEAUX DE DEDEKIND

§1. Divisibilité dans les anneaux
Soit A un anneau (unitaire, commutatif, integre).

DEFINITION. Soient a et b deuz éléments de A. On dit que a divise b s’il existe
x € A tel que b=ax.

La relation “a divise b” se note a | b, et sa négation a1 b.

Rappelons les propriétés élémentaires de divisibilité qui se démontrent facile-
ment:

i) a | b si et seulement si (b) C (a);

ii) a | @ pour tout a € A;

iii) si u € U(A), alors u | a pour tout a € A;

iv) 1| a pour tout a € A;

v)sial|betb]c, alors a|c;

vi)sia | betalc, alors a|bx + cy pour tous z,y € A;

vii) sia | b et ¢ | d, alors ac | bd

DEFINITION. On dit que deuzw éléments a,a’ € A sont associés et on le note
a~a' sl existe u € U(A) tel que a = a'u.

On vérifie facilement les propriétés suivantes:
1) ~ est une relation d’équivalence;
2)sialbeta ~a,alorsa | b;

3) a~bsietseulement sial|betbd]|a;

4) a ~ b si et seulement si (a) = (b).

DEFINITION. On dit qu’un élément m € A est irréductible si m ¢ U(A) et s’il
vérifie la propriété suivante:

a|lm=a€cU(A) oua~r.

On vérifie que si 7 est irréductible et 7’ ~ 7, alors @’ est irréductible.

PROPOSITION 1.1.1. Soit A un anneau noethérien. Alors
i) Pour tout a ¢ U(A) il existe un élément irréductible qui divise a .
ii) Tout élément a ¢ U(A) s’écrit comme produit d’éléments irréductibles:

a = T Mo ... Tp.
DEMONSTRATION. 1) Si a est irréductible, il n’y a rien & montrer. Sinon il existe
ai | a tel que a3 ¢ U(A) et a1 ~ a. Donc (a) C (a1) C A. Si ay est irréductible, la
proposition est démontrée. Sinon le méme argument montre qu’il existe ay € A tel
que (a) C (a1) C (az) C A etc. On obtient ainsi une chaine d’idéaux
(a) C (a1) C (ag) C ...

qui est finie car A est noethérien i.e. on a

(a) C (a1) C (az) C ... C (ay).
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Posons m = a,,. Alors m est un élément irréductible qui divise a et la premiere
assertion est démontrée.

ii) Soit @ ¢ U(A). Si a est irréductible, on pose m; = a et il n’y a rien a montrer.
Sinon il existe un élément irréductible 71 et un élément by ¢ U(A) tels que a = m1b;.
Si by est irréductible, on pose Ty = by et on obtient la factorisation a = w17y . Sinon,
il existe un élément irréductible 7o et un élément by ¢ U(A) tels que by = mabs i.e.
a = mmaby. On obtient, ainsi, une suite de factorisations:

a = miby,
a = mymabo,

a = 7T17T27T3b3

avec m; irréductibles et b; 1 | b;. Donc, on a une chaine d’idéaux strictement crois-
sante:

(b1) € (b2) C (b3) C ...
qui est finie car A est noethérien. Donc, il existe n tel que b,,_1 = 7, est irréductible,
d’ou
Q=TT **Tp.

La proposition est démontrée.

DEFINITION. 1) Soit A un anneau. On dit qu’un élément a € A admet une
factorisation unique en éléments irréductibles si
i) il existe une unité u et des éléments irréductibles m; tels que

Q= UT1T " T ;

it) st a = u'wywh 7wl est une autre factorisation de a, alors m = n et on peut
rénuméroter les facteurs ) de telle facon que ), ~ ;.
2) Un anneau est appelé factoriel (ou a factorisation unique) s’il est integre et

st tout élément non-nul a une factorisation unique.

Soit A un anneau factoriel. On appelle systeme représentatif d’éléments
irréductibles de A une famille P d’éléments irréductibles telle que tout élément
irréductible soit associé a un élément de P et & un seul. Alors, tout élément non-
nul de A s’écrit, et d’une seule maniere, sous la forme

a =unytmy? ok,

avec u € U(A), m € Pet a; > 1.
DEFINITION. Soit A un anneau intégre. On dit que p € A est un élément pre-

mier, si p & U(A) et vérifie la propriété suivante:

p | ab entraine p | a ou p | b.

On montre d’abord, que tout élément premier est irréductible.

PREUVE. Soit p un élément premier. Si p = ab, alors p | ab, d’ou p | a ou p | b.
Si, par exemple, p | a, alors a = pc, d’ou be = 1 ce qui signifie que b € U(A). Donc,
p est irréductible.
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PROPOSITION 1.1.2. Un anneau noethérien est factoriel si et seulement si tout
élément irréductible est premaer.

PREUVE. Supposons que tout élément irréductible de A est premier. On sait
déja que tout élément a € A se décompose en produit de facteurs irréductibles

a =Uumymo - Tk.

Soit
! /
a=u7Tl7l'2---7Tk,

une autre factorisation de a. Alors
!/
T | My W

Comme 7} est premier, il existe i tel que 7} | m;, d’o‘u 7} ~ m;. On peut supposer
que i = 1 (rénumérotation!) i.e. que m; = uym, avec u; € U(A). En divisant par
1, on obtient
/ ! __/ /
UTTQT3 + + + T = U UL TG + -+ ).

Donc, 7, | moms - - -, et en appliquant le méme raisonnement on obtient que my ~
7 ete.

Supposons maintenant que A est factoriel. Soit 7 un élément irréductible qui
divise ab. Alors, il existe ¢ € A tel que

ab = me.

Soient
a=umy--- Ty,

- /
b=vmy---m,,

1 1
C= Wy Ty

les factorisations des a, b et ¢. Alors

/ / " "
UUTTY « MMy - Wy = WY - - T
Comme A est factoriel, m est associé & un des éléments 7;, 7 ce qui montre que

j
7| a ou 7 | b. Le théoreme est démontré.

DEFINITION. Soit A un anneau intégre et soient a,b C A deuz idéaux. On dit
que a divise b et on écrit a | b si b C a.

Cette définition est justifiée par la propriété suivante:

i) Soient a,b € A. Alors a | b si et seulement si (a) | (b).

ii)Sia|betb]c, alorsa]c.

iii) a | b et b|asietseulement si a=b.

iv) Soient a et b deux idéaux. Alors a + b est le plus petit idéal divisant a et b.
PREUVE. Soit I un idéal divisant a et b. Alors a,b C I, d'oua+b C I.

v) I =anb est le plus grand idéal tel que a | I et b | I.

PREUVE. Sia|letb|I,alors I Ca,b,d0oul Canb.
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Donnons maintenant le plan de ce chapitre. On veut développer la théorie de
divisibilité pour certaine classe d’anneaux commutatifs pour ’appliquer, ensuite,
a ’étude des corps de nombres. L’anneau Z fournit un modele pour une telle
théorie: il est factoriel et tout entier non-nul sécrit de fagon unique comme produit
des nombres premiers. Dans le §2 on rappelle la théorie de divisibilité dans les
anneaux principaux qui est essentiellement la méme que dans Z. Certains anneaux
qui apparaissent en théorie des nombres sont principaux, mais en général ils ne sont
méme pas factoriels. Voici un exemple typique. Soit

ZV—=5] ={a+bv—5|a,beZ}.
Comme
(a+bvV=5) £ (z+yv—5b)=(axz)+ (bxty)v->s,
(a +bv—=5)(z +yv—>5) = (ax — 5by) + (ay + bx)v -5,
Z[+/—5| est un anneau qui contient Z. Posons m; = 3, mo = 7, m3 = (1 + 2y/—5 et
w4 = 1 —24y/—5. On peut vérifier que ces nombres sont irréductibles dans Z[v/—5].

Alors
21 = T1TTg = 7374

fournit 2 factorisantions différentes de 21. Donc Z[v/—5] n’est pas factoriel.
Néanmoins, on peut montrer qu’il existent des idéaux premiers pi, ps, ps et py de

Z[v/—5] tels que

(3) = p1p2,
(7) = p3pa,
(14+2v—=5) = p1ps,

(1 —2v=5) = papy,

et que l’ideal (21) se factorise de fagcon unique en produit d’idéaux premiers:

(21) = p1p2pspy.

Donc, pour avoir une bonne théorie de divisibilité, il faut passer a 1’étude de la
factorisation d’idéaux en produit d’idéaux premiers. Cette théorie a été développée
par Kummer (1810-1893) et Dedekind (1831-1916) et fait I’objet principal de ce
chapitre. Les résultats principaux sont démontrés dans les §§5-8. Les §§3-4 sont
préliminaires mais leur contenu est crucial pour la suite.

§2. Anneaux principaux

DEFINITION. On dit qu’un anneau intégre A est principal, si tout idéal de A est
principal.

PROPOSITION 1.2.1. Si A est principal, alors il est noethérien.

oo
PREUVE. Soit a; C as C ... une chaine croissante d’idéaux. Alors a = U a; est

1=1
un idéal de A. Par I'hypothese il est principal, i.e. il existe a € a tel que a = (a).
Alors il existe n tel que a € a, . Donc, pour tout m > n on a a C a,,. Comme
Iinclusion réciproque a,, C a est automatique, on en déduit que a = a,, pour tout
m>=>mnie qued, =041 =....

A partir de maintenant on suppose que A est un anneau principal.
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DEFINITION. Soient a et b deux éléments de A. On appelle plus grand commun
diviseur de a et b un élément d € A vérifiant les conditions suivantes

i) d divise a et b;

i1) Si 9§ est un autre élément qui divise a et b, alors § divise d.

Si d est un pged de a et b, alors tout élément d’ associé a d et aussi un pged de
a et b. En particulier, le pged, quand il existe, n’est pas unique.

PROPOSITION 1.2.2. Soit A un anneau principal. Pour deux éléments non-nuls
a,b € A on note (a,b) = (d) l'idéal qu’ils engendrent. Alors d est un pged de a et
b.

DEMONSTRATION. Soit I = (a,b) 'idéal engendré par a et b. Il est principal,
donc il existe d € A tel que I = (d). Comme a,b € I on en déduit que d divise a et
b.

D’autre part, comme d € I, il existe x,y € A tels que d = ax + by . On en déduit
que, si § divise a et b, alors ¢ divise d, d’ou la proposition.

COROLLAIRE 1.2.3. Soit A un anneau principal et soit d = pged(a,b). Alors il
existe x,y € A tels que d = ax + by .

PROPOSITION 1.2.4. Soit A un anneau principal et soit ™ un élément différent
de 0. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

i) ™ est premier;

i1) ™ est irréductible;

ii1) lidéal () est maximal;

iv) lidéal (m) est premier;

PREUVE. i) = ii). On sait déja que dans un anneau noethérien tout élément
premier est irréductible (voir §1).

i1) = 47). Soit 7 un élément irréductible et soit I un idéal contenant (7). Comme
A est principal, on a I = (x), d’ott « | m. Donc,  ~ m ou & ~ 1. Dans le premier
cas on obtient I = (x) = (7) et dans le deuxiéme cas on a I = () = A. Donc, (7)
est maximal.

ii1) = 1v). Tout idéal maximal est premier (prop. 0.1.4).

iv) = 1). Soit (7) un idéal premier. Si 7 | ab, alors ab € () ce qui implique que
a € (m) ou b € ().

En appliquant la prop. 1.1.2, on obtient le théoreme suivant:

THEOREME 1.2.5. Soit A un anneau principal. Alors A est factoriel.

PREUVE. On a montré que tout élément irréductible est premier.

Donnons maintenant quelques exemples d’anneaux principaux.

DEFINITION. Soit A un anneau intégre et soit A* = AN{0}. On dit que A est
euclidien, sl est muni d’une application

Y o A¥ — N

telle que pour tous a,b € A* il existe q,r € A tels que b = aqg+1r et r =0 ou
P(r) <i(a).

r est appelé le reste de la division de b par a.
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THEOREME 1.2.6. Tout anneau euclidien est principal.

PREUVE. Soit A un anneau euclidien et soit I un idéal de A. Si I = (0), alors
il est principal. Sinon dans I il existe un élément a tel que 1(a) < ¥ (b) pour tout
b e IN{0}. Il est clair, que (a) C I. Réciproquement, soit b € I. Alors b = aq +r,
d'ott r = b —aq € I. Comme r vérifie ¥(r) < 1 (a), par définition de a la seule
possibilité est 7 = 0. Donc, a | b et b € (a), ce qui montre que I = (a).

Ezemples. i) L’anneau Z est euclidien (¢(x) =| x |).

ii) L’anneau K|[X] des polyndémes sur un corps K est euclidien (¢(f(X)) =
deg(f(X)).)

iii) On peut montrer que pour n > 2 'anneau K[X;,... , X,,] est factoriel. Nean-
moins, il n’est pas principal ( par exemple, I'idéal (X7, X3) n’est pas principal).

§3. Fermeture intégrale

Dans ce paragraphe A est un anneau intégre. On note K = Fr(A) son corps
des fractions. Soit L/K une extension de K . Rappelons qu'un élément x € L est
algébrique sur K s’il existe un polynéome non-nul f(X) € K[X] tel que f(z) =0.
Donnons maintenant une version ”entiere” de cette définition.

DEFINITION. On dit qu’un élément v € L est entier sur A s’il existe n > 1 et
des éléments ag,ay,...,an_1 € A tels que

Va2 P+ Fazt+ap=0,

i.e. s’il existe un polyndme unitaire f(X) € A[X] tel que f(z) =0.

Il est clair que tout élément entier sur A est algébrique sur K .

Ezemples. 1) Soient A =Z et L =K = Q. Alors 1/2 est algébrique sur QQ, mais
il n’est pas entier sur Z .

2) V2 est entier sur Z (le polynome X2 — 2 est unitaire et annule V2.

3) Tout élément x € A est algébrique sur A (on peut prendre f(X) =X — z).

On a vu qu’en général unélément algébrique sur K n’est pas entier sur A. Nean-
moins, on a la propriété suivante:

PROPOSITION 1.3.1. Soit x € L un élément algébrique sur K. Alors il existe
c € A tel que cx est entier sur A.

PREUVE. Si x est algébrique sur K, alors il existe by, ... ,b,_1 € K tels que
(*) "+ by 4 by =0,
Comme K est 'anneau des fractions de A, on a b; = s;/t;, ou s;,t; € A. En
multipliant (*) par le produit ¢t =¢; - ... t,_1 on obtient:

™ + an_1z" P+ ...+ ap =0,

ou a; = b;it € A. Soit ¢ = a,, . Alors, en multipliant la derniere égalité par ¢, on
obtient
(cx)™ + cap_1(cx)" 4+ ... 4+ c"ag = 0,

ce qui montre que cr est entier sur A.

Maintenant nous allons démontrer un théoreme important qui relie la notion
d’un élément entier a la théorie des modules.
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THEOREME 1.3.2 (voir [S], §2.1, th.1). Les propriétés suivantes sont équivalentes

1) x € L est entier sur A,

2) Le A-module Alz] est de type fini;

3) Il existe un A-module non-nul M de type fini contenu dans L et tel que
M C M.

DEMONSTRATION. 1) = 2) : Soit M = A+ Az + ... + Az"! le A-module

engendré par 1,z,...,2" ! (qui est évidemment de type fini). Si x est entier sur
A, alors il existe ag,aq,...,a,_1 € A tels que
n __ n—1
r — —ap — a1l — ... — Ap—-1T 5

d’out on déduit que ™ € M . En utilisant la formule

2" = —qprt —ayttt — L —a,_ "ttt

on montre , par récurrence, que z*¥ € M pour tout k. Comme A[x] est engendré
par z*, k > 0 on en déduit que A[z] = M ce qui donne 2).

2) = 3) : Il suffit de prendre M = Alz].

3) = 1) : Soit M un module vérifiant 3). Alors, il posseéde un systeme fini de
ghérateurs my, ... ,m, € M. Comme xM C M, il existe a;; € A tels que

Tmi = ap1mi1 + ajemso + ... a1, My
TMo = A21M1 + A22M2 + ... G2, My,

Donc mq,...,m, peuvent étre vu comme une solution non-triviale du systeme
linéaire

(a11 —2) X1 + a12Xo + ... a1, X, =0
as X1 + (a22 — 1’)X2 +...a9,X, =0

On en déduit que le déterminant du systeme

a1 —r ... A1n
A =

an1 App — X

est égal & 0. En développant A, on obtient une équation de la forme f(z) = 0, ou
f est une polynoéme unitaire de degré n a coéfficients dans A. Donc, = est entier
sur A.

On utilise le théoreme 1.3.2 pour démontrer la proposition suivante:
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PROPOSITION 1.3.3 (voir [S], §2.1, prop.1 et corollaire 1).
Soient x,y € L deux éléments entiers sur A. Alors x+vy, x —y et xy sont entiers
sur A.

PREUVE. Si x et y sont entiers sur A, alors il existe des modules de type fini:
M=Ami+ ...+ Amy C L,
N=Ani+...+ An; C L,

tels que zM C M et yN C N . Soit S le A-module engendré par les produits m;n;,
1 <1<k, Liegslanty <, i.e.

S=Aming + ...+ Amyn; + ...+ Amyn,.
Comme zM C M, il existe a;; € A tels que
xm; = a;1my1 + ...+ Q; Mg,

d’ol on déduit que xS C S. Le méme argument montre que yS C S'. Donc, on a
(xxy)SCaS+ySCS+S =S,
(xy)S = z(yS) C xS C S.

Comme S est de type fini sur A, le théoreme 1 implique que x+y et xy sonts entiers
sur A.

DEFINITION. Soient A et B deuz anneaux commutatifs, intégres, A C B. On
dit que B est entier sur A si tout élément de B est entier sur A.

DEFINITION. Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions et L une
extension de K. La proposition 1.3.3 montre que [’ensemble B de tous les éléments
x € L qui sont entiers sur A, est un anneau contenant A. Cet anneau est appelé
la fermeture intégrale de A dans L. On appelle cloture intégrale de A la fermeture
intégrale de A dans son corps des fractions K.

Il est clair que, par définition, la fermeture intégrale de A dans L est entiere sur

A.

PROPOSITION 1.3.4. Soient A C B C C trois anneaux intégres. Si B est entier
sur A et C est entier sur B, alors C est entier sur A.

PREUVE. Soit x € C. Comme x est entier sur B, on a
T 4 by 12" 4 bz + by =0,

avec b; € B. Posons By = Albg, by, ... ,b,_1] et M = Bylz|. Alors M est de type
fini sur By et Bj est de type fini sur A car b, ... ,b,_1 sont entiers sur A. Alors, la
proposition 1.7 entraine que M est de type fini sur A. D’autre part, on a xM C M
(voir la démonstration du théoreme 1), ce qui fait que x est entier sur A.

PROPOSITION 1.3.5. Soit k un corps et soit B un anneau entier sur k. Alors B
est un corps.

PrREUVE. Il suffit de montrer que tout élément non-nul b € B est invérsible.
Comme b est entier sur k, il existe un polynéme non-nul f(X) € k[X] tel que
f(b) = 0. Alors anneaux k[b] engendré par b est isomorphe a k[X]/(f(X)) qui est
un corps (théoreme 0.2.3) ce qui signifie que k[b] est un corps et que b est inversible
dans k[b]. Comme k[b] C B, on en déduit que b est invérsible dans B.
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84 Anneaux intégralement clos

Dans ce paragraphe on garde les notations du paragraphe précédent. On note A
un anneau integre et K son corps des fractions.

DEFINITION. On dit que A est intégralement clos, si sa cloture intégrale (i.e. la
fermeture intégrale de A dans K ) est égale a A.

Un exemple important d’anneaux intégralement clos est donné par la proposition
suivante:

PrROPOSITION 1.4.1. Tout anneau factoriel est intégralement clos. En partic-
ulier, tout anneaux principal est intégralement clos.

PREUVE. On veut montrer que si x € K est entier sur A, alors x € A. Il existe
ao, a1, ... ,an_1 € A tels que

2" 4 ap_12" P+ .. 4 ag = 0.

D’autre part, le théoreme de décomposition en facteurs premiers permet d’écrire x
sous la forme = = «/3, ol v et B sont des éléments de A qui sont premiers entre
eux. Donc, on a

(@/B)" + an-1(a/B)" ' +... + a9 =0,
d’ou
Q" 4 an 10" B+ .+ agf” =0.

On en déduit que S divise a” et comme « et [ sont premiers entre eux, ceci signifie
que [ est une unité de A. Donc, on a x = a3~ ! € A, d’ou la proposition.

Maintenant nous démontrons le résultat principal de ce paragraphe.

THEOREME 1.4.2 (voir [S], §2.7, th. 1). Soit L/K une extension finie séparable.
Si A est noethérien et intégralement clos, alors la fermeture intégrale de A dans L
est un A-module de type fini.

DEMONSTRATION. Comme L/K est séparable, la forme trace:
(,): LxL—K,
(z,y) =Trp/k(vy)
est non-dégénérée et elle définit, ainsi, un isomorphisme
L~ Homg(L,K),
v fo,  fau(y) =Trp g (zy).

Soit wy, ... ,w, une base de L sur K et soit wj,...,w, la base duale, i.e.
1, sii=y
(w;) =1Tr wiw’) = ’
fwj( 2 r/x (ies;) { 0, sinon.
Par la proposition 2.1, il existe ¢ € A tel que cwi, ... ,cw! sont entiers sur A.

Soit B la fermeture intégrale de A dans L. Nous allons montrer que

(*) BCA(c 'w) +...+A(c w,).
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Si b € B, alors pour tout i le produit b(cw}) est entier sur A. Alors, par le théoréeme
0.3.2, on a Trp g (bcw;) € A, car Try g (bcw;) € K est entier sur A et A est
intégralement clos. Si on écrit b sous la forme

b=aiwi +...4+ apwn,

avec a; € K, alors un petit calcul montre que

Trr K (bew;p) = ZTTL/K(ajchwg) = a,c
j=1

et on obtient que a;c € A. Donc, on a a; € ¢ 1A et la formule (*) est établie.

Comme A est noethérien et comme A(c™twi) + ...+ A(c tw,) est evidemment
de type fini, on en déduit, en utilisant la proposition 0.1.9, que B est de type fini
sur A, d’ou le théoreme.

COROLLAIRE 1.4.3. Awec les hypotheses du théoréme 1.4.2, supposons de plus
A principal. Alors, la fermeture intégrale de A dans L est un A-module libre de

rang [L : K].

PREUVE. On a démontré que B est contenu dans
Alcrwy) 4. 4+ Al wy)

qui est A-libre de rang n = [L : K] (rappelons que wy, ... ,w, est une base de L sur
K). Comme A est principal, on en déduit que B est A-libre de rang < n. D’autre
part, B contient la famille libre cw/, ... ,cw!,, donc il est de rang n.

85 Anneaux de Dedekind

Dans ce paragraphe A est un anneau commutatif, unitaire, integre. Soit K =
Fr(A) 'anneau des fractions de A.

DEFINITION. Soient a et b deuz idéaur de A. On dit que a divise b si b C a.

Soit p un idéal premier. Alors
plab=p|aoup|b.

DEFINITION. On appelle idéal fractionnaire une partie a de A vérifiant les pro-
priétés sutvantes:

i) a est un A-module, c’est a dire

e a+ b€ a pourtous a,b € a;

e \a C a pour tout A € A;

it) il existe a € A tel que aa C A.

Remarquons que tout idéal a de A est un idéal fractionnaire.

PROPOSITION. Tout idéal fractionnaire b s’écrit sous la forme
b=ata={a'z | rca}

ot a est un idéal de A et a € A est un élément non-nul.



§5 ANNEAUX DE DEDEKIND 29

PREUVE. Soit b un idéal fractionnaire. Alors il existea € A tel quea=ab C A.
On voit que a est un idéal de A et que

b=a "a.

Soient a et b deux idéaux fractionnaires. On définit leur somme et leur produit
en posant
a+b={a+b|aca, beb}

a-b={) ab;|a;€a, b€ b},

et on vérifie que a 4+ b et a - b sont des idéaux fractionnaires.
On définit maintenant 'inverse d’un idéal fractionnaire a par

((%)) a' = {zeK|zal A}.

DEFINITION. Soit A un anneau commutatif, intégre. On dit que A est un anneau
de Dedekind si il vérifie les propriétés suivantes

i) A est noethérien;

i1) A est intégralement clos;

iit) tout idéal premier non-nul de A est maximal.

Démontrons d’abord la proposition suivante.
ProroOSITION 1.5.1. Tout anneau principal est un anneau de Dedekind.

PREUVE. On sait déja qu’un anneau principal est noethérien (prop. 1.2.1) et
intégralement clos (prop.1.4.1). En plus, tout idéal premier est maximal ( prop.
1.2.4). Donc, il est un anneau de Dedekind.

Le premier résultat important sur les anneaux de Dedekind est le théoreme:

THEOREME 1.5.2. Soit A un anneau de Dedekind. Alors l’ensemble F(A)
d’idéaux fractionnaires de A est un groupe abélien pour la multiplication. L’inverse
d’un idéal a € F(A) est donné par la formule (*).

PREUVE. Il est clair que le produit d’idéaux fractionnaires vérifie les propriétés
suivantes:

a(bc) = (ab)c,
ab = ba,
a(l)=a

Donc, le seul point difficile est de montrer la formule
aa” !t = (1).

Commencons par quelques résultats préliminaires. Le lemme suivant, bien que
technique, est le coeur de la démonstrarion.
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LEMME 1.5.3. Soit A un anneau de Dedekind et soit a C A un idéal. Alors il
existe une famille finie d’idéaux premiers

P17-~- 7P3§A

telle que p1 - p2---ps Ca.

DEMONSTRATION DU LEMME. On fait raisonnement par I’absurde. On considere
I’ensemble X formé par les idéaux I qui ne vérifient pas la conclusion du lemme.
Si le lemme est faux, X n’est pas vide et possede, donc, un plus grand élément a
pour l'ordre C . Il est clair, que a n’est pas premier (sinon on pose p; = a et on
obtient p; C a). Donc, il existe by, by ¢ a tels que biby € a. Posons a; = (b1, a)
et ag = (b2, a). Comme by,by ¢ a, on a des inclusions strictes a C a; et a C as.
D’autre part, a;as C a car bibs € a. Par définition de a, les idéaux a; et as vérifient
la conclusion du lemme, donc il existe des idéaux premiers pi,... , Pk, Pkt+1,--- 5 Ps
tels que

P pr € ag,

Prt1-Ps € ag,
d’ou
1 PEPra1 - Ps © azax C a.
Contradiction.

LEMME 1.5.4. Soit p un idéal premier. Alors p~tp = (1).

DEMONSTRATION DU LEMME. i) On montre d’abord que p~! # A. On fixe un
élément non-nul a de p. On utilise le lemme 1.5.3 et on choisit une plus courte
chaine d’idéaux premiers p1,... ,p, telle que

P pr—1pr C (a) Cy.

Alors p | p1 -+ pr—1p, d’0’u p | p; pour certain i. Pour simplifier la notation on peut
supposer i = 1. Comme tout idéal premier est maximal (A est de Dedekind!) on
en déduit que p = p;.

D’autre part, par le choix des idéaux pi,...,p, on a:

p2---pr € (a).
Dong, il existe b € py---p, tel que b ¢ (a), mais
bp =bp1 C p1--pro1pr C (a).
On en déduit que I'élément x = a~'b appartient & p~!. D’autre part, x ¢ A car

b¢ (a). On a démontré que p~! # A.
ii) Maintenant on peut montrer le lemme. Comme A C p~!, on a

pCpp ' CA

Comme p est maximal, il suffit de montrer que p C pp~—! pour conclure que pp~! =
A. On fait raisonnement par I’absurde. Supposons que p = pp~—1. Alors pour tout
x € plonaaxp Cp. Comme A est noethérien, I'idéal p est de type fini et le
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théoreme 1.2.3 implique que x est entier sur A. Comme A est intégralement clos, ceci
signifie que p~! = A. Mais dans la partie i) on a montré que p~—! # A. Contradiction.

Nous pouvons maintenant terminer la PREUVE DU T HEOREME 1.5.2.

i) On montre d’abord, que tout idéal est inversible. On fait une preuve par
’absurde. Sia = p, est premier, on a déja p~'p = (1) (lemme 1.5.4) ce qui montre
que p est inversible. Soit X I’ensemble des idéaux I non-inversibles de A i.e. tels
que IJ # (1) pour tout idéal fractionnaire J € F(A). Si le lemme est faux, alors X
est non-vide et possede un plus grand élément a. On a

ab £ (1),  Vbe F(A).

Comme a n’est pas premier, il existe un idéal premier (=maximal) p tel que a C p.
Comme A Cp~! ona
aCp laCpp=(1)

Montrons que a C p~la (inclusion stricte). En effet, comme dans la partie ii) de la
preuve du lemme 1.5.4, I'égalité a = p~'a impliquerait que p~! C A ce qui est faux
(lemme 1.5.4). Donc, on a a C p~la et par le choix de a I'idéal p~'a est inversible.
Il existe, donc, un idéal fractionnaire ¢ tel que

c(p~ta) = (1)
En posant b = p~'c, on obtient ba = (1), ce qui montre que a est inversible.
Contradiction.
ii) On montre maintenant la formule aa™! = (1). Par i), il existe b € F(A) tel

1

que ab = (1). Il est clair que b C a~! (voir la définition de a=!). Réciproquement,

soit x € a~!. Alors za C A, d’ou

x € z(ab) = (za)b C b.

1

Donc, a~! C b ce qui montre que a~! = b. Le théoréme est démontré.

THEOREME 1.5.5. Soit A un anneau de Dedekind. Alors tout idéal non-nul a
de A admet une décomposition et une seule de la forme

a=pip2---Pi,

oU P1,P2, ..., P sont des idéauxr premiers.

PREUVE. i) Démonstration par ’absurde. Supposons que le théoreme est faux.
Il existe, donc, un plus grand idéal a qui ne s’écrit pas comme produit d’idéaux
premiers. Soit p un idéal premier (=maximal) contenant a et soit b = ap~!. Alors
a C b et comme dans la preuve du théoreme 1.5.2 on montre que l'inclusion est
stricte. Alors a C b et par le choix de a I'idéal b s’écrit

b=pip2---pr.

Donc,

a=p(p~'a) =pb=ppip>-- P
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Contradiction.
ii) Montrons maintenant 'unicité de la factorisation. Soit

a=4dqiq92---qs

une autre factorisation de a. Alors

(*) pip2--Pr =4q1q92 - Ys-

On a q1 | p1p2 - - - pr. Comme q; est premier, il existe i tel que g1 | p; et comme p;
est maximal on en déduit que q; = p;. Pour simplifier la notation supposons i = 1,
d’ott q; = p;. En multipliant (*) par p;*, on obtient

P2 P =102 -0s.

En appliquant les mémes arguments a cette égalité on trouve que qs = ps etc... Le
théoreme est démontré.
§6. Propriétés des anneaux de Dedekind

Dans ce paragraphe on déduit quelques corollaires des théoreémes 1.5.2 et 1.5.5.
Soit A un anneau de Dedekind et soit P ’ensemble des idéaux premiers de A.
i) Tout idéal a de A s’écrit d’une fagon et d’une seule sous la forme:

a= H pnp(a)’

peP

ol ny(a) sont des nombres naturels presque tous nuls.

PREUVE. la formule découle directement du théoreme 1.5.5.

ii) Tout idéal fractionnaire a € F(A) s’écrit d'une fagon et d’une seule sous la
forme

a= H pnp(u),
peP

ol ny(a) sont des nombres entiers presque tous nuls.

PREUVE. Il existe a € A tel que b = aa est un idéal de A. Soient

b= H p”n(b)7

peP

(a) =[] pm

peP

les factorisations des idéaux b et (a). Alors,

a=(a)"'b = H pre (0)=np(a)
peP

et on pose ny(a) = ny(b) — ny(a).
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iii) Soient

a= H pnp(a)’

peP

b = H pnp(b)

peP

deux idéaux de A. Alors a | b si et seulement si
np(a) < nyp(b) pour tout p.

PREUVE. a | b si et seulement si il existe un idéal

c= H pnp(c)

peP

tel que b = ac. Donc, on obtient que n,(b) = ny(a) + ny(c), d’ou la propriété.

iv) On a
a+b= H pmin{np(a),np(b)},
peP
anb = H pmax{np(a),np(b)}‘
peP

PREUVE. Posons ¢ = a+b. Alors ¢ est le plus petit idéal tel que ¢ | a et ¢ | b. Un
utilisant iii) on obtient que ny(c) est le plus grand entier vérifiant n,(c) < ny(a) et
np(c) < ny(b), d’olt ny(c) = min{ny,(a),n,(b)}. La preuve de la deuxieme formule
est analogue et utilise le fait que a N b est le plus grand idéal tel que a,b | aNb.

Soit K le corps des fractions de A. Pour tout z = a/b € K* 'ensemble (z) = zA
est un idéal fractionnaire de A (b(x) = (a) C A) appelé idéal fractionnaire principal
engendré par . Comme (z)(y) = (zy) et (z)~! = (z71), les idéaux fractionnaires
principaux forment un sous-groupe FP(A) de F(A).

DEFINITION. Le groupe quotient
Cl(A) = F(A)/FP(A)

s’appelle le groupe des classes d’idéauz de A.

Il résulte de cette définition la propriété suivante:
v) A est principal si et seulement si Cl(A) = {1} (i.e. si CI(A) se réduit a son
élément neutre).

vi) Si ’ensemble P des idéaux premiers de A est fini, alors A est principal.

PREUVE. Soit P = {p1,...,pn}. Montrons que I'idéal p; est principal (le méme
argument marche pour tout p;). D’apreés le théoréme 1.5.5 p? # p; (unicité de
factorisation), donc on a une inclusion stricte p3 C p;. Choisissons a € py \ p7 et
considérons le systeme:

a (mod p?)
x =1 (mod po)
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Comme p; +p; = (1) si i # j, le lemme chinois (proposition 0.1.2) implique que ce
systéme est résoluble. Soit z une solution. Alors p; | (z), p3 1 (z) et p; 1 (z) pour
1 =2,...,n. Comme pq,...,p, sont les idéaux premiers de A ceci signifie que la
factorisation de (x) s’écrit

(z) = p1,

d’ou le résultat voulu.

§7. Localisation
7.1. Anneaux de valuation discrete.

DEFINITION. Soit A un anneau intégre. On dit que A est un anneau de valuation
discrete s’il est principal et possede un idéal premier non-nul m et un seul.

Donnons d’abord quelques propriétés élémentaires de ces anneaux.

i) Comme tout idéal maximal est premier, m est un idéal maximal de A et un
seul.
ii) Le groupe des unités U(A) de A est

U(A) = A\ m,
- ueU(A) & u ¢ m.

PREUVE. Siu € U(A), alors v ¢ m (sinon 1 = v~ 'u € m??). Réciproquement,
soit u ¢ m. Alors (u) € m et comme tout idéal # (1) est contenu dans un idéal
maximal on en déduit que (u) = (1). Donc, u est inversible.

iii) L’idéal m est principal. On appelle uniformisante de A un générateur = de
m. Si 7’ est une autre uniformisante, alors 7’ = um avec u € U(A).
iv) Tout élément non-nul a € A s’écrit
a=ur”,

avec u € U(A) et k € N.

PREUVE. On peut appliquer a A le théoreme de factorisation dans un anneau
principal ( théoreme 1.2.5). Comme un élément non-nul z € A est irréductible si
et seulement si (x) est premier (prop. 1.2.4), on obtient que

7 est irréductible < 7 est une uniformisante .

Le résultat s’en déduit.
v) Tout idéal non-nul de A est engendré par une puissance de .

PREUVE. Soit I un idéal. Comme A est principal, il existe a = un® tel que
I = (a) = (7%).

vi) Le quotient k = A/m est un corps appelé le corps résiduel de A.

7.2. Localisation.
Soit K un anneau integre et soit K son corps des fractions.
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DEFINITION. On appelle partie multiplicative une partie S de A vérifiant les
propriétés suivantes:

i)0¢ SetlesS,

it) Sia,b € S, alors ab € S.

Soit S une partie multiplicative et soit S~'A I’ensemble des éléments de ¢t eK
avec a € A et s € S. Comme

/ / /

a  a as’ ta's B
—:t—:—ESlA,
s s’/ ss’

/ /
a a aa _
—‘—l:—/GSlA,
s s Ss

S~ A est un anneau commutatif contenu dans K.
DEFINITION. S™'A est appelé la localisation de A par rapport a S.

Exemples. 1) Si S = {1}, alors S714 = A.

2) Si S = A\ {0}, alors S7'A = K.

3) L’exemple suivant est trés important. Soit p un idéal premier de A.
Alors S, = A\ p est une partie multiplicative ( ii) découle de la définition d’un
idéal premier). On note A, et on appelle anneau local de A en p la localisation

Sy A

PROPOSITION 1.7.1. Soient A un anneau intégre et S une partie multiplicative
de A.

i) Soit I' un idéal de ST1A. Alors I = I' N A est un idéal de A vérifiant I' =
I(S71A).
i1) L’application
pP=p=p'NnA
est une bijection entre les idéaux premiers de S™'A et les idéaux premiers p de A

tels que p NS = . L’application réciproque est

pp =p(STA).

PREUVE. Voir, par exemple, [S], §5.1.

COROLLAIRE 1.7.2. Soit p un idéal premier. Alors pA, est un idéal mazimal
de A, et un seul.

PREUVE. Soit m’ un idéal maximal de A,. Alors il existe un idéal m C A tel
que mN S, = & tel que m’ = mA,. La condition m NS, = & implique m C p, d’ou
m’ C pA,. Le corollaire est démontré.

7.3. Localisation des anneaux de Dedekind.

PROPOSITION 1.7.3. Soient A un anneau de Dedekind et S une partie multi-
plicative. Alors S™'A est un anneau de Dedekind.

PREUVE (VOIR AUSSI [S], §5.1). i) On montre d’abord que S™! A est noethérien.
Soit
ILCcr,c...
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une chaine croissante d’idéaux de S™1A. Posons I; = I /M A. Alors on a une chaine
croissante d’idéaux de A :

L CI, C....
Comme A est noethérien, il existe n tel que I, = I,,11 = ... . Mais I = I;(S™1A),
dou I, =1, ; =....Donc ST'A est noethérien.

ii) On montre que S~!A est intégralement clos. Soit x € S™1A4 un élément entier

sur S~ 1A ie.
An—1 n—1

a1 ao
"+ " =+ — =0.
Sn—1 s1 S

Soit s = s,,_1 - $150. Alors y = sx vérifie I’équation

yn_'_ (anflsn—Q-..SO)ynil + -+ — 0’

i.e. il est entier sur A. Comme A est intégralement clos, onay € A, dotxz € S~'A.

iii) On montre que tout idéal premier p’ de S~!A est maximal. Soit m’ un idéal
contenant p et soient p =p’' N A et m =m’ N A. Comme p est maximal dans A, on
am=p, doutm’ =m(S71A) =p’. Donc, p’ est maximal.

THEOREME 1.7.4. Soit A un anneau de Dedekind.
i) Pour tout idéal premierp C A l'anneau A, est un anneau de valuation discreéte.
ii) Son corps résiduel Ap/my, est isomorphe a ky, = A/p.

PREUVE. A, est un anneau de Dedekind (prop. 1.7.3). Par le corollaire 1.7.2,
pA, est 'unique idéal premier de A, et en utilisant la propriété vi), du §6 on en
déduit que A, est principal.

Comme pA, N A =yp (voir prop. 1.7.1), I'inclusion A C A, induit une inclusion

Il reste & montrer qu’elle est surjective. Soit y = a/s € A, s ¢ p. Comme p est un
idéal maximal, on a (s) +p = (1), i.e. il existe b € A et ¢ € p tels que sb+ ¢ = 1.
Posons z = ab € A. Alors ac/s € my,, d’ou

y: :ab+ =X (mOd mAp)«

a ac
s s
Donc ip(7) = . +my, =y +my, d'ou la surjectivité.

Ezemple. Soit p un nombre premier et soit (p) I'idéal principal engendré par p.
Alors la localisation Z,) de Z en (p) coincide avec I’ensemble des rationnels x = ¢
avec a,s € Z tels que p{ s. Par le théoreme 1.7.4, Z, est un anneau de valuation
discrete. L’idéal maximal de Z,) est

(p) = {g : pla,pTS}-
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68. Extensions

8.1. Dans cette section on étudie le comportement des idéaux premiers dans
les extensions A C B ou B est entier sur A. Dans la section 8.2 on applique ces
résultats aux anneaux de Dedekind. Nous commencons par un lemme technique
mais tres utile en théorie des modules.

LEMME 1.8.1 (DE NAKAYAMA). Soient A un anneau et a un idéal de A qui est
contenu dans tous les idéaux mazrimaux de A. Soit M un A-module de type fini. Si

aM = M,
alors M = {0}.

PREUVE. Soit my,...,m, un systeme de générateurs de M. Alors aM = M
implique que tout m; s’écrit:

m; = ;1M1 + G2Mg + « - QM

avec a;; € a. On obtient, ainsi, un systeme

(1 —ai1)my —ajgmg — -+ — a1pmy, =0
—a9g1Mm1 + (1 — agg)mg — = A9y, My = 0
—Qp1my — ap2)ma — -+ (1 — app)my, = 0.

Si on pose X = (a;5)1<i,j<n, €t Y = I, — X, alors ce systeme s’écrit

m1 0

ma 0
(*) v| .| =

My, 0

Comme a;; € a, on voit que det(Y) € 14 a. Soit m un idéal maximal de A. Comme
a C m, on en déduit que det(Y') ¢ m, ce qui signifie que det(Y') n’appartient a aucun
idéal maximal de A. Donc, det(Y") est une unité de A et la matrice Y est invérsible
sur A. En multipliant (*) par Y ! on en déduit que m; = 0, d’ot le lemme.

COROLLAIRE 1.8.2. Soient Aun anneau intégre et p un idéal premier de A. Soit
M un Ap-module vérifiant
pM = M.

Alors M = {0}.

PREUVE. Comme pA, est I'unique idéal premier de A,, on peut appliquer le
lemme de Nakayama en posant a = pA,.

Soit A C B une extension d’anneaux. Soient p C A et P C B des idéaux
premiers. On dit que P est au-dessus de p (ou que B divise p), si

p="PNA.

Si P est au-dessus de p, le passage aux quotients donne une injection

Afp = A/(ANP) — B/P.

On utilise le lemme de Nakayama pour démontrer la proposition suivante:
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PROPOSITION 1.8.3. Soit A C B et soit p un idéal premier de A. Si B est entier
sur A, alors

i) pB # B;

i1) il existe un idéal premier B de B au-dessus de p.

PREUVE. i) On sait que m4, = pA, est I'unique idéal maximal de A,. Soit B,
la localisation de B par rapport a la partie multiplicative S, = A\ p. Alors By, est
un Ap-module et on a

Il suffit, donc, de montrer que ms,B, # By. On montre cette assertion par
I'absurde. Si mg, B, = By, alors

(*) 1:a1b1+"'+anbna

avec a; € ma, et b; € By.
Posons By = Ap[b1,... ,by]. Alors By est de type fini sur A, (théoreme 1.3.2) et

mApBO = BO

(grace a (*), on a By C my, By, I'inclusion By C ma, By est automatique). En
appliquant le corollaire 1.8.2 a By , on obtient By = 0, d’ou b; = 0 et 1 = 0.
Contradiction.

ii) Comme my, B, # By, il existe un idéal maximal 9 de B, tel que

my, B, €.
Onamy, CMN A, et comme my4, est maximal, on a
MNAp =my,.
Posons P = M N B. Alors B est un idéal premier de A et on a
PNA=MNA=MNA,)NA=my, NA=p

(voir proposition 1.7.1). La proposition est démontrée.

PROPOSITION 1.8.4. Soit B un anneau entier sur A. Un idéal B C B est max-
imal si et seulement si p =P N A est maximal.

PREUVE. i) Si ‘P est maximal, alors [ = B/B est un corps et A/p C [. Comme
B est entier sur A, le corps [ est entier sur A/p. On applique la proposition 1.8.3 &
I'anneau A/p. Si p n’était pas maximal, A/p ne serait pas un corps et il existerait
un idéal maximal non nul m de A/p. Par la proposition 1.8.3, il existerait un idéal
maximal 9 de [ au-dessus de m ce qui est absurde car [ est un corps.

ii) Réciproquement, supposons que p est maximal. Alors B/ est entier sur A/p
et il suffit d’utiliser la proposition 1.3.5 pour conclure que B/B est un corps.

8.2. Extensions des anneaux de Dedekind.
Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps des fractions. On fixe une
extension finie et séparable L/K de K.
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PROPOSITION 1.8.5. Soit B la ferméture intégrale de A dans L. Alors B est un
anneau de Dedekind.

PREUVE. Il resulte du théoreme 1.4.2 que B est un A-module de type fini.
Comme A est noetherien on en déduit que B l'est aussi (cf. théoreme 0.1.9).

Soit x est un élément du corps des fractions de B qui est entier sur B. Alors (voir
prop. 1.3.4) il est entier sur A, d’out € B. On en déduit que B est intégralement
clos.

Il reste de montrer que tout idéal premier de B est principal. Soit 8 C B un
idéal premier. Alors p = P N A est un idéal premier de A qui est maximal car A
est un anneau de Dedekind. On déduit de la prop. 1.8.4 que B est maximal dans
B.,d’ou la proposition.

Maintenant on veut étudier le comportement des idéaux de A dans 'extension
L/K. Soit p un idéal premier de A et soit pB l'idéal qu’il engendre dans B. Soit

pB = Pt B

la décomposition de pB en produit d’idéaux premiers de B. Chaque idéal B3; divise
pB, ce qui signifie que p C P; N A et comme P; N A est un idéal premier on obtient
que

p=9,NA i=1,2,...9,

i.e. que PB; sont au-dessus de p. Réciproquement, si P est au-dessus de p, alors
pB C B, i.e. P est un diviseur premier de pB.
L’inclusion A C B induit une inclusion

Alp=A/(B:NA) C B/P;

ce qui signifie que le corps résiduel Iy, de B en PB; est une extension du corps
résiduel k, de A en p.

DEFINITION. Le degré f; = f(Bi/p) de ly, /ky est appelé Uindice d’inértie ou le
degré résiduel de 'extension L/K en *B; .
Le nombre e(*B;/p) = e; est appelé indice de ramification.

Soit K C L C M une tour des corps et soit A C B C (' la tour correspondante
des fermétures intégrales. Soient p C A, q C B et P C C trois idéaux premiers tels
que q est au-dessus de p et P est au-dessus de . On a les formules suivantes qui
découlent des définitions:

fF(B/a) fa/p) = f(B/p),
e(B/a)e(a/p) = e(F/p)-

THEOREME 1.8.6. On a

g

Zeifi: [LK]

1=1

PREUVE. (voir [S], §5.2, th.1). En utilisant par exemple la formule iv) du §6 on
voit que

P +Py =), siiF]
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Soit By la localisation de B par rapport a S, = A\ p. Nous allons utiliser les
propriétés suivantes de By, :

a) Par la proposition 1.7.1 les idéaux premiers de B, sont de la forme Sy I3, ou
B est un idéal premier de B tel que P NS, = . Soit g = PN A. Alors la condition
B NS, = T signifie que q = p i.e. que les idéaux premiers de B, sont exactement
Pi=S"Pi,i=1,...,9

b) Par la propriété iv), §6, 'anneau B, est principal;

c) Par le théoreme 1.7.4, A, est un anneau de valuation discrete. En particulier,
il est principal et By, est un Ap-module libre de type fini sans torsion. Par la théorie

des module sur un anneau principal, By est libre sur A;. Si by,... , b, est une base
de By, alors , comme, K (résp. L) est un corps des fractions de A, (résp. de B,)
on voit que by, ... , b, est une base de L sur K, i.e. que n = [L: K].

Passons maintenant a la démonstration du théoreme. Les idéaux ‘i?z sont deux
a deux premiers entre eux et le lemme chinois (prop. 0.1.2) donne:

(1) By /pBy == (By /BT) x -+ x (By/B5?).
Comme By, est Ap-libre de rang n = [L : K], il est isomorphe a Afon). Soit k, = A/p
le corps résiduel de A en p. Alors,

By /pBy = (Ap/pAy)" = kz(an)-
On en déduit que By /pBy est un ky-espace vectoriel de dimension
(2) dimg, (Bp/pBy) = [L: K].
Calculons maintenant les dimensions dimy, (B, /PBS). Comme B, est principal, il
existe un élément irréductible m; € B, tel que ‘i?, = (m;). Donc,

By 5t = By /().

Considérons la chaine d’idéaux

(m)% C (r&Y) € ... C (m) C By.

(2

On a
(7Tz')m/(7fz‘)m+1 = (WTBP)/(W?HB:D) ~ By /(7 By) = Bp/‘i‘z‘ = lyp,.

Donc, pour tout m, le quotient (m;)™/(m;)™ ! est un ky-espace vectoriel de dimen-
sion [ly, : ky] = fi. Alors,

dimy, (By/(m") =
(8) = dima, (By/(m) + dimy, ((m:) /(7)) + -+ + dimy, (7 7) /(x5)) =
=fitfit+t -+ fi=eifi

D’autre part, la décomposition (1) donne

g
dimy, (By/pBy) = > dimy, (B, /BE)

i=1
et il suffit de mettre ensemble (2) et (3) pour conclure.

Si l'extension L/K est galoisienne, on peut démontrer un résultat plus précis.
Voir le théoreme 2.6.7.
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§9. Les homomorphismes de norme et de I’injection pour les idéaux

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, L /K une extension
finie séparable et B la fermeture intégrale de A dans L. On note F(A) (resp.
F(B)) le groupe des idéaux fractionnaires de A (resp. de B). On va définir deux
homomorphismes:

ig/a © F(A) — F(B),
Npja : (B) — F(A)

appelés I'injection et la norme. Comme F(A) (resp. F(B)) est un groupe abélien
libre engendré par les idéaux premiers non-nuls p de A (resp. B de B), il suffit de

définir ig/a(p) (resp. Np,a(P)). On pose

ip/a(p) =pB = [[ B,
Blp

Npa(B) = p/ B/, oup=PNA.

Voici deux propriétés élémentaires qui découlent directement de cette définition:

i) Sia e F(A), alors
Npjalip/a(a)) =a”, oun=[L:K].

ii) Soit p un idéal premier non-nul de A. On pose A, = SglA, B, = Sng et
pour tout idéal b de B on note b, I'idéal bB, de B,. Alors

NBp /Ay (bp) = NB/A(b)p-

PREUVE. Il suffit de vérifier ces formules pour les idéaux premiers.

i) Comme Z e(B/p)f(B/p) = n, (voir le théoréeme 1.8.6) , on a:
Blp

Npjaliprap) = Npsa | [] B | = T pe®/m/®/e) = pn,
Blp Plp

ii) Soit £ un idéal premier de B et soit ¢ = QN A. Si g = p, alors Q, est un
idéal de B, au-dessus de pA, et on a

NB,,/Ap (Qp) = (PAp)f(Q/p) = Pf(Q/p)Ap = NB/A(Q)p-

Siq #p,alors S, NQ # T et Q, = By, dott N, 4, (Qp) = Ap et Npja(Q)p =
Sp_qu(g/q) :AP'

PROPOSITION 1.9.1. Si 3 € L*, alors Np,a((B)) coincide avec l'idéal principal
engendré par N /i (B) :

Ngya((B)) = (Np/x(8)).

PREUVE. a) Supposons d’abord que A est un anneau de valuation discréte. Soit
7 une uniformisante de A. Alors p = (7) est 'unique idéal premier non-nul de A.
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Par la proriété iv), §6 B est principal et de type fini sur A. Comme de plus, B est
sans torsion, il est libre sur A. Soit eq1,...,e, une base de B sur A. Comme les
applications N /A et N, g sont multiplicatives, il suffit de vérifier la formule pour
les éléments irréductibles I1 € B. Soit B = (II). Alors B | p et

f(B/p) = dimy,ly;  ouky=A/p, Iy = B/PB.
Soit fi1 : B — B l’application "multiplication par I1”:
fu(z) =1z

et soit M(II) la matrice de fi; dans la base {e;} :

€1 €1

€2 €2
Ju =M(I) | .

€n €n

Par le théoreme des diviseurs élémentaires, il existe des matrices inversibles U,V €
GL,(A) telles que

A 0 ... 0
UMIDV =0 X ... 0], X=7% X\|Xis1.
0O O An
Posons
U1 €1
(15) €2
=U
U, en
et
(% €1
V2 _ -l €2
Up, en

Comme U et V sont inversibles sur A, les familles {u;} et {v;} sont des bases de B
sur A et on a

U1 €1 V1 U1
s e v M0 0 [y
fml Jl=vMan| T |=uvM@mv ] T l=[0 x ... 0 o,
: : : 0 0 ... X\ :
Unp, €n Un, Un

ie. frr(u;) = \jv;. Donc
m =1IB = fH(B) = )\1A’Ul + ...+ )\nAUn,
ce qui montre qu’en tant que ky,-module, ly = B/*B est isomorphe a

ATy @ Af(n*2) @ - @ Af (7).
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On en déduit que
dimkplsp = kl + k2 R kn7

d’ou

Npja(B) = (ghrthetthn) — (A Xy ).

D’autre part, on a

M 0 ... 0
N x(II) = det(M(II)) = (det(U)) " det(V)| 0 Az ... 0
0 0 A

Comme det(U) et det(V') sont des unités on obtient que
(Np/k () = (A1Az -+ An),
d’ott Ny () = (Np/x (1D)).

b) Considérons maintenant le cas général. Pour montrer que Np/a((8)) =
(N1,x(B)) il suffit de montrer que pour tout idéal premier p de A on a

(*) Npa((I))p = (N, i (1))

Par la propriété i) on a Np,a((8))p = NB, /4, ((B)p), et la formule (*) se reécrit:

NB,a,(BAy) = Np/k(B)Ap.

Comme A, est principal, la derniere formule découle de a), d’ou la proposition.
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CHAPITRE II. VALUATIONS

§1. Valeurs absolues

1.1. Valeurs absolues.
DEFINITION. Soit K un corps. On appelle valeur absolue sur K une fonction
|- : K =R

satisfaisant aux trois propriétés suivantes:
i) On a ||z|| = 0 pour tout x € K et ||x|| =0 si, et seulement si, x = 0;
it) Pour tous z,y € K on a

eyl = Nzl yl;

ii1) Pour tous z,y € K on a

Iz +yll < flz]l + lyll-

Ezemples. 1) La valeur absolue définie par ||z|| = 1 si z # 0 est dite triviale.
2) Soit K = Q,R ou C. Alors la fonction "module” z + |z| est une valeur ab-
solue sur K.

Donnons quelques propriétés élémentaires des valeurs absolues:
i) On a
il = =1kl = 1.
PREUVE. On a
il =1k -1kl = 1kl 11k
d'ou ||1x| =1 et
I =1kl = (1) (=)l = 1kl = 1,

d'ou || — 1g|| = 1.

ii) Pour tout n € N on a

Inlg| < n.
PREUVE. On a
el =11 +- -+ 1l < 1kl + -+ 1kl x = n.
n },ois n },ois
iii) Pour tout x € K on a
| =l = =]
iv) On a
lo =] =l
six # 0.

v) Pour tous z,y € K on a

[zl = Nyl [< [Jlz =yl
PREUVE. On a
[zl = [z —y +yll < [lz =yl + llyl,

d’ou ||z|| — ||ly]| < ||z — y||. En appliquant le méme argument a ||y|| on obtient que
lyll = |lz|| < |l — y||, d’ott 'inégalité voulue.
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PROPOSITION 2.1.1. Soit || -|| : K — R une application vérifiant les propriétés
susvantes:

i) ||z|| = 0 pour tout x € K et ||z|]| =0 si, et seulement si, = 0;

it) Pour tous z,y € K on a

lzyll = [l lyll-
Alors || - || est une valeur absolue si et seulement si
(*) Iz <2 pour tout x tel que ||z| < 1.
PREUVE. Si || - || est une valeur absolue, alors pour tout = vérifiant ||z|| < 1 on
a
1+ 2]l < U+ =] < 2.
Réciproquement, supposons que || - || vérifie (*). Alors pour tous z,y € K on a

[z +yll < 2maz ||, [lyl/}

(si, par exemple, ||z|| < ||ly||, on pose & = x/y et on applique (*) & «.) Par récurrence
on obtient:

2m
1Yl < 2mmaz{ |l |1 < < 2™}
1=0

pour tous x; € K. Si n est un nombre naturel quelconque il existe m tel que
2m—1 < < 2™ Pour tous z1,...,x, € K on obtient (en ajoutant 2™ — n termes
nuls):

n
ISl < 2 maz e |1 < i < n} < (2n)mazf a1 < i < n}.
i=1
En particulier, pour tout n € N on a

In|| < 2n.

Maintenant nous pouvons montrer que (*) implique I'inégalité triangulaire. Soient
x,y € K. Alors pour tout n on a:

lz + " =@+ )" = 1D Chaly™ | < NC k| ] flyl™ || <
i=0 i=0
<2> Chllzl lyl"" = 2(llz] + ly])™
i=0
Donc

lz + yll < 24" ([l + llyll)

pour tout n € N. En passant a la limite quand n — oo on obtient ||z+y/| < ||z|/+|y||-
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Soit || - || une valeur absolue sur K. Posons

d(z,y) = [lz -yl .
Alors d est une distance sur K i.e. elle vérifie les propriétés suivantes:
i) d(z,y) = 0 et d(z,y) = 0 si, et seulement si, x = y;
ii) d(z,y) = d(y, z) pour tous z,y € K;
iii) Pour tous z,y,z € K on a

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire).
On appelle boule ouverte de centre a € K et de rayon r > 0 ’ensemble
B(a,r) ={zx € K|d(z,a) < r}.

La distance d définit une topologie sur K. Plus précisement, on dit que U C K est
un ouvert, si pour tout z € U il existe r > 0 tel que B(z,r) C U. On peut dire
aussi que U est un ouvert s’il s’écrit comme union des boules ouvertes. Une suite
{x,} converge vers x € K si, et seulement si, pour tout € > 0 il existe N tel que
pour tout n > N

d(z,zy) = ||z — z,| <e

PROPOSITION 2.1.2. Soit K un corps muni d’une valeur absolue. Les applica-
tions sutvantes sont continues:

) {H-H:K—>R,
x = ||zff;
9 {fa K x K — K,
11
falz,y) =2 +y;
{fm : K x K — K,
i4i)

fm(z,y) = 2y;
, 1 K" — K*,
w) { i(r) =x L

PREUVE. i) Soit € > 0. Posons § = €. Par la propriété v) pour tous z,z’ € K
vérifiants ||z — 2’| < d on a

[l = 12l < flz — 2]l <e,

d’ou la continuité de la valeur absolue.
ii) Soit € > 0. Posons 6 = ¢/2. Si ||z —2'|| < d et |[ly — /| < I, on a

I fa(z,y) = fala", y)| < llz =2 + ly - ¥l <e.
iii) Soient x,y € K. Pour tout € > 0 posons

5:min{ﬁ, < \/6/_3}

3llyll’
Alors, si ||z — /|| < d et ||y — /|| < J, on a:
| fm(2,y) = fn (2" )l = l2(y =) + (2 — 2y + (z = 2") (¥ —y)]| <
< llzlllly =o'l + lyllly = o'l + llz = 2"llly = ¥/l < e.

iv) La preuve est essentiellement la méme (et facile).
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DEFINITION. On dit que deux valeurs absolues || - |1 et || - |2 sur K sont
équivalentes, si elles définissent la méme topologie.

Nous admettons la proposition suivante (voir [L], chapitre 12, prop. 12.1.1 pour
démonstration):

PROPOSITION 2.1.3. Soient || - |1 et || - ||2 deuz valeurs absolues non-triviales
sur K. FElles sont équivalentes si et seulement si la relation ||z|y < 1 implique
|z||2 < 1. Si elles sont équivalentes, il existe ¢ > 0 tel que pour tout x € K

]l = llll3-

1.2. Complétions.
Soit K un corps muni d’une valeur absolue non-triviale. On dit que {z,} est
une suite de Cauchy, si pour tout € > 0 il existe N tel que pour tous n,m > N

A(Tp, T) = |20 — || < €.
DEFINITION. On dit que K est complet pour la valeur absolue || - || si toute suite

de Cauchy est convergente.

Le théoreme suivant dit, en gros, qu’on peut toujour ”compléter” K en le
plongeant dans un corps complet.

THEOREME 2.1.4. Soit K un corps muni d’une valeur absolue || - ||. Il existe un
| et un plongement i : K — K wvérifiant

corps K muni d’une valeur absolue || -
les propriétés suivantes:
i) la valeur absolue || -

i prolonge || - || i.e. pour tout x € K on a

li(2)l1 & = NIl

i) K est complet pour la valeur absolue || -
iii) i(K) est dense dans K.

Si (K,|| - || z,) est un autre corps muni d’une valeur absolue et d’un plongement
i+ K < K avec les mémes proprétés, alors il existe un unique isomorphisme

K

tel que
i) j est compatible avec les valeurs absolues, i.e. |j(x)||z = ||zl z pour tout
r e K;

i1) les plongements 1 et i sont compatibles avec j i.e.
i(z) = j(i(z)) pour tout x € K.

On peut résumer ce théoreme en disant qu’il existe un corps complet K
contenant K tel que K est dense dans K et un seul.

PREUVE. (voir [L], §12.2, proposition 12.2.1). Démontrons d’abord 1'unicité.
Dans la démonstration nous utilisons plusieurs fois I’observation suivante: comme
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I
I'est dans ~I§' . .
Soit (K,|| - ||z,?) un autre corps vérifiant i)-iii). Nous allons construire

I, {xn} C K est une suite de Cauchy si, et seulement si, {i(z,,)}

I’application j : K — K de fagon suivante. Comme i(K) est dense dans K ,
pour tout x € K il existe une suite r, € K telle que z = lim,, z(xn) Comme z,,
est une suite de Cauchy, la suite {i(x,)} C K l’est aussi et comme K est complet
on peut poser

j(z) = lim i(z,).

n—oo
On va montrer que j(z) est bien défini, i.e. qu’il ne dépend pas de choix de la
suite {z,}. Soit {z] } une autre suite telle que lim,,_,o, =/, = z. On construit une
nouvelle suite {a,,} en posant

a1 = I,
. /
O[Q — :El,
a3 = Ta,
o /
064 — :Cz,

i.e.
{ T(nt1)/2, St n est impair,
Qp =

x;/Q, si n est pair.
Alors lim,, o i(cw,) = x et en appliquant le méme argument on voit que la suite
i(a) converge dans K. Donc, les sous-suites {i(z)} et {i(z,)} de {Zan)} converge
vers le méme élément, i.e.

. ~ /
nh_)rlgoz(mn) = nh_)rgloz(an) = 11_>H1 i(wn) = j(2),

ce qui montre que j(x) ne dépend pas du choix de {x,}.
Siz = limy, 00 i(x,) et y = lim, o0 i(yn ), alors
4y = lim (i(zn) +i(yn)) = lm i(zn +yn),
n—oo
Ty = nlggo( W(Zn)i(yn)) = lim i(znyn),
d’ou ' ' .
J@+y) =j@)+ i),
Jlwy) = j(x) j(y).
On en déduit que j est un homomorphisme de corps. Par construction, on a
j(i(z)) = i(z), si x € K (si # € K on peut poser x, = z). En particulier,
’homomorphisme j est non-nul, donc injectif. Pour montrer qu'’il est surjectif on
remarque que comime Z(K ) est dense dans K pour tout z € K il existe une suite
{2,} dans K telle que z = lim,_,o0 7(2,). Comme {z,} est une suite de Cauchy,
on peut poser z = lim,_, i(z,). Alors, par définition, on a z = j(x), d'ou la
surjectivité de j.
Donnons maintenant la preuve de l'existence du corps K vérifiant i)-iii). Soit

C(K) l'ensemble des suites de Cauchy {z,} dans K. On définit la somme et le
produit des deux suites de Cauchy en posant

{zn} +{yn} = {zn + yn},
{zn} {yn} = {znyn}
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On vérifie facilement que {z, + y,} et {x,y,} sont des suites de Cauchy. Donc,
C(K) est un anneau commutatif pour ’addition et la multiplication terme & terme.
Soit
Iy = {{z,} C K| lim z, =0}.
n—oo

On va montrer que I est un idéal maximal de C'(K). Il est clair que si {z,, }, {yn} €
Ik, alors {x,} + {yn} € Ik. Soient maintenant {x,} € Ix et {y,} € C(K) une
suite de Cauchy quelconque. Alors {y,} est bornée (la preuve est exactement la
méme que dans le cas ”"classique”) i.e. il existe C tel que ||ly,| < C pour tout n.
Alors,

Jull = ]l )] < Cllanll =50,

ce qui montre que {z,} {y,} € Ix. Donc, Ik est un idéal. Pour montrer qu’il est
maximal il suffit de remarquer que si {z,} ¢ Ik, il existe M > 0 et N € N tels que
|xn| = M, sin>N.

On définit une suite {y, } en posant y, = z,,! sin > N. On a

HZ/ —y H — i L — ||.I‘n — Z(Jm” < ||.I‘n — (L‘m”
neam Ty T Tnm M2
ce qui montre que {y,} est une suite de Cauchy. Comme {z,}{y,} = 1, on

en déduit que {z,} est inversible dans C'(K). Donc, tout élément de C(K) qui
n’appartient pas a Iy est inversible ce qui entraine que l'idéal I est maximal.
On définit le corps K comme le quotient
K = C(K)/I(K).
Le corps K est plongé dans K ”sur la diagonale”: l'image i(r) de x € K est la
classe de la suite constante x,, = x. La valeur absolue de K se prolonge sur K par
continuité: si {z,} € C(K) représente une classe o € K, on pose

lallz = lim ]

(Remarquons que l'inégalité | ||z,| — ||zm]|l |< ||zn — %] implique que ||x,]| est
une suite de Cauchy dans R, d’ou la convergence.) Par construction, le corps K est

dense dans K. X A
Il reste & montrer que K est complet. Soit {«,} une suite de Cauchy dans K.

Comme i(K) est dense dans K, pour tout o, il existe z,, € K tel que ||, — |z <
1/n. Soit € > 0. Alors il existe N tel que pour tous n,m > N on a

[i(zn) — anllg < €/3,

lom — am|lx < €/3.

Donc, pour tous n,m > N on a

[#n = 2m || < [[i(zn) — omll g + lan — am|l g + llom —i(@n) |z <€
ce qui montre que {z,} est une suite de Cauchy. Posons o = lim,,_,oc i(zy). En
utilisant I'inégalité

K

lom — el g < llem —i(zn)l g + [li(2n) — a

on montre facilement que «,, converge vers a. Donc K est complet.

Pour simplifier la notation nous allons identifier K & son image i(K)
dans K. En particulier, nous allons écrire = au lieu de i(x).
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§2. Prolongement des valeurs absolues: cas de corps complet

2.1. Préliminaires.
Dans ce paragraphe K désigne un corps complet pour une valeur absolue non-
triviale || - ||x. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r > 0 ’ensemble:

Bf(a,r) ={rx e K| ||z —a||lx <r}.

Comme 'application || - ||k : K — R est continue (proposition 2.1.2) on voit que
By(a,r) est une partie fermée de K.

Soit B(a,r) I'adhérence de la boule ouverte B(a,r) dans K. Par continuité on
obtient que B(a,r) C By(a,r). Bien que dans les cas ”classiques” (par exemple
pour K =R ou C) on a B(a,r) = Bf(a,r) en général on a uniquement l'inclusion.

Rappelons la définition d’un espace topologique localement compact.

DEFINITION. Soit X un espace topologique. On dit qu’il est localement compact
st pour tout x € X il existe un voisinage ouvert U, de x tel que l’adhérence U, soit
compacte.

Ezemple. R et C sont localement compacts.

PROPOSITION 2.2.1. Soit K un corps complet pour une valeur absolue || - || k.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) K est localement compact;

ii) Pour tout a € K il existe r > 0 tel que By¢(a,r) est compact.

iii) Pour tous a € K et r > 0 la boule fermée By(a,r) est compacte.

PREUVE. i) = ii). Comme K est localement compact, il existe un voisinage
U, de a tel que U, soit compact. Soit ' > 0 un réel vérifiant B(0,r") C U. Si
r < r', alors By(a,r) C B(a,r") C U,. Comme une partie fermée d’un compact est
compacte, on obtient que B¢(0,r) est compact.

i1) = 4i1). Comme la valeur absolue sur K est non-triviale, il existe A # 0 tel
que ||[A|x < 1. En remplacant A par A" pour n assez grand on voit que pour tout
e > 0 il existe A # 0 tel que ||\||x < e.

Soit r > 0. Par ii) il existe 7" > 0 tel que By(0,7") est compact. Choisissons A
vérifiant ||A||x < r'/r. Soit hy : K — K l’application ”multiplication par A”:

hx(x) = Az.

Par la proposition 2.1.2 ii) hy est continue et hy-1 est 'application réciproque de
hx. Donc, hy est un homéomorphisme de K sur K.

En particulier, F' = hx(B(O,r)) est une partie fermée et par le choix de A on
a I C B¢(0,r"). Donc F' est compact. Comme B¢(0,r) et F' sont homéomorphent
on en déduit la compacité de B(0,r).

Il reste a remarquer que la translation

K — K,

rT—a+x

est un homéomorphisme qui envoie By (0, r) sur By(a,r) d’olt on obtient que toute
boule fermée B(a,r) est compacte.
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iii) = i). Comme B(a,r) C By(a,r), I'hypothese iii) implique la compacité de
B(a,r).

Pour étudier les prolongements des valeurs absolues aux extensions finies nous
avons besoin de la notion de norme sur un espace vectoriel.

DEFINITION. Soit K un corps muni d’une valeur absolue || - ||k et soit V' un
K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle norme sur V' une fonction

|-llv : V=R

telle que:
i) pour tout v €V on a |7 |lv =0 et | V|lv =0 si et seulement si v = 0;
i) pour tous a € K et v €V on a

1o v = llall x| 7 llv;
ii) pour tous W,V €V on a
I+ Pl < 1@ v + 17 |lv
Ezxemples.1) Soit €1,..., €y une base de V. Tout v € V s'écrit:
T =a1 €1+ +Tp €n,

avec z; € K. Posons

n
171 = llzillx,
=1

n 1/2
_>
1772 = (ZH%H%{) ,
i=1

17 ]l = max lzi|x.
1

<i<n
Alors || - ||1, || - ||2 et || - ||oo sont des normes sur V' (qui dépendent, bien sur, du
choix de la base €1,..., €,). La vérification des propriétés i)-iii) pour ces normes

est bien connue si K = R et dans le cas général ca marche pareil.
2) Soit M,,(K) l'espace vectoriel des matrices carrées de taille n & coefficients

dans K. Alors la norme || - || par rapport a la base canonique de M, (K) s’écrit:
1Ml = max faijllxe, M= (aij)i<ij<n-

Cette norme joue un role important dans la preuve du théoreme 2.2.7.

Soient @ € V et r > 0. L’ensemble
B(E),'r’) = {7 eV ||7 — 7HV <r}

est appelé la boule ouverte de centre @ et de rayon 7. On dit que X C V est un
ouvert si et seulement si pour tout @ € X il existe r > 0 tel que

B(7,r) C X.

Donc, une norme || - ||y définie une topologie sur V.
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DEFINITION. Deuz normes || - ||v et || - ||}, sur V sont dites équivalentes s’il

existe des réels Cy,Csy > 0 tels que pour tout v € V

(*) G v <17y < Call P lv.

Nous admettons les résultats suivants:

PROPOSITION 2.2.2. Deux normes || - ||v et | - ||}, sont équivalentes si et seule-
ment si elles définissent la méme topologie sur V.

THEOREME 2.2.3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
complet pour une valeur absolue non-triviale. Alors toutes les normes sur V' sont
équivalentes.

PREUVE. Si K = R, c’est un résultat ”classique” bien connu. Dans le cas général
la preuve est un peu plus compliquée. Voir [L], prop. 12.2.2.

Comme K est complet, le raisonnement ”coordonnée par coordonnée” montre
que V est complet pour la topologie || - ||oo. En appliquant le théoréme on obtient:

COROLLAIRE 2.2.4. Si K est complet, alors V est complet pour toute norme
| - |lv sur V.

PROPOSITION 2.2.5. Soit K un corps complet pour une valeur absolue || - || k.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) K est localement compact;

it) Pour tous @ €V etr >0 la boule fermée

By(@,r)={w eV||¥ -~ |v <r}

est compacte.

PREUVE. Reprendre la démonstration de la proposition 2.2.1 avec les modifica-
tions évidentes.

PROPOSITION 2.2.6. Soit V' un espace vectoriel normé de dimension finie sur un
corps complet K. Alors K est localement compact si et seulement si V' est localement
compact.

PREUVE. Supposons que K est localement compact. Comme toutes les normes
sur V' sont équivalentes, on fixe une base eq,... ,e, de V et on considere la norme
| - ||co par rapport a cette base. Comme K est localement compact, il existe un
voisinage ouvert U de 0 tel que U est compact. Alors

W:Uel—l—Ueg---—i-Uen:{Zaie”aiEU}
1=1

est un voisinage de Oy . L’adhérence
W:Uel+U€2+"'+U€n

est compacte car la somme directe des compacts est compact.
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Réciproquement, supposons que V est localement compact. Alors B f(év, ) est
un compact. Soit pry la projection

pr1 V= K,

pri(aier + -+ aney) = ay.

Par la définition de la norme || - ||oo on a pri(By(0v, 7)) = B(0,r). Comme I'image
continue d’un compact est compact on en déduit la compacité de B¢ (0, ).

2.2. Prolongement d’une valeur absolue.

Soit K un corps muni d’une valeur absolue || - || x et soit L/K une extension finie
de K. On dit qu’une valeur absolue || - ||z sur L prolonge || - ||k si [|z]|L = ||z| x
pour tout z € K.

THEOREME 2.2.7. Soit K un corps complet pour une valeur absolue || - ||k et
soit L/K une extension. Alors il existe un prolongement || - || de || - ||k a L est
un seul. Ce prolongement est donné par la formule:

1/n
lzllz = |Nox(@)" =€l

oun=[L:K].
Le corps L est complet pour la topologie définie par || - || L.

PREUVE. Nous allons démontrer ce théoreme pour les extensions séparables des
corps localement compacts. C’est le seul cas qui nous intéresse. Dans le cas général
la, preuve est plus difficile (voir [L] 777).

a) Nous démontrons d’abord l'unicité du prolongement de || - |[x & L. Soient
| - ||z et || - |I, deux prolongements de || - ||x. Considérons L comme un espace
véctoriel de dimension finie sur K. Alors || - ||z et || - ||, sont deux normes sur L.
Par le théoreme 2.2.3 elles sont équivalentes et définissent ainsi la méme topologie
sur L. Donc || - || et || - ||, sont équivalentes en tant que valeurs absolues et par
la proposition 2.1.3 il existe ¢ > 0 tel que

|zl = l=llZ
pour tout z € L. Comme || - || et || - ||}, prolongent || - ||k, pour tout z € K on
doit avoir
2l = llzllx = llzllz,
d’ott on obtient ¢ = 1. Donc, || - || =1 - [|z-

b) Passons maintenant a la preuve de 'existence. Posons
1
lelle = INz/x(@IE", z €L,

oun = [L: K] et Nk désigne I'application "norme”. Nous allons montrer que
| - ||z fournit un prolongement de || - ||k & L. On a:

o 7l =0 Nyjxl(e) =0 2 =0,
o lzylle = INp/k(@y)lle = INL/x (@) Noyx (W)llx = l[zlcllyl iz,
o SizeK, alors Npjg(xz) =", dou |zl = || -
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Donc il reste a montrer que || - || vérifie

e +ylle < llzlz + llylz.
Nous allons montrer que
(*) 11+ 2| <2, si ||lzl|p < 1.

Par la proposition 2.1.1 ca implique 'inégalité triangulaire.
c¢) Soit x € L et soit K (x) l'extension de K qui est engendrée par z. Alors

Npr () = (N (a5 () E @

d’ou
ol = 1Ny s @)™ = 2l
et
1+ 2l = 11+ 2] k@)
La formule (*) s’écrit ainsi:
M+ zlk@ <2, sillzlge) <1

Donc, on peut supposer que L = K(x).
d) Soit f, : L — L l'application "multiplication par x” et soit M la matrice de
fr dans la base 1,z,... ,2" "1 de L/K. Alors:

Soit || M ||~ la norme du maximum des coefficients. Le lemme suivant joue un role
clé dans la démonstration.

LEMME 2.2.8. La suite ||M ||, k € N est bornée.

k
)i<i j<n. Pour tout k on note by, = agk?jk

PREUVE. Soit M* = (ag?) un élément
de M* vérifiant
16kl = |M*] oo
Posons ]
By, = ™ MF*.

Alors ||Bg||so = 1 i.e. les matrices By appartiennent au compact
S ={X € Mp(K)|[[X[[oo =1}

Demontrons le lemme par I’absurde. Supposons que la suite ||[MF¥||o n’est pas
bornée. Alors il existe une sous-suite {bx, } de {by} telle que ||bx.|x — —+oo.
Comme S est compact il existe une sous-suite convergente de la suite Bj_ . Pour
simplifier la notation on note cette sous-suite encore By_. Soit B = lim,_,, By, et
soit 1 : L — L I'application linéaire dont la matrice dans la base 1,z,... ,2" !
est B. Comme Bj commutent avec M le passage a la limite donne BM = MB,

dou o fo = fro.
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Comme ||z]|;, <1, on a

k
o el

|det(M*) S
w e o %

N ks
| det(B)[x = lim e _ M@l

s—oo by, ||I'% s—oo b,

=0.

Donc det(B) = 0 ce qui signifie qu’il existe un élément non-nul o € L tel que
Y(a) = 0. Comme ¢ et f, commutent on en déduit que

Y(az') = ¥(fa(e)) = f2(¥(a)) = 0

pour tout i = 1,... ,n— 1. Comme les éléments o, az, ... ,az™ ! forment une base
de L/K on obtient que ¢ = 0, d’ou B = 0. Mais || Bl|oo = lims— 00 || Bk, ||co = 1, ce
qui donne une contradiction.

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théoreme 2.2.7. Par le lemme
2.2.8 il existe une constante C; telle que |[MF*|,, < C; pour tout k. Soit S, le
groupe symétrique. Comme

det(M) = Z ial,a(l)aZU(Z) “Qpio(n)
€Sy,

et comme card(S,) =n!, on a
I det(M)]| e < nl|M|Z.

Soit Cy = (n!)Y/™. Alors pour tout m > 1 on a

INLy (1 + @) = [ det(L, + M)™ /" < Coll(In + M)™ oo <

<G ) ICR Moo = Co 3 Okl klIM*[loo < C2C1 ) [Chlcic

k=0 k=0 k=0
Comme ||C* 1| x < CF, on obtient
INL /(14 2)|R < C1C2 Y Ch = C1C52™.
k=0

Donc
[N/ (L+2) | < 2(C1Co)Y™

pour tout m > 1. En passant a la limite quand m — oo on obtient (*). Le théoreme
est démontré.

COROLLAIRE 2.2.9. Soit L/ K une extension galoisienne et soit G = Gal(L/K).
Alors pour tous x € L et g € G on a

lg(@)llz = llz| -

PREUVE. 1l est facile & voir que la formule ||z||} = ||lg(z)||z défini une valeur
absolue sur L qui prolonge || - || x. Par 'unicite du prolongementona || - |7 = - ||z,
d’ou le corollaire.
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COROLLAIRE 2.2.10. Soit L/ K un extension galoisienne. Alors l'action de G =
Gal(L/K) sur L est continue.

PREUVE. Par le corollaire 2.2.9 on a

lg(z) —gW)llz = llz — yllr,
d’ou le résultat.

COROLLAIRE 2.2.11. Soit L/K une extension séparable. Alors les applications
Np i et Trp i sont continues.

PREUVE. On a

Npk(x) = H o(z).

oc€Homgk (L,K)

Soit M une extension galoisienne finie qui contient L. Alors tout 0 € Hom (L, K)
admet un prolongement 6 a M. Par le corollaire 2.2.10 6 sont continues sur M,

donc la fonction
x H o(x)

est continue sur M. Alors elle est continue sur L C M, d’ou le corollaire. Pour
Trp i la preuve est la méme.

§3. Prolongement des valeurs absolues: cas général

3.1. Prolongement des valeurs absolues.

Dans ce paragraphe on ne suppose K complet. On s’intéresse des toutes les
valeurs absolues de K qu’on note || - ||, ou v parcourt certaine famille d’indices.
Pour simplifier la notation on écrira souvent v au lieu de || - ||,. Soit L/K une
extension finie. Comme dans le paragraphe précédent on dit qu’une valeur absolue
| - || sur L prolonge || - ||, ou que w est au-dessus de v et on écrit w | v, si
|z||w = ||z]|» pour tout x € K. Nous verrons qu’il existe toujours un prolongement
de || - ||o & L mais qui en général n’est pas unique.

Pour simplifier nous supposons que L/K est séparable (c’est le seul cas qui
nous intéresse). Alors il existe v € L tel que L = K(«). On note f(X) € K[X] le
polynéme minimal de o sur K. Soit K, le complété de K pour v. Alors le polynome
f(X) peut étre réductible sur K, et on note

F(X) = H(X)- fo(X) - (X)), fil(X) € Ky[X]

la factorisation de f(X) en produit de facteurs irréductibles sur K,. Comme f(X)
est séparable, on a f;(X) # f;(X) si i # j.

Comme K C K,, on a K C K, ce qui permet d’identifier les racines de f(X)
aux racines des polynomes f;(X). Pour tout i on note o 1,...q; m, les racines
de fi;(X) et on pose L;; = Ky(a;j). Comme f;(X) est irréductible, les corps
Lii,L;2,...,Lim, sont conjugués sur K,. Plus précisement, il existe des isomor-
phismes

Tij - Lil/Kv;Lij/Kvy ]:1,,7%Z

vérifiant 7;(ay1) = ;. Soit || - ||;; la valeur absolue sur L;;. Par 'unicité du
prolongement de valeur absolue ( théoréme 2.2.7) on a

I35 (@)lli = [lzllin, 2 € L.
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Pour tous 1 <i < ket 1 < j < m; on note
oij + L/IK — K/K
’homomorphisme défini par o;;(a) = ;. En composant o;; avec le plongement
K(a;;) = L;; on obtient des homomorphismes
L% K(oy,) = Ly
qu’on notera encore o;; pour simplifier la notation. Alors on a
0ij = Tij © 041, 7=1...,m,.
Pour tout ¢ = 1,... ,k on définit une valeur absolue w; de L en posant:
[#]lw, = lloi;(@)[lij,  ze€l
et on vérifie les propriétés suivantes:
i) w; ne depend pas du choix de j =1,... ,m;.
PREUVE. On a |lo;;(2)|ij = ||7ij(ci1(2))|lij = lloii(z)]li1 ce qui montre qu’on
peut poser 7 = 1 dans la définition de w;.
ii) Le complété de L pour w; est isomorphe a L;;.
PREUVE. rappelons que o;;(L) est dense dans L;;.

iii) Les valeurs absolues wq, ... ,w; sont deux a deux distincts.

PREUVE. Comme les polynomes f;(X) sont deux a deux distincts, les extensions
Li1/Ky,Lo1/Ky, ..., Ly1/K, sont deux a deux non-isomorphes ce qui entraine
que les valeurs absolues w1, ... ,w; sont deux a deux non-équivalentes.

THEOREME 2.3.1. Les valeurs absolues wy, ... ,wy sont précisement celles qui
prolongent v. On a

> [Lw: Ky =[L:K].

wlv

PREUVE. Il est clair que wy, ... ,w prolongent v. Réciproquement, soit w une
valeur absolue sur L qui prolonge v. Alors L,, est une extension de K, et il existe
un homomorphisme o : L., /K, — K,/K,. L’élément o(a) est une racine de f(X)
dans K, i.e. il existe i et j tels que o(a) = ;. Donc o fournit un isomorphisme

o Lw/K—)LU/KU

Par I"unicité du prolongement (théoreme 2.2.7) la valeur absolue sur L,, est donnée
par

zl[z,, = llo(@)]]:;-
En particulier, si z € L on a
#]L., = llos;(@)llij = [|2]lw,
d'ou w = w; i.e. wy,...,w, sont toutes les valeurs absolues au-dessus de v.
Comme [L,,, : K] = [L;; : K,] =m; on a
k k
> [Lw, t K] =) m;=deg(f(X)) =[L:K].
i=1 i=1

Le théoreme est démontré.
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COROLLAIRE 2.3.2. Pour tout o € Homg, (L, Ky) la restriction o]y, de o a L
est un homomorphisme L/K — K /K et l’application

U Homy,(Ly, K,) — Homg (L, K),
w]|v

o~ olp

ainsi définie, est une bijection.

PREUVE. Comme card(Homg(L,K)) = [L : K| et card(Homp, (L, K,)) =
[Lw : K] les ensembles Homg (L, K) et Uy, Homg, (L, K,) ont méme cardi-
nal.Donc il suffit montrer la surjectivité. Tout élément de Homg (L, K) est de la
forme 0;; : L/K — K(ayj), 1 <1i <k, 1< j<m,. Par continuité, o;; se pro-
longe a un isomorphisme ¢;; : L., ~ L;; C I_(p qui vérifie, donc, la condition
GijlL = oij.

COROLLAIRE 2.3.3. Soit v une valeur absolue sur K. Alors pour tout x € L on

Try k(z) = ZTTLM/KU (),

wlv

Nij(@) =[] Newx, ().

w|v

PrEUVE. Comme

Trox(@)= Y o)

c€EHomk (L,K)

Np/k(x) = I c@.

oc€Homg (L,K)

le corollaire découle du corollaire 2.3.3.

COROLLAIRE 2.3.4. Soit v une valeur absolue sur K est soit L/ K une extension
séparable. Alors pour tout x € L on a

T el = | Np e (@)

wlv

PREUVE. Par le théoreme 2.2.7 on a
|l K = N e, ()]

et la formule voulue découle du corollaire 2.3.3.

3.2. Extensions galoisiennes.

Nous supposons maintenant que L/K est une extension galoisienne finie. On
note G = Gal(L/K) le groupe de Galois de L/K. Soit v une valeur absolue sur K
et soit

Sy ={wl|w | v}
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I’ensemble des valeurs absolues sur L qui prolongent v. Soit w € S,. Pour tout
g € G on pose:

Iz llgw = 97" (2)]lw-

Il est facile de voir que gw est une valeur absolue qui prolonge v. Pour tous g1, 92 € G
on a:

121l (g1 g2y = ll(9192) ™ (@)l = ll92 " (97 @)l = 197" (@) lgzw = 2]l g, (ga)-
Donc on a
(9192)w = g1(g2w),
ce qui signifie que le groupe G opere sur S,,.

DEFINITION. On appelle groupe de décomposition de w et on note G, le stabil-
isateur de w dans G:
Gy ={9 € G|gw = w}.

On déduit de cette définition les propriétés suivantes:

i) Pour tout g € G on a Gy = gGg™;

ii) Soit {x,,} C L une suite de Cauchy pour w. Si g € G, alors {g(z,)} est une
suite de Cauchy pour w.

PREUVE. On a
l9(zn) = g(@m)llw = lg(@n = 2m)llw = ll2n = 2mllg-10 = 20 = m [lw,
d’ou la propriété ii).
iii) On a une inclusion naturelle
Gy — Gal(Ly/Ky).

PREUVE. Par ii) tout automorphisme g € G,, se prolonge par continuité a L.

THEOREME 2.3.5. i) Le groupe de Galois G opére sur S, transitivement i.e.
pour tous w,w’ € S, il existe g € G tel que w' = gw.
ii) L’inclusion Gy, — Gal(Ly,/K,) est un isomorphisme.

PREUVE. Soit G = U]_,9,G,, la décomposition de G selon G, et soit w; = g;w.
Comme l'ordre de Gal(L,,/K,) est égal a [L,, : K,], on a:

Gl =r|Guw| = Z G| < Z[Lwi 1K, <
=1 =1

<> [Ly:K,)=[L:K]=|G|.

w|v

Donc on a des égalités partout. En particulier:

a) |Guw,;| = [Lw, : K] ce qui montre que les inclusions G,,, — Gal(L,,,/K,) sont
des isomorphismes;
b) wy = g1(w),... ,w, = g.(w) sont exactement les valeurs absolues au-dessus

de v, d’ot1 on déduit que G opere transitivement sur S,,.
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§4. Valeurs absolues non-archimédiennes

Dans ce paragraphe nous étudions les valeurs absolues non-archimédiennes qui
joue un role tres important en théorie des nombres.

DEFINITION. Soient K un corps et || - || une valeur absolue sur K. On dit que
| - || est non-archimédienne ou ultramétrique si au lieu de la condition

2+ yll < llzfl + Iy
elle vérifie la condition plus forte:

[+ yll < max{{l«]], [lyl]}-

Voici deux propriétés élémentaires des valeurs absolues non-archimédiennes qui
découlent directement de cette définition:

i) Soit || - || une valeur absolue non-archimédienne. Si ||z| > |y, alors
[z +yll = ll=l.
PREUVE. Si || - || est non-archimédienne, alors

[z + yll < max{]|z]], [lyll} = [[=]-
D’autre part,
]l = Iz +y) = yll < max{[la +yl, [yll} = [l= + yll,

car [lz]| > [ly]|.

ii) || - || est non-arcimédienne si et seulement si ||z|| < 1 implique [|[1 + z|| < 1.

PrREUVE. C’est clair.

iii) Une valeur absolue | - || est non-archimédienne si et seulement si
IInlk] <1, pour tout n € N.

PREUVE. Soit ||z|| < 1. Alors
IL+a* =1 +2)" =11 ) Cha®l < Y lCHIkllzl* < ) llz]* < n+ 1.
k=0 k=0 k=0

Donc |1 4 z|| < (n + 1)Y/™. En passant & la limite quand n — oo on obtient que
|14 z|| <1 ce qui montre que || - || est non-archimédienne.

iv) Soit L/K une extension de corps. Soit || - ||’ une valeur absolue sur L qui
prolonge || - ||. Si|| - || est non-archimédienne, alors || - || Iest.

PREUVE. Ca découle directement de iii).
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PROPOSITION 2.4.1. Soit K un corps muni d’une valeur absolue non-archimé-
dienne || - ||. Alors l’ensemble

O={zecK||z|| <1}
est un anneau appelé l’anneau de valuation. Le groupe des unité de O coincide avec
U={zeK||z| =1}

L’ensemble
m={x € K||z] <1}

est un idéal maximal de O et un seul. Le corps des fractions de O coincide avec K
dans lequel O est intégralement clos.

PREUVE. Soient z,y € O. Alors

[z £ yll < maz{|lz|, [lyl} <1,

lzyll = Nzl [yl
d’ou on déduit que O est un anneau.
Soit z € O. Alors 27! € O si et seulement si ||z||~! = ||[z71|| < 1. On en déduit
que z est une unité si et seulement si ||z|| = 1.

Pour tous z,y € mon a
lz £yl < maz{|[=],[ly[} <1

Siz e O etyem,alors
[yl = llzf ly]l < 1.

Donc, m est un idéal de O et on a
UUm=0.

Soit I un idéal de O. Si I € m, alors INU # & i.e. I contient une unité de O, d’out
I = O. Donc m est I'idéal maximal de O.

Soit x € K. Si ||z|]| < 1, on a € O juste par définition. Sinon ||z| > 1, d’ou
|1/x]] <1 et 271 € O. Donc K est le corps des fractions de O.

On montre que O est intégralement clos dans K. Soit x € K un élément entier
sur O. Alors

EVF 12"y 24 ag =0, a; € 0.
Supposons que z # O. Alors p = ||z|| > 1, d’ou
"] = p",
laia’|| = [laillll=]|" < [lz])* = p" < p",  pour 0<i<n-—1.
Par i) on obtient
0= [0l = ll2" + an—12""" + ap-2a""* + - +ao] = 2" > 1,

d’ou la contradiction.
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DEFINITION. Le corps k = O/m est appelé le corps résiduel de O.

Dans la suite nous allons utiliser les notations et les conventions suiv-
antes.

a) Si K est complet pour une valeur absolue, on ne s’interesse que de cette valeur
absolue qu’on note || - | x. En particulier, si || - || x est non-archimédienne, on notera
Ok lanneau de valuation, mg l'idéal maximal de Ok, Uk le groupe des unités et
kx = Ok /mg le corps résiduel.

b) Si K n’est pas complet on s’interesse des toutes les valeurs absolues sur K
qu’on note || - ||, ou on laisse v parcourir une famille d’indices. En particulier, si
| - |l est non-archimédienne, on note A, ’anneau de valuation, m 4, 1'idéal maximal
de A,, U(A,) le groupe des unités et k, = A,/my, le corps résiduel. On notera
K, le complété de K pour || - ||, O, I'anneau de valuation de K, et m, l'idéal
maximal de O,.

Etudions maintenant la convergence des séries dans un corps complet K. Une
série

oo
*) > ak

k=0
est convergente si et seulement si la suite

n
Sn = Z ag

k=0

est une suite de Cauchy. En particulier, si la série (*) est convergente, alors
lanllx = IS0 — Sn—1llx  — 0.
n—oo

Dans le cas général la réciproque est fausse, i.e. la condition a,, — 0 n’est pas
suffisante pour que la série (*) converge (on peut, par exemple, prendre K = R).

Neanmoins, si la valeur absolue || - || x est non-archimédienne, la situation est tres
agréable:

PROPOSITION 2.4.2. Soit K un corps complet pour une valeur absolue non-
archimédienne. Alors une série

oo
Zak, ar € K
k=1

est convergente si et seulement si ay k—> 0.
— 00

PREUVE. i) Soit

Sn = Qg .
k=0
Sim > n, alors
m
1Sm = Sullx =1 D arllx < max ax||x.
n+1<k<m
k=n-+1

Soit € > 0. Si ar, — 0, il existe N tel que |jag||x < € pour tout & > N. Alors, pour
tous m,n > N on a

Donc S, est une suite de Cauchy ce qui entraine la convergence car K est complet.
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PROPOSITION 2.4.3 (LEMME DE HENSEL). Soit K un corps complet pour une
valeur absolue non-archimédienne. Soit f(X) un polynéome a coéfficients dans O.
Si o est un élément de Ok vérifiant

1f (o) e < 1" (o)1 ¢

alors la suite

Qoo = s — f (i)
1+ 1 f/(az)
convérge a une racine de f(X).
PREUVE. Posons C' = ||f(ap)||x et v = ‘ fj,c((zf))Q < 1. On va démontrer par

récurrence que pour tout ¢ > 1 on a
i) [[fla)lx <Oy
i) || (es)llx = [1f ()] -

Soit a;+1 = a;+h avec h € O . Alors le développement en série de Taylor donne

flaipr) = flag) + hf'(a;) + B7g,

ol g € O est un élément qui dépend de h et de «; et dont la forme explicite n’est
pas importante pour la suite. En prenant h = f(«;)/f’(«;) on obtient

S
flaipr) = f(ai)f'((zi))Zg
Si les formules i) et ii) sont vraie au rang 4, alors
Ifassn)l < el | 7o < one
D’autre part, on a
/ / ) f i / % f i
f (Oéz'+1) =f (Oéz') —f (%’)% +eoo=f (Oéz‘) (1 - f (ai)f/((s;))g + - )
et comme
1f" (i)l = 1" (@0) | x¢
et

If(i)llx < O
on obtient que
fle)
f/ (040 ) 2

flai)
f'(a)?

<1
K

.
i.e. que

P (CON
L=/ Z)f/(%‘)2+

est une unité dans O . Donc,

If(air)llx = 1 (e)llx = [lf (o)l
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et les formules i) et ii) sont établies.
Pour déduire la propositions de ces formules on remarque que comme

' fli)
J(ai)

f'(ev)
la suite F(a) tend vers 0. Donc, la suite {a;} est convergente. Si on note o =

‘ ¢ iy
k  If'(ao)lx " i

lim; ., «;, sa limite, on obtient

fla) = gm flai) =0
car |
1F (@il < C* — 0.

La proposition est démontrée.

Voici un cas particulier tres util du lemme de Hensel.

COROLLAIRE 2.4.4. Soit f(X) € Ok[X] un polynéme a coéfficients dans Ok
est soit f(X) € kx[X] la réduction de f(X) modulo mg . Si & € kg est une
racine simple de f(X), alors il existe une racine o € Ok de f(X) telle que & = a
(mod mg) et une seule.

DEMONSTRATION. Soit ag un reléevement de &. Comme @ est une racine simple
de f(X), on a f/(a) # 0 ce qui signifie que f'(ap) est une unité de Of . D’autre
part, comme f(&) = 0, on a || f(ao)||x < 1 et on peut appliquer le lemme de Hensel.
L’existence de o s’en déduit.

Pour démontrer 'unicité de la solution supposons que 3 est une autre racine de
f(X) vérifiant @ = 8 (mod mg). On a

fF(X) = (X = a)g(X),

avec g(a) # 0 car & est une racine simple de f(X). En prenant X = 3 on obtient
(B—a)g(B) = f(B) =0, dou g(8) = 0. Mais alors

gla)=g(B) =0,

ce qui donne une contradiction.

§5. Valuations discretes

DEFINITION. Soit K un corps. On appelle valuation discréte sur K une appli-
cation surjective
v K*— 7,

satisfaisant aux propriétés suivantes:
i) v est un homomorphisme, i.e.

v(ry) = v(z) + v(y)
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pour tous x,y € K*.
it) Pour tous z,y € K* on a

v(z +y) = minfu(z),v(y)}-

On prolonge v sur K en posant v(0) = 400.

Remarque. L'hypothese de surjectivité n’est pas importante et sert a normaliser
v. En effet, siv : K* — Z est un homomorphisme non-nul, alors son image v(K™)
est un sous-groupe de Z. Donc, il existe n > 0 tel que v(K*) = nZ et en posant
v'(x) = v(x)/n un obtient un homomorphisme surjectif v : K* — Z.

Soit K un corps muni d’une valuation discrete v. On fixe un réel p €]0; 1] et on
pose
lzll, = p*@,  ze K.

Alors on a

i) ||z||, = 0 si et seulement siv(x) = +oo i.e. si et seulement si x = 0;

i) zyllo = p" O =z, [lyll;

iii) ||z +yll, < p™ @@ = max{]|z |, [yl }-

Donc, || - ||, est une valeur absolue non-archimédienne sur K.

Soit p; un autre réel €]0; 1[. Alors il existe ¢ > 0 tel que p; = p°. Si ||z||; = pﬁj(x)
est la valeur absolue associée a pq, alors

|1 = [|z]ls, pour tout x € K.

et la proposition 2.1.3 implique que || - [|; et || - ||, sont équivalentes i.e. qu’elles
induisent la méme topologie sur K.
La propriété i), §4 s’écrit:

v(z+y)=v(z), siv(z)<ovy).
Rappelons la définition d’'un anneau de valuation discrete donnée dans le chapitre
L,§7.

DEFINITION. Soit A un anneau intégre. On dit que A est un anneau de valuation
discrete s’il est principal et possede un idéal premier non-nul et un seul.

Soit m I’idéal maximal de A. Alors il est principal et son générateur 7 est appelé
une uniformisante de A :
m = ().

Si 7’ est une autre uniformisante de A, alors 7’ = um, olt u € U(A) est une unité.
Tout élément non-nul a € A s’écrit

a = um”, ueU(A), keN

et on a
A=mUU(A), mNU((A) =g.

Nous allons établir le lien entre les anneaux de valuation discrete et les valuations
discretes qui ont été définies dans ce paragraphe.
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THEOREME 2.5.1. 1) Soit K un corps muni d’une valuation discréte v. Alors
A, ={z € K|v(x) >0}

est un anneau de valuation discréte. Plus précisement:

i) U(Ay) = {x € K|v(z) =0} coincide avec le groupe des unités de A,.

ii) ma, = {z € K|v(z) > 0} est l'idéal maximal de Ay;

iii) un élément m € A, est une uniformisante si et seulement si v(mw) = 1;

v) Le corps des fractions de A, coincide avec K.

2) Réciproquement, soit A un anneau de valuation discréte et soit K son corps
des fractions. Tout élément non-nul x € K s’écrit de facon unique sous la forme

x = 7"u, ueU(A), neZ.

Posons
v(z) =n.
Alors v est une valuation discréte sur K telle que A, = A et my, = ().

PREUVE. Comme
Ay ={z € K||z[, <1},

la proposition 2.4.1 montre que A, est ’anneau de valuation de v. La méme propo-
sition implique que U(A,) = {z € A, |v(z) = 0} est le groupe des unités de A, et
que my4, est I'unique idéal maximal de A,.

Montrons que A, est un anneau principal. Soit m € A, un élément tel que
v(m) = 1. Pour tout x € A, posons

uw=z/m°®,
Alors v(u) = v(z) — v(7*®)) = v(z) — v(z) = 0, d’on
z = ur®®), u e U(Ay).
Soit I un idéal non-nul de A,. Posons
n =min{v(z) |z € I}.

Alors I contient un élément zo € A, tel que v(xp) = n. Comme z( s’écrit xg = ugm”
avec ug € U(A,), on obtient que 7" = uglxo eI, dou

(n") C I.
Réciproquement, si x € I, alors v(z) > n. Posons y = z/7". Comme v(y) =
v(xz) —v(r™) 2 0,onay e A,. Alors z = yr™ € (") ce qui montre que I C (7™).

Donc I = (7™) ce qui montre que tout idéal de A, est principal.
En particulier, on a:

ce qui montre que 7 est une uniformisante de A, .
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2) Soit A un anneau de valuation discréte. Alors tout élément non-nul x € A
s’écrit de facon unique sous la forme

xr=ur", neN, ueU(A).

Donc, tout élément = du corps des fractions K de A sécrit de facon unique sous la
forme
xr=un", neZ, uecU(A).

On pose v(z) =n. Siy =u'n"™, alors
v(zy) = v(ud' 7T = n+m = v(x) +v(y).
D’autre part, si n > m, alors
r+y=n"u4+ur""™),
ou u' +ur™"™ € A. Donc
v(z +y) 2 v(@™) = m =min{v(z),v(y)},
ce qui montre que v est une valuation discrete de K. Les formules A, = A et

my, = (7) découlent directement de la définition de v.

Soient K un corps muni d’une valuation discrete v, A, I'anneau de valuation, et
) 9
— ()
zllv=p

une valeur absolue associée a v. On note K, le complété de K pour la topolo-
gie induite par | - ||,.

PROPOSITION 2.5.2. La valuation discrete v admet un prolongement sur K, et
un seul. Le corps K, est muni, ainsi, d’une valuation discréte pour laquelle il est
complet. L’anneau de valuation O, de K, coincide avec l’adhérence de A, dans
K, et son idéal maximal m, coincide avec l’adhérence de ma,. Le corps résiduel
O, /m, est canoniquement isomorphe a k, = A,/ma,.

PREUVE. Par le théoreme 2.1.4, il existe un unique prolongement de || - ||, a K,
qu’on note encore || - ||, & K, pour simplifier la notation. Soit z € K, un élément
non-nul. Il existe une suite {z,} C K telle que z = lim,_, o Z,,. On a
v(zn)

[zl = T [lz,[l, = lim p
n—oo n— oo

Comme la suite ||z,||, est convergente, la suite v(z,) 'est aussi et comme v(x,,)
sont des entiers ceci signifie qu’elle est stationnaire i.e. il existe N > 0 tel que

v(zy) = v(Tpt1) pour tout n > N.
Posons

(*) v(z) =v(ry) = lim v(z,) € Z.

n— 00
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Alors
x|, = p”(m), r € K,.

On en déduit que
v(z +y) 2 min{o(z),v(y)},

v(zy) = v(z) + v(yY),

ce qui montre que la formule (*) fournit un prolongement de v & K. Il est unique
car le prolongement de || - ||, & K, est unique par le théoreme 2.1.4.

Soit O, 'anneau de valuation de K,. Si z = lim,,_,o z, € O,, alors v(z) > 0
d’ott v(x,,) = 0 pour n > N. Donc z, € A, pour n > N ce qui montre que x
appartient a ’adhérence de A,. Le méme raisonnement montre que m, coincide
avec ’adhérence de my, .

Comme A, C O, et my, =m, N A,, on a une inclusion

Ay /ma, CO,/m,.

Pour montrer que c¢’est un isomorphisme on remarque que si y € O,, il existe x € A,
tel que v(z—y) > 1 (A, est dense dans O,). Donc, z—y € m,,, d’'ott x+m, = y+m,,
ce qui montre que 'image de « + m4, dans O, /m, est y + m,. La proposition est
démontrée.

§6. Valuations discretes d’un anneau de Dedekind

6.1. Valuations discrétes associées aux idéaux premiers.

Nous revenons a ’étude des anneaux de Dedekind. Ce paragraphe peut étre vu
comme la suite du §8, chapitre I.

Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps des fractions. Soit p un idéal
premier non-nul de A. On note A, la localisation de A en p:

Ap:{geKmeA,sgép}

(voir chapitre I, §7). Comme A C A,, le corps des fractions de A, coincide avec
K. Rappelons (voir théoreme 1.7.4) que A, est un anneau de valuation discrete.
Son idéal maximal est m4, = pAy et son corps résiduel Ap/my, est isomorphe a

kp = Afp.
Soit m, € p \ p2. Alors 7, est une uniformisante de A, i.e.
my, = (mp)
(voir chapitre I, §6, vi)). On note
v K" = Z

la valuation discrete de K associée a A,. Tout x € K* s’écrit de fagon unique sous
la forme
T =myup, up € U(Ap)

et on a
vp(x) = n.
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Donnons maintenant les propriétés principales de ces valuations discretes.

i) Soit a € K* et soit

" (@ = Tp®

la factorisation de I'idéal fractionnaire principal (a) en produit d’idéaux premiers.
Alors pour tout p on a

vp(a) = np(a).

PREUVE. a) Supposons d’abord que a € A. On reécrit (*) sous la forme

(**) (a> = p?pl(a) : p;p2(a) .. 'pzpk(a).

Rappelons que Ay, = Sp_llA, ou Sy, = A\ p1. Dong, si i # 1 l'intersection p; N Sy,
est non-vide et par la proposition 1.7.1 on a Sp_llpz- = Ap, (on peut démontrer cette
égalité directement en remarquant que si s € p; N Sy, , alors 1 = s/s € Sp_llpi, d’ou
Ap, C S;.'pi.) Alors, en multipliant (**) par S,,' on obtient:

aly, = (Aplpl)n“(a) = (Wpl)n“(a)-

Donc, a et W;Lf (@) engendrent le méme idéal principal dans Ay, ce qui montre qu’il

existe up, € U(Ay,) tel que

_ nP1(a)
a = 7]-]31 UP

On en déduit que vy, (z) = ny, (a). b) Dans le cas général, si a € K*, alors il s’écrit
a="b/cavecb,ce A On any(a) =ny(b) —ny(c) et vp(a) = vy (b) — vy(c). Par a),
on a ny(b) = vy (b) et ny(c) = vy(c), d’olt ny(a) = vp(a).

ii) Soit @ € K*. Alors vp(a) = 0 pour presque tout p.

PREUVE. C’est une conséquence immédiate de i).

A=()A4,.
p

Autrement dit, x € A si et seulement si v,(z) > 0 pour tout p.

iii) On a

PREUVE. L’inclusion A C Ny A, est triviale. Réciproquement, soit € K* et
soit
(l‘) — p?m(m) . p;pg(m) . _prk(UE).
Si vy (z) = 0 pour tout p, alors (z) C A, dou x € A.
v) Soient a,b € A. Alors a | b si et seulement si vy(a) < vy (b) pour tout p.

PREUVE. Soit ¢ = b/a € K. Alors ¢ € A si et seulement si v,(b) — vy(a) =
vp(c) = 0, d’ou le résultat.

Le lemme suivant peut étre vu comme un analogue du lemme chinois pour les
valuations:
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LEMME 2.6.1 (LEMME D’APPROXIMATION). Pour touti=1,... ,k soient p; des
idéauz premiers de A distincts deuz a deux, x; € K et n; > 0. Alors il existe x € K
tel que

vp, (T —x) =y

pour tout i =1,... ,k et

Uq(m)>0 Siq%p17'~'7pk-

PREUVE. a) Supposons d’abord que z € A. Alors, par le lemme chinois le
systeme
x =z (mod pit)
xr =xz1 (mod p5?)

xr =z, (mod p.*)

est résoluble dans A. Comme z — z; € p;'*, on a vy, (x — z;) = n,.

b) Considérons maintenant la cas général. Soit xz; = a;/s; avec a;,s; € A.
Posons s = s1 ... s,. Alors ©; = b; /s, ou b; = a;81 -+ S$i—18;+1 -+ - Sk. Considérons
le systeme suivant:

{ vp, (Y — bi) = n; +vp,(s) pouri=1,... k
vq(y) = vq(s) st q#p1,... P
Comme vq4(s) = 0 pour presque tout ¢, c’est un systeme finiavec les conditions

du type envisagé dans a) (il faut ajouter a la famille {p;} les idéaux q tels que
vg(s) > 0). Donc il est résoluble. Soit y une solution et soit = y/s. Alors

Yy — b
Up; (:I: - ml) = Up; ( P ) = Upi(y - bl) - Upi(s) = n;

et
vg(®) = vq(y) —vq(s) 2 0.

Le lemme est démontré.
Voici deux cas particuliers de ce lemme.

COROLLAIRE 2.6.2. Pour touti =1,... ,k soient p; des idéaux premiers de A
distincts deux a deuz, x; € Ay, et n; = 0. Alors il existe x € A tel que

vp, (T —x5) =1y

pour tout i =1,... k.

PREUVE. Comme vy, (z;) >0, on a
Up, (1‘) = Up; (1‘ — T+ xl) > min{vpi (CL' - xi)v ,Upi(xi)} 2 0.

Comme vq(x) > 0 pour tout q # p1,... , Pk, on obtient que vy(x) > 0 pour tout p
et la propriété iv) implique que = € A.
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COROLLAIRE 2.6.3. Soit p un idéal premier de A. Alors pour tous a € Ay, et
n > 0 il existe x € A tel que

vp(x —a) = n.

PREUVE. C’est le cas de £k = 1 du corollaire 2.6.2.

En utilisant le lemme d’approximation nous allons démontrer la proposition suiv-
ante:

PROPOSITION 2.6.4. Si p # q, alors les valuations v, et vy ne sont pas
équivalentes.

PREUVE. Soit m, une uniformisante de A,. Par le corollaire 2.3.2 il existe z € A
tel que vp(x —mp) = 2 et vg(x — 1) > 1. Donc

V() = vp((x — ) + ) = vp(mp) =1

et
vg(x) = vg((x — 1) +1) = v4(1) =0,

Posons x, = z™. Alors vp(2") = n ce qui montre que z" tend vers 0 pour la
topologie définie par vy,. Par contre, vq(2™) = 0 ce qui signifie que 2™ - 0 pour la
topologie de vq. Donc, ces deux topologies sont différentes.

Soit p un idéal premier de A et soit v = v, la valuation discrete associée a p. En
complétant K pour la topologie induite par cette valuation discrete on obtient un
corps complet qu’on notera K, au lieu de K, pour simplifier la notation.

La proposition suivante résume ses propriétés principales.

PROPOSITION 2.6.5. i) Le corps K, est complet pour la valuation discréte vy,.
ii) L’anneau de valuation O, de K, coincide avec l'adhérence de A dans K,.
iii) Le corps résiduel de Oy est isomorphe a k, = A/p.

PREUVE. i) est démontrée dans la proposition 2.5.2.

ii) Soit € O,. Par la proposition 2.5.2 A, est dense dans O, i.e. pour tout
n > 0 il existe y, € A, tel que vy(z — y,) = n. D’autre part, par le corollaire 2.6.3
il existe =, € A tel que vy (y,, — ) = n. Donc,

0p (@ — @) = vp((n — y) + (9 — 2)) >
> min{up(@n — g, vp(yn — 2)} > 1

ce qui montre que {x,} converge vers x. Donc, A est dense dans O,.
iii) Par la proposition 2.5.2 le corps résiduel de O, est isomorphe a A,/m,.
D’autre part, A,/m, est isomorphe a k, = A/p par le théoreme 1.7.4.

6.2. Extensions.

Soit L /K une extension finie séparable et soit B la fermeture intégrale de A dans
L. Pour tout idéal premier non-nul ‘3 de B on note wy la valuation discrete de L
qui correspond a P et Ly le complété de L pour wyp.

Rappelons la définition suivante:
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DEFINITION. On dit que B est au-dessus de P ou que B divise p si PN A = p;
notation P | p.

Si p est un idéal premier de A, on a

pB = l_Ispe(‘ﬁ/lﬂ)7
Blp

ou e(*P/p) est 'indice de ramification de P (voir chapitre I, §8).

Soit £ € K*. Alors
TA = Hp“p(i)
p

(voir §3, ii)). Donc, on a

B = (zA)B = HHme(‘B/p)vp(x)‘

PPy

En comparant cette formule a la formule

+B = Hqgwm(w)
B

on obtient que pour tout x € K

() vp(z) =

Soit p, €]0; 1] et soit
lally =", wek

la valeur absolue sur K associée a vy. En posant pp = p;/ c(B/P) o

lzly = ps2™,  zelL

on obtient une valeur absolue sur L qui prolonge || - ||. On dira par abus de language
que wy prolonge v, avec I'indice e(B/p).

THEOREME 2.6.6. Soit L/K une extension finie séparable et soit p un idéal
premier non-nul de A. Alors les valeurs absolues || - ||, P | p sont précisement
celles qui prolongent || - ||,. On a:

> Ly : Ky =[L: K]

PBlp
PREUVE. Par la proposition 2.6.4 les valeurs absolues || - || sont deux & deux
non-équivalentes. Réciproquement, soit || - || une valeur absolue qui prolonge || - ||y-
Comme || - ||, est non-archimédienne, | - ||, l'est aussi (voir iv), §4). Soit B,

I’anneau de valuation de w et soit m son idéal maximal. Par la proposition 2.4.1
B,, est intégralement clos de corps des fractions L. Comme A C B,,, 'anneau
B,, contient la fermeture intégrale de A dans L, i.e. B C B,,. Soit B = B Nm.
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Alors PN A = p, i.e. P est un idéal premier de B qui divise p. Donc B,, contient
'anneau de valuation discrete By. Il est facile de voir (exercice) que tout anneau
de valuation discrete est un sous-anneau mazximal de son corps des fractions. Donc
B, = Bsyp. Soit my une uniformisante de By. Si z = my € By, u € U(By), alors

[zl = llwg ™, m=wy().
Comme 7y € By, on a ||my|| < 1. En posant p = ||| on obtient
]| = p** ),

ce qui montre que || - || = - |-
La formule } g [Ly : Kp] = [L : K] est un cas particulier du théoréeme 2.3.1.

Nous pouvons expliciter autres résultats du §3 pour notre cas. En particulier on
a les formules suivantes:

Npk(@) =] Nog/x, (@),
Blp
TrL/K(:L‘):ZTTLm/Kp(x), x € L.
Blp

Supposons maintenant que L/K est galoisienne. Soit G = Gal(L/K). Pour tout
idéal premier p de A on note

Sy ={BIPNA=p}

I’ensemble des idéaux premiers P au-dessus de p. Il est facile & montrer (juste par
définition) que pour tout g € G I’ensemble g(*R) est un idéal premier de B. Comme

gB)NA=g(PNA) =g =p,

on voit que g(*B) € S, i.e. le groupe de Galois opere sur S,,.

Soit v = vy et soit S, I'ensemble des valeurs absolues w de L qui prolongent v.
Par le théoréme 2.6.6 tout w € S, s’écrit comme w = wy avec P | p et 'application
B — wep établie une bijection entre Sy et S,. Soit x € L*. Si

7B = 1_[q3w‘10(z)7
B

alors

g @B =T (B)>,
B

d’ou

wy (971 (7)) = woep) ().
Donc, gwyp = wg(p) ce qui montre que la bijection P — wq est compatible avec
I’action de G.

Pour simplifier la notation on note Gy le groupe de décomposition de wsz. Donc
on a

Gy = {9 € G|g(B) =B}



74 THEORIE DES NOMBRES

THEOREME 2.6.7. Soit L/ K une extension galoisienne et soit p un idéal premier
non-nul de A. Alors:

i) Le groupe de Galois G = Gal(L/K) opére transitivement sur S,. Pour tout
B | p le groupe de décomposition Gy est isomorphe a Gal(Ly/Ky).

ii) Les entiers e(B/p) et f(P/p) ne dépendent pas de P | p. Si on les note ey, et
fp et si gy est le nombre des idéaux premiers B | p, alors on a

epfogp = [L 1 K]

et la factorisation de p dans B s’écrit
pB = (P1Pa ... By, ).

PREUVE. i) est un cas particulier du théoreme 2.3.5.
ii) Soit
pB =P Py
la factorisantion de p dans B. Comme G opere transitivement sur S, pour tout
i il existe g; € G tel que g;(P1) = P;. Donc g; induit un isomorphisme entre

ly, = B/PB1 et Iy, = B/P;, d’'out on obtient que f(P1/p) = f(P;/p). D’autre
part,comme G agit trivialement sur p, on a

pB = gi(pB) = (g:(B1))" - .. - (9:(By))“,

d’ou on obtient que e; = e;. La formule e, fyg, = [L : K] résulte maintenant du
théoreme 1.8.6. Le théoreme est démontré.

Le corps K, ou plutot la famille des corps K, ol p parcourt les idéaux premiers
de A contient beaucoup d’informaton sur K. C’est pourquoi les §57-10 de ce chapitre
seront consacrés a 1’étude des corps complets. Dans le §7 on considere le cas de
K = Q qui fournit un bon exemple des constructions précédentes. Nous reviendrons
a I’étude des anneaux de Dedekind généraux dans le dernier paragraphe de ce
chapitre.

§7. Les nombres p-adiques

Ce paragraphe est consacré a I’étude des valeurs absolues sur le corps des ra-
tionnels Q. On dispose déja de la valeur absolue usuelle qu’on note ici || - [|co :

[2]loo = f].

Il est clair qu’elle est archimédienne.

Nous allons montrer qu’a tout nombre premier p on peut associer une valuation
discrete sur Q. Soit x € Q un rationnel non-nul. En utilisant le théoreme de
factorisation on peut écrire x sous la forme

a
T = pn 57
oun € Z et a et b sont des entiers premiers a p. On définit une fonction
v 1 QF = Z

en posant
vp(x) = n.
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PROPOSITION 2.7.1. La fonction v, est une valuation discréte sur Q.

PREUVE. La proposition résulte du théoreme 1.7.4 appliqué & A =7Z et p = (p)
et du théoreme 2.5.1. On peut aussi donner la preuve directe suivante.
Soit y = p™c¢/d, ou c et d sont premiers a p. Alors,

ndm aC
LYy =Pp * @7 p’fCLC,bd,

d’ou
vp(xy) =n+m = vp(z) + vp(y).

D’autre part, si m > n, alors

= ad + bep™ ™"
d’ou
vp(z 4 y) = vp(p") + vp(ad 4 bep™ ") — v, (bd) = n = min{v,(z), v,(y)},

car vp(ad 4+ bep™™™) > 0 et v,(bd) = 0. Donc, v, est une valuation discrete.

Par définition, I’anneau de valuation de v, est
Zpy ={r =p"a/b|n >0, p{a,b}.
Le nombre premier p est une uniformisante de Z,) et
m(p) = {.’L’ :pna/b‘n = 17 pjfaab} :pZ(p)

est I'idéal maximal de Z ).
Le corps résiduel Z,)/m,) de v, est isomorphe a [F,, = Z/pZ.
On peut normaliser la valeur absolue associée a v, en prenant p = 1/p et en

posant, donc,
1 vp ()
zll, = - )
el = (5

DEFINITION. La valeur absolue non-archimédienne || - ||, est appelé la valeur
absolue p-adique sur Q.

Nous admettons le théoréme suivant:

THEOREME 2.7.2 (OSTROWSKI). i) Toute valeur absolue archimédienne sur Q

est équivalente a la valeur absolue usuelle || - ||oo-
ii) St || - || est une valeur absolue non-archimédienne non-triviale sur Q, alors il
existe un unique nombre premier p tel que || - || est équivalente a || - ||,.

PREUVE. voir [K], chapitre I, théoreme 1.
Donc, le théoreme d’Ostrowski donne une classification compléte des valeurs ab-

solues sur Q.

Il est bien connu qu’en completant Q pour la valeur absolue usuelle on obtient
le corps des réels R.
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DEFINITION. On appelle le corps des nombres p-adiques et on note Q,
le complété de Q pour la valeur absolue p-adique.

On note Z, I'anneau de valuation de Q,. Par la proposition 2.6.5, Z, coincide
avec ’adhérence de Z dans Q. L’idéal maximal de Z,, est engendré par p et le corps
résiduel Z, /pZ, est isomorphe a F,,.

Donnons maintenant quelques propriétés élémentaires des nombres p-adiques qui
découlent directement de la définition:

i) Une suite {z,,} converge vers x € Q, si et seulement si v,(x —x,) — +o0.
n—oo

ii) Une série
o0
E ag, ag € Qp
k=1

est convergente si et seulement si v,(ax) — +00.
iii) Tout élément de = € Q, peut étre représenter par une suite de Cauchy
{zn} C Q telle que z = lim,, o x,. Deux suite de Cauchy représentent le méme

élément si lim,,_, o (z,, — 2},) = 0 i.e. si vy(x, — 2),) — +00.

LEMME 2.7.3. Pour tout x € Z, il existe une unique suite de Cauchy {x,} C Q
qut satisfait aux conditions suivantes:

i) {x,} représente x, i.e. limy, o0 T, = T;

it) 0 < z, < P pour tout n > 1;

i11) Tp, = Tpe1 (mod p™) pour tout n > 1.

PREUVE. Démontrons d’abord 'unicité. Soient {z,} et {y,} deux suites de
Cauchy vérifiant les conditions i)-iii). Si {z,} # {yn}, on note ny le plus petit
naturel tel que z,, # yn,. Alors pour tout n > ny on a

T = Tng # Yng = Yn  (mod p"°),
d’ott vp(zy, — yn) < no. Donc, lim,,_,o =y, # lim,_,o0 yn ce qui donne une contra-
diction.
Démontrons maintenant l'existence d’une suite vérifiant i)-iii). Soit = € Z,.

Comme Z est dense dans Z,, pour tout n € N il existe y,, € Z tel que v,(x—y,) = n.
Soit x,, le reste de la division euclidienne de y,, par p™ :

Yn = D" qn + Tn, 0<z, <p"
Comme vy, (2, — Yn) =N, ON0 &
0p(n — ) = 0p(Tn — ) + (g — 2) > min{up(@n — Yn), 0y g — 2)} > 1,

d’ou lim,, o0 ¥, = x. Le méme argument montre que vp,(x,, — Tp41) = n ie. que
Tp = Tpay (mod p™). Le lemme est démontré.

Soit {z,} la suite vérifiant les conditions du lemme 2.7.3. Tout z,, s’écrit de
maniere unique sous la forme:

T = ag + a1p + agp® + -+ an_1p" "t 0<a; <p-—1.



§8. CORPS LOCAUX 7

et la condition z,, = x,41 (mod p™) implique que

Tpp1 = ag+aip+asp® + -+ an_1p" "' + anp”

avec les mémes ag, a1, ... ,a,—1. Donc, tout z € Z, s’écrit de facon unique sous la
forme
oo
r=> apt, 0<ar<p-1.
k=0
Soit maintenant x € Q,. Si vy(x) = —n < 0, alors v,(ap™) = 0, d’ott zp™ € Z,,.

Donc zp™ s’écrit
oo
op” =Y bpp¥,  0<bp<p-1
k=0

et en posant ay = by, on obtient:
(e,
:L‘:Zakpk, O<ar<p-—1
k=—n

68. Corps locaux

8.1. Corps complets pour une valuation discrete.

Dans cette section nous expliciterons les résultats des §2 et §6 pour les corps
complets pour une valuation discrete.

Dans ce paragraphe K désigne un corps complet pour une valuation discrete

vg  K* — 7.
On note Ok et on appelle anneau des entiers de K son anneau de valuation
Ok = {x|vk(z) = 0}.
On appelle groupe des unités de K et on note Uy le groupe des unités de Og:
Uk = {z|vk(z) = 0}.
On note mx une uniformisante de Ox et mg son idéal maximal. Donc on a

myg ={z € K|vk(xz) > 0},

mg = (7T K)-
On choisit p €]0; 1] on on fixe une valeur absolue sur K en posant

Jolzc = pox .
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THEOREME 2.8.1. Soit L/K une extension finie séparable. Alors,
i) La ferméture intégrale de O dans L est un anneau de valuation discreéte
qu’on note B.

it) La valeur absolue || - ||k admet un prolongement || - || @ L et un seul. Ce
prolongement est induit par la valuation discréete de B.
i11) Le corps L est complet pour la topologie définie par || - ||L. Son anneau des

entiers Oy, coincide avec B.

PREUVE. Comme Og est un anneau de Dedekind, on peut appliquer le théoreme

2.6.6. On obtient ainsi que les prolongements de || - ||x & L sont induits par les
valuations discretes associées aux idéaux premiers non-nul de B. Comme par le
théoreme 2.2.7 il n’existe qu’un seul prolongement de || - || & L on obtient que B

possede un unique idéal premier my. Comme B est un anneau de Dedekind, ceci
implique que my, est principal (voir chapitre 1,56, vi)) ce qui montre que B est un
anneau de valuation discrete. Les autres assertions sont évidentes.

Nous allons utiliser les notations et les définitions suivantes. Soit 77 une uni-
formisante de L.

Les idéaux mg = (mx) et my, = (7) sont les uniques idéaux premiers non-nuls
des anneaux Ok et Op, et on note kx = O /my et kp = O /my les corps résiduels
correspondants. Alors ky, est une extension finie de k. Le degré f = [kr : kx| est
appelé le degré résiduel de L/K.

On note e ou e(L/K) l'indice de ramification de I'idéal (mp,):

(*) FKOL:TFEOL.

Cet entier e sera appelé 'indice de ramification de I'extension L/K.
La formule(*) signifie tout simplement que wg s’écrit sous la forme:

TK = MU, u e Up.
Si on note vy, la valuation discrete de L on obtient que
e=uvr(TK).
Plus généralement, si x € K, alors
v () = evg (z).

COROLLAIRE 2.8.2. On a
ef =[L: K].

PREUVE. C’est un cas particulier du théoreme 1.8.6.

Les propriétés suivantes sont des cas particuliers des corollaires 2.2.9-2.2.11:

i) Soit L/K une extension galoisienne. Alors pour tous z € L et g € Gal(L/K)
les éléments x et g(z) ont méme valuation. En particulier

9(0OL) =Or.
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ii) Soit L/K une extension galoisienne. Alors I'action de G = Gal(L/K) sur L
est continue.

iii) Les applications Ny, /K et Trp i sont continues.

Par le théoreme 2.2.7 le prolongement de || - ||k & L est donné par la formule
explicite suivante:

(*) |zl = INz/e(@)| ", n=[L:K]

Nous pouvons donner aussi une formule explicite pour vy,:
PROPOSITION 2.8.3. Soit L/K une extension finie de degré n. Alors
1
v (x) = ?vK(NL/K(a:)) :

PREUVE. On a

lelx = pi= ™, zeK
et
lzll, = py*™),  zelL.

Comme 0 < pg, pr, < 1, il existe ¢ > 0 tel que px = p§. Alors la formule (*) donne:

v (z) = EUK(NL/K(J;)), zelL.

Pour déterminer la constante ¢ posons x = mg. Alors e = vy (Tx) = S vg (1) = c.

Comme e/n = f, la formule s’en déduit.

PROPOSITION 2.8.4. Soient K C L C M wune tour d’extensions finies. Alors

e(M/L)e(L/K) = e(M/K),
f(M/L) f(M/K) = f(M/K).

PREUVE. Ces formules découlent directement des définitions et ont été déja men-
tionnées dans le §8 du chapitre I.

8.2. Corps locaux.

DEFINITION. On appelle corps local un corps muni d’une valuation discréte pour
laquelle il est complet a corps résiduel fini.

Ezemples. 1) Le corps des nombres p-adiques est un corps local & corps résiduel
Fp.

2) Soit K une extension finie de Q,. Alors K est muni d’'une valuation discrete
pour laquelle il est complet (théoréme 2.8.1). Par le corrollaire 2.8.2 le corps résiduel
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kk est une extension finie de IF,, ce qu montre qu’il est un corps fini de car-
actéristique p. Donc, K est un corps local.

3) Soit k un corps fini et soit k[[X]] anneaux des séries formelles
fZZCLiXi, CLZ'E]C.
i=0

On va montrer que k[[X]] est un anneau de valuation discrete. On montre d’abord
que le groupe des unités k[[X]]* de k[[X]] est

(*) k[IX]]" = {Z a; X" |ag # 0}.

En effet, 3777, a; X" est inversible si et seulement s'il existe Y= b; X" telle que

<§ax> (gbﬂj) ~ 1

aobo = 1,
apby + a1bp =0,
a0b2 + albl + a2b2 = 0,

On en déduit que

En particulier, si Z;’io a; X" est inversible, alors ag # 0. Inversement, supposons
que ag # 0 et cherchons & déterminer les coefficients b; par récurrence. Si on
suppose avoir déterminé bg, ... ,b,_1, alors I’équation

aObn + albn—l + -4 anbO =0

permet de calculer b,,. Donc, Z?io a; X" est inversible.
La formule (*) montre que tout f(X) € k[[X]] s’écrit de fagon unique sous la
forme

f(X) =X"u(X),  u(X)ek[[X]]".
On en déduit que k[[X]] est un anneaux de valuation discrete. Son idéal maximal
XE[[X]] est engendré par X. L’application
KIIXT] — k,
f(X ) — Qg
est un homomorphisme surjectif. Son noyau est Xk[[X]] ce qui fournit un isomor-

phisme
KIIXTI/XE[X]] ~ k.

Donc, le corps résiduel de k[[X]] est isomorphe a k.
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On note k((X)) le corps des fractions de k[[X]]. La formule (*) implique que
tout f € k((X)) sécrit de fagon unique sous la forme:

FX) = X"u(X), neZ, ulX)ek[X].

On en déduit que que k((X)) s’identifie & 'ensemble des séries formélles

La valuation discrete corréspondante est donnée par
o(f(X)=n,  si f(X)=X"u(X), u(X) e k[X]".

Autrement dit, si f(X) = >0 a; X", alors

v(f(X)) = min{i|a; # 0}.

L’ecriture
v(f(X)—g(X)) =n

signifie que les séries f(X) et g(X) ont mémes coefficients jusqu’au degré n — 1. On
en déduit facilement que toute suite de Cauchy est convergente i.e. que k((X)) est
complet. Donc, k((X)) est un corps local de caractéristique p = car(k).

Soit K un corps local. Le corps résiduel kx = O /mg est fini et on note p sa
caractéristique. Alors kg est une extension finie de F,, et on pose f = [kx : Fp] et
q = p’. Par le théoréme 0.4.4 on a card(kx) = q. On normalise souvent la valeur
absolue || - ||x en posant p = ¢~ 1, i.e.

1 v (x)
el = (—) .
q

Si x € Ok, on note T la classe de x dans kg :
T=z+mg =2z (mod 7g).

DEFINITION. On appelle systéeme de représentants de ki dans Ok une partie
S C Ok telle que pour tout £ € ki il existe un élément s € S vérifiant s = &, et un
seul.

Ezemples. 1) Soit K = Q,. Alors § = {0,1,...,p — 1} est un systeme de
représentants de F,, dans Z,, car F, ={0,1,... ,p — 1}.

2) Soit K = Ek((X)). Alors S = k est un systeme de représentants de k dans
k[[X]].
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PROPOSITION 2.8.5. Soit S un systéeme de représentants. Alors tout a € Ok
s’écrit de facon unique comme série convergente:

oo

a= E SiTres s; € 8.

=0

Tout x € K s’écrit de méme:

oo
x:Zsm%, g € Z, s; € 8.

=10

PREUVE. Soit a € Og. Alors il existe un unique so € S tel que 59 = a, i.e.
a=sy (mod 7).
Alors a s’écrit:
a=Sy+ a1k, a1 € Ogk.
En appliquant ce qui précede a a; on obtient:
a1:81+a27TK7 SlES,(IQGOK,
d’ou
a=S8y+ S$17Tg + agﬂ'%(
et ainsi de suite. Comme pour tout n on a

1
a =80+ 817K+ + ST + ans1Tp

avec UK(an+17r?(+1) >n+ 1, la série

00
E Siﬂ'}(
=0

converge vers a. Inversement, toute série de la forme ) :° s,k est convergente
puisque son terme général tend vers 0 (proposition 2.4.2).

vk (x)
K

Sixe K,alorsx=m u avec u € Uk et en développant u on obtient

oo

T = Zsm%, i0 = vi(x).

i=ig
la proposition est démontrée.

Remarque. En appliquant ces résultats a K = Q, avec mg = p et S =
{0,1,... ,p — 1} on retrouve les résultats du §7.
Nous voulons montrer qu'un corps local possede un systeme de représentants par-
ticulier formé par des racines de 1'unité.
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THEOREME 2.8.6. Soit K un corps local et soit ¢ = card(kg). Alors
i) Tout & € kx posséde un relévement [£] € Ok vérifiant [€]? = [£] et un seul;
i1) Pour tous £,m € kx on a

(€] [n] = [&nl;

iii) La famille S,, = {[¢]| € € kk} est un systéme de représentants de kx dans
Ok.

PREUVE. i) Soit f(X) = X?— X € Ok[X] et soit f(X) € kx[X] la réduction
de f(X) modulo mg. Comme f'(X) = gX9 ' —1 = —1, le polynome f(X) est
séparable.

Soit ¢ € kg. Alors £ est une ragine de f(X) (voir le théoréeme 0.4.4) et par
le corollaire 2.4.4 il existe une unique ragine [{] € Ok de f(X) telle que { = [¢]
(mod 7). On en déduit i).

ii) Comme & = [¢] (mod 7x) et n =[] (mod 7x), on a & = [§][n] (mod 7k ),
i.e. [£][n] est un représentant de £n dans Ox. Comme

([E)* = (€D () = [€] [,

I'unicité du relevement démontrée dans i) implique que [£] [] = [£n)].
iii) est une conséquence immédiate de i).

COROLLAIRE 2.8.7. Soit K un corps local et soit ¢ = card(kg). Alors K contient
toutes les ragines (q — 1)-iémes de l'unité.

PREUVE. Les éléments [¢], £ # 0 sont les ragines (¢ — 1)-iemes de 'unité.

DEFINITION. Le systéme de représentants S,, est appelé le systéme de
représentants multiplicatif ou le systéme de Teichmyiiller.

Nous pouvons maintenant ”classifier” les corps locaux. Commencons par les
corps de caractéristique 0.

THEOREME 2.8.8. Soit K un corps local de caractéristique 0 a corps résiduel de
caractéristique p > 0. Alors K est isomorphe a une extension finie de Q.

PREUVE. Par le théoreme 0.4.1, K contient un sous-corps isomorphe a Q. Donc,
en remplacant K par un corps isomorphe on peut supposer que Q C K. La

réstriction de || - ||k & Q est une valeur absolue non-archimédienne sur Q. Par
le théoreme d’Ostrowski (théoreme 2.7.2) il existe un nombre premier [ tel que la
réstriction de || - ||k & Q est équivalente a || - ||;. Comme K est complet, il contient

le complété Q; de Q. Donc, K est une extension de ;. Le corps résiduel ky est une
extension de F; = kg,, d'ou | = p = car(kg). Soient f = [kx : F,] et e = vi(p).
Alors le corollaire 2.8.2 implique que K est une extension finie de Q, de degré fe.

Dans le cas de caractéristique p la situation est plus simple:
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THEOREME 2.8.9. Soit K un corps local de caractéristique p a corps résiduel k.
Alors K est isomorphe a k((X)).

PREUVE. Pour tout £ € k soit [£] le représentant de Teichmiiller de £&. Comme
K est de caractéristique p, on a

(&1 + )" = [€]* + nl* = (€] + []

(voir la proposition 0.4.2).Comme

E+n=1[+n (modrk)

I'unicité du relevement démontrée dans le théoreme 2.8.6, i) implique que

€ +n] = €] + [n].

Donc 'application
k— K,

£ [¢]

est un homomorphisme de corps qui identifie k & un sous-corps de K. Pour simplifier
la notation on va écrire ¢ au lieu de [¢]. Par la proposition 2.6.1 tout élément de K
s’écrit de maniere unique

[o@)

Z a;Tm ‘ZK

i=i

avec a; € k d’ou on déduit que 'application

k(X)) — K,
Z a; X Z aﬂr}'(

=10 =10

est un isomorphisme.

PROPOSITION 2.8.10. Soit L/K wun extension finie des corps locauz. Alors il
existe a € Oy, tel que Op = Ok|al.

PREUVE. Soit [ le corps résiduel de L. Comme l’extension [/k est séparable,
il existe @ € [ tel que I = k[a]. On prend le relevement o € Op de & vérifiant
alt=t =1, olt q;, = |I|. Posons a = a + 7, oul 7 est une uniformisante de L.
Soit B = Og|a]. Alors B contient un systéme de représentants de [ car a' = «°
(mod 7)1, . D’autre part, B contient ’élément

r=a""t—1=(a+7m)" 1= (¢— Do *np +---

qui est une uniformisante de L car vy (z) = 1. On en déduit que B = Oy,.
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§9 . Extensions non-ramifiées
Dans ce paragraphe K désigne un corps complet pour une valuation discrete.

DEFINITION. On dit qu’une extension finie L/ K est non-ramifiée si f(L/K) =
[L : K] et si lextension des corps résiduels ki, /kx est séparable.

dans le cas général la condition de séparabilité de kp /kx est importante. Nean-
moins pour les corps locaux elle est automatiquement satisfaite car toute extension
d’un corps fini est séparable.

Voici des propriétés des extensions non-ramifiées qui découlent directement de
cette définition.

i) L/K est non-ramifiée si et seulement si e(L/K) =1 et k1, /kx est séparable.

PREUVE. On a f(L/K)e(L/K) = [L : K].

ii) L/K est non-ramifiée si et seulement si mx est une uniformisante de L et
k1 /kk est séparable.

PREUVE. On a vy (ng) =e(L/K)vg(mk) = 1.

iii) Soit K C L C M une tour d’extensions. Alors M /K est non-ramifiée si et
seulement si L/K et M /L sont non-ramifiées.

PREUVE. On a e(M/K) =e(M/L)e(L/K), d’ou le résultat.

Soit L/K une extension non-ramifiée et soit kr/kx 1'extension résiduelle
corréspondante. Elle est séparable (théoreme 0.4.6), donc il existe a € ky, tel que
kr, = kg (a). Pour étuduer la structure des extensions non-ramifiées nous avons
besoin de la proposition suivante.

PROPOSITION 2.9.1. i) Soit L/K wune extension non-ramifiée. Soient ki =
kx(a) et f(X) € kg[X] le polynéme minimal de a. Soit f(X) € Ox[X] un
polynéme unitaire dont la réduction mod g est f(X). Alors

i) f(X) a une racine a € Oy, telle que & = o (mod 7) et une seule.

ii) On a L = K(a).

PREUVE. Comme kr,/ky est séparable, & est une racine simple du polynéme
f(X) et la partie i) de la proposition découle du corollaire 2.4.4.

Pour montrer que L = K(«a), posons L' = L(«). Alors L’ est une extension
non-ramifiée de K contenant «. Donc le corps résiduel k. contient & ce qui donne

[kL : k‘[(] 2 [k}L/ . k?K] 2 [kL : kK]

On en déduit que kr» = kr,, d’ou L' = L.
L’assertion réciproque s’énonce ainsi:

PROPOSITION 2.9.2. Soit K un corps local et soit | = kx(a) une extension
finie séparable de k. Soient f(X) le polynome minimal de & et f(X) un polynome
unitaire dont la réduction est égale a f(X). Alors,

L= K[X]/(f(X))

est une extension non-ramifiée de K dont le corps résiduel kj, est isomorphe a l.
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PREUVE. Comme f(X) est irréductible, f(X) l’est aussi et L est une extension
de K de degré

L : K] =deg(f) =deg(f)=[l: kgl

Soit @« = X (mod f(X)) la classe de X dans L. Alors L = K(«) et « est une racine
du polynéme f(X) (voir théoréme 0.2.3). En particulier, o est entier sur O et
@ € kg est une racine de f(X). Donc,

[L: K] =>lkp: kx| > [kx(a) : kx| = degf(X) = [L : K]
ce qui entraine que
[kL : ]CK] = [kK(@) : kK] = degf(X) == [L : K]

Donc, L/K est non-ramifiée est son corps résiduel est isomorphe a l = ki (@).

On fixe une cloture algébrique K de K. Soient L/K et M/K deux extensions
finies de K. On note Homg (L, M) I’ensemble formé par les homomorphismes

o L/JK — M/K

qui fixent K. Soit 0 € Homg (L, M). Comme o(Or) C O); en passant aux corps
résiduels on obtient un homomorphisme

g kp/kx — ky/ki .
Donc, on a définit une application
f+ Homg(L,M) — Homy, (kr,kn),
flo) =a.
La proposition suivante joue le role clé dans ce paragraphe.

PROPOSITION 2.9.3. Si L/K est non-ramifiée, alors f est une bijection. En
particulier, si L/K est une extension galoisienne non-ramifiée, alors on a un iso-

morphisme canonique
Gal(L/K) ~ Gal(kp /kk).

PREUVE. Soit kr, = kx (@) et soit f(X) le polynome minimal de &. Soit f(X) €
Ok|[X] un polynéme dont la réduction est égale & f(X). Alors par la proposition
29.1 on a L = K(«a), ou « est une racine de f(X) vérifiant @ = a (mod 7).
L’extension L/K est séparable et la preuve de la proposition se base sur le fait
suivant: l'application o — o(«) établie une bijection entre Hompg (L, M) et les
racines 8 du polynéme f(X) dans M. Montrons d’abord que f est surjective. Soit
& € Homy, (kr,kar). Alors B = &(@) est une racine de f(X) et par la proposition
2.7.1 il existe une unique racine 8 de f(X) telle que § = 3 (mod 7). En posant
o(a) =  on obtient un homomorphisme o € Homg (L, M) tel que f(o) = . Donc
f est surjectif.

Pour montrer I'injectivité on remarque que si o1 et oo sont deux éléments de
Hompg (L, M) tels que 61 = 72, alors 01 («) et o2(a) sont deux racines de f(X) tels
que o1(a) = o2(a) (mod 7). Mais dans ce cas o1(a) = o2(«) par la prop. 2.9.1.
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PROPOSITION 2.9.4. Soient Ly et Lo deux extensions non-ramifies de K. Alors
le composite L1 Lo est non-ramifié sur K.
PREUVE. Soient k; et ko les corps résiduels des Ly et Lo et soit [ le composite
k1ks. Soit L une extension non-ramifiée de K a corps résiduel [. On a

Hompg (L;, L) = Homy, (k;,1)

et comme k; C [ on obtient que L; C L. Alors L1Ly C L, et comme L/K est
non-ramifiée, Ly Ly /K Dest aussi.

Supposons maintenant que K est un corps local, i.e. que kg est fini. Alors
L/K est non-ramifiée si et seulement si f(L/K) = 1.

THEOREME 2.9.5. Soit K un corps local. Alors pour tout n il existe une exten-
sion non-ramifiée de K de degré n et une seule. Cette extension est galoisienne et
son groupe de Galois est cyclique d’ordre n.

PREUVE. i) Soit kx le corps résiduel de K. Par le théoreme 0.4.5 il existe une
unique extension [/ky de degré n et par la proposition 2.9.2 on peut construire
une extension on-ramifiée L/K a corps résiduel kz = [. L’existence de L est donc
établie.

ii) Par le théoreme 0.4.6 I'extension kj/kx est galoisienne et Gal(kr/kx) est
cyclique d’ordre n. En appliquant la proposition 2.9.3 on obtient

(*) HomK(L,L) ZHoka(kL,kL) ZGCLZ(]{L/]CK>.

Donc, il existe n automorphismes de L/K ce qui entraine que L/K est galoisienne.
La formule (*) donne aussi

Gal(L/K) = Homg (L,L) ~ Gal(kr, /kK)
ce qui montre qu’elle est cyclique d’ordre n.
iii) On montre maintenant que L/K est l'unique extension non-ramifiée de degré

n. Supposons que M /K est une autre extension non-ramifiée avec le corps résiduel
kar = 1. Alors, en utilisant toujours la proposition 2.9.3, on a

Hompg (L, M) ~ Homy, (1,1).

Comme Homy, (I,1) est non-vide (par exemple il contient id;) il existe un homo-
morphisme ¢ : L/K — M/K. On a déja montré que L/K est galoisienne, d’ou

L=o(L)C M.

Comme L/K et M/K ont méme degré, on en déduit que L = M.

Soit L /K une extension non-ramifiée finie. Dans la preuve du théoreéme 2.9.4 on
a établie un isomorphisme

Gal(L/K) ~ Gal(kp /kk).
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Le groupe de Galois de k1, /kx est engendré par 'automorphisme F},, /5, défini par

FkL/k?K (33) = l.q,

ou q = card(kg) (voir théoreme 0.4.6). On appelle automorphisme de Frobenius
de L/K et on note Fy g I'élément de Gal(L/K) qui correspond a Fy, /i,.. On a

Frk(z) =2? (mod ) pour tout x € Of,.

Nous pouvons donner une construction explicite des extensions non-ramifiées des
corps locaux.

THEOREME 2.9.6. Soit K un corps local et soit ¢ = card(ky). Soit (gn_1 une
racine primitive q" — 1-iéme de l'unité. Alors K((gn_1) est une extension non-
ramifice de K de degré n.

PREUVE. Soit L/K une extension non-ramifiée de degré n. Alors card(kr) = ¢"
et par le corollaire 2.8.7 L contient (4n_;1. Donc K(({4n_1) C L. D’autre part, par le
théoréme 2.8.6 le corps résiduel de K ((;n_1) contient toutes les racines ¢™ — 1-iemes
de I'unité i.e. coincide avec kz,. Donc L = K ((gn_1).

§10 . Extensions totalement ramifiées

Dans ce paragraphe K est un corps complet pour une valuation discrete.

DEFINITION. On dit qu’une extension L/K est totalement ramifiée si
f(L/K)=1.

Il résulte de cette définition que:

i) L/K est totalement ramifiée si et seulement si ky, = k.

ii) L/K est totalement ramifiée si et seulement si e(L/K) = [L : K].

iii) si K € L C M, alors M /K est totalement ramifiée si et seulement si M /L
et L/K sont totalement ramifiées.

DEFINITION. On dit que
X"+ a, 1 X" P a1 X +ag € Og[X]

est un polynome d’Fisenstein, si
i) a; =0 (mod 7g);
i) ap # 0 (mod 7%).

ProrosiTION 2.10.1. Si f(X) est un polynéme d’Eisenstein, alors il est
wrréductible sur K.

PREUVE. La preuve est exactement la méme que dans le cas des polynomes
d’Eisenstein sur Z, avec p remplacé par mg.
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THEOREME 2.10.2. 1) Soit f(X) € Ok[X] un polynome d’Fisenstein et soit a
une racine de f(X). Alors L = K(«) est une extension totalement ramifiée de K
et a est une uniformisante de L.

2) Réciproquement, soient L/K wune extension totalement ramifiée et wp une
uniformisante de L. Alors le polynome minimal de 7, est un polynome d’Fisenstein
et on a

OL = OK [ﬂ'L].
PREUVE. 1) Soit a une racine d’un polynéome d’Eisenstein
X"+ a, 1 X" Vo a1 X +ag € Og[X].

Alors

a” = —a, 12" — - —aja — ag.

Si vy, désigne la valuation discrete sur L, alors
nvp(a) = vp(an_10" 1 4+ -+ ara + ag) = min{vr (a;) + v (a)}.

Comme vy, (a;) > 0, on en déduit que vr(a) > 0. Comme vr(a;) > vr(ag), on
obtient
vr(a;) +ivp (o) > vp(ag), sii=1,...,n—1,

d’ou
nvr(a) = v (ag).
On a vy (ag) =vr(rk) =e(L/K) et vi(a) > vr(7) = 1. Donc,
n < nup(a) =e(L/K),
ce qui signifie que n = e(L/K) i.e. que L/K est totalement ramifiée.

2) Soit L/ K une extension totalement ramifiée. Fixons une extension galoisienne
M/K qui contient L. Alors M contient tous les conjugués o;(7) et on a

UM(O'Z'(T('L)) = UM(WL) > 0.

Soit f(X)=X"+a,_1 X" '+ -+ ag le polynéme minimal de 77. Comme

FX) =T[(X = oi(mr))

i
on obtient que vys(a;) > 0, d’ott vk (a;) > 0 i.e.
a; =0 (mod 7).
D’autre part, on a
vr(ag) = v (aymp + -+ a1 7"t 4 7).

Comme ‘ ‘
vp(a;my) =vp(a;) +op(n') 2 e(L/K)vk(a;) +i>n+1i
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on a '
vr(77) =n <wvp(a;my)
d’ou
vp(ag) =vp (7)) = n.
Donc, vk (ag) = vr(ag)/e(L/K) = 1 et on a monté que f(X) est un polynome
d’Eisenstein.
Pour montrer que Op, = Ok |[r], posons

oo
B =Oklr]l ={)_eml i € Ok}
i=0
Comme kj; = kg, 'anneau B contient un systeme de représentants de kj et une

uniformisante de L, d’ou B = Op, (proposition 2.8.5). Pour montrer que B =
Ox|[rr], on remarque que la formule

n n—1
Ty = —Qp_1T} ~ — - —a17 —ag, a; € O,

permet d’écrire une série ) | ¢;my comme un polynéme de 7z, & coefficients dans Ok

Pour les corps locaux on peut montrer que toute extension finie peut étre con-
struite a partir des extensions non-ramifiées et totalement ramifiées fagon suivante:

THEOREME 2.10.3. Soit L/K une extension finie des corps locaux. Alors , il
existe une unique sous-extension Lo/K telle que

i) Lo/ K est non-ramifiée;

it) L/Lq est totalement ramifiée.

PREUVE. Soit kr, le corps résiduel de L et soit L I’extension non-ramifiée de K
a corps résiduel k7. En utilisant la bijection

Homy (Lo, L) ~ Homy, (kr,kr),

on obtient qu’il existe un homomorphisme o Lo/K — L/K et comme Lg/K est
galoisienne, on en déduit que Ly C L. Comme

f(L/K) = f(L/Lo)f(Lo/K),

on voit que f(L/Lg) = 1, i.e. que L/Lj est totalement ramifié. Si M/L est une
sous-extension non-ramifiée de L/K, alors ky; C kr, d'ou M C Lg. Donc, Lo/ K
est 'unique sous-extension de L/K vérifiant i)-ii).

Soit L/K une extension finie galoisienne. Dans les notations du théoreme 2.10.1

on pose
IL/K = GGZ(L/L0>

Alors Iy, /k est un sous-groupe distingué de Gal(L/K) et
Gal(L/K)/I,/x ~ Gal(Lo/L).

DEFINITION. La groupe I, Kk est appelé le groupe d’inértie de l’extension L/K.

Nous allons maintenant étudier les extensions totalement ramifiées des corps
locaux.
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§11 . Différente

11.1. L’espace dual. Soit K un corps. Rappelons que si V et W sont deux
espaces vectoriels sur K, alors 'ensemble Homg (V, W) des applications linéaires
f V. — W est un espace vectoriel sur K. L’addition et la multiplication par
scalaires dans Hom g (V, W) sont données par

(f1 + f2)(v) = fi(v) + f2(v),
(af)(v) =af(v).

Si V et W sont de dimensions finies n et m, alors Homg (V, W) est de dimension
nm et s’identifie, apres le choix des bases a ’espace vectoriel des (m, n)-matrices a
coefficients dans K.

DEFINITION. On appelle espace dual de V et on note V* l’espace vectoriel

V*=Homg(V,K).

Voici quelques propriétés élémentaires de V™ :

i) V* est de dimension n = dim(V).

ii) Soit v1,... ,v, une base de V. On définit des applications linéaires f; : V — K
par
1, sii=j

o) = {

Alors fi,..., fn est une base de V*.

0, sinon.

PREUVE. Comme V* est de dimension n, il suffit de montrer que fi,..., fn
forment un systeme libre. Soit

a1fi+...anfn=0, a; €K.

Alors, pour tout 7 on a

0= (a1f1 + ... CLnfn)(Ui) = Zfl(vj) = Qa;.

Donc, a; = 0 pour tout <.
DEFINITION. f1,..., fn est appelé la base duale de vy, ... ,v,.

DEFINITION. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle forme
bilinéaire sur V une application

B:VxV =K,

(u,v) — B(u,v)

vérifiant les conditions suivantes:
i) B(uy + ug,v) = B(uy,v) + B(ug,v) et B(u,v; + vg) = B(u,v1) + B(u,vs).
it) si A € K et u,v € V, alors

B(Au,v) = B(u, A\v) = AB(u,v);
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On dit que B est symétrique, si
iit) B(u,v) = B(v,u) pour tous u,v € V.

Soit vq,...,v, une base de V et soit
B(vy,v1) B(vi,v2) ... B(vy,vp)
B(vg,v1) B(ve,v2) ... B(va,vp)
M(B,v) = i ) )
B(vp,v1) B(vn,v2) ... B(vp,vy)

Siu=> 1 v etv=> " yv, alors
n
B(u,v) = Y B(vi,v;)z:y;.
i,j=1
En termes matriciels cette formule s’écrit
U
B(u,v) = (x1,... ,x,)M(B,v) | :
Yn
En particulier, B est symétrique si et seulement si M (B,v) est une matrice
symétrique.

DEFINITION. On appelle discriminant de B dans la base wv1,...,v,
le déterminant

disc(B,v) = det(M (B, v)).
Soit B une forme bilinéaire. Pour tout u € V, on définit une application
fu VoK

par

fu(v) = B(u,v).

On vérifie facilement que f, est une forme linéaire sur V et que ’application
u— fy
est un homomorphisme d’espaces vectoriels:
iv : V—=V*"=Homg(V,K).

DEFINITION. On dit qu’une forme bilinéaire B est non-dégénérée si pour tout

u # 0 il existe v # 0 tel que B(u,v) # 0.
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PROPOSITION 2.11.1. Les assertions suivantes sont équivalentes:
i) B est non-dégénérée;
i1) disc(B) # 0;

i11) Uapplication iy : V. — V* est un isomorphisme;

PREUVE. i) < ). Comme dim(V') = dim(V™*), 'application iy est un isomor-
phisme si et seulement si ker(iy) = {0}. Soit u € ker(iy). Alors f,, = 0 i.e. pour
tout v € V on a B(u,v) = 0. On en déduit que i) et iii) sont équivalentes.

i) < ii). On utilise la formule

Y1
B(u,v) = (x1,... ,x,)M(B,v) | :

Yn
Soit u = Y x;v; € V un vecteur non-nul. Si disc(B,v) # 0, alors M(B,v) est

inversible et

(x1,...,xy)M(B,v) # (0,...,0).

Donc, on peut trouver v, ... ,y, tels que

Y1
B(u,v) = (x1,... ,2,)M(B,v) | : | #0,

Yn

ce qui signifie que B est non-dégénérée. Donc, ii) = 1).
Réciproquement, s'’il existe v € V' tel que B(u,v) # 0, alors

(*) (@1, .., 20)M(B,5) # (0,... ,0).

Si B est non-dégénérée, alors (*) est vraie pour tout (z1,...,2,) # (0,...,0). En
transposant (*), on obtient que le systeme d’équations linéaires

X1 0
M(B,o)' | : | =

Tn 0
n’a pas de solutions non-nuls, d’otu
det(M(B,©)) = det(M(B,v)*) # 0.

Donc, i) = ii).

Soit B une forme non-dégénérée et soit vq,... ,v, une base de V. Alors V ~ V*
et il existe vq,...,v;, tels que iy (v}) = f;. Comme fi,..., f, est une base de V*,
les vecteurs v},... , v/, forment une base de V. On a
1, sti1=3y
Bl ={ 0
0, sinon.
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/
n

DEFINITION. La base vy,... v, est appelée la base duale de la base vy,... ,v!

ync’

11.2. La différente. Dans toute cette section A désigne un anneau de
Dedekind, de corps des fractions K. Soient L/K une extension fini séparable et
B la fermeture intégrale de A dans L. Nous allons étudier I’application

(,): LxL—K,
(z,y) = Trr/r(zy).
PROPOSITION 2.11.2. (| ) est une forme bilinéaire symétrique sur L.
PREUVE. On a
(w1 +22,y) = Trr/x((x1 + 22)y) = Trr k(1Y + 22y) =
Trr/k(v1y) + Tro k(v2y) = (71, y) + (T2,9).

Si a € K, alors pour tout z € L on a Trp/k(az) = alry k(z), dou

(ax,y) =Trp g (axy) = al'rp k(vy) = alz,y).
Les autres propriétés sont aussi évidentes.
Si M C L est un A-module de type fini, on pose
M' ={z € L|{(z,y) € A pour tout y € M }.

Alors,
i) M’ est un A-module;
ii) Si M C N, alors N' C M'.

PREUVE. Six1,z2 € M’, alors
(x1 £ w2, y) = (x1,22) £ (x2,y) € A pour tout y € M,
(az1,y) = alx1,y) € Apour tous a € A,y € M.

Donc, M’ est un A-module.
Supposons que M C N. Tout x € N’ vérifie (z,y) € A, y € N. On en déduit que
re M, dou N C M.

Soit wy, ... ,w, une base de L/K et soit w},... ,w, la base duale.

PrOPOSITION 2.11.3. Soit
M= Awi + ...+ Aw,
le A-module libre engendré par wy, ... ,wy,. Alors

M' = Aw] + -+ + Aw),.

PREUVE. Soit z =) ¢,w] € L. Pour tout j on a
<£E,Ldj> = Z(w;7wj> =G
i
Donc x € M’ si et seulement si ¢; € A pour tout j, d’ou la proposition.

Avant de passer a la définition de la différente, démontrons
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LEMME 2.11.4. Pour tout o € B le polynome minimal de o sur K est a
coéfficients dans A. En particulier, Try, /i (o) € A.

PREUVE. Soit g(X) = X" +a,_1 X" ' 4---4ao € A[X] un polynéme unitaire
et tel que g(a) = 0. Pour tout plongement ¢ : L/K — K/K on a g(o(a)) =
og(a) = 0 ce qui signifie que o(a) est entier sur A. Donc,

Trox(a) =) o(a)

est entier sur A. D’autre part, Try k() € K et A est intégralement clos, d’ou
TT'L/K(Oé) € A.
Soit f(X) le polynome minimal de « sur K. Alors

FX) =1[(X = o(),
et le méme argument montre que f(X) est a coéfficients dans A.

Soit B la fermeture intégrale de A dans L. En général, B n’est pas libre sur A,
mais on peut démontrer la proposition suivante:

PROPOSITION 2.11.5. i) Il existe des A-modules libres My, My C L tels que
M; C B C Ms.

ii) B est un idéal fractionnaire de B qui contient B.
iii) (B')~1 est un idéal de B.

PREUVE. i) Soit wy, ... ,w, une base de L/K. Par la proposition 1.3.1 il existe
a € A tel que awy, ... ,aw, sont entiers sur A. Soit M; le A-module engendré par
awi, ... ,awy. Alors My est A-libre et on a My C B. La construction d’un module

libre M> contenant B est donnée dans la preuve du théoréeme 1.4.2 (voir la formule
(*))-

ii) Par construction, B’ est un A-module. Si x,y € B, alors le lemme 2.9.4 donne

(z,y) =Trp K (zy) € 4,

d’ou B C B’. Pour montrer que B’ est un idéal fractionnaire il suffit de trouver
b # 0 tel que bB’ C B. Soit x1,... ,x, une base de Ms. Par la proposition 1.3.1 il
existe b € B tel que bx1,... ,bx, € B, dou bB’ C bM, € B.

iii) (B’)~! est I'idéal fractionnaire défini par

(B '={xeL|xB C B}
(voir §5 du chapitre I). Soit z € (B’)"!. Comme B C B’,onaz € sB C 2B’ C B,
d’ou (B')~! C B.
La proposition est démontrée.
DEFINITION. L’idéal (B')~1 est appelé la différente de B sur A; notation

Dpja=(B)""

D’abord, nous allons démontrer quelques propriétés formelles de la différente.
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THEOREME 2.11.6. Soit K C L C M une tour d’estensions séparables. Soient

B la fermeture intégrale de A dans L et C la fermeture intégrale de B dans M.
Alors

Dcja = DeyDpja-

Remarque. L’écriture Do pDp, 4 signifie I'idéal de C' engendré par les produits
TY, T € DC/B? y e DB/A'

PREUVE. On va plutot montrer que

D—l _ D—l D—l

C/A c/B¥B/A"
Démontrons d’abord l'inclusion
() Dc/sPrra € Dgja-

L’idéal Da}BDB}A est engendré par les produits zy = € Dg/lB, Yy € DE}A. Soit

z € C. Alors Try/p(vz) € B, d’ott
Tryyk(xy)z) = Trok(YTru L(xz)) € A

Donc xy € DE} 4 et I'inclusion (*) est démontrée.

Soit maintenant x € Dg/l - Alors, pour tout y € C on a
Try i (zy) € A
Comme Try ¢ = Trr /i © Trag/r, on obtient que pour tout b € B
Trr k(Tran(xy)b) = Try ke (z(yb)) € A,
d’ott Ty (zy) € DE}A. Donc, pour tout z € D4 on a
Trayy((x2)y) = 21T (zy) € B,
d’olu zz € DE}B. Donc, on a montré que

D! \Duja € D)

C/B
i.e. que
(%) Dt cDil DAt

c/A =¥B/a¥c/B

Les inclusions (*) et (**) donnent le théoreme.

Maintenant nous allons calculer la différente dans un cas particulier important.
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THEOREME 2.11.7. Soient o un élément entier sur A et B = Ala]. Alors Dp,a
coincide avec l'idéal principal engendré par f'(«) :

Dpja = (f'(a)).

PREUVE. Soit f(X)=ao+a1X + -+ a,_1 X" 1 + X" le polynéme minimal

de o sur K. Alors a; € A (lemme 2.9.4) et 1,a,a?,...,a" ! est une base de B sur
A. En particulier, B est libre sur A de rang n.
Soient av, ..., a, les racines de f(X). On a la formule suivante:
X r
(*) f( ) /(1/1 — XT’
= X - f()
pour toutr = 0,1,... ,n — 1. Pour démontrer cette formule on peut remarquer que

X"et >, )j;(j(a)z f/?(ii) sont des polynomes de degré < n—1 qui ont mémes valeurs

en oy, ...oq, car
<f(X)>' _{o, sii
X—ai)|x_a, (), sii=j.

Si g(X)=rco+c1X +---+c X" est un polynéme & coefficients dans L, posons

k
Trix(9(X) =Y Trojx(e)X".
i=1

Alors, la formule (*) s’écrit

f(X) o
T — | =X".
TL/K (X—Oéf/ a)
Posons ¥
—f( ) :bo—'—le—}_"'—}_bnlenil? bZEB-
X —«
Alors on a

T ( b; r) {0, si i # T,

r ——a" ) =

LR Fr(a) 1, sii=r

Donc, les éléments b;/f’(«), 0 < i < n — 1 forment la base duale de 1,a,... ,«
et par la proposition 2.9.3 on a

n—1

_ 1
DB}A = m (bOA + blA + e + bn—lA)-
Il reste a montrer que
(**) boA+b1A++bn_1A :A[Oé]

Comme b; sont entiers sur A et appartiennent a L, on a b; € B = Ala|, d’ou

bQA + blA + e + bn_lA Q A[Oé]
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D’autre part, la formule
FX) = (bo+ 01X+ + by X" (X — @)
donne, par récurrence
bp-1=1 = A=b,1A

bn—2 — @ =0an-1 = a = bn—2 —Qap-1 € A+ bn—2A7
bn—3 - abn—Z = Qp-2 = 052 €A+ bn—ZA + bn—SAa

On en déduit que Ala] C boA 4+ by A + -+ + by_1 A, dott (**). Donc, D5}

BJ/A —
f'(a)™1B et le théoréme est démontré.
11.3. Discriminant.

DEFINITION. Soit L/K une extension séparable et soit b C B un idéal non-nul.
On appelle discriminant de B et on note 0g,4(b) l'idéal de A engendré par les
éléments

DL/K(wla s 7wn)7
ol wy, ... ,w, parcourt les bases de L/ K qui sont contenues dans b.

En particulier, si b est un A-module libre, alors 05,4 (b) est I'idéal principal en-
gendré par Dy /k(wi,... ,wn), Ol Wi, ... ,wy, est une base de b.

On pose 04 = 0p/a(B).

PROPOSITION 2.11.8. Soit b un idéal fractionnaire de B. Alors,

0p/4(b) = Npa(b)’ 05,4,

ot NB/A désigne l'application "norme” (voir chapitre I, §10).

PREUVE. a) Supposons d’abord que b est principal. Soit b = (). Si
Wi, ... ,wy € b est une base de L/K, alors Swy, ... , Sw, l'est aussi et on a:
0'1(50.11) (ﬁwn) 0'1(&)1) al(wn)
0'2(/8W1) Bwn ﬁ ( ) ag(wn)
. . Uz . . . )
on(Pwi) ... (5wn) an(wl) ceo op(wn)
d’ou:

Dpyk(Bwi, ..., Bwn) = Npk(B)? Dk (Wi, .. wn).

Comme Ny, x(8) engendre Np/4((8)) (proposition 1.9.1) on obtient la formule
voulue.

b) Considérons maintenant le cas général. Il suffit de montrer que pour tout
idéal paremier p de A on a:

0p/a(0)p = Np/a(b)p(05/4)p
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(rappelons que M, désigne la localisation de M en p.). On a

0p/a(b)p =0p, /4, (by),
NB/A(b)P(aB/A>P = NBP/AP (bP)DBp [Ap

Comme 'anneau By, est principal, I'idéal by, est principal et 1’égalité voulue découle
de la partie a) de la démonstration.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de cette section.

THEOREME 2.11.9. On a
/4 = Np/a(Dp)a).

PREUVE. Siw],...,w/] estla base de L/K qui est duale de wy, ... ,w,, alors le
calcul direct du produit des déterminants montre que

DL/K(wl,... ,wn) DL/K(wl,... ,wn) = 1.

On en déduit que 95,405,4(B’) = A. La proposition précedente donne:

0p/4(B') =05/a(Dgy,) = N/a(Dpja) > 0p/a,

d’ou
02B/ANB/A(DB/A)_2 = A.
Le théoreme s’en déduit.

11.4. Le cas de valuation discrete.
Soient K un corps complet pour une valuation discrete et L/K une extension
finie. Alors Oy, est la fermeture intégrale de O dans L.

DEFINITION. On appelle différente de L/ K (résp. discriminant de L/K) et on
note D i (Tésp. 01,k ) la différente (résp. discriminant) de Or sur O.

THEOREME 2.11.10. Soit L/K une extension finie des corps locauz et soit e =
e(L/K) Uindice de ramification. Alors,

i) L/K est non-ramifiée si et seulement si Dy, = Op;

ii) Si L/K est totalement ramifiée et si f(X) est le polynome minimal de 7y,
alors

Dr/k = (f'(71));

PREUVE. i) Soit L/K une extension non-ramifiée et soit kz, = kg (@). Soit f(X)
le polynéme minimal de & et soit f(X) € Og[X] un relevement de f(X). Alors
Op, = Okla] ou « est la racine de f(X) au-dessus de & ( voir la proposition 2.9.1).

On a f'(a) # 0, dou f/'(a) € U(L). Donc, par le théoreme 2.11.7 on a

Dk = (f'(@)) = Or.

Réciproquement, supposons que Dy, /g = Of,. Par le théoreme 2.11.9 on a0y, g =
NL/K(OL) = Og. Soit wy, ... ,w, une base de O, sur Og. Alors on a:

DL/K(wlw" 7wn) € Uk.
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Soit w; = w; (mod 7). Alors wy,... ,w, engendrent k;, sur ki et on a

DkL/kK((Dl; .. ,(I)n) = DL/K(wl, c. ,wn) 7£ 0.

On en déduit que @y, ... ,w, est une base séparable de k,/kx (proposition 0.3.4).
Donc kr,/kk est une extension séparable de degré n, d’ou on déduit que L/K est
non-ramifiée.

ii) Si L/K est totalement ramifiée, alors par le théoréme 2.10.2 on a O =
Oklrr], dou

Drjx = (f'(m1)).

Pour les corps locaux on peut démontrer un résultat plus précis.

PROPOSITION 2.11.11. Soit L/K une extension fini des corps locauz et soit
e =e(L/K). Alors 75" divise Dr/k-

PREUVE. Soit Ly/K la sous-extension non-ramifiée maximale de L/K (voir
théoreme 2.10.3). Alors, par le théoreme 2.11.6 on a

Dr/k =DPr/1oPro/x = Dr/1,-

Soit f(X) =X+ ae_1 X1+ - 4+ a1 X + ag le polynome minimal de 7, sur Lg.
Comme f(X) est un polynéme d’Eisenstein (théoreme 2.10.2), on a vr(a;) > e,
d’on

vr(f'(mp)) = vpleny " + (e = Dac—amy * + -+ +ar) >

> min{vg (en 1), vg (ia;m )} = e — 1.
7

Donc, 7¢~ " divise DL, = (f'(71)).

11.5. Le cas global.

Nous revenons au cas général. Soient A un anneau de Dedekind de corps des
fractions K, L/K une extension séparable et B la fermeture intégrale de A dans
L. Pour tout idéal premier non-nul 8 de B on pose p =P N A. On note Oy (résp.
Oy) l'anneau des entiers de Ly (résp. de Ky). Soit Dp, /i, la différente de Oy
sur Op. Comme Oy est un anneau de valuation discrete, la différente est un idéal
principal, i.e. on a

DLm/KP = (BWBO&I;, np € N.
Le théoreme suivant montre que la connaissance de ces différentes ”locales” permet
de retrouver la différente Dp /4.

THEOREME 2.11.12. On a

Dpja = H‘B”‘”-
B

PREUVE. La preuve n’est pas difficile, mais elle est relativement longue et rou-
tine. Voir, par exemple S. lang, Algebraic Number Theory, §1 du chapitre III).

Le corollaire suivant est tres important.

COROLLAIRE 2.11.13. Soit L/K wune extension finie. Un idéal B de B est
ramifié (i.e. e(P/p) > 1) si et seulement si B | Dpya. En particulier, presque tous
les idéauz premiers de B sont non-ramifiés dans L/ K.
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CHAPITRE III. Corps de nombres

§1. Corps de nombres

DEFINITION. On appelle corps de nombres une extension finie K du corps Q.

On note Ok et on appelle anneau des entiers de K la fermeture intégrale de 7. dans
K.

L’anneau Ok est le principal objet d’études de la théorie des nombres.
Nous commencons par la structure additive de Ok

PROPOSITION 3.1.1. Soit n = [K : Q]. Alors Ok est un Z-module libre de rang
n.

PREUVE. C’est un cas particulier du corollaire 1.4.3.

Le théoréme suivant est fondamental.
THEOREME 3.1.2. O est un anneau de Dedekind.

PREUVE. Comme Z est principal, il est un anneau de Dedekind (proposition
1.5.1) et le théoreme résulte de la proposition 1.8.5.

Nous pouvons, donc, appliquer a I’'étude de Ok les méthodes et les résultats
des chapitres LII. Soit p un idéal premier non-nul de Og. Alors p N Z est un idéal
premier de Z i.e. il existe un nombre premier p tel que (p) = p N Z. On dit que p
divise p ou que p est au-dessus de p; notation p | p. La factorisation de p dans Ok
s’écrit:

pOK = H pep )
plp

ol e, = e(p/p) sont les indices de ramification. Les corps résiduels k, = Ok /p

sont des extensions finies de I, et on note f, = [k, : F,] les degrés résiduels
correspondants.

Nous allons maintenant étudier les valeurs absolues sur K. Rappelons qu’on peut
associer une valuation discrete v, et une valeur absolue || - ||, & tout idéal premier

non-nul p de Og. Les théoremes 3.1.3 et 3.1.4 généralisent le théoreme d’Ostrowski.

THEOREME 3.1.3. ¢) Soit || - || une valeur absolue non-archimédienne sur K.
Alors il existe un unique idéal premier p de Ok tel que || - Vert est équivalente a

I -
ii) Sip | p, alors le complété K, de K pour || - ||, est une extension finie de Q,
de degré ny, = ey fp. Plus précisement, on a

e(Ky/Qp) = ey,
f(Ky/Qp) = fp

ii1) On a
> Ky Q] =[K:Ql.

plp
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PREUVE. i) La restriction de | - || sur @Q est une valeur absolue
non-archimédienne qui, par le théoreme d’Ostrowski, est équivalente a la valeur ab-
solue p-adique || - ||, pour certain p. Alors, par le théoreme 2.6.6 || - || est équivalente
a| - |lp, out p est un idéal premier au-dessus de p.

ii) La formule e(K,/Q,) = e, découle de la définition de I'indice de ramification
des corps locaux. Par la proposition 2.6.5 le corps résiduel de K, est isomorphe a
ky, d’ou f(K,/Qp) = fp. Donc [K, : Q] = e, f, (corollaire 2.8.2).

iii) découle de théoreme 2.6.6.

Passons maintenant aux valeurs absolues archimédiennes. On note Homg (K, C)
I'ensemble des plongements o : K/Q — C/Q de K dans C. Comme K/Q est
séparable, on a card(Homg(K,C)) = [L : K].

On dit que 0 € Homg(K,C) est réel si o(K) C R. Sinon on dit que o est
complexe. Rappelons que C/R est une extension galoisienne de degré 2 et que la
conjugaison complexe z — Z est I'unique automorphisme non-trivial de C/R. Si o
est un plongement complexe alors ¢ définit par

o(x) =o(x)

I’est aussi et il est facile a voir que & # o. En particulier, le nombre des plongements
complexes est pair et on le note 2r5. Soit 1 le nombre des plongements réels. Donc

on a
r1+2ro =[L: K.

THEOREME 3.1.4. %) Soit || - ||, une valeur absolue archimédienne sur K. Alors
il existe un plongement 0 K/Q — C/Q tel que || - ||, est équivalente a

lzlloe = lo(x), e K,

ot | - | désigne la valeur absolue usuelle sur C. On dit que v est réelle (résr.
complexe) si o est réel (résp. compleze).
ii) Soit K, le complété de K pour | - ||,. Alors:

{ R, st v est réelle,
K, =

C, si v est complezxe.

iit) Deux plongements définissent la méme valeur absolue si et seulement si ils
sont conjugués sur R. A équivalence pres, K posséde exactement r1 + ro valeurs
absolues archimédiennes.

PREUVE. Soit || - ||, une valeur absolue archimédienne sur K. Par le théoréme
d’Ostrowski la réstriction de || - ||, & Q est équivalente a la valeur absolue usuelle
| - |. Alors , par le théoreme 2.3.1 il existe 0 € Homg(K,C) tel que || - || soit
équivalente a || - ||,. On en déduit i).

Deux plongements définissent la méme valeur absolue si et seulement si il sont
conjugués sur le complété de Q i.e. sur R, d’ou I'assertion iii).

Si o est réel, alors on a Q C o(K) C R, ce qui montre que 'adhérence de o(K)
dans C est R. Si o est complexe, alors 'adhérence de o(K) dans C est une extension
non-triviale de R ce qui montre qu’elle coincide avec C. Le théoreme est démontré.
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Nous allons normaliser les valeurs absolues de K de fagon suivante. Si || - ||, est
la valeur non-archimédienne qui est associée a un idéal p on note ¢, le cardinal du

corps résiduel k, est on pose:
1 vy ()
el = ()
Qv

Comme
1)"® 1\ 1
* = _ = _— = — = [KU:@I’]
* = (o) = (o) = e = Il
on voit que || ||£,K”:@”] est le prolongement de la valeur absolue p-adique a K.
Si || - |lv est la valeur archimédienne qui est associé & un plongement o €

Homg(K,C), on pose

]l = { lo ()], si o est réel,
-

lo(x)|?, si o est compleze.

Remarquons, que dans le cas complexe le carré de la valeur absolue ne satisfait
pas a l'inégalité triangulaire et ne peut pas, donc, étre considéré comme une valeur
absolue. Neanmoins nous verrons que cette convention est tres commode. Par
exemple, on a le théoreme suivant:

THEOREME 3.1.5 (FORMULE DU PRODUIT). Pour tout x € K on a
[Tl =1,
v

ot v parcourt toutes les valeurs absolues normalisées (non-archimédiennes et
archimédiennes) de K.

PREUVE. a) On considere d’abord le cas K = Q. Soit

.r:j:Hp"P, np €4
P

un nombre rationnel. Comme

1\
|| :(_) :
Po\p

[£]loo = |,

et

la formule résulte du théoreme d’Ostrowski.
b) Considérons maintenant le cas général. Pour les valeurs non-archimédienne
au-dessus de p la formule (*) et le corollaire 2.3.4 donnent:

[T 12l = 1Nk /e @)l

vlp
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Pour les valeurs archimédiennes ona de méme:

I lzllo = INk/q(@) -

v|oo

Donc,

[Tlzle = I N/a@loo [T I1Nw/@)], = L.

Soit a un idéal non-nul de Ok et soit

a= Hpnp(a)

pla

la factorisation de a. Comme card(Og /p*) = q{j, ol g, est le cardinal du corps
résiduel &y, le lemme chinois implique que le quotient O /a est fini. On pose

Na = card(Ok /a).
On note Dk (résp. Dg) la différente (résp. le discriminant) de Ok sur Z.

Si L/K est une extension galoisienne, on pose G = Gal(L/K). Pour tout idéal
premier P | p de O, on note G le groupe de décomposition en B. On a

Gsp ~ Gal(ng/Kp)

En particulier, si ‘P est non-ramifié, le groupe G est engendré par ’automorphisme
de Frobenius qu’on note Fiy ( voir §9). Pour tout z € Or, on a:

Fyp(z) =2% (mod ‘P).

Rappelons que par le corollaire 2.11.13 préque tous les idéaux premiers sont non-
ramifiés.
§2. Groupe de classes

Dans ce paragraphe on montre le théoréme suivant qui est fondamental en théorie
des nombres:

THEOREME 3.2.1. Soit K un corps de nombres. Alors le groupe de classes
d’idéauz Cl(Ok) est fini.

PREUVE. On commence par un petit lemme technique:

LEMME 3.2.2. Soit K un corps de nombres de degré n sur Q et soit wy,... ,wy,
une base de O sur Z. Il existe une constante C' telle que pour tout N > 1 et pour
tout x =Y 2 a;w; € O vérifiant

la;] < 2(N +1), i=1,...,n
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on ait

PREUVE DU LEMME 3.2.2. Soient o; : K/Q < Q/Q, i =1,...,n les plonge-
ments de K/Q dans Q/Q. Par le théoreme 0.3.2 on a

n

[Nijo@)| = [Jlaro(wr) + ...+ ano(wa) < D biyinlai ai | las, |,

i=1 1<in,. . in<n
ou
biv,... in = |o1(Wi; )o2(w2) - ... - on(wn)] -

En posant B = Zlgil,.. bi, ... i, et C =22"B on obtient

i <N
|Nx/o(z)] < B2(N +1))" = 2" B(N + 1)" < 2"B(2N)" = CN™.
Le lemme est démontré.

Passons a la démonstration du théoreme 3.2.1. Soit a un idéal non-nul de Og.
Comme a~! est un idéal fractionnaire, il existe un élément non-nul a € O tel que
b=aa"! C Og. Soit

S={x= Zaiw”o <a; < (Nb)Y™ 4+ 1},
i=1

Alors pour le cardinal de S on a
card(S) = ([((NB)]*/™ +2)" > (Nb)/™ + 1)" > Nb + 1.
Considérons la projection canonique
OK — OK/b.
Comme card(Ok /b) = Nb < card(5), il existe y,z € S, y # z tels que y = z
(mod b) i.e. x =y —z € b. Soit x =Y. | a;w;. Alors les coefficients a; vérifient
ja;| < 2((Nb)'/™ + 1)
et le lemme 3.2.2 donne:
| Nk /q(@)] C(Nb).
Comme z € b, on a b | (z) et il existe un idéal ¢ de Ok tel que (z) = be. On a
(N¢) (Nb) = N(be) = N((z)) = [ Ng/q(z)| < C(Nb),

d’ou
(*) Ne < C.
Comme b = aa™! et ¢ = b~ !, les idéaux a et ¢ sont équivalents i.e. appartiennent
a la méme classe dans Cl(Of). Donc, nous avons montré que dans chaque classe
d’idéaux il existe un représentant ¢ vérifiant (*). Pour terminer la démonstration
il suffit de montrer qu’il n’existe qu’un nombre fini d’idéaux vérifiant (*).

Soit p un nombre premier. Si ¢ | p, alors N¢ > p ce qui signifie que si un idéal ¢

vérifie (*), alors p < C. Le théoreme résulte maintenant du fait que pour tout p il
n’existe qu’un nombre fini d’idéaux ¢ divisant p.
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DEFINITION. Le cardinal hx de Cl(Ok) est appelé le nombre de classes de K.

C’est un invariant tres important. Rappelons que hx = 1 si et seulement si Og
est principal. En général, hx mésure la ”complexité” de l'arithmétique de Og.
Dans les cas ”simples” on peut calculer hx en utilisant au lieu du théoreme 3.2.1
sa version effective suivante:

THEOREME 3.2.3. Soient K un corps de nombres, n sons degré, ro le nombre
des valeurs absolues normalisées complezres de K. Soit Dy le discriminant de K/Q.
Alors toute classe d’idéaux contient un idéal a tel que

A\ n!
Nag(_) D2,
nn

™

PREUVE. Voir [S], §4.3, proposition 1 et corollaire 1.

63. Le théoreme de Dirichlet

Soit K un corps de nombres. On appelle groupe des unités de K et on note
Uk le groupe des unités de Ok . Dans ce paragraphe on étudie la structure de Uk
On note Sy (résp. Soo les valeurs absolues normalisées non-archimédiennes (résp.
archimédiennes) de K.

PROPOSITION 3.3.1. i) Un élément v € K est une unité de K si et seulement
st

lz|l, =1, pour tout v € Sy.
it) Soit x € Ug. Alors
> log(llz]l) =0,
VESso

PREUVE. i) Par la propriété iii), §6, chapitre II, x € Og si et seulement si
|z]|» < 1 pour tout v € Sy. Comme ||z, = ||z]|,;*, on en déduit que z € Uk si
et seulement si ||z, = 1.

ii) Comme ||z||, = 1 pour v € Sy, la formule du produit (théoreme 3.1.5) s’écrit:

II 2], = 1.

VESso
En prenant les logarithmes, on obtient ii).

DEFINITION. Soit V' un R-espace vectoriel de dimension finie m. On appelle
réseau de V. un Z-module libre L C V' de rang m.

Soient vy, ... ,v,, les valeurs absolues réelles et v, 41,... , Uy, +r, les valeurs ab-
solues complexes de K. Considérons ’application:

EK : UK — R™ x er’
Lr(x) = (og(l[z[lv,); - - log([[]lv,, ), log(z[lv,, 11)s - - log(l|]lv,, ., )-
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THEOREME 3.3.2 (DIRICHLET). L’application Ly est un homomorphisme. Son
noyau coincide avec le groupe g des racines de ['unité contenues dans K. L tmage
de Lk est un réseau du hyperplan

r1+re

H={(w1, ¥ r) ER XR™ | Y i =0},
=1

de R™ x R™. En particulier, Uy est isomorphe d la somme directe pg x Z™ 12,

PrREUVE. Comme pour tout v on a

log([lzyll») = log(l|z|[+) + log(llyll.),

I’application Lk est un homomorphisme et par la proposition 3.3.1 son image est
contenue dans H.
Si x € pg, alors o(x) est une racine de I'unité dans C pour tout plongement o,
d’ou ||z||, = 1 et log(||x]|,) = 0. Donc, px C ker(Lk).
Réciproquement, si Lx(z) = 0, alors |o(x)] = 1 pour tout ¢ € Homg(K,C).
Soit
f(X)=ap+ a1 X+ -+ X" € Z[X]

le polynéme minimal de x. Comme

FX) =[x —o(2)),

o

on obtient qu’il existe une constante C' telle que pour tout = € Uy les coefficients
de f(X) sont bornés par C' :

(*) la;| < C.

Comme il n’existe qu'un nombre fini de polynoémes f(X) € Z[X] vérifiant (*), on
obtient que ker(L) est fini. Par le théoréme 0.4.3 ceci implique que ker(Lg ) = uk-.

Il reste a montrer que I'image de Lx est un réseau de H. C’est la partie la plus
difficile de la démonstration qui nécessite une étude plus profonde des plongements
de K dans C. Voir [S], chapitre IV.

§4. Corps quadratiques

Dans ce paragraphe nous appliquons la théorie générale a 1l’étude des corps
quadratiques.

DEFINITION. On appelle corps quadratique un corps de nombre K de degré 2

sur Q.

PROPOSITION 3.4.1. Soit K un corps quadratique. Alors il existe un entierd € Z
sans facteurs carrés tel que

K = Q(Vd).

PREUVE. Soit K = Q(«). Comme [K : Q] = 2, le polynéme minimal de a sur
Q est de degré 2 i.e. il existe a,b € Q tels que

o +aa+b=0.
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Posons ¢ = a? — 4b € Q. Alors o = 7"‘?‘/5, d’ou K = (1/c). Il est facile de voir que

¢ s’ecrit de maniére unique sous la forme ¢ = c3d, ot ¢; € Q et d € Z est un entier
sans facteurs carrés. Alors Q(,/c) = Q(v/d), d’oti la proposition.

Par le théoreme 0.2.3 tout élément z € K s’écrit de facon unique sous la forme
z = a+ b/d, avec a,b € Q. L’extension K/Q est galoisienne et on a

Gal(K/Q) = {id, o},

ou l'automorphisme o est défini par a(\/zl) = —V/d. Nous allons maintenant
déterminer I’anneau des entiers de K.

PROPOSITION 3.4.2. i) Sid=2 ou 3 (mod 4), alors
Ok = Z + Z\d;
i1) Sid=1 (mod 4), alors
Ox =7+ 7w,
—1+Vd
—
PREUVE. Soit z = a+bv/d, b# 0. Alors o(x) = a—bv/d et le polynéme minimal
de x sur Q s’écrit
fX)=(X-2)(X—-0(2)=X?—(z+0()X +20(x) = X* - 20X + (a® — b2d).
Donc, = € Ok si et seulement si 2a € Z et a®> — b*d € Z. En particulier, si z € O,
alors

ol W =

(20)2d = 4b*d = (2a)* — 4(a® — b?d) € Z.

Comme d est sans facteurs carrés on en déduit que 2b € Z. Posons m = 2a et
n = 2b € Z. Alors
(*) m? —n?d = 4(a* = b*d) =0 (mod 4).
Remarquons que pour tout m € Z on a m? =0 (mod 4) ou m? =1 (mod 4).

i) Sid =2 ou 3 (mod 4), on voit facilement que (*) n’est possible que si m,n =0
(mod 2), d’ot1 on obtient que a,b € Z.

ii) Sid =1 (mod 4), alors le méme raisonnement montre que (*) est satisfaite
si m et n ont méme parité. Donc dans ce cas on a

:c:a—kb\/azg + nw,
avec (m —n)/2 € Z, d’ou le résultat.

PROPOSITION 3.4.3. Le discriminant absolue de K = Q(\/d) est
{ 4d, sid=2,3 (mod 4),
Dg = :
d, sid=1 (mod 4).

PREUVE. On a Trg/q(l) =2 et TTK/Q(\/E) =0.Sid=2,3 (mod 4), alors

Dy — ‘ Trs(l)  Trrp(Wd)| _ Ad.
Tricjo(Vd)  Tricso(d)
Sid=1 (mod 4), alors
D :‘TrK/@(l) Trgg(w) 4
Trijow) Trigw?)

Etudions maintenant la décomposition des nombres premiers dans 1’extension

K/Q.
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DEFINITION. Soit p un nombre premier impair et soit d # 0 (mod p) un entier.
On dit que d est un résidu quadratique modulo p si la congruence

X?=d (mod p)

est résoluble dans Z. Sinon, on dit que d est un non-résidu quadratique modulo p.

THEOREME 3.4.4. Soit K = Q(\/d) et soit p un nombre premier.
i) Sipt Di et sid est un résidu quadratique modulo p, alors p se décompose
dans Ok en produit des deux idéaux:

pOK = pip2, p1 # po.

it) Sipt Dk et si d est un non-résidu quadratique modulo p, alors p est inerte
dans Ok i.e. pOg est un idéal premier de Ok .
iit) Si p | Dg, alors p se ramifie dans Ok i.e.

pOx = p*.

PREUVE. i) Comme K/Q est galoisienne, la factorisation d’'un nombre premier
p dans O s’écrit:
pPOKr =(p1---  Pg),

ou e, fpgp = [L : K] =2 (théoreme 2.6.7).

Si p{ Dk, alors K/Q est non-ramifiée au-dessus de p et on a e, =1, f,g, = 2.
Si la congruence X2 = d (mod p) est résoluble, le polynome X2 — d a une racine
¢ dans F,,. Comme p # 2, on a —§ # £ ce qui montre que £ est une racine simple.
Alors par le Corollaire 2.4.3 au lemme de Hensel I’équation X? = d a une racine
dans Q, d'ou K, = Q, pour tout idéal premier p au-dessus de p. Donc f, = 1 et
gp = 2.

ii) Si pt Dk, et la congruence X2 = d (mod p), n’est pas résoluble, I’équation
X? = d n’a pas de solutions dans K. Donc K, # Q,, d’ou [K, : Q,] = e, f, = 2.
Comme e, = 1, on en déduit que f, =2 et g, = 1.

iii) Si p | Dk, les idéaux au-dessus de p sont ramifié, d’out e, > 1. Comme
epfpgp = 2, on obtient f, =1 et g, =1, d’ou le théoreme.

Remarque. Avec la méme méthode on peut traiter le cas p = 2.

DEFINITION. On dit que K = Q(v/d) est un corps quadratique réel (résp. imag-
inaire) si d >0 (résp. sid <0).

ProPOSITION 3.4.5. St K = Q(\/E) est un corps quadratique imaginaire, alors
{£1}, st d# —1,-3,

Uk =< {=£1, +i}, st d=—1,
e, st d= —3.

PREUVE. Sid=2,3 (mod 4), une unité u € Ug s’écrit u = a+bvd et Ngg(u) =
a? — b%d est une unité de Z. Donc a? + b?d = 1, d’ot1 on déduit que b = 0 et a = £1
sid# —1.
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Sid=—1,o0n aa?+b*>=1, dou on obtient que Ux = {+£1,4i}.

a+bvd

Sid =1 (mod 4), une unité u € Ug s’écrit u = — —aveca = (mod 2).
Alors .
a® —bd
Nigjgu) = =0

ce qui donne 'équation a? + b?|d| = 1. Un raisonnement élémentaire montre que si
d# —3,alorsa =242et b=0,dou Uxg = {£1}. Sid = —3, on a 6 solutions (£+2,0)
et (£1,£1) qui donnent les racines 6-iemes de l'unité. Le théoreme est démontré.

PROPOSITION 3.4.6. St K est un corps quadratique réel, alors Uk est la somme

directe du groupe ps d’ordre 2 et d’un groupe cyclique infini:

UKZILLQXZ.

PREUVE. Comme +1 sont les seules racines de I'unité dans R, on a ux = {£1}.
Comme d > 0, les racines du polynéme X2 — d = 0 dans C sont réelles ce qui
montre que r; = 2 et ro = 0. Par le théoreme de Dirichlet on obtient que Uy est
isomorphe a po X Z.

Remarque. On peut donner une preuve élémentaire de la proposition 3.4.6.
Bien qu’il existe beaucoup de résultats sur la structure du groupe de classes
Cl(Ok) d’un corps quadratique, c’est un objet qui est difficile a étudier. Voici

quelques exemples:
i) Il y a des formules explicites (assez compliquées) pour le nombre de classes h .

ii) Pour les corps quadratiques imaginaires Q(v/d) Siegel a montré que

log(hK)
—_— — 1.
10g|DK|1/2 d——o0

En particulier, pour tout C' il n’existe qu'un nombre fini de K tels que hx < C.

iii) Les seuls corps quadratiques imaginaires K avec hx = 1 sont Q(v/d), d =
—-1,-2,-3,-7,—11,—-19,—-43, —67,—163. C’est une conjecture de Gauss qui a été
démontrée par Heegner, Stark et Baker dans les années 60.

iv) Gauss a conjecturé qu’il existe une infinité de corps quadratiques réel avec
hx = 1. Ce probleme reste ouvert.

§5. Corps cyclotomiques

Dans ce paragraphe nous appliquons la théorie générale a 1’étude des corps cy-
clotomiques.

DEFINITION. On appelle corps cyclotomique et on note K,, le corps

K, = @(Cn)
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ot Cp, est une racine primitive n-ieme de [’unité.

Il est bien connu que K, est une extension galoisienne finie de Q. Soit G,, =
Gal(K,/Q). Alors G permute les racines n-iemes de 'unité i.e. pour tout g € G il
existe i(g) € Z tel que

g(Cn) = C?ll(g) :

Comme (]! =1, 'action de g € G sur K,, est completement définie par la classe de
i(g) modulo n. L’application

G — (Z/nZ)*,
g+ i(g) (mod n)

est un isomorphisme de G,, sur le groupe multiplicatif (Z/nZ)* des éléments in-
versibles de Z/nZ. En particulier, G,, est abélien.

DEFINITION. On dit qu’une extension galoisienne L/K est abélienne, si
Gal(L/K) est un groupe abélien.

Le role des corps cyclotomiques dans la théorie des nombres s’éxplique par le
théoreme suivant:

THEOREME 3.5.1 (KRONECKER-WEBER). Soit K une extension abélienne de
Q. Alors il existe n tel que K C K,,.

PREUVE. Bien qu’il s’agit d’un résultat classique, sa preuve ”élémentaire” est
assez compliquée. On peut aussi déduire ce théoreme de la théorie des corps de
classes.

Nous allons étudier la décomposition des nombres premiers dans K,,. Pour sim-
plifier, on suppose que n = p est un nombre premier # 2 et on pose K = Q((p).

PROPOSITION 3.5.2. i) Soient | un nombre premier et Q; le corps des nombres
l-adiques. Sil # p, alors Qi((p) est une extension non-ramifiée de Q;. On a

[Ql(Cp) : @l] =/,

ou f est le plus petit nombre naturel vérifiant la congruence 17 =1 (mod p).
i) L’extension Qp((p)/ Q) est totalement ramifiée de degré p — 1.

PREUVE. i) Comme p # [, la congruence
(*) I*=1 (mod p)

est résoluble (par exemple, on peut prendre x = p — 1 et utiliser le petit théoreme

de Fermat). Soit f le plus petit nombre naturel vérifiant (*). Par le théoréme 2.9.6,

Qi(¢r_1) est une extension non-ramifiée de Q; de degré f. Comme p | I/ — 1, on a

Cp = Cl"}_l, ot I/ — 1 = pk ce qui montre que Q;(¢,) € Q;((s—1). On en déduit i).
ii) Soit 7 = (, — 1. Comme ¢} = 1, I'élément 7 est une racine du polynome

PRRLES

Comme p divise Cg, on voit que f(X) est un polynome d’Eisenstein et ii) découle
du théoreme 2.10.2.

= prl + Cgilprg + e + OZ%X +p
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THEOREME 3.5.3. Soit | un nombre premier et soit (1) lidéal principal de Ok
qui est engendré par . Alors:
i) Sil # p, la factorisation de (1) s’écrit:

)=l 1.

Les idéauz 1; sont non-ramifiés et leur degré résiduel fi = f(1;/1) est la plus petite
solution de la congruence I* =1 (mod p). En plus,

gfi=p-1
it) La factorisation de (p) s’écrit:
(p) =p""",
ou p est l'unique idéal premier au-dessus de p. Plus précisement, on a
p=(1-¢).
PREUVE. i) Comme K/Q est galoisienne, la factorisation de (I) s’écrit

(1) = (Il 1)

i) Sil # p, la proposition 3.2.5 implique que ¢; = 1 et que le degré résiduel f; est la
plus petite solution de la congruence I* =1 (mod p). Comme ¢; fig; = [Q((p) : Q),
on en déduit i).

ii) Si { = p, alors la proposition 3.2.5 donne e, =p—1, d’ott f, =g, =1. On a

p—1
XPU4XP 24 1= (XP - 1)/(X - 1) = [[(X = ¢).
k=1
En posant X =1 on obtient:
p—1 p—1
p=J]0-¢)=0-¢)P " ] us
k=1 k=1
ol .
— G k—1
Up = :1—|—Cp+...+gp .
1—¢p

Il est facile a montrer que ux sont des unités. En effet, si k < p, alors il existe 7 tel
que ki =1 (mod p), d’on

ki
I 1-¢

= 1+C;;+"'+C;(k_1).
Donc, on a

(p) = (G — 1P

et par I'unicité de factorisation on obtient que p = (¢, — 1).

Nous pouvons maintenant calculer la différente et le discriminant de Q((,).



§5. CORPS CYCLOTOMIQUES 113

PRroPOSITION 3.5.4. On a
DK - (Cp - 1)p72

et
dg =pP~?

PREUVE. On a
DK = HDKU
[

ou | parcourt tous les idéaux premiers de O . Si [ # p, alors par le théoreme 3.5.3
K/Q; est non-ramifiée et le théoreme 2.11.810 donne Dy, = Oy. Si [ = p, le méme
théoreme donne:

oumr=(—1.0na
F(X) = (p = DX+ (p =20 X" 4 4 G
Comme vi((p— 1)7P~2) =p—2et

v (CEF) > vk (p) = ep =p— 1,

on obtient que Dk, = (7P7?) = ({, — 1)?~2. On en déduit la premiere formule.
D’autre part, on a:

(Dk) = Wi/a(Dx)) = NG — 1) 72 = pP 2.

La proposition est démontrée.

Cette proposition nous permet de déterminer ’anneau des entiers de Og.

ProroOSITION 3.5.5. On a

OK = Z[(p]a
ie. 1,(p, ... 7%)—2 forment une base de Ok sur Z.
PREUVE. L’inclusion Z[(,] C Ok est evidente car 1, ,, . .. ,Cg_z sont des entiers

sur Z. Donc pour montrer que Z[(,] = O il suffit que prouver que ces deux réseaux
ont méme discriminant. Comme

XP—1=f(X)(X 1),

on a

pXPTh = fI(X)(X — 1) + f(X).
En posant X = (, — 1 on obtient

/ o p
(&) = oG 1)

Comme Ng/g(Cp) =1 et Ng/g(¢p — 1) = p, la proposition 0.3.5 donne

D (1,Cps--- (5% = Nk /o(f'(G) = £P 72

d’ou I’égalité voulue.



