Cours de théorie des groupes

Denis Benois

INsTITUT DE MATHEMATIQUES, UNIVERSITE DE BORDEAUX, 351, COURS DE LA LIBERATION
33405 TALENCE, FRANCE
Email address: denis.benois@math.u-bordeaux. fr






Tables des matieres

|[Chapitre 1. Groupes|
|1. Lois de composition|
[3.  Classes suivant un sous-groupe|
|4.  Groupe quotient|

[>. Homomorphismes|
[6._ Centre. Groupe dérivé|

|Chapitre 2. Action de groupe|
|I. Action d’un groupe sur un ensemble]
(2. Formule des classes|
[3.  Théoremes de Sylow|

|[Chapitre 3. Exemples et constructions|
|1. Groupes symétriques|
[2.  Groupes simples. Simplicité de A,)|
[3. Groupes résolubles|

|[Chapitre 4.  Théorie de Galois|
|1. Extensions de corps|
[2. Prolongement des homomorphismes|
[3.  Extensions séparables|
4. Le théoreme de I’élément primitif|

|5.  Extensions normales, galoisiennes. Groupe de Galois|

[6.  Théoreme d’indépendance des caracteres|

5

8. Correspondance de Galois|

9. Exemple du polyndme X° — 10X + 3|
|10. Extensions cyclotomiques|

(11. _Extensions de Kummer

[12.  Equations résolubles par radicaux|







CHAPITRE 1

Groupes

1. Lois de composition

Définition. Soit X un ensemble. On appelle loi de composition interne sur X
(ou loi de composition sur X tout court) une application

XXX —X, (x,y) > x*y.
Un méme ensemble peut étre muni des lois de composition différentes.
Exemples. (Z,+), (Z,-), (Z,-).
Définition. 1) Une loi de composition = sur X est dite
e associative si et seulement si
Vx,y,z€ X, (xxy)xz=x%(y*2).
e commutative si et seulement si
Vx,y€X, X%y =y*X,
2) On dit que e € X est un élément neutre pour la loi * si
VxeX, Xke=e*xx=2X.
Proposition 1.1. Si X possede un élément neutre pour =, il est unique.

PreUVE. Supposons que e et ¢’ sont deux éléments neutres pour . Alors
e =exe=e.
|

Définition. Supposons que (X, *) posséde un élément neutre e € X. On dit que
deux élément x et X' € X sont inverses si

xxx =x'xx=e.

Proposition 1.2. Supposons la loi associative. Si x admet un inverse, celui-ci
est unique.

PrEUVE. Supposons que x” et x” sont deux inverses de x. Alors

X=xse=x+x+x")="*x)xx" =exx" =x".

Nous adoptons la notation suivante:
x~! désigne I’inverse de x.
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Exemples. 1) 0 est I’element neutre de (Z,+). Pour tout x € Z, —x est I’inverse
de x pour I’addition.
2) 1 est I’élément neutre de (Z,-). Dans (Z,-), seuls 1 et —1 ont un inverse:

1-1=1, -D-(-DH=1.
2. Groupes

Définition. On appelle groupe un ensemble non vide (G,-) muni d’une loi de
composition vérifiant les propriétés suivantes, les axiomes de groupe :

1) (associativité) = est associative ;
2) (élément neutre) * possede un élément neutre (dans G) ;
3) (élément inverse) tout élément x € G est inversible.

Si, en plus, la loi est commutative, on dit que G est commutatif ou abélien.

Si G est fini, on appelle ordre de G son cardinal |G|.
Pour simplifier la notation on va écrire (G, -) plutdt que (G, ).

Exemples. 1) (Z,+) est un groupe abélien.
2) (Z,-) n’est pas un groupe.
3) (Q*,-) est un groupe abélien.

Exercice 1. Soit K un corps. On note M,(K) I’ensemble des matrices carrées
de taille n a coefficients dans K. On pose

GL,(K) = {X € M,,(K) | det(X) # 0}.

Alors GL,(K) est un groupe pour la multiplication matricielle, appelé le groupe
général linéaire de degré n. Sin > 2, ce groupe n’est pas abélien.

Exercice 2. Soit X un ensemble et soit S(X) ={f : X — X | f bijection }.
fe(x) = f(g(x)). Montrer les assertions suivantes :

a) le produit est associatif ;

b) idy est un élément neutre ;

¢) I'inverse de f est I’application réciproque f~'.

On en déduit que S (X) est un groupe. On I’appelle le groupe symétrique de X.

Définition. Soir G un groupe. On dit qu’une partie non vide H C G est un
sous-groupe de G si elle posséde les propriétés suivantes :
1) eeH;
2) x,ye H= xy € H,
3) xeH=>x'eH.

L’ensemble H C G avec la loi de composition induite par celle de G est un
groupe.

Exemples. 1) Pour tout groupe G, {e} et G sont des sous-groupes de G. On dit
qu’un sous-groupe H est propre si H # {0},G.

2)(Z,+) c (R, +).

3) Soit K un corps et soit

SL,(K) = {X € M,(K) | det(X) = 1}.
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Alors SL,,(K) est un sous-groupe de GL,(K). On I’appelle le groupe spécial linéaire
de rang n.

Propriétés 2.1. 1) Soit H une partie non-vide de G. Les conditions
suivantes sont équivalentes:
a) H est un sous-groupe de G
b)xeG,yeG=xy'eqG.
2) Soit (H;)ier une famille de sous-groupes de G. Montrer que NicfH; est un
sous-groupe de G.
3) Soient H| et H, deux sous-groupes de G. Montrer que H; U Hy est un
sous-groupe de G si et seulement si soit Hy C Hp soit Hy C H;.

Définition. Soit S C G. On appelle sous-groupe engendré par S et I’on note
< § > le plus petit sous-groupe de G contenant S :

<8 >=NgcyH.
Exercice 3. Soit S~! = {s7! | s € §'}. Montrer que
<S8 >= {gl.gz...gm_l-gmmﬁm}letg,-eSUS_l pour tout 1 < i< mj.

Définition. Soit x € G. On appelle sous-groupe monogene engendré par x le
groupe < x > . On dit que G est monogene s’il existe x € G tel que G =<x>.Un
groupe cyclique est un groupe qui est a la fois monogene et fini.

Définition. On appelle ordre de x et I’on note ord(x) le plus petit n > 1 tel que
X" =e. Si x* # e pour tout n > 1, on pose ord(x) = +oo.

Propriété 2.2. Soit x un élément d’ordre fini n. Si X" = e, alors n| m.

PreUVE. Supposons que ord(x) =n < co. Alors pour tout m € Z on peut effectuer
la division euclidienne par n :

m=nq+r, qg.reZ, 0<r<n-1.

Donc

(1) X" =x"x"=x", ourestunentier0<r<n—1.

Supposons maintenant que x™ = e. Alors x" =eavec 0 <r<n—1,d ou r =0. Nous
avons donc prouvé que n | m. [

Théoreme 2.3. Soit x € G.
1) Siord(x) =n < oo, alors < x > est un sous-groupe d’ordre n:
<x>={e,x,x%,..., X" 1}.
i) Siord(x) = +o0, alors
-2 x—l 2

<x>={..,x°,x ,ex,x°,...},

ot les éléments x™ (m € 1) sont deux a deux distincts.
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PreuvE. a) Il découle de I’exercice 3 que dans les deux cason a :
<x>={x"|meZ}.

Supposons d’abord que ord(x) = +oco. Montrons que les éléments x™ sont deux a
deux distincts. En effet, si x” = xf avec m > k, alors "% = e. Comme ord(x) = +0o,
on en déduitque m—k=0,d’oum =k.

b) Supposons que ord(x) = n < co. La formule (1)) montre que pour tout m € Z,
onax™=x"avec0<r<n-1.Donc

-2 -1 2
<x>={..,x°,x ,e,x,x°,...},

Pour montrer que les éléments x” (0 < r < n—1) sont deux a deux distincts, sup-
posons que

x = x, pour0<r<f<n-—1.
Alors x{™" = ¢, d’oti n | (£ —r) par la propriété Comme 0<{—r<n-1,onen
déduitque £ =r. [

3. Classes suivant un sous-groupe

Soit G un groupe. Pour chaque g € G, on note L, I’application multiplication a
gauche par g :
L, :G— G,

X gx.

De méme, on note R, I’application multiplication a droite par g :
R, :G—-G,
X xg.

Propriété 3.1. Les applications L, et R, sont bijectives.

PrEUVE. Soit y € G. En multipliant 2 gauche par g~! les deux membres de
I’équation gx = y, on trouve que x = g~y est une solution de cette équation et une
seule. Donc L, est bijective. Le méme argument montre que R, est bijective. |

Pour désigner que H est un sous-groupe de G, on écrit :
H<G.

Définition. Soit H < G. Pour tout x € G, on appelle classe a gauche de x
suivant H ’ensemble
xH ={xh|he H}.
On appelle classe a droite de x suivant H [’ensemble

Hx={hx|he H}.
On note x PR etx 2 y les relation sur G définies comme suit :
-1
X ~ =34 € H,
PR y

x X y @xy_] €H.
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P . . H . e
Théoréme 3.2. i) Les relations p et ~ sontdes relations d’équivalence.

ii) La classe de x suivant la relation ~ est xH. La classe de x suivant la

relation 2 est Hx.
iii) Pour tout x € G, I’application L, induit la bijection

H — xH,
h— xh.

De méme, pour tout x € G, I’application R, induit la bijection
H — Hx,
h— hx.

PReUVE. i) On montre que ~ est un relation d’équivalence.

1

Réflexivité. Comme x 'x=e€ H,ona x ~ Xx.
H

Symétrie. Supposons que xy. Alors x~'y € H. Comme H est un sous-groupe de
H
-1
G, on en déduit que (x‘l y) € H. Donc
-1
yilx = (xily) €eH
ce qui montre que y phe

Transitivité. Supposons que xy et yz. Alors x“ 'y € H et y"!'z € H. Donc
H H

lz=(y) 079 €en,
ce qui montre que x ~

Donc ~ est une relation d’équivalence. La preuve que ~ est un relation d’équivalence
est analogue.
ii) On a
X~y ox'yeH ©oy=xh, ouheH.

Donc la classe de x suivant la relation ~ est :

CIH(x):={y€G|x;y}={xh|h€H}=xH.

Un calcul analogue montre que la classe de x suivant la relation Hest:
() :={yeG|xZy}={hx|he H} = Hx.
iii) Clair. u
L’ensemble des classes d’équivalence pour la relation ~ donne une partition de
G:

) G= _UIx,-H (réunion disjointe des classes a gauche).
IS
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A b 7 . . H
De méme, I’ensemble des classes d’équivalence pour la relation ~ donne une par-
tition

3) G= jLEJJHy j (réunion disjointe des classes a droite).

En général, ces partitions ne coincident pas.
L application
i:G—->G,
-1
8§ 8

est un bijection (il suffit de remarquer que i o i = idg, donc i~! = i). On peut facile-
ment voir que i(xH) = Hx~! pour tout x € G. Donc

G=U Hxi_1

i€l

est une partition de G en classes a droites disjointes. Donc cette partition coincide
avec (3). On en déduit que I’application xH + Hx~! établit une bijection entre
I’ensemble des classes a gauche et ’ensemble des classes a droite suivant H. En
particulier, les ensembles / et J ont méme cardinal :

1| =1J].
Définition. On pose (G : H) = |I| et on I’appelle indice de H dans G.

Dans ce cours, nous allons utiliser cette notation uniquement pour les sous-
groupes d’indice fini. On a le théoréme important suivant :

Théoreme 3.3 (théoréme de Lagrange). Soit G un groupe fini. Alors
|G| =(G : H)-|H|.

Preuve. Le théoréme découle de la partition (2)) et du fait que |xH| = |H| pour
tout x € G. u

Corollaire 3.4. Si G est fini, alors |H| divise |G|.
Corollaire 3.5. Soit G un groupe fini et soit x € G. Alors ord(x) divise |G|.
Preuve. D’apres le théoréeme on a
|(x)] = ord(x).
11 suffit d’appliquer le corollaire précédent. [
Corollaire 3.6. Soit p un nombre premier. Tout groupe d’ordre p est cyclique.

Preuve. Soit G un groupe d’ordre p. On choisit un élément x € G tel que x # e.
Comme ord(x) divise p et p est un nombre premier, on en déduit que ord(x) = p.
Donc < x > est un sous-groupe de G d’ordre p, d’ou G =< x > . [

Exercice 4. Soient K C H C G deux sous-groupes d’un groupe G. Supposons
que (G : K) < +oo. Montrer que (G : H) et (H : K) sont finis et que

(G:K)=(G:H)H:K).
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4. Groupe quotient
Soient G un groupe et H < G.
Définition. On dit que H est distingué ou normal dans G et I’on note H < G si
xH = Hx, VxeH.
Propriété 4.1. H < G si et seulement si
x_legH, YxegG.

PrEUVE. 1l est clair que si H < G, alors x” ! Hx = H C H. Réciproquement, sup-
posons que

4) x 'HxcH, VxeG.

1

En remplagant x par x~', on trouve que

xHx™! CH, YxeG,
d’ou
5) H=x"(xHx Yxcx'Hx, VxeG.
Les inclusions réciproques (@) et (§) montrent que x' Hx = H, d’ott Hx = Hx pour
tout x € G. |

Exemples. 1) G abélien. Tout sous-groupe est normal.
2) (G : H) = 2. Alors H est normal (exercice).

Exercice 5. Montrer que SL,(K) < GL,,(K).

Remarques 4.2. 1) Si K < H < G et K 4G, alors K < H. Remarquons que
K < H et H <G n’implique pas que K < G.

2)H 4 G si et seulement si les relations d’équivalence p et 2 coincident. Cela
découle du fait que clgy(x) = clf(x) pour tout x € G.
P iété 4.3. Six' ~xety ~y, al "y~ xy.
ropriété ix' ~xety ~y, alors X'y ~ xy
Preuve. Si x/ ~ X ety ~, alors il existe h,k € H tels que x" = xh et y' = yk.
On a:

X'y = (xh)(yk) = x(hy)k.
Comme hy € Hy = yH, il existe h’ € H tel que hy = yh’. Donc

X'y = x(yh' Yk = (xy)(h'k) € xyH.
On en déduit que x'y’ . [ |
Soit H < G. On note
G/H=G/ ~= {clg(x) | x € G}

le quotient de G par la relation e Rappelons que cly(x) = xH = Hx = cl?(x). On

munit G/H d’une loi de composition en posant :
(6) clg(x)-clp(y) = clg(xy).
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On déduit de la propriété 4.3|que cette loi de composition est bien définie.
Théoreme 4.4. La loi de composition (6) munit G/ H d’une structure de groupe.

PrREUVE. Associativité. Soient x,y,z € G. Alors

(clu(x) - clu () - elu(z) = el (xy) - clu(z) = clu((xy)z) =
clp(x(y2)) = clp(x) - clg(y2) = clp(x) - (clp () - clu(2)).
|

Définition. Le groupe G/H est appelé le groupe quotient de G par H.
Exemples. Pour tout entier n > 1, on a nZ c< Z. Alors

x;y@x—yénl@xzy (mod n).
n

Donc cl,z(x) coincide avec la classe résiduelle de x modulo # :
cliz(x)=x={yeZ|y=x (mod n)}.

Le groupe quotient est le groupe Z/nZ des classes de résidu modulo n. C’est un
groupe cyclique d’ordre n, il est engendré, par exemple, par la classe 1.

5. Homomorphismes

Un homomorphisme de groupes (ou morphisme de groupes tout court) est une
application entre deux groupes qui respecte la structure de groupe.

Définition. i) Soient (G,*) et (G’,*) deux groupes munis des lois de compo-
sition * et x respectivement. Un morphisme de G dans G’ est une application
f: G — G telle que

Sxrxx2) = f(x1) * f(x2), Vxi1,x €G.

ii) On dit qu’un morphisme f est un monomorphisme s’il est injectif, un épi-
morphisme s’il est surjectif, un isomorphisme s’il est bijectif.

iii) Un morphisme d’un groupe dans lui-méme est appelé un endomorphisme.
Un automorphisme de G est un morphisme qui est a la fois un isomorphisme et un
endomorphisme.

Exemples. 1) Soit (R},-) I’ensemble des réels strictement positifs R} = {x €
R | x > 0} muni de la multiplication usuelle. On vérifie facilement que (R},-)
est un groupe. Soit (R, +) le groupe des nombres réels pour 1’addition usuelle.
L’ application
log : R} - R,
x = log(x)

est un morphisme de groupes :
log(x1x2) = log(x1) +log(x2).

En outre, log est une bijection. Donc ¢’est un isomorphisme entre (R},-) et (R, +).
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2) Soit K un corps. On note K* le groupe multiplicatif de K. L’application
det : GL,(K) - K*
X - det(X)
est un morphisme de groupes. En effet,

det(XY) = det(X)det(Y).

Convention. Pour simplifier la rédaction, on va remplacer les lois de compo-
sition * et % par la loi multiplicative.

Exercice 6. Montrer que si f : G —» G’ et ¢ : G' — G” sont des homomor-
phismes, alors la composition ¢f : G — G” Uest aussi. Si f et ¢ sont des isomor-
phismes, alors ¢f l’est.

Exercice 7. Soit G un groupe.

1) Montrer que !’ensemble Aut(G) des automorphismes de G est un sous-
groupe de S (G).

2)Pour tout g € G, on définit I’application ¢, : G — G en posant c4(x) = gxgL.
Montrer que cg, est un automorphisme de G. On appelle c, I’automorphisme
intérieur associé a g.

3) Montrer que I’application g — cg est un homomorphisme G — Aut(G).

4) On note Int(G) ’ensemble des automorphismes intérieurs de G. Montrer
que Int(G) < Aut(G).

Propriétés 5.1. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors :

1) fle)=¢'.
2) fx = fo.

Preuve. 1) Commee=¢-e,0ona:

fle)=fle-e) = fle)f(e).
En multipliant & gauche par f(e)~! les deux membres de cette équation, on obtient
que e’ = f(e).
2) Soit x € G. Comme x-x! =¢,ona:
f@fGT=faxh=fle)=¢.
De méme, f(x"1)f(x) =¢’. Donc f(x~!) = f(x)~". n
Définition. Si f : G — G’ est un morphisme de groupes, alors le noyau et
I’image de f sont définis par
ker(f) ={xeG|f(x)=ec}  (noyau f),
Im(f) = f(G)  (image de f),
Exemples. /) Soit H < G et soit p : G — G/H Uapplication p(x) = clg(x).
Alors p est un epimorphism et ker(p) = H.

Dans le théoreme suivant, nous résumons les principales propriétés du noyau
et de I'image d’un morphisme.
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Théoreme 5.2. Soit f : G — G’ un morphisme. Alors :

1) ker(f) est un sous-groupe distingué de G;
ii) Im(f) = f(G) est un sous-groupe de G’;
iii) f est un monomorphisme si et seulement si Ker(f) = {e}.

PrREUVE. 1) Soient x,y € ker(f). Alors

fay = fOfo ) =fOfe) = =

Donc xy~! € ker(f) si x,y € ker(f). On en déduit que ker(f) < G.
Soient g € G et x € ker(f). Alors

fg7'xg) = fF&HfWf(@) = flg7) e f(®)=flgNf(®)=f(g'g)=Ffle)=¢.

On en déduit que g~'xg € ker(f). Donc g-ker(f)-g~' C ker(f) pour tout g € G, ce
qui montre que ker(f) < G.

ii) Soient y1,y, € Im(f). Alors il existe x1,x, € G tels que f(x1) =y et f(xp) =
2. On a:

yiyy = fODf)™ = FafOgY) = fxixg!) € Im(f).

Donc Yy, ys € Im(f), ylygl € Im(f). On en déduit que Im(f) < G’.
iii) Il est clair que si f est un monomorphisme, alors ker(f) = {e}. Réciproquement,
supposons que ker(f) = {e}. Alors :

fOo) = fl) = faxg)=fof) ' =¢ = xx' =e = xn=x.
On en déduit que f est injectif. [
Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble E’:
fE—>E.
Alors f induit la relation d’équivalence “avoir méme image par f” sur 1’ensemble
E:
xRy o flx) = flx).
Pour tout x € E, on note X la classe de x pour la relation R. Soit
E/R={x|x€E}
I’ensemble quotient de E par la relation R. Alors I’application
f:E/R—E,
I f(x)
est bien définie, injective, et induit une bijection de E/R sur Im(f) := f(E). On a

donc un diagramme

E ! E’
N
f

E/R —— Im(f),
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ou p: E — E/R est 'application p(x) = X et i désigne I'inclusion de Im(f) dans
E’. Ce diagramme est commutatif, a savoir:

f=iofop.
On remarque que I’application p est surjective.

Soit maintenant f : G — G’ un morphisme de groupes. On considere la relation
R sur G. Alors :

aRa © fo)=f) © fi'm)=¢ e xlyeker(f)

Donc la relation R coincide avec la relation . ~(f) associée au sous-groupe distingué
er(,

ker(f) de G. La classe X pour la relation R coincide avec la classe de x suivant

ker(f) :
X = x-ker(f) = ker(f)- x.

En particulier, G/R = G/ker(f), et ’on a un diagramme :

G—! ¢
]
G/ker(f) —— Im(f).

On remarque que dans ce diagramme, p : G — /ker(f) est un epimorphisme.

Théoréme 5.3 (Premier théoréme d’isomorphisme). L’application f est un
isomorphisme de groupes:

[+ G/ker(f) = Im(f).
PrReUVE. On sait déja que f est une bijection. Soient x1,x; € G. Alors
f(E1E) = f(ix) = f(xix2) = f(x1)f(x2) = f(R1)f(%2).
Donc f est un morphisme de groupes. [
Exemples. Soit K un corps. Le morphisme
det : GL,(K) —> K", X — det(X)

est un momorphisme surjectif et ker(det) = SL,(K) est un sous-groupe distingué de
GL,(K). On a un isomorphisme :

GL,(K)/SL,(K) ~ K".
Soient X, Y C G deux parties d’un groupe G. On pose
XY ={xy|lxeX, yeY}.
Propriété 5.4. Soient N 4G et H<G. Alors HN est un sous-groupe de G.

PrEUVE. a) Soient x| = hiny et xo = hpny (hy,hy € H, ny,ny € N) deux éléments
de HN. Alors
x1x2 = (hyny) - (hanp) = hy(nyho)ny.
Comme N < G, ona Nhy = hoN etil existe n| € N tel que nihy = hon}. Donc

X1Xp = h](hzn’] )I’lz = (h]hz)- (n']nz), hlhz € H, n]nz eN.
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On en déduit que x;x; € HN.
b) Soit x = hn € HN. Alors

x = (hn)_1 =n'n !

Comme Nh~! = h™'N, il existe n’ € N tel que n~'h~! = h™'n’, et on obtient que
x'=h'n € HN.
Il en découle que HN < G. [

Théoreme 5.5 (Deuxieme théoreme d’isomorphisme). Soient N 4G et H<G.
Alors NN H < H et il existe un isomorphisme

H/(HNN)~HN/N.
PrReUVE. On considere le morphisme

f :H— HNJN,
h+— hN.

a) On calcule le noyau de f :
heker(f) & f(hW=0 & hKWN=N & heHNN.

Donc ker(f) = HNN.
b) Montrons que f est surjectif. Soit yN € HN/N. Alors y s’écrit sous la forme
y=hn,outhe HetneN.Donc

YN = hnN = hN = f(h).

c¢) En appliquant le premier théoréme d’isomorphisme au morphisme f on ob-
tient que H/(HNN) ~ HN/N. Le théoreme est démontré. [ |

Théoreme 5.6 (Troisieme théoréme d’isomorphisme). Soit G un groupe et
soient H et K deux sous-groupes distingués de G. Supposons que K C H. Alors
H/K < G/K et l’on a un isomorphisme

(G/K)/(H/K) ~G/H.
PreUVE. On considere I’application

f :G/K - G/H,
xK — xH.

On vérifie facilement que f est un morphisme surjectif. En outre,
xKeker(f) & xH=H & xeH.

Donc ker(f) = H/K. En appliquant le premier théoréme d’isomorphisme, on en
déduit le théoreme. [ ]
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6. Centre. Groupe dérivé
Soit G un groupe. On dit que deux éléments x,y € G commutent si xy = yx.

Définition. Soit G un groupe. On appelle centre de G I’ensemble des éléments
de G qui commutent avec tous les éléments de G :

Z(G)={xeG|lxy=yx, VYyeG}.
Théoreme 6.1. Z(G) est un sous-groupe abélien et distingué de G.
PrREUVE. a) Soit x € Z(G) et soit y € G. Alors

Xy = yx.
En multipliant les deux membres de cette équation 2 gauche et i droite par x~! on

obtient :

yx = x Ty = i ox T = x7 .

Donc x~! € Z(G).

b) Soient x1,x; € Z(G). Alors pour tout y € Z(G) on a :

y(x1x2) = (yxp)xz = (x1y)x2 = x1(yx2) = x1(x2y) = (x12)y-

Donc x1x; € Z(G). Comme e € Z(G), on déduit des parties a) et b) que Z(G) est un
sous-groupe.

¢) Z(G) est clairement abélien. Soit y € G. Alors yx = xy pour tout x € Z(G).
Donc yZ(G) = Z(G)y. On en déduit que Z(G) < G.

[

Exercice 8. 1) Soit K un corps. Montrer que
Z(GL,(K)) ={al, | a € K*}.

Exercice 9. On reprend l’exercice 7. Montrer que Z(G) est le noyau du mor-
phisme

G — Aut(G),
g — Cg.
En déduire que Int(G) ~ G/Z(G).

Exercice 10. On dit que H < G est un sous-groupe caractéristique si f(H) C H
pour tout f € Aut(G).

a) Montrer que tout sous-groupe caractéristique est distingué.

b) Montrer que Z(G) est un sous-groupe caractéristique.

Pour tous x,y € G on appelle commutateur de x et y I’élément
[x,y]:= xyx 'y~
Donc [x,y] = e si et seulement si x et y commutent.

Définition. On appelle groupe dérivé de G et I’on note [G,G] ou D(G) le sous-
groupe de G engendré par les commutateurs [x,y], ou x,y € G :

[G.G]:=([x.y]| x.y €G).

Théoreme 6.2. Soit G un groupe.
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) [G,G] 2G;
i) G/[G,G] est abélien.
iii) Soit H < G. Alors

G/H est abélien < [G,G] C H.
PreuvE. 1) Un calcul direct montre les formules suivantes :
(7 aly,zlat = Ly e

(8) .2l = [zy].
En utilisant la formule (8)) et I’énoncé de I’exercice 3, on obtient que tout 2 € [G,G]
s’écrit sous la forme
h=hihy---hy, ou h; = [y;,zil.
On a
xhx! = (xhlx_l)---(xhnx_l).

La formule (7)) montre que xk;x~! € [G,G] pour tout i. Donc xhx~! € [G,G]. On en
déduit que [G,G] < G.

ii) Pour simplifier la notation, on note x € G/[G, G] la classe de x suivant [G,G].
Alors x-y = Xy pour tous x,y € G. Donc

[x.y] =[xyl =e.
On en déduit que G/[G,G] est abélien.
iii) Soit [G,G] < H < G.
Réciproquement, supposons que H < G et G/H est abélien. Pour tout x € G,
on pose x = cly(x). Alors pour tous x,y € G on a
[x,y] = [x,y] =e.
Donc [x,y] € H pour tous x,y € G. On en déduit que [G,G] C H. [}
Exemple. G abélien ssi Z(G) = G ssi [G,G] = {e}.



CHAPITRE 2

Action de groupe

1. Action d’un groupe sur un ensemble
Soient G un groupe et X un ensemble. On note e I’élément neutre de G.

Définition. On appelle action a gauche de G sur X une application
f:GxX—-X
vérifiant les propriétés suivantes :

1) f(e,x)=x, VxeX.
2) f(g182.%) = f(g1, (g2, %), Vg1,g2€GetVxeX.

Pour alléger la notation on pose gx := f(g, x). Alors les propriétés 1-2) s’écrivent :
1) ex=1x, VxeX.
2) (g182)x=2g1(82%),  Vgi.&o€GetVxeX

De manicere analogue, on définit une action a droite de G sur X comme étant

une application NxC o x
XG — X,

(x,8) = xg
vérifiant les propriétés suivantes :
1*) xe = x, VxeX.
2%) x(g182) = (xg1)g2,  Vg1.82€GetVxeX.
Exemple. Soit X un ensemble et soit S(X) le groupe symétrique de X (cf.
Exercice[2). On considere I’application
f:SXXxX->X,
flo,x) :=o(x), YoeSX),VxeX.
Il est facile de voir que f définit une action a gauche de S (X) sur X.

Nous allons prouver que toute action de G sur X se factorise a travers S (X) X X.

Théoreme 1.1. 1) Soit f : GXX — X une action a gauche de G sur X. Pour

tout g € G, on pose:
fe i X—X,

Je(x) = f(g,%) = gx.
Alors f, € S(X), et I'application
G- SX),
(g = f;

19
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est un morphisme de groupes.
2) Réciproquement soit ¢ : G — S (X) un morphisme de groupes. Alors I’application

f:GxX—>X,
f(g,x) = p(g)(x)

définit une action de G sur X.

PreUVE. 1) Soit f : G XX — X une action a gauche de G sur X. On fixe g€ G
et on considere I’application f, : X — X.
a) Supposons que f,(x1) = fo(x2). Alors gx; = gxp, d’ou :
xi=g ' (gx) =g ' (gx) = (¢ 'Om = ex=x
Donc f, est injective.
Soit y € X un élément de X et soit x = g~ 'y. Alors

e =gg'V=(gg y=ey=»
On en déduit que f, est surjective. Donc f; € S (X).
b) Soient g1,g2 € G. Pour tout x € X, on a

fglgz(x) =(g182)x = g1(g2x) = fg1 (g2x) = fg1 (fgz(x)) = fg| ofgz(x)-
Donc fg,g, = fg, © fg,, d’0U
©(8182) = fo18, = Jo1 © for = 9(81) ¢(&2).

On en déduit que ¢ est un morphisme de groupes.

2) Soit ¢ : G — S (X) un morphisme de groupes. On pose :
f(g,x) =¢(g)(x), VgeG,xeX.
Alors :

a) f(e,x) = p(e)(x) = idx(x) = x.
b) Pourtous g;,go€GetxeXona:

f(8182,%) = p(8182)(x) = ¢(g1) 0 p(82)(x) = f(g1,¢(82)(x)) = f(g1, (g2, %)).
Donc f définit une action de G sur X. [
Exemple. Soit G un groupe. On considere 1’application
f:GxXG -G,
f(g,x) = gx.

Il est facile de voir que f définit une action a gauche de G sur G. Pour tout g € G,
I’application f, coincide avec I’application

Ly : G—>G, Lg(x) = gx.
Par le théoréme précédent, on a un morphisme de groupes
¢:Go8(G), @)=L

Si g € ker(p), alors Lg = idg, i.e. Lg(x) = gx = x pour tout x € G. Donc g = e et
ker(¢) = {e}. On en déduit que ¢ est un monomorphisme.
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Supposons de plus que G est fini et posons 7 = |G|. Alors S (G) ~ §,, et I’injectivité
du morphisme ¢ : G — S, implique le théoréme suivant :

Théoreme 1.2 (Cayley). Soit G un groupe fini d’ordre n. Alors G est isomor-
phe a un sous-groupe de S .

2. Formule des classes
2.1. Soit G un groupe opérant sur un ensemble X.

Définition. Soit x € X.
1) On appelle orbite de x € X sous ’action de G et ['on note Gx ou Orb(x)
[’ensemble

{gx|g Gl
2) On appelle stabilisateur de x € X dans G et [’on note G, ou Stab(x) [’ensemble
{geG|gx=x}.
3) On dit que x € X est un point fixe de I’action de G si G, = G.

On note X% ’ensemble des points fixes de X. Il découle des définitions que
xeX’ o Gx={x} & G,=G.

Théoreme 2.2. Soit G un groupe opérant sur X. Alors :

1)Pour tout x€ X, on a G, < G.

2) Les orbites de X sous ’action de G constituent une partition de G.

3) Onnote G/G, I’ensemble des classes a gauche de G suivant G. L’application

a:G—-Gux,
a(g) = gx
induit un bijection entre G/G et Gx.

Preuve. 1) Si g1,g2 € Gy, alors g1x = gox = x. Alors

(8182)x = g1(g2%) = g1x = X,
d’ol g1g2 € G,. En outre,
g'x=g' (g0 = (g gDx=x,
d’ou g;! € Gy. On en déduit que G, < G.
2) On considere la relation ~ sur X définie par la formule
x~y & yeGx
et I’on montre que ~ est une relation d’équivalence.

a) x~xcarx=ex € Gx.

b) Si x ~y, alors il existe g € G tel que y = gx. Donc x = g~'y € Gy, d’ou
Yy~ X

c) Six~yety~z alors il existe g;,g2 € G tels que y = g1 x et z = goy. Donc
z=1(gog1)xetx~z.
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Par définition, la classe d’équivalence de x pour la relation ~ est I’orbite de x.
Comme toute relation d’équivalence sur X donne une partition de X ou les ensem-
bles disjoints sont les classes d’équivalence, on en déduit le 2) du théoreme.

3) Par le théoréme de factorisation, 1’application @ : G — Gx se factorise a
travers de I’ensemble quotient G/R, ou la relation R est définie par :

giRg & ag) = a(g).
On a un diagramme :

G —2>Gx

| A

G/R
ou a(p(g)) = a(x). L’application & est une bijection. En outre :
giRe © gix=gx & g;lglx =x © gglgl € Gy.

Donc R coincide avec la relation d’équivalence ~ associée a G,. On en déduit que
G

G /R coincide avec I’ensemble des classes a gaucBe suivant G, d’ou le 3). [ |

On choisit un représentant s € X de chaque orbite. On note S 1’ensemble des
représentants choisis. L’orbite Gs de s € S est ponctuelle (i.e. elle est réduite a un
élément) si et seulement si s € X%. Donc nous pouvons écrire :

S =x%us’,
ol S’ est complémentaire de X© dans S. On note que (G : G5) # 1sis€ S’.

Corollaire 2.3 (formule des classes). Supposons que X est un ensemble fini.
Alors

XI= (G : Gy

seS

Preuve. D’apres le théoreme précédent, on a :

XI= > 1Gsl= D (G : Gy).

seS§ seS

On peut écrire la formule des classes sous la forme suivante :

X1 =1X%1+ > (G Gy).

seS’
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2.4. Rappelons (cf. Exercice [/) que I’application g = ¢, qui a tout g € G
associe I’automorphisme intérieur ¢, donne un morphisme de groupes :

¢ : G- Aut(G) C S(G).

Ce morphisme définit une action de G sur G qui n’est rien d’autre que 1’action par
conjugaison :
GxXG -G,

(g,%) > gxg ™"

Définition. Pour tout x € G, on appelle centralisateur de x dans G le sous-
groupe

Co(x):={geG|gx=xg}.
Alors :
Gi=1{geGlgxg ' =x) = (g€ G| gx=xg) = Co(x).
En particulier,
xeG’ o G,=G o xeZG).

Donc S =Z(G)US' ou S’ ={seS |s¢Z(G)}.
Supposons que G est fini. La formule des classes s’écrit :

Gl = 1Z(G)I+ Z(G 1 Cg(5)).

seS’

On peut aussi écrire :

Gl =1ZG)l+ ) |

seS’

|G
ICa(s)I

Nous donnons maintenant une application de la formule des classes a I’étude
des groupes finis.

Définition. Soit p un nombre premier. On dit qu’un groupe fini G est un p-
groupe si |G| =p", n> 1.

Théoreme 2.5. Soit G un p-groupe. Alors Z(G) # {e}.
PreUVE. On a:
seS’ = (G:Gy)#1l = pdivise (G:Gy).

Comme p divise |G| = p", on déduit de la formule des classes que p divise Z(G) et
donc Z(G) # {e}.
|
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3. Théoremes de Sylow

Dans cette section, G désigne un groupe fini d’ordre n = |G|. Soit p un nombre
premier.

Définition. Soit p? la plus grande puissance de p divisant n = |G|. On appelle
p-sous-groupe de Sylow un sous-groupe de G dont [’ordre est p°.

Théoreme 3.1 (premier théoréme de Sylow). Soit p un nombre premier di-
visant |G|. Le groupe G a au moins un p-sous-groupe de Sylow.

Preuve. On montre le théoréme par récurrence sur #.

1) Pour n = 1 I’assertion est évidente.

2) Soit n > 1. Admettons le résultat pour tous les goupes finis d’ordre < n. On
considere 2 cas :

a) Il existe un sous-groupe propre (i.e. distinct de G) H < G tel que p“ divise
|H|. Dans ce cas par I’hypothese de récurrence H admet un p-sous groupe de Sylow
P. Alors P est un p-sous-groupe de Sylow pour G.

b) Dans le second cas tous les sous-groupes stricts de G ont un ordre non
divisible par p“, donc on a:

VH <G, pdivise (G: H).
On applique la formule des classes :

Gl =1ZG)l+ > (G : Cals)).
seS’
Par I’hypothese, p divise |G| et (G : Cg(s)) pour tout s € S’ donc p divise |Z(G)|.
Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2. Si A est un groupe abélien fini et p un nombre premier qui divise
|A|, alors il existe un élément d’ordre p dans A.

PREUVE DU LEMME. On montre le lemme par récurrence sur m = |A|. Si m = p,
tout élément de A est d’ordre p.

Supposons que m > p et que 1’assertion est vraie pour tous les groupes abélien
d’ordre < m. Soit y # e un élément de A. Si ord(y) = pk, alors ord(y*) = p et x = y*
est un élément d’ordre p.

Sinon ord(y) = k est premier a p. Soit A=A/ <y > . Comme p divise |A|,
par I’hypothese de récurrence il existe un élément Z € B d’ordre p. Soit z € A un
représentant de 7 dans A. Alors z” €<y >, d’ol ord(z) = pk pour un certain entier
k. En posant x = z¥, on trouve que ord(x) = p. [

RETOUR A LA PREUVE DU THEOREME. Par le lemme précédant, il existe un sous-
groupe H C Z(G) d’ordre p. Soit G’ = G/H. Par I’hypotheése de récurrence, G’
posséde un sous-groupe de Sylow P’ et |P’| = p®~!. On considére le morphisme de
projection 7 : G — G’, n1(x) = cly(x). Alors I'image réciproque P := 7~ '(P") de P’
dans G est un sous-groupe d’ordre p®. Donc P est un p-sous-groupe de Sylow de
G. |
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Soit Syl ,(G) I’ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G :
Syl,(G):={P<G | |P|=p“}
Alors G agit sur Syl ,(G) par conjugaison:
G xSyl,(G) — Syl,(G),
(¢.P) > gPg™".
Définition. Soit H < G. On appelle normalisateur de H le sous-groupe
Ng(H):={geG|gHg ' C H}.
On remarque que H < Ng(H).
Soit P € Sylp(G). Alors :
Gp={xeG|xPx~! C P} = Ng(P).
La formule |Orbg(P)| = (G : Gp) s’écrit :

(G:P)
Orbg(P)| = (G : Ng(P)) = ———.
|Orbg(P)| = ( G(P)) G - No(P)
Si on écrit n = |G| sous la forme n = p®m, p ¥ m, la derni¢re formule implique :

©)) |Orbg(P)| divise m.
En particulier, |Orbg(P)| est premier a p.

Si H est un p-groupe agissant sur un ensemble fini X, alors p divise (H : Hy)
pour tout s € S’ et la formule des classes donne :

(10) IXI= X" (mod p).
Soit maintenant H un sous-groupe de G dont I’ordre est une puissance de p:
|H| = p".

Soit P un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors H agit par conjugaison sur X :=
Orbg(P) et la congruence précédente s’écrit :

|Orbg(P)| = |0rbg(P)"]  (mod p).
Comme |Orbg(P)| est premier a p, on en déduit que
|Orbg(P)"| # 0,
et donc que I’ensemble Orbg(P)? est non vide.
Soit P’ € Orbg(P)!. Alors :
W'PhcP, pour tout he H.

Donc HP’ :={hxlh € H,x € P’} est un sous-groupe de G et par le deuxieme théoréme
d’isomorphisme on a :

(HP' :P')=(H:HNP).
Comme H et P’ sont des p-groupes, on en déduit que HP’ est un p-sous-groupe
de G contenant P’. Or P’ est un p-sous-groupe de Sylow, d’ou HP’ = P’. Donc
HCP.
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Nous avons démontré la premiere partie du théoréme suivant :

Théoreme 3.3 (deuxieme théoréeme de Sylow). i) Tout sous-groupe H dont
[’ordre est une puissance de p est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow.
ii) Deux p-sous-groupes de Sylow sont conjugués entre eux.

PreUVE. Le i) est déja démontré.

ii) Soit Q un p-sous-groupe de Sylow. En posant H = Q dans le raisonnement
précédent on trouve que pour tout sous-groupe de Sylow P, il existe P’ = xPx™!,
xeGtel que QC P.Donc Q = P’ = xPx~ . [

On note n,, le nombre des p-sous groupes de Sylow de G :
np = |Syl,(G)|.

Théoreme 3.4 (troisieme théoreme de Sylow). On a :

’np =1 (mod p).‘

Preuve. On fixe un sous-groupe de Sylow P de G et on considere 1’action par
conjugaison de P sur Syl (G). L'orbite de P est réduite a P, donc P € Sylp(G)lD .

Supposons que P’ € Sylp(G)P . Alors xP’x~! = P’ pour tout x € P. Exactement
comme dans la preuve du théoréme précédent on en déduit que PP’ est un p-sous-
groupe de G. Comme P C PP’ et P’ C PP’ sont des p-sous-groupes de Sylow de
G, on conclut que P = PP’ = P’. Donc

SyL(G)" = {P)
et la formule (T0) donne :
ISy1,(G)| = [SyL,(G)"| =1 (mod p).

Remarque 3.5. Comme tous les p-sous-groupes Sylow de G sont conjugués
entre eux, on a Sylp(G) = Orbg(P) pour tout p-Sylow P. On déduit de la formule

© que

n, | m, ol n=p'm.

Exemple. Soit G un groupe d’ordre n = pg, ou p et g sont deux nombres
premiers. Supposons que p < g et que g # 1 (mod p). Alors n, € {1,p} et n, =1
(mod g), d’ou n, = 1. Soit Q le g-sous-groupe de Sylow. Alors pour tout g € G on
a g0g~' = Q. On en déduit que Q < G. De méme, n, €{l,q} etn, =1 (mod p).
Comme g # 1 (mod p), on en déduit que n, = 1 et P < G. Les groupes P et Q sont
cycliques d’ordres p et g respectivement. Soient P = (x) et Q = (y). Comme Q < G,
onaxyx ' eQ, d’ou

[xy] = xyx” !y~ = Gy Ny € Q.
De méme, [x,y] € P. Donc [x,y] € PN Q = {e} et nous avons prouvé que G est

un groupe abélien. On pose z = xy. Il est facile de voir que ord(z) = pg, d’ou
G =(2)=Z/pqZ.



CHAPITRE 3

Exemples et constructions

1. Groupes symétriques

Ce chapitre commence par un bref rappel sur les groupes symétriques. Soit
n > 1 un entier positif. On pose E, :={1,2,...,n} et ’on note S, le groupe S(E,)
des bijections o : E,, — E,. Les éléments de §,, sont appelés permutations de E,,.
On peut écrire toute permutation o € S, sous la forme :

(1 2 ... n
TZe) @ ... o)
On note que o (i) # o(j) sii # j. Il est facile de prouver que

On appelle support de o € §,, I’ensemble
Supp(o) ={i€ E, | o(i) #i}.

Définition. /) On dit qu’un permutation o € S, est un cycle de longueur k (ou
un k-cycle) si et seulement s’il existe {iy,ip,...ir} C{1,...n} tels que
a) Supp(o) = {i1,iz,..., 0k}
b) Onao(i)) =iy, o(ix) =13, ...,0() = 1.
Un tel cycle se note :
o =(i1,12,...,0k)-
2) On appelle transposition un cycle de longueur 2. Toute transposition s’écrit
sous la forme (i, j), ot i # j.

Le théoreme suivant résume quelques propriétés des cycles.

Théoreme 1.1. i) Tout élément de S,, s’ecrit comme produit de cycles a sup-
ports disjoints. Deux permutations a supports disjoints commutent.
ii) Soit o un cycle de longueur k. Alors ord(o) = k.
iii) On a:
(1,02, i) = (i1, 02)(i2,83) -+ (=1, k)
iv) Le groupe S ,, est engendré par les transpositions.

PreuvVE. i) Soit o € §,,. Considérons I’action du groupe cyclique (o) sur E,.
Alors E,, est I’'union disjointe des orbites sous 1’action de (o), soient O1,...O; les
orbites non ponctuelles. Soit ¢; la permutation qui agit comme o sur O; et comme
I’identité sur E, \ O;. Alors il est facile de voir que ¢; est un cycle de longueur
ki=|0ileto=cycy - c.

27
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Un calcul facile montre les points ii) et le iii).
Le i) et le iii) impliquent le point iv). [

Exercice 11. Montrer que S, est engendré par les familles suivantes :
o {(LK)|2<k<n};
e {(1,2),(1,2,...,m)}.

Définition. Soit o € S, et soient i,j € {1,...,n} tels que i < j. On dit que o
présente une inversion en (i, j) si o(i) > o(j).

On appelle nombre d’inversions de o et I’on note v(o) le nombre des couples
(i, j) tels que o présente une inversion en (i, j).

Définition. On appelle signature de o € S, I’entier
e(0) = (=1
Théoreme 1.2. i) L’application
e: S,—>{-1,1}
est un morphisme de groupes. De facon équivalente :
e(ot) = g(o)e(r).

ii) Soit o0 =71, Ty - T, une décomposition en produit de transpositions. Alors

glo)=(=D".
En particulier, si o est un k-cycle, alors
e(0) = (=D,

PrREUVE. 1) On définit une action de S, sur ’anneau des polynémes en n vari-
ables en posant :

ox f(X1,....Xn) = fXo(1ys - -» Xor(n))s YoeS,, [fXi,....X)eQ[Xy,....X,].
On vérifie facilement que

(o) * f(X1,...,.Xp) =0 %k (T* f(X1,...,Xn)).
Soit A(Xy,...,X,) = [l (Xi—X;). Alors:

1<i<j<n
ox AX1,.... X)) = (1) DAX,,..., X)) = e()AX], ..., X,).
Donc :
e0DA=(cT)* A=0*x(T*xA) =e(t)o*x A =¢e(1t)e(0)A.
On en déduit que g(o71) = &(0)e(T).
i) Soit 7 = (i, j) une transposition. On peut toujours supposer que i < j. Alors

1 2 .. i ... j ... n
1 2 .. j .o i ... n)

Les inversions dans cette permutation sont les (j—i) couples (i,i+1), (i,i+2),..., (i, j)
etles (j—i—1) couples (i+1,)), (i+2,)),....(j—1,j). Donc v(t) =2(j—i)—1 et
e(t)=-1.
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En utilisant le i), on trouve que &(o) = (—1)" si o est produit de m transposi-
tions. La derniere formule découle du point iii) du théoréme
]

Définition. On appelle groupe alterné de degré n et I’on note A, le noyau du
morphisme &.

OnaA,dS,et(S,:4,)=2.
Théoreme 1.3. Le groupe A,, est engendré par les 3-cycles.

Preuve. Tout élément de A, s’écrit comme le produit d’un nombre pair de
transpositions. Oron a :
(6, NGk = (. k, D),
ENUk) = ik, PG, k, D).

Nous aurons besoin du résultat suivant :
Proposition 1.4. i) Pour tout o € S, on a:

o(in,in, ..., i) L = (0(i)), 0(02), . .., o(ip)).

ii)Dans S ,,, deux cycles de méme longueur sont conjugués.
iii) Soit n > 5. Dans A, les 3-cycles sont conjugués.

PrREUVE. 1) Vérification directe.

ii) Soit (j1, j2,. .., jr) un autre k-cycle. On prend un élément o tel que o (i5) = js
pour 1 < s < k et I’on applique le i).

iii) Il suffit de prouver que tout 3-cycle (i, j, k) est conjugué au cycle (1,2,3).
Le ii) implique qu’il existe o € S, tel que (i, j,k) = 0(1,2,3)07L. Si o € A, le iii)
est prouvé. Sinon on pose 0 = 0 (4,5) et ’on vérifie facilement que o’ € A, et
(i, j,k)=0’(1,2,3)0" L. n

2. Groupes simples. Simplicité de A,

Définition. Un groupe G est simple s’il a exactement deux sous-groupes dis-
tingués: {e} et G lui-méme.

Exemple. Soit G un groupe abélien d’ordre n. Par le lemme pour tout
diviseur premier p de |G| le groupe G admet un sous-groupe cyclique d’ordre p. On
en déduit qu’un groupe abélien est simple si et seulement s’il est d’ordre premier
p (et donc isomorphe a Z/pZ).

Théoreme 2.1. Le groupe A, est simple pour n > 5.

Remarque 2.2. Le groupe A; est trivial: Ay ={e}. Le groupe Az :={e,(1,2,3),(1,3,2)}
est cyclique d’ordre 3, en particulier il est simple. Le groupe A4 possede un sous-
groupe distingué (le groupe de Klein K) :

K ={e,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} < Ay4.

Donc A4 n’est pas simple.
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PREUVE DU THEOREME. a) On montre que le groupe As est simple. On remarque
que |As| =60 = 22.3.5. On veut classifier les éléments de As:
e ['unique élément d’ordre 1 est I’élément neutre.
e Les éléments d’ordre 2 sont de la forme (i, j)(k,[). On en déduit facilement
que le nombre d’éléments de cette forme est égal a
54 32

22
=15.
2

e Les éléments d’ordre 3 sont de la forme (i, j, k). Le nombre d’éléments de

cette forme est égal a
5-4.3
— = 20.
e Les éléments d’ordre 5 sont les 5 cycles. Le nombre de 5-cycles dans As est
égal a
5-4-3.2-1
5
Comme 1+ 15+20+24 = 60, on a une liste complete des éléments de As.
Les éléments d’ordre 3 sont conjugués dans As. On voit facilement que les
éléments d’ordre 2 sont également deux a deux conjugués. En effet, si 7| = (i, j)(k,])
et 7 = (a,b)(c,d), alors

=24.

n=orio!,  pour o = (@i,a)(j,b)(k,c)(l,d) € As.

Les éléments d’ordre 5 engendrent les 5-sous-groupes de Sylow de As, qui sont
conjugués par le deuxieme théoreme de Sylow.

Soit {e} # H < As. Alors H contient un élément d’ordre d € {2,3,5}. Comme
gHg™' = H pour tout G € As, on déduit des remarques précédentes que H con-
tient tous les éléments d’ordre d. On remarque ensuite que les entiers 15+ 1 = 16,
20+ 1 =21et24+1 =25 ne divisent pas |As|. Donc H contient également tous les
éléments d’ordre d’ # d. On en déduit facilement que |[H| > 30, d’ou |H| = |As]| et
H=As.

b) On montre que A, est simple pour n > 6. Soit {e} # H < A,. On commence
par prouver que H contient un élément g # e tel que |Supp(g)| < 5. Soit 7 € H\{e}.
Alors il existe a € E,, tel que b := 7(a) # a. Soient ¢ € E, \ {a,b} et o = (a,c,b). On
pose g = [0, 7]. Alors :
g=oro vl = (0'7'0'_1)1'_1 €H.
D’autre part, on a :
g=(a,c.b)-(r(@,b,0)r™") = (a,¢,b) (1(a),7(b), 7(c)) = (a,¢,b) - (b, 7(b), 7(¢)).

Donc Supp(g) C {a,b,c,7(b),7(c)}, d’ ot |Supp(g)| < 5. Finalement pour que g # e il
suffit de prendre ¢ # 7(b).

Soit E C E, une partie de E telle que Supp(g) C E et |[E|=5. Alors S(E) ~ S5
contient un sous-groupe A(E) ~ As. On définit un monomorphisme

i AE) > A,
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en posant i(0)|g = o et i(0)|g,\g = id. Soit H" = HNA(E). Comme g € H’, on a
{e} # H < A(E) =~ A5, d’ou H' = A(E). Alors H' C H contient un 3-cycle. On en
déduit que H contient tous les 3-cycles, d’out H = A, par le théoréme n

Remarque 2.3. 1) Les groupes finis PSL,(F,) = SL,(F,)/Z sont simples sauf
sin=2,q=2,3.

2) La classification exhaustive des groupes simples finis a été achevée en 1982.
On peut les repartir en 17 familles infinies (comme A,, PSL,, ... auquels il faut
ajouter 26 groupes exceptionnels (sporadiques). Le plus grand de ces groupes (le
Monstre de Fischer-Griess) est d’ordre

240320597611213317.19.23.29.31-41-47-59-71.
3. Groupes résolubles

Soit G un groupe. On pose GV = G et GV = [GD,GV] pour tout i > 0. Donc
G =[G,G],G? = [G,GV] etc.

Définition. On appelle (GV)eN la suite dérivée de G.

Proposition 3.1. Soit G un groupe. A '
i) POLgr tout automorphisme o € Aut(G), on a o(G?) = G?.
ii) G < G pour tout i > 0.

PrEUVE. 1) Nous prouvons le i) par récurrence sur i. Le cas i = 0 est clair
(G = G?). Supposons que o(G?) = G?. Pour tous x,y € G? on a:

o([x,y]) =[o(x),0(y)] € [G(i),G(i)] — GU+D.

Comme les éléments [x,y], (x,y € G?) engendrent G+, on en déduit que o-(G*1) C
G'"*D . En remplacant dans cette inclusion o par ! on obtient que G/*1 C o-(G*D).
Donc oo(G*V) = GU*D,

ii) Il suffit d’appliquer le i) aux automorphismes intérieurs c,, g € G. [ ]

Définition. On dit que G est résoluble s’il existe i € N tel que G? = {e}. On
appelle classe de résolubilité de G et I’on note c\(G) le plus petit n tel que G™ = {e}.

Proposition 3.2. Soit G un groupe.

i) Si G est résoluble de classe n, alors tout sous-groupe H < G est résoluble de
classe < n.

ii) Soit H < G. Alors G est résoluble si et seulement si H et G/H sont résolubles.
En outre,

cl(G) < cl(H) +cl(G/H), cl(H) < cl(G), cl(G/H) < cl(G).
PrEUVE. i) Comme H C G, ona H?” ¢ G pour tout i > 0. Donc H est résoluble
et cl(H) < cl(G). .
ii) Soient H <G et 7 : G — G := G/H la projection canonique. Alors :
[7(x), 7] = 7 ([x,y]), Vx,y€G.
Comme les commutants [7(x),7(y)], x,y € G engendrent [5,6], on obtient que

—(1 . X oy
Gy = G( ). Une simple récurrence montre que a(GY) = G(l).
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Supposons d’abord que H et G/H sont résolubles et posons m = cl(H), n =
cl(G/H). Alors 7(G™) =G = (e}, ’ot G C H. En utilisant le i), on obtient que
Grm = (G(”))(m) = {e}. Donc G est résoluble et cl(G) < n +m.

Réciproquement, si G est résoluble, alors E(Cl(c)) = 1(GO) = {¢}). Donc G/H

est résoluble de classe < cl(G). [ |

Exemples. 1) Tout groupe abélien non-trivial est résoluble de classe 1.

2) Le groupe S 4 est résoluble :
{e} <K <A4 <8y,

[S4,S4] =A4, [Ag,A4] = K, [K,K] = {e}, ou K désigne le groupe de Klein. Sin > 5,
ona[A,,A,] =A,, ce qui montre que les groupes S, et A, ne sont pas résolubles.

3) Soit p un nombre premier. Tout p-groupe fini est résoluble.

Preuve. On peut prouver cette assertion par récurrence sur z, ou p" :=|G|. Si
n =0, alors G = {e} et ’assertion est claire.

Supposons maintenant que n > 1. Par le théoreme Z(G) # {e}. Comme le
groupe Z(G) est abélien, il est résoluble. D’autre part, |G /Z(G)| = p™, ou m < n. Par
I’hypothése de récurrence, G/Z(G) est abélien. On en déduit que G est abélien. ®

Théoreme 3.3. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) G est résoluble.
1) Il existe une chaine

{e} =G, 2G,-12G,2<...94G12Gy =G
de sous-groupes distingués dans G et tels que G;/Giy1 soit abélien pour tout 0 <
i<n—1.
iii) I/ existe une chaine

{e}=G,2G,-12G,22...4G1 <Gy =0G.
telle que G;/Giy1 soit abélien pour tout 0 <i<n-—1.

PReUVE. i) = ii). Posons G, := G®. Par le théoréme Giz1 2 G; et les
quotients G;/Gi;1 sont abéliens et par la proposition 3.2} G; sont distingués méme
das G.

ii) = iii). C’est clair comme la condition ii) est plus forte que la condition iii).

iii) = i). On montre par récurrence que G’ C G;. C’est clair pour i = 0. Sup-
posons que G C G;. Le deuxiéme théoréme d’isomorphisme donne :

GP/GY NGt = GVGit1/Giv1 € Gi/Giny

Comme G;/Gi; est abélien, on en déduit que G /G’ NG, I’est aussi. En appli-
quant le théoreme [6.2] on obtient que GV ¢ GY' NGy, 1 C Giy1, ce qui acheve la
démonstration. ]

Nous donnons maintenant un exemple important de groupes résolubles.
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Proposition 3.4. Soit K un corps et soit T, (K) le groupe multiplicatif des
matrices triangulaires supérieures inversibles. Alors T,} (K) est résoluble de classe
<.

PrREUVE. a) Soit {e1,en,...,e,} la base canonique de I’espace vectoriel V := K".
On considere le drapeau des sous-espaces vectoriels Vi :

VnZ{O}CVn_1C...CV1CV0=V, Vk:{el,ez,...,en_k}, 0

N
»
N
N

Soit
—i}.

Bi:={geT (K)|(g—1DViCViyi», 0<k<
1<i<nona:

On vérifie facilement que By = 7,/ (K) et que pour tout
Bi=1+N;, Ni={g=(ag)|az=0 siszt—i+1}.

En particulier, B, = {1}.
b) On vérifiera la propriété suivante :

sigj€ Bjetg; €B,alors [g,8i] € Bin{i+jn)-
Pour tout vy, € Vyon a:
gi(Vi) = Vi + Xk s X+ j € Viw ji
8i(Vk) = Vi + Yi+is Vicri € Viesi.

Donc
8i8j(Vk) = Vi + Xk+j+ Yivi  (mOd Viyiy j),
2i8iVi) = Vi + Xpw j+ Yiwi (mod Viyiy ).

On en déduit que g;g;(vi) = gjgi(vk) (mod Vi1 ), d’ouona:
&g 1) =g g gigjv) = vk (mod Vs ).

Donc [gj,gi] [gl ,g] ] € Biy ;. Comme B;, j estun groupe, [g},&i] € Bmin{i+ jn)-

¢) Un calcul simple montre que [By, Byp] C B;. En utilisant la propriété b), on
obtient que [B;, Bj] C Buin{i+jn)- En particulier, [B;, B;] C Buin2i) pour i > 1. On
en déduit la proposition. [

Corollaire 3.5. B; < T,/ (K) pour tout 0 <i<n
PreuvVE. La preuve est laissée en exercice. [

Remarque 3.6. 1) Un groupe fini d’ordre p?g”, ol p et g sont des nombres
premiers, est résoluble (Théoreme de Burnside).
2) Tout groupe fini d’ordre impair est résoluble (théoréme de Feit-Thompson).

Définition. Soit G un groupe. On appelle chaine normale de sous-groupes de
G une suite finie de la forme

{e}=G,2G,-14G,2<2...94G12Gy =G.

On appelle n la longueur de la chaine.
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Soit H <G. On pose G := G/H et’onnote 7 : G — G le morphisme canonique.
Soient

{e}=H,<H,_1<H, »<...4<H{<Hy=H
et
{e}=G,9Gy1 <.
deux chaines normales. Posons

Gi {n—l(&-), s§ 0
H;_,, sin

G19Gy =G,

IA

i<n,

NN

<
<i<m+n.

Remarquons que pouri=nona:
G, =n"'({e}) = H = H,.
Proposition 3.7. On a une chaine normale de longueur n+m :
e} =Gpem2Grim-12...4G,<1...4G1 924Gy =G.
En outre, o
Gi/Gis1, si0
n

Gi/Giy1 =
G {H,-_n/Hi_nH, si

PreuvE. Pour tout i tel que 0 < i < n posons G; = 7~'(G;). Comme le mor-
phisme 7 est surjectif, sa restriction sur G;

nlg, : Gi — Ei
est surjective et ker(n|g,) = H. Par définition, G, est le noyau du morphisme
Gi — G; > Gi/Gjs1.
On en déduit que Gi;| < G, et par le troisieéme théoréeme d’isomorphisme, on a :
Gi/Gi1 = (Gi/H)/(Gi+1/H) = G;/Giy1,  pourtout 0<i<n-—1.
|

Théoreme 3.8. Soit G un groupe fini. Les propriétés suivantes sont équivalentes

i) G est résoluble.

ii) 1l existe une chaine normale telle que chaque groupe quotient soit cyclique.

iii) 1l existe une chaine normale telle que chaque groupe quotient soit d’ordre
premier.

Preuve. Il est clair que iii) = ii) = 1). Il reste a montrer que i) = iii).

a) Nous prouvons par récurrence que tout groupe abélien fini A d’ordre > 1
admet une chalne normale telle que chaque groupe quotient soit d’ordre premier.
Si A est d’ordre 2, c’est clair. Supposons que I’assertion est vraie pour les groupes
d’ordre < m. Soit |A| = m. Par le lemme A admet un sous-groupe cyclique C
d’ordre premier. Par I’hypothese de récurrence, A/C admet une chaine telle que
tout groupe quotient soit d’ordre premier. En appliquant la proposition on
obtient une chaine pour le groupe A vérifiant la propriété voulue.
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b) Nous montrons que i) = iii) par récurrence sur I’ordre n de G. Supposons
que I’assertion est prouvée pour les groupes d’ordre < n. En vertu de a), nous pou-
vons supposer que G n’est pas abélien. Alors il existe un sous-groupe non-trivial
H <G tel que G/H soit abélien. Par I’hypothese de récurrence, H et G/H admet-
tent des chalnes normales telles que chaque groupe quotient soit d’ordre premier.
En appliquant la proposition on obtient une chaine pour le groupe G vérifiant
la propriété voulue. [






CHAPITRE 4

Théorie de Galois

1. Extensions de corps

Soit K un corps. On note 1k I’élément neutre pour multiplication de K (I’élément
unité). On appelle morphisme caractéristique le morphisme d’anneaux ¢ : Z — K
défini par :

1K+1K+"'+1Ks sin>0,
Y(n) = n fois
—y(—n), sin<0.

Le noyau ker(y) est un idéal de Z et I’application ¢ induit un monomorphisme
Z : Z/ker(y) — K.
On en déduit que Z/ker(y) est un anneau integre. Ceci implique que soit ker(y) =
{0}, soit ker(y) = pZ, ou p est un nombre premier.
e Si ker(y) = pZ, on dit que K est de caractéristique p. Alors K contient un
sous-corps qui est isomorphe a F), :=Z/pZ.
o Si ker(y) = {0}, on dit que K est de caractéristique 0. Alors ¢ : Z — K est
un monomorphisme. On peut prolonger i en morphisme de corps Q — K

en posant
AWRAQ) a
)2 e
b/ y(b) b
d’oul on déduit que K contient un sous-corps isomorphe a Q.

Définition. i) Si L est un corps contenant K, on dit que L est une extension de
K et l’on note L/K.

ii) Une extension L/K est finie si en tant que K-espace vectoriel, L est de
dimension finie sur K, i.e. s’il existe wy,...,w, € L tels que tout x € L s’écrit de
facon unique sous la forme

X=ajwi+axwr +--+a,w,, a; € K.

On appelle degré de I’extension L/K et I’on note [L : K] la dimension n de L sur
K.

Théoreme 1.1 (théoréme de la base télescopique). Soient L une extension de
K et M une extension de L. Alors :
1) M/K est finie si et seulement si M/L et L/K sont finies. Dan ce cas, on a :

[M:K]=[M:L][L:K].

37
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i) Plus précisément, si {a),-};’i | est une base de L/K et {Q j};:l est une base de M/ L,

alors {Qjwih<i<m,1<j<n €st une base de M/K.

PrEUVE. a) Supposons que M/K est finie. Toute base de M sur K est une
famille génératrice de M sur L. On en déduit que [M : L] < [M : K] < +o0. Le corps
L est un sous-K-espace vectoriel de M, d’ou [L: K] < [M : K]. Donc M/Let L/K
sont finies.

b) Supposons que L/K et M/L sont finies et posons m =[L: K]etn=[M : L].
Soient {w;}}" | une base de L/K et {Q j};?zl une base de M/L. Nous allons montrer
que {Qw;}1<i<m,1<j<n €St une base de M/K.

Soit y € M. Alors il existe des éléments xi,...,x, € L tels que

y= iijj.
Jj=1

Par ailleurs, pour tout jona:

m
xj=Za,~jw,-, a,'jEK.
i=1
Doncona:
n m
y= ZZCIU (wiQ2)), a;j € K.
j=li=1

On en déduit que {Qw;}1<i<m,1<j<n €st une famille génératrice.
Montrons que la famille {Qjw;}1<i<m,1<j<n €St libre. Supposons que

Zbij(wiﬁj):O, b,’jEK.
1<i<m

I<j<n

Cette relation s’écrit aussi :

n n
( b,-ja),-]Qj =0.
i

=1

—

~

Comme {Q j};le est une base de M/L, on en déduit que

n
Zbijwi:O, 1<j<n.
i=1

Pour chaque j, comme {w,-}?; | est une base de L/K, on obtient que b;; = 0. Donc la

famille {Q;w;}1<i<m,1<j<n €St libre. [ |

Définition. Soir L/K une extension.

1) Un élément a € L est algébrique sur K s’il existe un polynéme non-nul
f(X) € K[X] tel que f(a)=0.
2) Une extension L/ K est algébrique, si tout a € L est algébrique sur K.

Théoreme 1.2. Toute extension finie est algébrigue.
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Preuve. Soit L/K une extension finie et soit n = [L : K]. Soit a un élément de
L. Alors les éléments 1,a,a?,...,a" forment une famille de vecteurs de cardinal
n+ 1 dans L. Cette famille est donc liée, i.e. il existe ag,ay,...,a, qui ne sont pas
tous nuls et tels que
apd +ay,_ 1"+ +aja+ao = 0.
On en déduit le théoréme. [ ]

Théoreme 1.3. Soit a € L un élément algébrique sur K. Alors I’idéal
I={f(X) e K[X]| f(a) =0}
est un idéal principal dans K[X] qui est engendré par un polynome unitaire
irréductible P(X).
On dit que P(X) est le polynéme minimal de a sur K.
Preuve. Comme I’anneau K[X] est principal, il existe un polyndme unitaire

P(X) qui engendre I. Pour montrer qu’il est irréductible supposons que P(X) se
décompose en produit de deux facteurs de degré < deg(P) :

P(X) = f(X)g(X).
Alors f(a)g(a) = P(a) =0, d’ol on tire que I’un au moins des facteurs est nul. Si,
par exemple, f(a) =0, alors f(X) € I, donc P(X) | f(X). D’autre part, deg(f) <
deg(P), ce qui donne une contradiction. [

Soit @ € L un élément algébrique et soit P le polyndme minimal de @. On note
K[a] la plus petite sous-extension de L/ K contenant @. On pose n = deg(P). Alors :
Kla]l ={ap+aja+...+a,_1" " |a; € K}.
Plus précisement, on a le résultat suivant.
Théoreme 1.4. Soit « € L un élément algébrique et soit P le polyndme minimal
de a. Alors :
1) L’application
¢ K[X]->L
définie par o(f(X)) = f(@) est un homomorphisme d’ anneaux.
ii) ker(p) = (P) est un idéal maximal de k[X], le quotient K[X]/(P) est un corps et
le théoreme de factorisation donne un isomorphisme :
K[X]/(P) = K[a].
iii) K[a]/K est une extension finie de degré n = deg(P(X)) et la famille
{l,a,0?,...,0" 1)
est une base de K|a]/K.

PreuVE. i) On vérifie facilement que pour tous f, g € K[X]
e(f+8) = (f+&)a) = f(a)+g(a) = ¢(f) +¢(g),
p(f&) = (fe)l@) = fla)g(a@) = p(f)e(g).

Donc ¢ est un morphisme d’anneaux.
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ii) D apres le théoreme ker(¢) = I = (P). Donc le théoréme de factorisation
induit un isomorphisme :

(11) KIX1/(P) 5 Im(p),
ou Im(¢) désigne I’'image de ¢. Comme P est un élément irréductible de I’anneau
principal K[X], I’'idéal (P) est maximal et le quotient L = K[X]/(P) est un corps.
Pour tout f(X) € K[X] on note f(X) I'image de f(X) dans L par la projection na-
turelle. Alors {T, X,... ,Yn_l} est une base de L sur K. En outre :

P(X)=P(X)=0.

En utilisant I’isomorphisme (T1)), on en déduit que Im(¢p) est une sous-extension de
L de degré n sur K. Comme ¢(X) = a, la famille

2 -1
l,a,a°,...,a" ")

est une base de Im(p) sur K. Toute extension de K contenant @ contient aussi les
puissances 1,a, @?,..., . On en déduit que Im(¢) = K[a], donc K[X]/(P) =~
Kla]. [

Corollaire 1.5. Si a et 8 € L sont deux éléments algébriques sur K, alors a =3,
af et aff~! (si B #0) sont algébriques sur K. Les éléments de L qui sont algébriques
sur K forment un corps.

Preuve. On considere les extensions
K c K[a] € K[a,B].

Par le théoréeme Ef], les extensions K[a]/K et K[a,B]/K[a] sont finies. Alors le
théoreme de la base télescopique implique que K[a,B]/K est finie. Comme les
éléments a + 3, a8 et B~ appartiennent 4 K[a, /3], ils sont algébriques sur K. m

Définition.
1) On dit qu’une extension L/K est simple (ou monogene) s’il existe un élément
a € L tel que L = K[a]. Alors on dit que « est un élément primitif pour L.
2) Soit P € K[X] un polynome irréductible. On dit que L est un corps de rupture de
P(X) si L est une extension simple de K engendrée par une racine de P :

L=K[a],  P(a)=0.

Théoreme 1.6. Soit P(X) € K[X] un polynéme irréductible. Alors P posséde
un corps de rupture qui est unique a isomorphisme pres.

PreUVE. a) Soit L = K[X]/(P). Comme P est irréductible, 1’idéal principal (P)
est maximal et L est un corps. Soit X est I’image de X dans L. Alors P(X) = 0 et
L = K[X]. Donc L est un corps de rupture de P. D’apres le théoréme tout corps
de rupture de P est isomorphe a L, d’ou I'unicité a isomorphisme pres. [

Définition. Soit f(X) € K[X] un polynéme non-nul. On dit que L/K est un
corps de décomposition de f(X) si

1) fX)=aX—-a))(X—ay)-- (X —ay) dans L[ X].

2)L=Klaj,an,...,a,].
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Théoreme 1.7. Tout polynéme non-nul posséde un corps de décomposition qui
est unique a isomorphisme pres.

Définition. On appelle cloture algébrique de K une extension algébrique K | K
telle que tout polynome f(X) € K[X] est scindé:

fX)=aX-a))- X-a2) - (X-ay,).

Théoreme 1.8 (Steinitz). Tout corps admet un cloture algébrique. Deux clotures
algébriques de K sont isomorphes.

2. Prolongement des homomorphismes

Définition. On appelle homomorphisme (ou tout simplement morphisme) de
corps tout morphisme d’anneaux entre deux corps. Plus explicitement, si L et M
sont deux corps, on dit qu’une application o : L — M est un homomorphisme si et
seulement si elle vérifie les propriétés suivantes :

1) o(x+y)=0o(x)+0(y), VYx,yeL;
2) o(xy) =)o (y), Yx,yeL;
3) (1) = 1m.

Remarque 2.1. Un homomorphisme de corps est toujours injectif. En ef-
fet, le noyau ker(c-) d’un morphisme o : L — M est un idéal de L. Comme les
seuls idéaux d’un corps sont (0) et lui-méme et comme o(1.) = 1,4, on trouve que
ker(o) = (0), d’ot I’on tire I’injectivité de o

Soit K un corps de caractéristique positive p. Alors I’application

¢p: K—K,
@(x) = x”

est un morphisme de corps appelé endomorphisme de Frobenius.

Définition. Soit o : L — M un morphisme de corps et soit F|L une extension.
On appelle prolongement de o a F tout homomorphisme & : F — E a valeurs dans
une extension E/M tel que &y = o :

F—2-E
L—"~M
Nous étudions le probleme de prolongement d’abord pour les extensions finies
simples. Soit /L une extension finie simple et soit @ un élément primitif de F sur
n
L;onaF = K[a]. Soit P(X) = ) arX* le polyndme minimal de @. On note

n
P7(X) = Zo-(ak)Xk € M[X]
k=1
le polyndme obtenu en appliquant o aux coefficients de P[X].
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Théoreme 2.2. Soit E/M une extension. Alors :
1) Le nombre de prolongements
oc:F—>E
de o a F avaleurs dans E est égal au nombre de racines distinctes de P°(X) dans
E.
ii) Il existe une extension finie E /M telle que o admet un prolongement & : F — E.

PrEUVE. i) Soit o : F — E un prolongement de . Comme « est un élément
primitif pour F/L, tout élément x € F s’écrit sous la forme f(a) avec f(X) =
3 exX* € L[X]. Donc

F) = ) olcF@).

Ce calcul montre que o est completement déterminé par (). En outre :
0=G(P(@) = ) o(a)F(@" = P’ (@)
k=1

ce qui montre que o(a) est une racine de P7(X). Donc on a une application injec-
tive :

{prolongements de o} — {racines de P’ (X) dans E},
(12) T o(a).
Montrons que cette application est surjective. Soit 8 € E une racine de P’ (X). Pour
tout x = f(a) € F posons
a(x) = f7(B).
On peut facilement vérifier que o(x) ne dépend pas du choix de f(X). Si f(X) e

l:[X] est un autre polyndme vérifiant x = f(a), alors f(X) s’écrit sous la forme
JX) = f(X)+ P(X)h(X), d’ou
7@ = 7B+ PTBhB) = f7(B).
Un calcul élémentaire montre que o ainsi défini est un morphisme de corps. Donc
I’application (I2)) est une bijection. On en déduit le 1).
ii) Il suffit d’appliquer le i) a un corps de rupture £ de P?(X). [ ]

Nous étudions maintenant le cas général.

Théoreme 2.3 (prolongement des homomorphismes). o : L — M un homo-
morphisme de corps et soit F|L une extension finie. Alors :
i) Il existe une extension finie E/M et un prolongement o : F — E de o a F a
valeurs dans E.
ii) Pour tout E, le nombre de prolongements

oc:F—>E
de oest <[F:LJ.

Preuve. On montre le théoréme par récurrence sur le degré n = [L : K]. Le cas
n =1 est trivial. Supposons que les propriétés 1) et ii) sont vraies pour les extensions
de degré < n. On choisit un élément a € F tel que a ¢ L.
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i) D’apres le théoreme [2.2} il existe une extension E’/M telle que o possede
un prolongement o’ : L[a] — E’. On remarque que [L : K[a]] < n. Par I’hypothese
de récurrence, il existe donc une extension E/E’ avec un prolongement o : F — E
de o’.

ii) On note P(X) le polyndme minimal de a et I’on pose m = deg(P) = [L[«] : L].
Soit E/M une extension finie et soient

o;: Lle] > E, 1<ism
les prolongements de o a L[a]. D’apres le théoréme ona:
m' < m.
Pour chaque i, on note
oij: F>E, 1<j<k]

les prolongements de 07; a F :

Gij
F—

T

E
Lla] ——E
M

L—7 o
Par I’hypothese de récurrence, on a :
k! <[F: L[], 1<ism'.

Soit n’ le nombre de prolongements de o~ a F a valeurs dans E. Alors :
m/

n = Zkl’ <[F:Lla]l-m' =[F:Lla]]-[Lla]: L] = [F : L].
i=1

Le théoréme est démontré. [ ]

3. Extensions séparables

Rappelons que si K est un corps de caractéristique positive p, alors il est muni
de I’endomorphisme de Frobenius :

p:K—>K
@(x) = xP.

Définition. Un corps K est parfait s’il est de caractéristique 0 ou, lorsqu’il est
de caractéristique positive p, si ’application de Frobenius est surjective.

Exemples. 1) Tout corps fini K est parfait. En effet, comme I’endomorphisme
de Frobenius est injectif, la surjectivité découle de la finitude de K.

2) Soit F), = Z/ pZ et soit F(¢) le corps des fractions de I’anneau des polyndomes
F,[t] a coefficients dans F,. Comme ¢(7) = #*, il est facile de voir que K n’est pas
parfait.
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Définition. Soit K un corps.

1) On dit qu’un polynome f(X) € K[X] est séparable si toutes ses racines dans
son corps de décomposition sont simples.

2) Un élément algébrique est séparable sur K si son polynome minimal sur K
est séparable.

On remarque que si @ € L est séparable sur K, alors il est séparable sur tout
corps intermédiaire K C F C L. En effet, soient P(X) € K[X] et Q(X) € F[X] les
polyndmes minimaux de a sur K et F respectivement. Alors Q(X) | P(X) dans
F[X] et donc toutes ses racines sont simples.

Théoreme 3.1. 1) Un polynome f(X) € K[X] est séparable si et seulement si
(f(X), f(X) =1.

2) Tout polynome irréductible sur un corps parfait est séparable.

PreuVE. 1) Soit @ une racine de f(X). En écrivant f(X) sous la forme f(X) =
(X —a)g(X) on trouve que

I =X-o)g' (X)) +8X).
Donc
X-a)| f'(X) & (X-a) | g(X) & (X-a)’ | f(X).
On en déduit que « est une racine multiple de f(X) si et seulement si (X — @)
divise pgcd(f(X), f'(X)). Cette équivalence implique que f(X) n’a pas de racines
multiples si et seulement si pged(f(X), f'(X)) = 1.

2) Nous prouvons le 2) du théoréme par 1’absurde. Soit P(X) € K[X] un
polynome irréductible a coefficients dans un corps parfait K. Supposons que P(X)
n’est pas séparable. Alors pgcd(P(X),P’ (X)) # 1, d’ou P(X) | P'(X). Comme
deg(P’) < deg(P), ce n’est possible que si P'(X) = 0. On remarque que dans un
corps de caractéristique p la dérivée kX*~! de X* est nulle si et seulement si p | k.
Donc P’(X) est nul si et seulement si P(X) s’écrit sous la forme

P(X) = Z a; X"
Comme K est parfait, il existent des éléments b; € K tels que bf = a;. Alors
P(X) = (Z bix')",
ce qui contredit I’irréductibilité de P(X). [ |
Corollaire 3.2. Tout élément algébrique sur un corps parfait est séparable.
Preuve. C’est clair. u

Exemple. Soit K = F (7). Alors X” —t est un polynome irréductible qui n’est
pas séparable.

Définition. Soient L/K et M/K deux extensions d’un corps K. On appelle K-
morphisme (ou morphisme sur K) de L dans M tout morphisme de corpso : L—> M
tel que o|lg =1dg. On le noterao : L/ K — M/K.
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Nous pouvons appliquer le théoréme de prolongement des homomorphismes
au diagramme
) S - M

On en déduit que le nombre de morphismes L/K — M/K est < [L: K].

Définition. On dit qu’une extension finie L/K de degré n est séparable s’il
existe une extension M/K telle que L/K posséde n morphismes distincts L/ K —
M/K.

Remarque 3.3. Il existe une extension E/K telle que L/K posséde n mor-
phismes distincts L/K — E/K.

Proposition 3.4. Soit L/K une extension séparable de degré n et soit T : K —
F un morphisme de corps. Alors il existe une extension finie E[F telle que T ad-
mette n prolongements a L a valeurs dans E:

L E
K F

PREUVE Comme L/K est séparable, il existent n morphismes o; : L/K — M/K
(1 <i< n)avaleurs dans une extension finie M de K. Par le théoreme de prolonge-
ment des homomorphismes, le morphisme 7 : K — F se prolonge en un morphisme
Y : M — E avaleurs dans une extension finie E de F :

ﬁ

é

(1<i<n).

M—>—E

\//

K—=F
En posant 7; = ¢ o 07, on obtient n prolongements de 7 a L a valeurs dans E. [

Théoreme 3.5. Une extension finie simple L = K[a] de K est séparable si et
seulement si a est séparable.

PreuvE. Soit P(X) € K[X] le polyndme minimal de « et soit n = deg(P) = [L:
K]. Soit M une extension de K. D’apres le théoreme le nombre de morphismes
L/K — M/K est égal au nombre des racines de P(X) dans M. Si L/K est séparable,
alors il existe M tel que P(X) posseéde n racines distinctes ; on en déduit que P(X)
est séparable. Réciproquement, si P(X) est séparable, on peut prendre comme M
un corps de décomposition de P(X). [

Théoreme 3.6. Soient K c L C F. Alors F/K est séparable si et seulement si
F/L et L/K sont séparables.
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Preuve. Il faut comparer la preuve de ce théoréme a celle du théoreme|2.3
Soit M une extension de K et soient

o LIK—->M/K, 1<i<m’
les K-morphismes de L dans M. Pour chaque i, on note
oij: FIK > M/K, 1<j<Kk]
les prolongements de o7; a F. Ces données sont représentées dans le diagramme :

Tij

F——sM

L2 Mm
K

Soit n’ le nombre de morphismes F/K — M/K. Comme tout K-morphisme de F
dans M est un prolongement de sa restriction sur L, on a

ml
n = Zk;
i=1
Soientm=[L: K], k=[F:L]etn=[F:K]. D apres le théoreme de prolongement
des homomorphismes, on a :

n'<n, m'<m, ki<k.

Supposons que F/K est séparable. Alors il existe M tel que n’ = n. Par le théoréme
de la base télescopique, n = mk. Donc

On en déduit que m” = m et k; = k pour tout i. Donc L/K et F/L sont séparables.
Réciproquement, si L/K et F//L sont séparables, il existe une extension M telle

que m" =m et k; = k pour tout 1 <i<m. On en déduit que n’ = n. Donc F/K est

séparable. [

Théoreme 3.7. Une extension finie L/K est séparable si et seulement si tout
élément de L est séparable sur K.

PREUVE. Supposons que L/K est séparable. Soit @ € L. Alors K C K[a] C
L et K[a]/K est séparable par le théoreme D’apres le théoreme a est
séparable.

Nous démontrons la réciproque par récurrence sur le degré n = [L : K].
Le cas n =1 est trivial. Supposons que la propriété est prouvée pour toutes les
extensions de degré < n. On choisit un élément a € L tel que a ¢ K. Comme «
est séparable, K[a]/K est une extension séparable non-triviale de K. Comme [L :
K[a]] < n, et comme tout élément de L est séparable sur K[a], I’extension L/K[«a]
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est séparable par I’hypothese de récurrence. D’apres le théoréme L/K est
séparable. n

Corollaire 3.8. Toute extension finie d’un corps parfait est séparable.

4. Le théoréme de I’élément primitif

Rappelons qu’une extension L/K est simple (ou monogene) s’il existe un élément
6 e Ltel que L = K[#)]. Sic’est le cas, on dit que 6 est un élément primitif pour L/K.

Théoreme 4.1 (théoréme de 1’élément primitif). Toute extension séparable de
degré finie L/ K est simple, i.e. il existe 0 € L tel que L = K[6)].

PrREUVE. a) Supposons d’abord que K est un corps fini. Comme [L : K] < 400,
L est aussi fini. Comme le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique, il existe
6 € L tel que L* = (). On en déduit facilement que L = K[6].

b) Supposons maintenant que K est infini. On prouve le théoréme par récurrence
surn =[L:K].

1) Sin =1, alors L = K et I’assertion est claire.

2) Supposons que toutes les extensions séparables de degré < n sont simples.
Soit L/K une extension séparable de degré n. Choisissons un élément « € L tel que
a ¢ K et posons F = K[a]. Alors

KcFcL,

ou [L: F] < n. L’extension L/F est séparable, et par I’hypothése de récurrence, il
existe 8 € L tel que
L =F[B] = K[a,B].

On cherche un élément primitif pour L/K sous la forme
0=a+cp, ceKk.

Comme L/K est séparable, il existe une extension M/K telle que L/K admette
n homomorphismes o; : L/K — M/K sur K (1 <i<n). On pose a; = oi(a) et
Bi =oi(B). Alors :
oi(0) = a;+cBi, 1<i<n.
Supposons que les éléments o;(8) sont deux a deux distincts. Alors I’extension
K[0]/K admet n homomorphismes K[6] — M/K qui sont induits par les homo-
morphismes ;. On en déduit que K[0]/K est une sous-extension de L/K de degré
n=[L: K], dou L = K[6]. Donc, il suffit de montrer qu’il existe ¢ € K tel que
oi(@) £0i(), sii#].
La derniere condition s’écrit :
cBj—=PB)#*ai—a; Ssii#].

Comme L = K[a,], chaque o; est completement déterminé par le couple («;,5;),
dce qui signifie que (@;,5;) # (a;,5;) sii # j. Donc, il suffit de choisir ¢ € K tel que

a;— Clj

Bj—Bi

C’est possible parce que K est infini. [

c*

pour tous (i, j) tels que B; # B;.
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5. Extensions normales, galoisiennes. Groupe de Galois

Définition. Une extension finie L/ K est normale si et seulement si elle vérifie
la propriété suivante :

Pour toute extension M/L et tout homomorphisme o : L/K — M/K on a
o(L) C L.

Comme [o(L) : K] = [L: K], U'inclusion o"(L) C L implique que o(L) = L.

Théoreme 5.1. Soit L/K une extension finie. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :
a) L/K est normale ;
b) Tout polynéme irréductible P(X) € K[X] ayant une racine dans L, est scindé sur
L (i.e. a toutes ses racines dans L) ;
¢) L/K est un corps de décomposition d’un polynome f(X) € K[X].

PrREUVE. a) = b).

Supposons que L/K est normale. Soit P(X) € K[X] un polyndme irréductible
ayant une racine @ € L. On considere P(X) comme un polyndme a coefficients dans
L et I’on note M un corps de décomposition de P(X) sur L ; donc L C M. Soit
B € M une racine de P(X). Soit 7 : K[a]/K — M/K I'unique homomorphisme sur
K vérifiant 7(a) = . Par le théoreme de prolongement des homomorphismes, il
existe une extension E/M et un prolongement o : L/K — E/K de 1:

L—2 - E

Kla] —= M
Comme L/K est normale, on a
B=1(a)=0(a)co(L)=L.

On en déduit que toute racine 8 € M de P(X) appartient a L. Donc P(X) est scindé
sur L.

b) = ¢).

Supposons que I’extension L/K vérifie la propriété b). Comme |’extension
L/K est finie, elle est engendrée par une famille finie d’éléments :

L=Klai,...,anyl, ay,...,a, € L.

Pour chaque i, on note P;(X) € K[X] le polyndme minimal de ;. Soit f(X) = P1(X)-
Pr(X)- - Pu(X) et soit M le corps de décomposition de f(X). Il est alors clair que
L € M. D’autre part, chaque polyndme P;(X) a une racine dans L et par la propriété
b), est scindé sur L. On en déduit que M C L, d’ou L = M.

c) = a).

Soit L un corps de décomposition d’un polyndéme

FX) = X"+ ap 1 X" +--a1X +ap € K[X].

Alors
L=Klay,...,a,],
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ol ay,...,a, sont les racines de f(X) dans L. Soit o : L/K — E/K un homomor-
phisme sur K & valeurs dans une extension E de L. Comme o|g =id, on a

n

0=0c(f@) = ) ol@) o) = ) (@) = fo(@), 1<i<n.
k=0

k=0

Donc o(a;) est une racine de f(X), d’ou
o(a;) €L, 1<i<n.
On en déduit que o(L) C L. Donc I’extension L/K est normale. [ |

Nous introduisons les notations suivantes. Si L est un corps, on note Aut(L) le
groupe des automorphismes du corps L ; la loi de composition est donnée par la
composition des applications. Si L/K est une extension de corps, on note Aut(L/K)
le groupe des automorphismes de L laissant K invariant :

Aut(L/K) ={o € Aut(L) | olg = idg}.
Par le théoréme de prolongement des homomorphismes, |Aut(L/K)| < [L/K].

Définition. Une extension finie L/ K est galoisienne (oit une extension de Ga-
lois) si elle est normale et séparable.

On remarque que si le corps K est parfait, alors toute extension finie de K est
séparable et une extension L/K est galoisienne si et seulement si elle est normale.

Théoreme 5.2. Une extension finie L/ K est galoisienne si et seulement si
|[Aut(L/K)| =[L: K].

Preuve. a) Soitn =[L: K]. Supposons que L/K est galoisienne. Alors L/K est
séparable et il existe une extension E/K telle que L possede n homomorphismes
o;: L/K— E/K sur K. Comme L/K est normale, pour tout i on a 07;(L) = L. Donc
les homomorphismes o; sont les automorphismes de L et |Aut(L/K)| = n.

b) Réciproquement, supposons que |Aut(L/K)| = n. Donc il existe » homomor-
phismes L/K — L/K ; on en déduit que L/K est séparable. Soit E une extension de
L. Alors les éléments de Aut(L/K) nous donnent # homomorphismes L/K — E/K.
Comme L/K possede au plus n homomorphismes dans E/K, on obtient que tout
homomorphisme L/K — E/K est un automorphisme de L/K. Donc L/K est nor-
male. [

Définition. Si L/K est une extension galoisienne, on pose Gal(L/K) = Aut(L/K)
et on 'appelle le groupe de Galois de L sur K.

Exemples. 1) Le corps Q[ V2] est le corps de décomposition du polyndme
X% -2 € Q[X]. Tout automorphisme de QI \/5] permute les racines de X?>-2etil
est completement déterminé par son action sur V2. Donc Gal(QJ V2]/ Q) ={id, o},
ol o~ est I’'unique automorphisme vérifiant o-( V2) = — V2.

2) Soit L = Q[ V2, V3]. 1l est clair que L est le corps de décomposition du
polyndme (X2 —2)(X? —3), donc L/Q est une extension galoisienne. On veut
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d’abord montrer que [L: Q] = 4. Les corps Q[ V2] et Q[ /3] sont des sous-extensions
de L/Q ; cette information est récapitulée dans le diagramme suivant :

L
RN
Q[ V2] Q[ V3]

NP

On a [Q[\/E] : Q] = [Q[\/g] : Q] = 2. I est facile de voir que V3¢ Q[\/E] s en
supposant que V3 s’écrit sous la forme V3 = a+b V2 avec a,b € Q on obtient
que 3 = a? +2b% +2ab V2, d’ol une contradiction. Donc [L: QI \/5]] =2etparle
théoreme de la base télescopique on trouve :

[L:Ql=[L:Q[V2]]-[Q[V2]:Q]=4.

Le groupe Gal(L/Q) est d’ordre 4. Tout automorphisme o de L est completement
déterminé par o ( \/5) et o ( \/§). En plus, o( \/5) =+V2et o( \/5) =+v3.Onen
déduit que Gal(L/Q) = {id,o1,0,03}, ou

Ti(V2) = =V2, 01(V3)= V3,
(V)= V2, o1(V3)=-3,
o3(V2)=-V2, o1(V3)=-V3.
On vérifie facilement que 03 = 01073 et 0'% = 0'% =id, d’ou
Gal(L/Q)~Z/2ZXZ/2Z.

Soit 8 = V2 + V3. On voit facilement que les éléments 0, 01(6), 02(0), 03(6) sont
2 a2 distincts. Donc 6 est un élément primitif pour L :

L=Q[4].

6. Théoreme d’indépendance des caracteres

Soit G un groupe et soit L un corps quelconque. On appelle caractere de G a
valeurs dans L* tout morphisme de groupes

x:G-oL"

a valeurs dans le groupe multiplicatif L* de L. L’ objectif de cette section est de
prouver le théoréme suivant :

Théoreme 6.1 (Dedekind). Toute famille {y1,...,x.} de caractéres distincts de
G est linéairement indépendante sur L :
n
DAxi=0 = =h=..=1,=0.
i=1
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Preuve. Nous allons montrer ce théoreme par I’absurde. Supposons qu’une
famille de caracteres {y1,...,xn} est liée sur L. Parmi les relations linéaires entre
X1,--->Xn On choisit une relation de plus courte longueur. Quitte a renuméroter les
caracteres, on peut 1’écrire sous la forme :

p
D Aixi=0,  Ap.., A #0.
i=1
Donc pour tout g€ G, on a:
-
(13) D Aixi(2) = 0.
i=1
Soit & € G. En multipliant la relation précédente par y(%), on obtient :
(14) D Aixi(xi(e) =0.
i=1

D’autre part, en remplagant g par gh dans la formule (T3)) et en utilisant la formule
xi(gh) = xi(g)xi(h), on trouve :

(15) D A xicg) = 0.
i=1
En soustrayant (14)) de (I3)), on obtient la relation
(16) D Al -n)xi(®) =0,  geG
i=2

qui est de longueur < r. Donc tous les coefficients A; (x;(h) — x1(h)) sont nuls.
Comme A; # 0, on en déduit que pour tout i

xithy=xi1(h),  YheG.
Donc y1 = x2 = ... = xr, ce qui contredit les hypotheses. [

Corollaire 6.2. Soient K et L deux corps. Alors toute famille {o;}!
d’homomorphismes distincts o; : K — L est linéairement indépendante sur L.

N

PrREUVE. La restriction y; = o|g- de o; sur K* est un caractere de K* a valeurs
dans L*. On pose G = K* et on applique le théoréme de Dedekind a la famille

{Xis- s Xn)- [
7. Théoreme d’Artin
Soit L un corps et soit G un sous-groupe fini du groupe Aut(L). On note
L°={xeL|g(x)=x, VYgeG)

I’ensemble des éléments de L fixés (ou invariants) par G. On voit facilement que
LY est un sous-corps de L.

Théoreme 7.1 (Artin). L’extension L/LC est une extension galoisienne de
degré |G| et Gal(L/K) =G.
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Preuve. Nous donnons une preuve qui met en valeur le théoreme de I’indépendance
des caracteres. Soit n = |G| et m = [L : K]. Nous allons prouver que m est fini et
m=n.

a) On montre par I’absurde que m > n. Supposons que m < n et choisissons une

base {x1,..., Xy} de L/L°. On note {oi}_, les éléments de G. Soient
o1(x1) oa(x1) on(x1)
o1(x2) o2(x2) on(x2)
vl = . ’ V2 = . e 7vn = .
o1(Xm) 02(Xm) O n(Xm)

Chaque automorphisme o-; est L¢-linéaire ; il est, donc, complétement déterminé
par le vecteur v;.

Les vecteurs {v;}_; forment une famille a n éléments dans L™. Comme m < n,
cette famille est lié, d’ol on trouve qu’il existent Ay, A>,..., 4, non tous nuls et tels
que

n

Z/l,-v,- =0.

i=1
On en déduit que

n

Z/liO'i = 0,

i=1

ce qui contredit le corollaire [6.2]
b) On montre par I’absurde que m < n. Supposons que m > n. Soient

o1(x1) o1(x2) o1(xm)

o2(x1) o2(x2) o2(xm)
wp = . , Wy = . e Wiy = . .

on(x1) O_n(XZ) O—n(xm)

Les vecteurs {w;}" | forment une famille & m €léments dans L". Comme m > n, cette

famille est liée. Choisissons une relation linéaire de plus courte longueur entre ces
vecteurs. Quitte a renuméroter les vecteurs, on peut I’écrire sous la forme

(17 wi+Awy +---Aw, =0, Aoy, A, #0

(en divisant par un scalaire, on peut toujours supposer que A; = 1). Plus explicite-
ment, on a

o1(x1) o1(x2) o1(x,)
oa(x1) 02(x2) o2(x)
(18) . + A . +--+ A . =0, Aoy, A, #0.

cm@) O-n('x2) O-n('xr)
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Appliquons un élément quelconque 7 € G a cette relation. Comme

o1(x;) T01(X;)
o2(x;) T02(X;)

T : = : ’
O’n&xi) Ton(X;)

on voit que T permute de la méme maniere les coordonnées des vecteurs wy,wy, ..., w,.
Donc

(19) wi+t(A)wr +---17(4)w, =0, Vred.

En soustrayant (I7) de (19), on obtient une relation de longueur r—1 :
r
D @)= w; = 0.
i=2
Donc 7(4;) = A; pour tous 7 € G, d’ou ’on tire que Ay, ..., 4, € LE. L’ équation (T8)
donne :

o1(x1 +A2xp + - Axp) = o 1(x1) + A0 (x2) + - A,0(x,) = 0.

On en déduit que x; + Ar x> +--- 4,x, = 0 ce qui contredit a I’'indépendance linéaire
des €léments {x;}" | sur L®. Donc m < n.

c) Les parties a) et b) montrent que L/L® est une extension finie de degré
[L:L°] =n=|G|. En plus, on a une inclusion naturelle G € Aut(L/L%). Comme

|Aut(L/LY)| < [L: L]

on obtient que G = Aut(L/ L%). Maintenant, il découle du théoréme que L/LC
est galoisienne et G = Gal(L/ LY). [ |

8. Correspondance de Galois

Soient L/K une extension finie galoisienne et G = Gal(L/K). Soit K C F C L
une sous-extension de L/K. Le groupe de Galois Gal(L/F) est évidemment un
sous-groupe de G. Réciproquement, a tout sous-groupe H < G on peut associer le
corps L des éléments de L fixés par H. Il est clair que K ¢ L, donc L est une
sous-extension de L/K. Cela nous donne deux applications entre 1’ensemble des
sous-extensions F' de L/K et I’ensemble des sous-groupes de G:

9
{sous-extensions de L/K } <j:> {sous-groupes de G }
F

F Ed Gal(L/F)

L F

Théoreme 8.1 (Correspondance de Galois).
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i) Les applications 4 et F sont des bijections réciproques. Pour toute sous-extension

FdeL/Kona:
JGALIF) _ g

ii) Soit F une sous-extension de L/K et soit H = Gal(L/K). Alors F/K est galoisi-
enne si et seulement si H est un sous-groupe distingué dans G. Alors

Gal(F/K)~ G/H.
PreuvE. 1) Soit H < G. Alors
G o F(H)=Gal(L/L"y=H

par le théoreme d’Artin. Donc % 0¥ =id.

Soit maintenant F' une sous-extension de L/K. Alors

y Og(F) — LGal(L/F).
Nous allons montrer que LE/F) = F. Linclusion F C L9IE/F) est claire. En
utilisant le théoreme d’ Artin, on en déduit que
|Gal(L/F)| = [L: L “/P < [L: F] =|Gal(L/F)|.

Donc [L: LSIE/P] = [L: F]et F = LSIL/D),

i) a) Soient F/K une sous-extension de L/K et H = Gal(L/F). Si F/K est
galoisienne, alors elle est normale et pour tout g € G on a g(F) = F. Soient h € H et
x € F. Alors hg(x) = g(x) et

g 'hg(x) =g~ (hg(x) = g 'g(x) = x.
On en déduit que I’automorphisme g~'hg agit trivialement sur F. Donc g~'hg € H
pour tous g € G et h € H, ce qui signifie que H 1 G.

b) Soient H <G et F = LH . Parle théoréme F/K est séparable. On va
montrer que F/K est normale. Soit M un corps contenant L et soito : F/K - M/K
un homomorphisme sur K. Par le théoréme de prolongement des homomorphismes
il existent une extension £/M et un homomorphisme g : L/K — E/K tel que g|r =
o. Comme L/K est normale, g(L) = L, donc g € G. Soit h € H. Comme Hg = gH,
il existe k' € H tel que hg = gh’. Alors

h(g(x)) = g(h'(x)) = g(x).

On en déduit que o(x) = g(x) € L¥ = F pour tout x € F. Donc F/K est normale.
c¢) Soit g € G et soit m(g) la restriction de g sur F. Par la normalité de F//K on a
g(F) = F, donc n(g) € Gal(F/K). On voit facilement que 1’application

n:G— Gal(F/K)
ainsi définie est un morphisme de groupes. En outre
ker(n)={ge G| glr =id} = H.
Donc Gal(F/K) ~ G/H. [ |

Remarque 8.2. La correspondance de Galois établit une bijection entre les
sous-groupes de G et les sous-extensions de L/K. Si Hy < H», alors L"> C L' et

(L7 [H) = [H, : Hy).
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Définition. Soient L et F deux corps contenus dans E. On appelle compositum
de L et F et on note LF le plus petit sous-corps de E contenant L et F.

Exemple. Soit L/K une extension simple. Alors L = K[d], ou 6 est un élément
primitif pour L. Alors pour toute extension F de K le compositum LF est la plus
petite extension de F contenant 6, d’ou

LF = F[6).

Lemme 8.3. Soient L/M et F/M deux extensions finies d’un corps M telles
que LNF = M. Si L/M est galoisienne, alors LF|F [’est aussi et

[LF:F]=[L:M].

Preuve. a) Comme I’extension L/M est galoisienne, elle est séparable, et d’apres
le théoreme de 1’élément primitif il existe un élément 8 € L tel que L = M[6]. Alors
LF = F[0] et on a un diagramme

F[6]
L F
M
ou LF = F[6]. Nous voulons prouver que [F[6] : F] = [L: M]. Soit P € M[X] le
polyndme minimal de 6 sur M et soit Q € F[X] le polyndme minimal de 6 sur F.

Comme M C F,ona:
Q divise P dans F[X].

D’autre part, comme L/M est normale, par le théoreme P se décompose dans
L[X] en produit de facteurs linéaires :

PX)=| [(X-6), 6ieL, n=[L:K].

n
i=1
Donc Q(X) = H(X—Gi), avec I € {1,2,...,n}, d’ou Q € L[X]. On en déduit que

i€l

0 € FIX]NL[X] = M[X]. Donc Q(X) = P(X) et
[F[6] : F]=deg(Q) = deg(P) = [L: M].

b) Comme Q = P et P est séparable, I’extension F[0]/F est séparable. En
outre, tout F-morphisme o : F[0]/F — E/F est completement déterminé par o(6).
Comme o(0) € L, on en déduit que o (F[60]) C F[6]. Donc F[6]/F est normale. Le
lemme est démontré. |

Théoreme 8.4. Soit L/ K une extension galoisienne. Alors pour toute extension
finie F|/K l’extension LF|F est galoisienne et les groupes de Galois Gal(LF/F) et
Gal(L/F N L) sont isomorphes. En particulier, Gal(LF/F) est isomorphe a un sous-
groupe de Gal(L/K).
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Preuve. En appliquant le lemme aM=FnNL,on obtient que LF/F est
galoisienne.

Soit g € Gal(LF/F). On note r(g) = gl|; la restriction de g sur L. Il est clair que
g agit trivialement sur F N L. Donc r(g) est un F' N L-morphisme a valeurs dans LF

r(g) : L/(FNL)— LF/(FNL).

Comme K c FNL et L/K est galoisienne, 1’extension L/(F N L) est galoisienne.
En particulier, elle est normale, d’ou on tire que r(g) € Gal(L/F N L). Donc nous
avons construit une application :

r: Gal(LF/F) — Gal(L/FNL).

11 est clair que r est un morphisme de groupes. Si g € ker(r), alors g|; = idz, d’ou
g(0) = 0 et glrg = idFpg). On en déduit que ker(r) = id. Donc r est un monomor-
phisme. D’autre part, d’apres le lemme[8.3|on a :

|Gal(LF/F)|=[LF : F]=[L:(LNF)] =|Gal(L/F)|.

9. Exemple du polynéme X° — 10X +5

Soit f(X) € K[X] un polyndme séparable. On fixe un corps de décomposition
L/K de f(X) et’on note ay,...,a, ses racines dans L :

L=Klaj,ay,...,a,].

Le groupe symétrique de I’ensemble des racines est isomorphe aS,.

Les automorphismes g € Gal(L/K) permutent les racines de f(X). Chaque au-
tomorphisme est completement déterminé par sont action sur les racines, donc par
la permutation

al a ...
glar) glaz) ... glan))
On obtient un monomorphisme de groupes :
Gal(L/K) — S,.

Théoréme 9.1. Soit L un corps de décomposition du polynéme P(X) = X° —
10X + 5 sur Q. Alors
Gal(L/Q) =~ Ss.

PrEUVE. a) Soit G = Gal(L/Q). On considére L comme un sous-corps du corps
C des nombres complexes. Le polyndome P(X) est irréductible sur Q par le critére
d’Eisenstein (on pose p =5). Le corps de rupture de P(X) est de degré 5 sur Q, d’ou
on trouve que 5 divise |G| = [L: Q]. Comme |S5|=5!= 23.3.5etGal(L/Q) — S,
les 5-Sylow de G sont d’ordre 5. Ils sont donc cycliques. On en déduit que G (ou
plutdt son image dans S '5) contient un 5-cycle.

b) Etudions la variation de la fonction réelle P : R — R. Comme P’(X) = 5X* -
10, elle admet des extrema en — V2 eten V2 avec P(- \4/5) >0et P( %) < 0. Donc,
P(X) possede exactement 3 racines réelles qu’on note a3, a4 et as. Soient a; et as
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les racines complexes de P. La conjugaison complexe fournit un automorphisme
de L/Q qui permute a; et a;p.
Le théoréme découle maintenant du lemme suivant :

Lemme 9.2. Le groupe S, est engendré par o = (12) et 1= (12---n).
PreuvE pu LEMME. Un petit calcul montre que
For™* = (k+1,k+2).
Comme les permutations (1,2),(2,3),...,(n — 1,n) engendrent S,, le lemme est

démontré. [ ]

10. Extensions cyclotomiques

Dans cette section, on suppose que char(K) = 0. Pour tout n > 1 on appelle
corps cyclotomique et 1’on note K, un corps de décomposition du polynéme X" —1.
Il est clair que K; = K, = K.

Les racines de X" — 1 sont les racines n-iemes de 1’unité :

ﬂn={§|{n=1}-

On sait que u, est un groupe cyclique d’ordre n et un appelle racine primitive
d’ordre n tout générateur de u,. On fixe une racine primitive ¢, € u,. Une racine
n-ieme de 1'unité £ = 7 est primitive si et seulement si pged(a,n) = 1. On note u;,
I’ensemble des racines primitives d’ordre n. Alors || = ¢(n), ou ¢ est I’indicatrice
d’Euler. On a:

L’extension K,/ K est galoisienne et tout automorphisme de K,/ K est completement
déterminé par son action sur ¢,. Si g € Gal(K,,/K), alors g({) est une racine primi-
tive d’ordre n de I’unité et ’on a :

(20) g(ln) =&y,  pged(a,n) =1.

Lentier a ainsi défini est unique modulo 7 et I’on note y,(g) sa classe de congru-
ence modulo 7 :

xn(@)=a modne(Z/nZ)".
Donc, on a défini une application
Xn - Gal(K,,/K) — (Z/nZ)".
On écrit (20)) sous la forme :
8 = .
Théoreme 10.1. L’application
Xn - Gal(K,/K) — (Z/nZ)*

est un monomorphisme qui ne dépend pas du choix de ¢,.
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Proor. a) Comme tout automorphisme de K, /K est completement déterminé
par son action sur ¢, I’application y,, est injective.
b) Pour tous g1, g, € Gal(K,/K) on a :

(2182)(E0) = 81(&2(0) = g1G" ) = 1§y 8 = g,
Comme, d’autre part, (g12)(¢y) = £"¢'¢?, on en déduit que

xn(8182) = xn(g1)Xn(g2)-

Donc, y;,, est un morphisme de groupes.
¢) Soit { = £¢ une autre racine n-ieéme primitive, pged (c,n)=1. Alors :

8(0) = 89 = gy = 7€ = pn®),
On en déduit que la y, ne dépend pas du choix de la racine primitive. ™

Exercice 12. Montrer que Gal(Q(u,,)/Q) =~ (Z/nZ)*. Remarque : le produit
o, =] |x-0

Jepy
est un polyndme de degré ¢(n) a coeflicients dans Z. En outre, il est irréductible

sur Q.

11. Extensions de Kummer
Dans cette section, on suppose que char(K) = 0.

Définition. On dit qu’une extension galoisienne L|K est cyclique si Gal(L/K)
est cyclique.

Supposons que K contient une racine primitive d’ordre n de 1’unité (et donc
contient le groupe p,, de toutes les racines n-iemes de I'unité). Sous cette condition,
nous pouvons explicitement décrire les extensions cycliques d’ordre n de K.

Théoreme 11.1. Soit K un corps de caractéristique O contenant une racine
primitive de 'unité d’ordre n.

i) Soit a € K et soit a une racine de X" —a. Alors K[«a]/K est une extension
cyclique de degré d | n.

ii) Si L/K est cyclique d’ordre n, alors il existe un élément a € K tel que L =
Kla] avec a* —a = 0.

On appelle extension de Kummer une extension L/K engendrée sur K par une
racine d’un polynéme de la forme X" —a € K[X]. Le ii) de notre théoreme dit que
si K contient le groupe u;,, alors toute extension cyclique d’ordre n est de Kummer.

PrREUVE. 1) On fixe une racine primitive n-ieme de 1’unité ¢, € K. Soita € K et
soit K[a]/K I’extension engendrée par une racine « du polynéme X" —a. Alors :

n-1
X'—a=[ [X-z).
i=0
Donc K[a] est un corps de décomposition de X" —a. En particulier, 1’extension
K[a]/K est galoisienne.
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Tout automorphisme g € Gal(K[a]/K) est completement déterminé par son ac-
tion sur @. Comme 1’action de g permute les racines de X" —a, il existe ¥/(g) € u,
tel que

g(a) =y(ga.
On a donc une application injective bien définie :
Y Gal(L/K) — uy,
Y(g) = g(@)/a.
Pour tous g1,g, € Gal(K[a]/K) on a:

8182(@) = g1(g2()) = g1 (W (g2)@) = ¥(g2)g1(@) = Y(g2)Y(g1)er.
Comme, d’autre part, g;g2(@) = ¥(g182)a, on en déduit que

Y(g182) = Y(g2)¥(81)-
Donc, ¢ est un monomorphisme.
Soit d = [K[a] : K]. Comme le groupe de Galois Gal(K[a]/K) s’injecte dans
le groupe cyclique u,, on en déduit que

d =|Gal(K[a]/K)| divise n = |u,].

Le 1) du théoréeme est démontré.

ii) Supposons que L/K est cyclique de degré n. On applique le théoreme
d’indépendance linéaire des caracteres (ou plutdt le corollaire aux automor-
phismes {o-i}?:‘()l. D’apres ce théoréme, 1’application

n—1
Dl
i=0
n’est pas nulle. Donc, il existe un élément 6 € L tel que

n—1

a=>"50'(0) 0.

i=0
Alors :
n—1 n—1
a@)= ) Gie o) = 57 0) = Lo
i=0 i=0
Par récurrence, on en déduit que

) =fa, 0<k<n-1.
Donc «,ya,---, ,ff‘loz sont les racines du polyndme minimal P(X) de a sur K,
d’ou
P(X) = l_[(x-a"(a)) =X"-a", a=d"€k.
En outre, [K[a] : K] =n, d’ou L = K[a]. Le théoreme est démontré. [ ]

Remarque 11.2. On peut préciser la partie i) du théoréme : si K ne contient
aucune racine de a d’ordre m > 1 divisant n, alors [K[«a] : K] = n.
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12. Equations résolubles par radicaux
Dans cette section, on suppose que tous les corps sont de caractéristique nulle.

Définition. On dit qu’une extension M| F est radicale élémentaire si M = F|a]
ol « est une racine d’un polynome de la forme X" —a € F[X]. On dit que M/ F est
radicale, s’il existe une tour

F=MycMicMyc---CM; =M,
out les extensions M;/M;_y sont radicales élémentaires.

Soit f(X) € K[X] un polyndme de degré > 2. On note L un corps de décomposition
de f.

Définition. On dit que I’équation f(X) = 0 est résoluble par radicaux s’il ex-
iste une extension radicale M/K contenant L.

Donc, dire qu’une équation est résoluble par radicaux revient a dire que toutes
ces racines s’expriment a 1’aide des fonctions rationnelles et d’extractions succes-
sives des racines a partir d’éléments de K.

Les équations de degré < 4 sont résolubles par radicaux. Il existent méme
des formules générales pour la résolution des équations de degré < 4 (Tartaglia,
Cardano, Ferrari).

Théoreme 12.1 (Galois). Soit K un corps et soit f(X) € K[X]. L’équation
f(X) =0 est résoluble par radicaux si et seulement si Gal(L/K) est résoluble.

Exemple. L’équation X> — 10X +5 = 0 n’est pas résoluble par radicaux sur
Q.

Corollaire 12.2 (théoreme d’Abel). Il n’existe pas de formule générale pour
la résolution des équations de degré > 5 par radicaux.

PREUVE DU THEOREME DE GALo1S. i) Onnote G = Gal(L/K) et n = |G|. Supposons
que G est résoluble et montrons que L/K est contenue dans une extension radicale.

Soient F = K({,) et E = FL. Alors E est le corps de décomposition de f sur F
et par le théoreme [8.4]le groupe de Galois H = Gal(E/F) est isomorphe & un sous-
groupe de G. En particulier, H est résoluble et d’apres le théoreme[3.8] il existe une
chaine normale

H=Hy<H <H;<---<H,={e}
telle que tous les groupes quotients H;/H;.| sont cycliques. On pose :
E;=E"™.

Alors Gal(E;;1/E;) ~ H;/H;4, est un groupe cyclique d’ordre divisant m. Comme
{n € F, le théoreme [11.1] s’applique, d’oti I’on déduit que I’extension Ej.i/E; est
élémentaire radicale. Donc E/F est radicale. Comme F/K est clairement radicale,
on conclut que E/K est radicale.

ii) Supposons que le corps de décomposition L de f est contenu dans une
extension radicale M/K. Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 12.3. Il existe une extension galoisienne radicale M/K contenant M.
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PREUVE DU LEMME. On montre le lemme par récurrence sur le nombre k des
étages dans la tour

K=MycM,cM,cC---CM,=M.

Le cas k = 0 est évident. Supposons que la propriété est vraie pour les tours radi-
cales de longueur k — 1. Alors il existe une extension radicale galoisienne M-, /K
telle que My_; C Mk_ 1. Soit M = Mj_1[a], ou « est une racine d’une équation de
la forme X —a = 0 avec a € M;_;. On note P(X) € K[X] le polyndme minimal de
a sur K et I’on pose f(X) = P(X%). Soit M le corps de décomposition de f(X) sur
Mj_;. 11 est facile de voir que M/K est galoisienne. D’autre part, M est engendré
sur My_; par les racines des polyndmes

X4 —a;, 1 <i<deg(P),
ou a; sont les conjugués de a;. On en déduit que M / Mk_l est radicale. [ |

Revenons a la preuve du théoréme. Soit M/K une extension galoisienne rad-
icale contenant M. On pose m = [1\7 : K]. Soient F = K[{,] et E = M[{m]. Les
extensions E/K et F/K sont galoisiennes.

Comme M/K est radicale, il existe une tour d’extensions radicales élémentaires :

KZM()CM] CMQC'--CM](IM.
Pour tout i, on pose E; = A?i,-[gm]. Alors dans la tour
F=EycE|CcEyCc---CE,=E

les extensions E;,/E; sont radicales élémentaires d’ordre divisant m. Soit H =
Gal(E/F) et soit H; = Gal(E/E;) pour tout i. Comme ¢, € F, les extensions E;,/E;
sont galoisiennes cycliques. On en déduit que H;,; < H; et par le théoreme|[I1.1] le
groupe
Hi/H;y1 = Gal(Ei1/Ey)
est cyclique. Donc, d’apres le théoreme Gal(E/F) est résoluble. Comme le
quotient
Gal(E/K)/Gal(E/F) ~ Gal(F/K)

est résoluble (et méme abélien), le groupe Gal(E/K) est résoluble par la propo-
sition [3.2] Comme le corps de décomposition L de f est une sous-extension de
E/K, le groupe de Galois G = Gal(L/K) est un quotient de Gal(E/K). Dong, il est
résoluble et le théoreme est démontré. ]
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