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1) Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.
Solution. On a

X+1
u =Y

Exercice 1. Soit A =

-3

— Y2 _
X_4‘_X 3X +2

Donc les valeurs propres de A sont A\; = 1 et Ay = 2.
Si (Z) est un vecteur propre qui correspond a \; = 1, alors —2z+3y =
0. Donc l'espace propre F), est engendré par (g) Si (”y”) est un vecteur
propre qui correspond a Ay = 2, alors —3x + 3y = 0. Donc 1'espace
propre E), est engendré par (i)
2) Trouver une matrice inversible P telle que P~'AP soit diagonale

et calculer les matrices et et e,
Solution. On a

1)) 2) - 0)

On peut réecrire ces deux égalités sous la forme :

AG)=G1)6 )

On pose P = (; }) . Alors P! = <_12 _31) et
A:P(é g) P eAt:Pexp(<(1) g) t) P!

o(69)-6 2)

At et — 2e?  —3et + 3e2t
T\ 2et —2e? —2¢e! + 3%

Donc

et

—t —t —2t —t —2t
At e 0 1 [3e7"—2e —3e "+ 3e
e = Pexp (( 0 e‘2t>) P = (Ze_t —2e7% et 437"



3) Donner une base de l'espace vectoriel des solutions (i.e. un
systeme fondamental de solutions) du systeme homogene

?(t) = —x(t) + 3y(t)
y'(t) = =2x(t) + 4y(1).

Solution. Les solutions du systeme homogene s’écrivent:

z(t) 3¢t —2e* —3e' +3e*\ (C4

y(t) 2et — 2e? —2¢t 4 3e?t s
C1(3e" — 2e*") + Co(—3e" +3e*)\
Cy( 2et — 2e2) 4+ Cy(—2et + 3e2t) )

et — 2% Lo —3e! + 3e?
et — 2¢2t —2et 4+ 3e2t |

Donc le systeme
3et — 2e2t —3e! + 3e*
{ <2et — 26%)’ (—26t + 362t> }
est une famille génératrice de I'espace des solutions. Comme la dimen-
sion de l’espace des solutions d'un systeme de taille 2 est égale a 2,

cette famille est une base.
Seconde méthode. On a

x(t) et 0 4 (Ch
=P P, .
i) =7 (0 &) ()
En posant ( ) P! ( ), on obtient
z(t)\ p e 0 ‘ Dy\  [3et e*
y(t) - 0 €2t D2 - Qet €2t
3e 2t
=D D :
(o) = ()
On en déduit que le systeme
3et et
{Ge) ()
est une base de ’espace vectoriel des solutions.

4) Donner la solution générale du systeme d’équations différentielles

suivant:
2'(t) = —x(t) + 3y(t) + €
y'(t) = —2x(t) + 4y(t).



Solution. On a

t i —s —2s —5 —2s s
[erneas= [ (55 D) ()i
_ /t (3 - 2€_S>ds _ (3t +2e7t — 2)
0 \2—2e¢ 2t +2et—2)
On en déduit une solution pa particuliere :

zo(t)\ _ At Bt+2e7' =2 _ (2e'+3te"\ oAt
yo(t) 2t + 2e~t — 2 2e! + 2tet '

Comme 2e* est une solution du systéme homogeéne associé, on peut
. . 2N 2et4+3tet :
remplacer cette solution particuliere par (2et +2t€t). Alors la solution

générale du systeme s’écrit :
(x(t)) _ (2€t + 3tet) g <Cl>
y(t) 2et + 2tet Cy)’
d’ou
z(t) = (2+ 3t)e' + C1(3e" — 2e*") + Cy(—3e" + 3e*)
y(t) = 2(1 +t)e' + Cy(2e" — 2e*) + Co(—2¢" + 3e*), C1,0, e R
Seconde méthode. On pose
(W)) _ P(a(t))‘
y(t) b(1)
Alors le systeme s’écrit :
a'(t 1 0\ [a(t (€
(o) = 2) Gio) 7 ()
On en déduit que
a(t) = al(t) + €,
{b’(t) = 2b(t) — 2¢.
La méthode de variation des constantes donne a(t) = te' + Fie' et
b(t) = 2et + Fye?, on Fy, F, € R. Donc

z(t) (3t + 2)e! 3et et
= F F. Fi,F, e R.
(y<t>) (<2t +2)er) T er) T ) TTRE
Exercice 2. On note M,,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées de
taille n a coefficients dans R. On fixe une norme || - || sur M,,(R) et une

matrice A € M,,(R) et on considere application f : M,(R) — M,(R)
donnée par f(X) = XAX.



1) Montrer que f est différentiable en tout point X € M,(R) et
calculer D(f)x (donner la formule explicite pour D(f)x(H), H €
M, (R)).

Solution. Soit H € M,(R). Alors

FX+H) = (X + H)AX + H) = f(X) + HAX + XAH + HAH.

Soit L(H) = HAX + X AH. On vérifie facilement que L est linéaire.
De plus, L(H) est continue comme M, (R) est un espace vectoriel de
dimension finie. Posons ¢(H) = HHHI—.ULH si H#0 et e(0) =0. Alors

J(X+H) = f(X)+ L(H) + |H|e(H).
Comme || - || est sous-multiplicative, on a
le(H)| = |H| " HAH| < |AlIH] — 0
quand H — 0. Donc f est différentiable et
D(f)x(H)=L(H)=HAX + XAH.

2) Montrer que ||D(f)x|| < 2||A] - ||X]|. En déduire que f est une
application contintiment différentiable.
Solution. Comme la norme || - || est sous-multiplicative, on a

(1) [1D(f)x(H)|| = [HAX + XAH|| < |[HAX|| + [[XAH| <
< HIF- AN (12X (12X (AN - LH ) = 2[1 Al - X - 1A
Done [[D(f) x| < 2[[All - | X]].
Pour montrer que f est contintiment différentiable if faut prouver que
lapplication M,(R) — L(M,(R), M,(R)) donnée par X — D(f)x

est continue. Soient Xy, Xy € M,(R). Alors on peut remarquer que
D(f)Xl - D(f)XQ - D(f)Xl—Xga d’ou

I(D(f)x: = D(f)xoll = 1D(F) x| < 2[[A[] - | X = X5

Soit & > 0. En posant § = gz on trouve que I(D(f)x, —D(f)x,|l <¢
si || Xy — Xs|| < 6. Donc lapplication X — D(f)x est continue.

3) Enoncer le théoreme d’inversion locale.

4) Supposons que A est inversible. Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel
que pour toute matrice B € M, (R) vérifiant | B — A™!|| < e I'équation
XAX = B admet une solution dans M, (R).

Solution. On a f(A™') = A™' et Dy1(H) = 2H. Cest un iso-
morphisme de M, (R) sur M,(R) et par le théoréme d’inversion lo-
cale il existe € > 0 tel que pour toute matrice B € M, (R) vérifiant
|B — A7 < € il existe une matrice X telle que f(X) = XAX = B.



Exercice 3. 1) Enoncer le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

On considere I'équation différentielle
o' (t) =tw(t)? — . (%)

2) Montrer que pour tout g il existe une unique solution maximale
de I’équation (*) vérifiant x(0) = xo.
Solution. On a 2/(t) = f(t,z(t)), ou f(t,z) = t*z* — t2. 1l est clair
que f(t,x) est continiment différentiable, donc elle est localement lips-
chitzienne en x. par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, pour tout xg il ex-
iste une unique solution maximale de I’équation (*) vérifiant 2(0) = xo.

3) Trouver les solutions maximales des problemes de Cauchy z(0) = —1
et z(0) = 1.

Solution. On vérifie directement que z(t) = 1 et x(t) = —1 (t € R)
sont les solutions de ces problemes de Cauchy.

4) Enoncer le théoreme des bouts.

Pour tout zy € R on note (z(t), |a, b[) la solution maximale du probleme
de Cauchy z(0) = .

Dans la question 5) on suppose que xy €] — 1, 1].

5a) Montrer que la fonction z(t) est strictement décroissante. En
déduire que Ja, b|=] — 0o, +00].
Solution. On montre d’abord que z(t) €] —1, 1] pour tout ¢ €]a, b[. En
effet, si, par exemple, x(7) > 1, alors par le théoréme des valeurs in-
termédiaires il existe s €|a, b tel que x(s) = 1. En utilisant le théoréme
de Cauchy-Lipschitz et la question 3) on en déduit que alors z(t) = 1
pour tout ¢ €]a, b[. Contradiction.

Comme z(t) €] —1,1[, on voit que 2'(t) = t*(z(t)>—1) < 0 pour tout
t # 0 et 2’(0) = 0. On en déduit que x(t) est strictement décroissante.

Supposons que b < +oo. Alors par le théoreme des bouts lim, ;- |2(t)| =
+o0. Or z(t) €] — 1,1] pour tout ¢ €]a,b[. Donc b = +o00. Le méme
raisonnement montre que a = —o0.

5b) Déterminer limy_, 4o, (t) et limy_,_ o ().

Solution. Comme xz(t) est strictement décroissante et bornée, elle ad-
met une limite finie quand ¢t — +00. Soit A = lim;_,, - () > —1. On
va prouver par l'absurde que A = —1. Supposons que A > —1. Alors
c=1—A%> 0 et pour tout t € R on a z'(t) = t*(z(t)* — 1) < —ct*.
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On en déduit que

t t
z(t) — x(0) = / z'(s)ds < —c/ s’ds = —ct?/3.
0 0
Donc z(t) — —oo quand t — 400, ce qui nous donne une contradiction.

Dans la question 6) on suppose que xy > 1.

6a) Montrer que z(t) est strictement croissante. En déduire que
a = —oo et déterminer lim;_, , x(t).
Solution. En reprenant les arguments de la question 5a) on montre
que x(t) > 1 pour tout ¢ €]a,b[. Alors z/(t) > 0 pour tout t # 0 et
2'(0) = 0. On en déduit que z(t) est strictement croissante. Supposons
que a > —oo. Alors par le théoréeme des bouts lim; .+ |2(t)] = +o0.
Or 1 < z(t) < x(0) pour tout t €la,0[, ce qui nous donne une contra-
diction. Donc b = +oo.

Comme z(t) est strictement croissante et z(t) > 1 pour tout
t €] — oo,b[ elle admet une limite finie quand ¢ — —oo. Soit B =
lim; , o x(t) > 1. On va prouver par l'absurde que B = 1. Sup-
posons que B > 1. Alors d = B?> —1 > 0 et pour tout t < 0 on a
7'(t) = t*(z(t)*> — 1) > dt*. On en déduit que

0 0
z(0) — x(t) = / r'(s)ds > d/ s*ds = —dt*/3.
t t
Donc z(t) — —oo quand t — —oo. Contradiction.

On veut prouver par ’absurde que b < +00. Supposons que b = +o0.
6b) Montrer que z(t) — +o00 quand t — +00. En déduire qu’il existe

to > 0 tel que 2/(t) > t2x(t)?/2.

Solution. Comme z(t) est croissante et x(0) = zy > 1, on a que

2'(t) > at?, a = (x3 — 1) pour tout ¢ > 0. Donc

t
x(t)>x0+a/ s’ds = o + at?/3, t>0.
0

On en déduit que z(t) — +oo quand t — +o0.
Comme z(t) — 400 quand t — +00, il existe ty > 0 tel que z(t)*/2 >
1 pour tout t > ty. Alors

(1) = P (x(t)? - 1) > 22(t)?/2, t > to.
6¢) Montrer que pour tout ¢ > ¢y on a
1 [ 3 —t3

x(ty) x(t)~ 6




et conclure.
Solution. On a

1 1 La(s b g2 -t
——:/ ()st>/—ds: 0
x(to)  z(t) 1, T(5) 1o 2 6
En particulier, ﬁ > % pour tout ¢t > ty, ce qui nous donne une
contradiction. Donc b < +o0.

FIN



