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In tro duction

Ce cours dOalgsbrese compose de 4 chapitres. Au Chapitre 1 on rappelle les
notions de Groupe, dOAnneatet de Corps. Au Chapitre 2 on prZsene, essen-
tiellement sansdZmonstration, les notions et rZsutats usuels dOarithmZtique:
p.g.c.d., thZoreme de Bezout, algorithme dOEuclidethZoreme de Gauss, thZo-
reme chinois, p.p.c.m., nombres premiers, dZcompsition en facteurs premiers.
Au chapitre 3 on dZweloppe, avec des dZmonstrations dZtaillZes,"IOarithmZ-
tigue des polyn™mes", o* on retrouve les memes notions, les polyn™mesr-
rZductibles jouart le r™ledes nombres premiers. Au Chapitre 4 on donne la
dZcomposition des fractions en ZlZnernts simples et sesapplications au calcul
intZgral.

Touteslesnotions et tous lesrZsultats sort illustrZs par de nombreux exemples
concrets, o« les calculs sort dzaillZs. DOautrepart les objets prZsenZs dans ce
cours,~ 10exceptiorde la factorisation des polyn™mesle degrZ supZrieur ~ 4,
peuvert stre electiv ement calculZs. La mise au point dOalgorithmesie cal-
cul elcaces (dans dessituations beaucoupplus complexesque cellesabordZes
dans ce modeste cours) est dOailleurddopet dOue branche importante desMa-
thZmatiques corntemporaines, IOAlgorithmique ~ ArithmZtique |, reprZsetZe
Bordeaux par I0Zquip de rZputation internationale animZe par le Professeur
H.Cohen. On nOabrdera Zvidemmen pas ici ce domaine des mathZmatiques,
mais on montrera sur de nombreux exenples commern le logiciel de calcul for-
mel MUP AD peut otre utilisZ pour mener” bien descalculs qui seraiert inac-
cessiblessans|Ousagee IQordinateur.

Aitzin solasa Algebra ikasgaihauek lau kapitulutan moldatuak dira. I.
Kapituluan Talde, Eraztun eta Gorputzaren nozioak oroitarazten dira. 11. Kapi-
tuluan aritmetik ako ohiko ezagueraeta emaitzak : z.k.h.-a, Bezout-enteorema,
Euklides-en algoritmoa, Gauss-enteorema, teorema txinoa, m.k.t.-a, zerbaki
lehenak, faktore lehenetalo deslonposaleta, funtsean frogarik gabe aurkeztuak
dira. 11l. Kapituluan, froga zehatzekin, "p olinomio en aritmetik a" azaltzen
da, non, polinomio laburtezinek zerbaki lehenenpapera jokatuz, ezaguerabe-
rak kausitzen diren. IV. Kapituluan elemeru sinpleetako frakzioen deslkonpo-
saketa aurkezten da, eta honen aplikazioak kalkulu integralean. Ezaguera eta
emaitza guziak kalkulu xehezlagunduriko anitz adibide konkreturekin argituak
dira. Gainera, ikasgaihauetan aurkeztu objektuak, maila 4 baino handiagoa du-
ten polinomioen faktorizazioa ezik, eragink orki kalkula daitezk e. Bestalde,
kalkulu-algoritmo en lanketa (ikasgaixume honetan aipatuak diren baino egcera
askoz korapilatsuagoetakoa), Matematika garaikideen adar garrantzitsu baten
aztergaiada, Algoritmik a Aritmetik oa, H. Cohenlrakasleakanimatzen duen
Bordaleko nazioarteko ospeko taldeak ordezlatua. Ez gara hemennehondik ere
matematika alor horretan sartuko, baina, anitz adibideren gainean, erakutsiko
dugu nola MUP AD kalkulu formalaren programa, ordenagailurik gabe lortu
ezinak izango liratek eenkalkulu ak bururatzeko erabil daitekeen.
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Chapitre 1

Groupes, Anneaux, Corps

1.1 Group es
Nous commen®ns par rappeler desdZpnitions classiques

Depnition 1.1.1 Un groupe est une ensembé non vide G muni dOundoi de
composition interne (x,y) I"# x $y possdant les propriZtZssuivantes
(1.1) x$(y$2) = (x $y) $z pour tout tripl et (x, y,z) ddZmentsde G.
(1.2) 1l existeun ZZmente de G tel quex $e= e$x = x pour tout x %G.
(1.3) Pour tout x %G, il existey %G tel quex $y = y$x = e.

On dira quOunéoi de composition interne sur un ensenble E vZribart la condi-
tion (1.1) est assaiative. Si (G, $) est un groupe, I0ZIZmene de G vZribart la
condition (1 2) ci-dessusest appelZ ZZment neutre de G. On vZribe (exercice)
que cet ZIZmem neutre est unique. LOZIZmeny de G tel quex$y = y$x = e
est appelZinverse de x. Il est Zgalemet unique. On vZribeplus gZnZralemen
(exercice) que si (E, $) estun ensenble muni d@ne loi de composition assaia-
tive pour laquelle il existe un ZIZmen neutre e, et si trois ZIZmets X, y; et y»
de E vZribert x$y; = y, $x = ealorsy; = y,.

Debnition 1.1.2 On dit quOurgroupe (G, $) est commutatif , ou akZien , si
on a la condition suivante
(1.4) x$y = y $x pour tout couple (x,y) dOZmentsde G.

La loi de composition dOurgroupe abZlien G serasouvert notZe+. Dans ce cas
IOZIZmennegt[e de G seranotZ 0, et IOirversedOunZlZmen x de G seranotZ
" x et appelZl@ppsZde x.

Exemple 1.1.3 Notons Z |IOenseméldes entiers relatifs, Q IOensembldesra-
tionnels, R I0enseméldesrzels et C |0ensembldes nombres complexes. Alors
(Z,+) , (Q,+) , (R,+) et (C,+) sont desgroupes akZliens.
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Exemple 1.1.4 Soit p & 2 un entier. Pour 0" a' p" 1lonposea= {a+
pn}ni z, et on posea+ 8= woe r estle restede la division de a+ b par p
(dOaprs le cours de CM1, onabien0' r' p" 1). On vZribeque (Z/pZ,+)
est un groupe alZlien.

On peut illustrer cecipar lestables dOadditionde Z/ 2Z et Z/ 3Z.

+ 0|9
90| 9%
9| 9|0

N R o t
N R A @
QN R R
R Q| N N

Cesdeux exemplessort un casparticulier de la thZorie desgroupes quotient quOil
nOya pas lieu de dZwelopper ici. On notera que la nature mathZmatique exacte
desZIZmets @,%,...,p"? 1 de Z/pZ ne joue gusre de r'™leen pratique. Ce qui

compte est de pouvoir utiliser la table de IOaddition(" laquelle on ajoutera plus

loin une table de multipli cation)

On peut Zgalemen utiliser la notation multiplicativ e pour certains groupes
abZliensou non. On note alors x.y au lieu de x $y. LOZIZmenunitZ est notZ 1
(ou | sOisOagitle matrices), et I0inerse de x %G estnotZ x" * (la notation x" *
est utilisZe dans tous les casoe la loi du groupe nOespas notZe additivemert).

On notera Q* IOensebie des rationnels non nuls. On notera de meme R*
IOensebie desrZelsnon nuls et C* 10ensebie desnombres complexesnon nuls.
On posedQautrepart | = {z %C | |z| = 1}. Le produit de deux ZIZmetts x et
ydeZ ,Q, RouC seranotZ x.y (ou xy si aucuneconfusion nQest craindre).

Exemple 1.1.5 (Q% ), (R%,.), (C*# .) et (! ,.) sont desgroupes aktZliens pour
le produit usuel

LOensembl GL (2,R) des matrices ~ deux lignes et deux colonnes " coe! -
cients rzels de dZterminant non nul est un groupe non atZiien pour le produit
matriciel (dont la dZPnition est rappellZe plus loin).

Notons que si (G, $) est un groupe, on a les propriZtZs suivantes (exercice
facile)

15 x'H rt=x (X %G.
(1.6) (xy)' '=y '$x ' (X y%G.

Une notion importante en thZorie desgroupesest la notion de sous-groupe,
donnZepar la dZbnition suivante.

Debnition 1.1.6 Soit (G,$) un groupe. On dit quOunepartie H de G est un
sous-goupe de G si les deux conditions suivantessont vZrib2s
() H estnon vide, et x $y %H pour tout couple (x,y) dZZmentsde H .
(i) (H,$) estun groupe.
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La proposition suivante est utile pour Zviter desvZribcationsfastidieuses.

Prop osition 1.1.7 Soit (G, $) un groupe et soit H ) G. Les deux conditions
suivantes sont Zquivalentes

(i) H estun sous-goupe de G.

(i) H estnon vide, eta$b * %H pour tout couple (a,b) dOZmentsde H.

DZmonstration : Il est clair que tout sous-grouge de G vZribe(ii). RZdproque-
ment soit H ) G vZribart (i) , et soita %H.Onae= a$a ! %H , donc
H cortient I0ZIZmemeutre e de G. Onab * = e$b * %H pour tout b %H.
Enbn dOapreda propriZtZ 1.6 ona$b= a$(b )" * %H pour tout couple (a,b)
dOZIZmesde H. *

1.2 Anneaux

On va maintenant sOitYresseraux ensenbles munis de deux lois de compo-
sition interne.

Debnition 1.2.1 Soit (A, +,.) un ensembé non vide possdant au moins deux
ZZmentsmuni de deux lois de composition internes. On dit que (A, +,.) estun
anneau si les conditions suivantes sont vZribZs

(i) (A, +) estun groupe alZlen.

(i) x.(y+ z) = xy+ x.zet (y+ z).x = y.x+ z.x pour tout tripl et (x, y, z) dO
ZZmentsde A.

(i) x.(y.z) = (x.y).z pour tout tripl et (x,y, z) dOZZmentsde A.

(iv) 1l existeun ZZment1 de A tel quex.1= 1.x = x pour tout x %A.

On dit quOuranneau (A, +,.) est commutatif si on a de plus la propriZtZ
suivante

(v) x.y = y.x pour tout couple (x,y) dOZimentsde A.

Pour Zviter dOalourdirles notations on Zcrira "lOanneatA” au lieu de "lOanneau
(A, +,.)" quand aucune confusion nOest craindre.De meme on Zcrira souvert
xy au lieu de x.y. LOZIZmeémotZ 1 dansla dZpnition ci dessusest appellZ unitZ
delOannead. On dit quOur?lZmen x de A estinversiblesOiexistey %A tel que
xy = yx = 1. Cet ZIZnent y, appelZinverse de x, estalors notZ x" 1. La formule
1.6 reste valable dans ce contexte , et on vZribe (exercice) que (I nv(A), 1) est
un groupe, I nv(A) dZsignan IOensebie des ZIZmets inversibles dOunanneau
A.

Il estclair que(Z,+,.), (Q,+,.), (R,+,.) et (C,+,.) sort desanneauxcom-
mutatif s. On peut Zgalemeh munir Z/p Z dOunestructure dOanneagommutatif
naturelle

Exemple 1.2.2 Sqit p & 2 un entier. Pour 0' a' p" 1,0' b' p" 1, on
poseaf= r o r dZsignele restede la division de a.b par p. Alors (Z/pZ,+,.)
est un anneau commutatif.
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Nous illustrons cecien donnart lestables dOadditionet de multiplication de
Zl4zZ.

+ 16228
g 6|92 |2 8
g 2 2|9 @
2 28|40 |¢
g 8 0|9 2
.| e|2|2]8
g/ 0|00 0
g 0|22 9
g g 2|0|¢2
g9/ 06|92 9

Soit maintenant M (2, R) IOensebie des matrices carrZes™ deux lignes et
deux colonnes™ coelcien ts rZelsOn pose

ab  ef _a+e b+f
c d g h = c¢c+g d+h
! "ol "o "
a b e f _ ae+ bg af + bh
c d’ g h = ce+dg cf+dhn

Exemple 1.2.3 (M (2,R),+,.) estun anneau non commutatif qui a pour unitZ
| = 10
0 1
Soit n un entier positif.On poseC? = 1,Cl = n, et cp = 00" D.(n” p+l)
pour 2' p' n. SiA estun anneau, et siab= ba,aveca,b%A, ona, avecla
corvertion a° = b’ = 1, la formule du bin™mede Newton

#
(1.7) (a+b"= CPaPp" P
n
0$ p$ n

On peut introduire la notion de sous-anneau,mais elle joue un r™lemoins
important quela notion de sous-grouge. Pour lesanneauxcommutatif sla notion
importante est la notion d@Zal, que nous dZtaillerons pour les anneaux de
polyn™mes.

1.3 Corps

Nous intro duisons une derniere notion importante.
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DebPnition 1.3.1 Soit (K,+,.) un ensembé muni de deuxlois de composition
internes. On dit que(K, +,.) estun corpssi (K, +,.) estun anneau commutatif
dans lequel tout ZIZmentnon nul poss«de un inverse.

Soit (K, +,.) un corps, et soit K# |0ensebie des ZIZmets non nuls de K,
0 dZsignan 10ZIZmanneutre de IQaddition.OnvZribeque (K #,.) est un groupe
abZlien,et que 1= 0.

Exemple 1.3.2 (Q,+,.),(R,+,.),(C,+,.) sont des corps.On verra plus loin
que Z/pZ estun corps si p estun nombre premier.

Il estclair que Z nOespasun corpspuisquel et 1 sort lesseulsZIZmaets inver-
siblesde Z. La table de mutiplication de Z/4Z montre que 2 nOgas dOinerse,
donc Z/ 4z nOespas un corps (on verra plus gZnZralemen que Z/p Z nOespas
un corpssi p nOespas premier). Notons que le corps Z/ 2Z ne possedeque deux
ZIZmets.

On peut dans les corps selivrer © des calculs analoguesaux calculs usuels
dans R. On peut noter 1 |Qinerse dOunZIZmen non nul d@n corps K , et
I0Zquatiorax = ba pour unique solution dansk x = 2. De meme la rgle "pour
quOurproduit de facteurs soit nul il faut et il su! t que IOundes facteurs soit
nul" estvalable dans un corpsquelconque(mais pasdansun anneauquelconque
puisque 2.2 = 0 dans Z/ 4Z).

1.4 Calculs dans z/n z sous MUP AD

On peut utiliser MUPAD pour faire descalculsdans Z/n Z

Exemple 1.4.1 Calculer 3174667+257985, " 3174667+257985et 3174667257985
dans Z/ 878654%.

On utilise la commandemo dp

modp(3174667 + 257985, 8786543);

modp(-3174667 + 257985, 8786543);

modp(3174667* 257985, 8786543);
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3432652

5869861

5219879

On a donc 3174667+ 257985= 3432652 " 3174667+ 257985= 5869861
3174667257985= 5219879

On peut Zgalemen calculer dans Z/n Z desinverses,et desproduits du type
a8 1 maisil faut faire attention.

Exemple 1.4.2 Calculer IQinvers de 8 dans Z/ 487.
modp(1/6,48);
Error: impossi ble inverse modulo
MUPAD a raison : 8.8 = @, donc 8 nOespas inversible dans Z/ 48Z. Pour

Zviter cet Zcueilon va choisir n premier, car dans ce cas,commeon le verra au
chapitre suivant , Z/n Z estun corps.

Exemple 1.4.3 Calculer (317465) ! et 317465(257985) ! dans Z/nZ , o n
estle 34567 nombre premier.

ithprime(34567);

409463
On voit donc que le nombre premier cherchZ est 409463 et on peut faire les
calculs

modp(1/317465,409463);

modp(317465/257985,409463);

180813

335955
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Donc (317465) 1 = 180813et 317465(257985) ! = 335955dansZ/ 40946Z.

1.5 Exercicespour le Chapitre 1

exercice 1
VZriber que Z/n Z estun anneaucommutatif pour n & 2.

exercice 2

Donner les tables dOadditionet de multiplication de Z/7Z et Z/9Z. Quels
sornt les ZIZmets inversiblesde cesdeux anneaux ?

exercice 3

Montrer que IOenseble T = {z % C*| |z] = 1} est un sous-groug de C*.
Montrer que U, = {z %C¥| z" = 1} estun sous-grouge de T pour n %Z.

exercice 4

Montrer que GL»(R), IOensebie des matrices carrZesdOordre2 inversibles,
est un groupe (la loi du groupe Ztart la multiplication des matrices). Montrer

que $% & ‘

| in!
H:= {M %GLa(R) | detM = 1} etk := 9% M yR
sin!  cos!

sort dessous-grougesde GL,(R).

exercice 5
Soit G IOensebie desquatre fonctions numZriques

f]_(X) =X, fZ(X) = %! f3(X) =" X, f4(X) =" %,

dZbniessur R*, muni de la composition desapplications. Montrer que G est un
groupe.

exercice 6

Soit F IQensebie desfonctions de R dans R. Montrer que (F,+,,) estun
anneaucommutatif , os (f + g)(x) = f(x) + g(x) et (f , g)(x) = f (x).g(x) pour
X %R ,f,g %F.

exercice 7
Prouver que tous les sous-grougesde Z sort de la forme aZ, aveca %N.
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exercice 8

Montrer que A = a+ b 3, a,b%R) est un sous-anneaude R. Est-ce que
A estun sous-corpsde R?

exercice 9

Soit (G, $) un groupe tel que a$a = e pour a % G. Montrer que G est
commutatif et donner un exemple de groupe vZribart cette propriZtZ.

exercice 10 (sousMUPAD)

a) DZterminer le 456917 nombre premier
b) E"ectuer dans Z/n Z, n dZsignan le nombre trouvZ" la question prZcZ-
dente, les opZrations suivantes

1723497+ 5255675 1723497 5255675 17234975255675
c) RZsoudredans Z/n Z 10Zquatiorb25567% = 1723497




Chapitre 2

Un peu d’arithmétique

2.1 Ladivision du CM

On seproposeici de donner sansdZmorstrati on quelquesrZsultats classiques
dOarithmZtique.Une dZmarde analogue permettra de developper en dZtail au
Chapitre suivant " 1QarithmZtique des polyn™mes'qui joue un r™leimportant
en algebre linZaire.

Dans toute la suite Z dZsigneralOensebie des ertiers relatifs, N = {n %
Z | n & 0} IOensebie desertiers naturels, et N* I0ensebie desertiers positifs,
munis des opZrations usuelles.

ThZoreme 2.1.1 Soit a %Z, et soit b % N”. 1| existe un couple unique (g,r)
dOentiergrossdant les deux proprifZs suivantes

(i) a=bg+r

() 0" r' b" 1

Ce rZsultat , souwvent appelZ "division euclidienne dans Z", a ZtZvu en CM1
pour a > 0 et IQextensioraux ertiers nZgatifs est Zviderte. LOunicitZprovient
du fait quesir" r%= g™ q), avecq = g? alors |r " r% & b, tandis que
[r* r%* b" 1sir etr®Zriben (ii).

On disposed@n moyen e"ectif pour calculer q et r

1 | 9

14

3
4

D NN

qui donneq= 14etr =6sia= 132,b= 9.

Debnition 2.1.2 Soientm et n deuxentiers relatifs.On dit quem divise n sOil
existe p %Z tel quen = mp. On dit alors que n est un multiple de m.

On a IOimprtante notion de plus grand commun diviseur (p.g.c.d.)

9
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ThZoreme 2.1.3 Soit (ay, ..., ap) une famille bnie dOentiersaturels non tous
nuls. I existe un unique entier positif d possdant les propriZtZs suivantes

(i) ddivisea pour1' i' p.

(i) Si un entier relatif " divisea pour 1' i' p, alors" divise d.

Cet entier positif d est appelZ le p.g.c.d. de la famille (ay, ... yap).

Il estclair que le p.g.c.d. de (az,...,a,) est Zgal” celui de (|ay], ..., lap]), et
quele p.g.c.d. dDundamille dOetiers ne changepassi on lui retire sesZIZmers
nuls.

Pour calculerle p.g.c.d.dOundamille (ay, . . ., ap) on peut procZderpar rZcur-
rencebnie: sionnote by le p.g.c.dde(ay, ..., ax) alorsh; estlep.g.c.ddeay+1
et by. Il estclair quele p.g.c.d.de(ay, ..., a,) estZgal” celui de (|ayl, ..., |ap|).

Il su! t doncde savoir calculerle p.g.c.d. de deux ertiers positifsa et b, cequi se
fait par |Oajorithme dOEudtle. Celui-ci consiste” faire desdivisions suaessives
Soiert a et bdeux ertiers positifs, aveca & b, et soit d leur p.g.c.d. On procede
de la maniere suivante.On commencepar Zcrire

a=bhg +r; avecO' r' b" 1.Sir=0,d=h

Sinon on recommence
b=rip+r; avec0' r»o

ri" 1.Sir,=0,d=ry.

Sinon on recommence
ri=ro+rs avecO' r3' rp," 1.Sirz=0,d=r,.

Sinon on recommence
Mk = kst Gkez + ka2 avecO' rgsp " rer " L Sirger = 0,d= g .

Sinon on recommence
On Pnit par avoir, ~ un certain rang p
Fp = Fp+1 Cpe2 + Tpe2 avecO' rpw ' Tprr " Lirp2 0

Fo+1 = Tp+2 O3 + Mps3 avecrpsz = 0. Onaalorsd= rp. .

Autrement dit "le p.g.c.d. est Zgal au dernier reste non nul dans
IOaIgorithme dOEuclide." Commery > rys1 pour tout k , il estclair avecles
notations ci-dessusque IQalgorithmesOarreteavecp+ 2' b" 1. Le fait quele
p.g.c.d. de a et b est bien Zgalau dernier reste non nul provient du fait que si u
et v sort deux ertiers positif s alors le p.g.c.d. de u et v est Zgalau p.g.c.d. de v
et du reste de la division de u par v.

On a donc

p.g.c.d(a,b = p.gc.d(b,ri) = p.gc.d(ry,rz) = ... = p.gc.d(rps2,0) =
I'p+2 .
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Exemple 2.1.4 p.g.c.d.de132et 55
132=55. 2+ 22
556=22. 2+ 11
22=11. 2+ 0
Le p.g.c.d. de 132 et 55 est Zgal ~ 11.

On va maintenant Znoncerle thZoreme de Bezout

ThZorsme 2.1.5 Soit (ay, ...,a,) une famille Pnie dOentiersaturels non tous
nuls et soit d le p.g.c.d. de (a, ...,ap).Il existe une famille (uy,...,up) dOZA-
ments de Z vZribant

ajup + ...apup = d

Plus gZnZalementlOguation a;vi+ . .. apvp, = n admetune solution (vy, . . ., Vp)
dans ZP si et seuement si n est un multiple de d.

On dispose dOunemZthale e"ective pour calculer deux ertiers u et v tels que
au+ bv= d, ddZsignan le p.g.c.d. de deux ertiers positifs a et b. Il sult de
"remon ter |Qalgorithme dOEuclide" . On peut ene"et utiliser [Ogant derniere
ligne de IOalgorithmepour exprimer d = rp+2 en fonction de rp.1 et ry,. En
utilisant la ligne prZcecerte on exprime rp.; en fonction de rp et rp 1 et en
substituant on exprime d en fonction der,, et r, 1. En itZrant ce procZdZligne
par ligne vers le haut on obtient les coelcien ts u et v cherchZs.

Exemple 2.1.6 Trouver deuxentiers u et v tels que132u + 55v = 11
11=55" 22. 2
22=132" 55. 2
11=55" (132" 55. 2). 2
55. 5" 132. 2=11

Le couple (-2, 5) est donc solution
En fait on dispose dOunemZthode rapide pour calculer u et v, en faisart

descalculs intermZdiaires pendart le dZroulemett de IOalgorithme LOidZest la
suivante : Sirp+2 = aup+2 + bvh+2, enremontant IOalgorithmeon obtient r, =

M+ Che2 ¥z, Mnez = " Mnsa G2 +1n = @(Chez Un+z " Un)+ B(Chs2 Vs ™ Vn).
On obtient lesrelations de rZcurrence
$ ;
Upn+2 = " Ch+2Up+1 + Up 2.1)
Vn+2 = " Ch+2Vn+1 + Vn

Avec les notations ci-dessuson peut alors Zcrire en colonne les valeurs suc-
cessiesdeu, etv,.Onau;=1=1"qq. O,vi="p =" qu + O, et on peut
Zcrire "lOalgorithmedOEuclideZtendu”

Gh | Un | Vn

1 0

0 1

132=55. 2+ 22 | 2 1 -2

55=22. 2+ 11 2 | -2 5
22=11. 2+0
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On retrouve ainsi le fait que (" 2). 132+ 5. 55= 11

2.2 Appl ications du thZorsme de Bezout

Debnition 2.2.1 Soient a et b deux entiers relatifs.On dit que a et b sont
premiers entre eux si leur p.g.c.d. est Zgal ~ 1.

On va maintenant donner deux consZquencesmportantes du thZoreme de Be-
zout.

ThZoreme 2.2.2 (Gauss) Soient a, b,c trois entiers relatifs non nuls. Si a di-
vise bg et si a est premier avec b, alors a divise c.

DZmonstration : Il existe u,v %Z tels queau+ bv= 1. Donc ¢ = auc+ bcv.
Comme a divise bc, il existew %Z tel que bc= aw. Donc ¢ = a(uc+ vw), ce
qui montr e que a divise c. *

Corollaire 2.2.3 Soienta et b deuxentiers relatifs non nuls et soit d le p.g.c.d.
deaeth SoitS= {(u,v) %zZ?|au+ bv=0}.OnasS={ nb?na%, z, o
a¥= 2 etb”= B

d d

DZmonstration : Il rZsulte du thZoreme de Bezout que a”et b”sort premiers
entre eux, et S = {(u,v) %Z? | a%i+ b% = 0}. Il estclair quesiu = " nb%et
si v = na”alors (u,v) %S. RZciproquemert si a% + b% = 0 alors a”divise b¥
, donc a”divise v dOaprede thZore me de Gauss.Donc il existe n % Z tel que
v = na”On a alors ua”= " bha*, doncu =" nb” *

On a alors le rZsultat suivant concernari I0Zquatiorde Bezout, dont la dZmons-
tration estlaissZeen exercice.

Corollaire 2.2.4 Soienta et b deuxentiers positifs premiers entre eux. || existe
alors un unique couple (uo, vo) dOentiersrelatifs vZribant les deux conditions
suivantes

() aup+ by =1

(i) 0" up<h.

De plusdanscecasonavy' Oet|v|< a

DOaute part les solutions entisr es de IOguation au + bv = 1 sont donnZs
par les couplesde la forme u = up" nb,v= vy + na avec n %Z.

CesrZsultats ont diversesapplications pratiques. On peut par exemple les
utiliser pour dZterminer les points © coordonnZesertieres dOunalroite dont les
coelcien ts de IOZquatiorsort ertiers.

Exemple 2.2.5 DZterminer les points a coordonnzs entier es de la droite "
dOduation 55x + 132y = 13.
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Pour quedetels points exister, il faudrait que 13 soit un multiple du p.g.c.d.
dg 55 et 132, qui est Zgal” 11, ce qui est visiblement faux. Donc cette droite
nOgoas de points © coordonnZesertieres.

E>~<evmple 2.2.6 DZterminer les points ~ coordonnzs entier es de la droite D
dOduation 55x + 132y = 22.

Ici 22 estun multiple de 11, donc10Zquatiorb5x + 132y = 22 a dessolutions
ertisres. Comme55. 5" 2. 132= 1 on obtient une solution particuliere en
posart xo = 10,yp = " 4. Soiert maintenant (X, y) %Z?2. On a55x+ 132" 22=
55(x " Xg) + 132(y " yo). On voit donc que 55x + 132 = 22 si et seulemen si
X =10+tuety="4+v, ayec55u+ 13/ = 0. Comme% = 5et % = 120nv9it
que les points © coordonnZesertieres de D sort les points donc les coordonnZes
sort de la forme (10" 12n," 4+ 5n) avecn %Z.

On a la variante suivante du thZoreme de Gauss,dont la dZmonstration eg
laissZeen exercice.

ThZoreme 2.2.7 Soienta,by,..., b, desentiers non nuls. Si a estpremier avec
b pour 1' k' p, alors a est premier avec le produit by ... by.

Corollaire 2.2.8 Soient a4, ..., ax desentiers premiers entre eux deux” deux.
Si x %Z estdivisible par a; pour 1' j ' k, alors x estdivisible par le produit
aj...ax.

DZmonstration : Si k = 1, il nOya rien ~ dZmortrer. Supposons maintenant
que le rZsultat est vrai pour k" 1, avec k & 2. Soiert ay,...,a, des ertiers
premiers ertre eux deux ~ deux et supposonsque x % Z est divisible par g

pourl' j' k.Alors x estdivisible par le produit a;...ax 1, donc x sOZcrisous
la forme x = aj...ax 1y, avecy %Z. Il rZsulte du thZorsme ci-dessusque a, est
premier avec a; ...ax 1, et on dZduit alors du thZoreme de Gaussque ay divise
y. Donc x est divisible par a;...a, et la propriZtZ est vraie pour k. Le rZsultat
est donc dZmortrZ par rZaurrence. *

2.3 Le thZoreme chinois

Soit p un ertier positif. On dira que deux ertiers relatifs a et b sort congrus
modulo p , et on Zeriraa/ b (p), quand a" b est divisible par p.On vOeribe
facilemert quesia/ a” (p) etsib/ b”® (p) alorsa+ b/ a»+ b® (p) et
ab/ a%” (p).

On a le thZoreme suivant , dz ~ un mathZmaticien chinois anonyme.

ThZoreme 2.3.1 Soient py,...,px desentiers positifs tels que p; et p; soient
premiers entre eux pour i = j.Alors pour toute famille (g, ...,0) dans Z¥ le
systeme dOguations de congruen@
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x! q (p1)

X! g (Pe)
possde des solutions dans Z. De plus si Xo est une solution, alors la solution
gZnZale du systeme est donnz par la formule

X = Xo + Np1...Px,

avec n %Z.

Notons que si Xg est une solution particuliere alors x % Z est solution du
systeme si et seulemem si x" Xg / 0 (mod p;) pour 1' j ' k. Donc si
X = Xo+ Np1...px, avecn %Z, alors x estsolution du systme. RZciproguemert,
si X est solution du systeme, alors X " Xo est divisible par p1,p2, ... et px, qui
sort premiers erntre eux deux ”~ deux, donc il est divisible par le produit p;...px
etonax = Xg+ np;...px avecn %Z.

Pour dZmortrer |QexistencelOunesolution on procede par rZcurrencesur k
et on est ramenZ"~ chaque Ztape ~ rZsoudredans Z2 une Zquation du type
ax+ by= c, aveca, b, certiers relatifs, a et b premiersentre eux. Cecidonne
un moyen e"ectif de trouver dessolutions pour cetype de systtmesdOZquations
de congruence,que nous dZcrivons dans IOexempleuivant

Exemple 2.3.2 Trouver x %Z vZribant

x/ 1 (2
x/ "1 @3)
x/ 2 (5

Les solutions de la premisre Zquation sort de la forme x = 1+ 2m, m %Z.
En reportant dansla secondeZquationon obtient 1+ 2m = " 1+ 3n, avecn %Z,
qui donne3n" 2m = 2. LOZquatiorBu" 2v = 1 admet pour solution triviale
u=1,v= 1 Doncon peut prendrem = n = 2, cequi fait quex = 1+ 4=5
est solution du systsme formZ par les deux premieres Zquations.

La solution gZnZralede ce systeme est de la forme x = 5+ 6p, avecp %Z. En
reportant dansla dernisre Zquationon trouve 5+ 6p = 2+ 5q, soit 6p" 59= " 3.
LOZquatioru" 5v = 1 a pour solution triviale u = v = 1. Donc on peut prendre
p=qg= "3, cequi donnexy = " 13 comme solution du systeme proposZ.On
voit facilemert que la solution gZnZraleestde la formex = " 13+ 2. 3. 5n =
" 13+ 30n, avecn %Z.

La mZthode utilisZe ci-dessusest valable pour tous les systemes dOZquations
de congruencevZribart les hypotheses du thZoreme chinois, mais il faut en gZ-
nZral utilis er I0algorithmedOEuclideZtendu pour rZsoudreles Zquations du type
Bezout rencortrZes” chaque Ztape descalculs.
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2.4 DZcomposition en produit de nombres pre-
mi ers

La notion de p.g.c.d. a pour pendart celle de plus grand commun multiple
(p.p.c.m.). Nous nous limiterons au casde deux ertiers.

ThZoreme 2.4.1 Soient a et b deuxentiers relatifs. 11 existe un unique entier
m & 0, appelZ p.p.c.m. de a et b, possAant les deux propritZs suivantes

(i) m estun mutiple commun”™ aetb

(i) Si n estun multiple commun ™ a et b, alors n estun multiple de m.

De plussion noteaOblep.g.cd.deaetbetal blep.p.cm. deaetbon
a la relation(a0 b)(al b) = ab (avec la convention 00 0= 0).

Exemple 2.4.2 Commele p.g.c.d.de55et 132est Zgal ™ 11, le p.p.c.m. de 55
et 132 est Zgal ~ 660

Une autre notion importante est la notion de nombre premier.

Debnition 2.4.3 Soit p & 2 un entier. On dit que p est premier si 1 et p sont
les seuk diviseurs positifs de p.

Il est clair que si p est premier, et si g nOespas un multiple de p, alors p
et q sort premiers entre eux. En utilisant le thZoreme de Gauss, on obtient le
rZsultat suivant

ThZoreme 2.4.4 Soit a & 2 un entier. |l existe une unique suite Pnie crois-
sante(ps, ..., Px) de nombrespremiers et une unique suite (ny, . . ., ny) dOentiers
positifs telles quea = p;*...py*. Cette formule est appellZe dZomposition en
facteurs premiers de n.

En utilisant la dZcomposition en facteurs premiers de deux ertiers on obtient le
rZsultat suivant.

Prop osition 2.4.5 Soienta & 2 et b& 2 deuxentiers. Le p.g.c.d.dea et best
Zgal au produit des diviseurs premiers communs” a et b, a"ectZsdu plus petit
de leurs expsants dans les dZompositions de a et b, et le p.p.c.m. de a et b est
Zgal au produit desdiviseurs premiers de a ou b, a"ectZsdu plus grand de leurs
expsants dans les dZzompositions de a et b.

Exemple 2.4.6 Les dZompositions en facteurs premiers de 110 et 132 sont
110= 2. 5. 11et132= 22. 3. 11 Les seuk diviseurs premiers communs
~ 55 et 132 sont 2 (avec |Oexpsant 1 pour 110 et |Oexpsant 2 pour 132 et
11 (avec IOexpsant 1 dans les deux cas). Donc 1100 132= 2. 11 = 22 et
1101 132= 22, 3. 5. 11= 660
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Cette deuxisme mZthode de calcul du p.g.c.d. est™ premiere vue plus simple
que IOalgorithmedOEuclidemais pour les grands nombres le cozt du calcul de la
dZcompsition en facteurs premiers est ZlewZ, et les logiciels de calcul utilisent
desvariantes de IQalgorithmedOEuclide.

Pour dresserla liste desnombrespremierson utilise le " crible dOEatosthene"
que nous mettons en oeuvre pour dZterminer les nombres premiersinfZrieursou
Zgaux” 30.

On Zcritlaliste 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15,16, 17,18, 19, 20, 21, 22,
23,24, 25,26,27,28,29,30

On garde 2 et on raye les mutiples de 2.

2,3.5.7.9.11.,13 .15, .,17,.,19.,21,.,23 .,25,.,27,.,29,.

Le premier nombre non rayZapres 2 est3. On le garde et on raye lesmultiples
de 3.

2,3.5.7..,.,14,.,13.,..17,.,19.,..23.25,.,.,.29,.

Le premier nombre non rayZ apres 3 est 5. On le garde et on retire tous les
multiples de 5.

2,3,.,5.,7,.,.,.,11,.,13,.,.,.,17,.,19,.,.,.,23,.,.,.,.,.,29,.

Comme tout nombre non premier n & 30 admet un diviseur premier p '

30 < 6, on vient dOZcrirda liste des nombres premiers infZrieurs ou Zgaux "
30.

Le plus grand nombre premier connu est26972593" 1 qui a 2.098960c¢hi"res.Ce
rZsultat a rapportZ en 1999$ 50.000" sesauteurs. Une prime de $ 100.000 sera
attribuZe ~ ceux qui construiront un nombre premier de plus de dix millions de
chi"res (les grands nombres premiers jouert un r™leimportant en cryptogra-
phie).

Nous concluonsce chapitre par le rZsultat suivant.

ThZoreme 2.4.7 Soitp & 2 un entier. Alors Z/p Z estun corps si et seuement
si p est premier.

DZmonstration : Si p nOestpas premier il existe un diviseur d de p tel que
l<d< p.Onaalorsp=dgavecl< g< p.Donc@= dyavec®= 0, g= O,
et Z/pZ nOespas un corps.

Par cortre si p est premier soit # un ZIZmem non nul de Z/pZ.Onau = a
avecl' a< p. Donca et p sort premiers ertr e eux. DOaprede thZoreme 2.1.5
il existeu,v%Z telsqueau+ pv=1et0' u' p" 1, et le restede la division
de au par p est Zgal™ 1. Donc #w = @ et tout ZIZmenh non nul de Z/pZ est
inversible, ce qui prouve que Z/pZ estun corps. *

2.5 Ari thmZti que sous MUP AD
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On peut facilement calculer desp.g.c.d. sousMUPAD

Exemple 2.5.1 Calculerlep.g.c.d.de298765435678976t 34567891345298766
On utilise la commandeigcd .

igcd(298765435678976,34567891345298766);

14

Le p.g.c.d. cherchZ est donc 14, et MUPAD calcule aussiles coelcien ts de
I0Zquatiorde Bezout.

Exemple 2.5.2 Trouverdeuxentiers relatifs u et v tels que298765435678976+
34567891345298766= 14.

On utilise la commandeigcdex

igcdex(298765435678976,34567891345298766);

14, -27632785049385, 2388262848289

On peut donc prendre u = " 276327850495986t v = 2388262848289

On peut sOaidede MUPAD pour rZsoudredes Zquations de congruence”
gros coelcien ts.

Exemple 2.5.3 Trouver un entier relatif x vZribant le systeme dOguations de
congruene@ suivant

x| 23467 (5139204473593)

x [/ 34567 (3710417184184751041)

x [/ 345921 (19214672689)

ConformZmen au cours, on va chercher x de la forme x = 23467
+ 5139204473598 , avech %Z, et on va chercher > dZterminer n de faconquex
vZribela secondeZquation. On doit doncavoir x" 34567= 371041718418475104,
avecm %Z. On obtient " 11100+ 5139204473598 = 3710417184184751041h
soit 5139204473598 " 371041718418475104h = 11100

On vZribeque 5139204473592t 371041718418475104dort premiers ertre
eux et on cherche une solution de I0Zquationde Bezout 5139204473598 +
3710417184184751044= 1.
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igcdex(5139204473593,3710417184184751041);

1, 2117749820(123841, -293324141432
On peut donc prendre u = 21177498200312384Dn multiplie par 11100

211774982003123841*1100;

235070230023467463510

Donc x = 23467+ 5139204473593 2350702300234674635108kt solution
desdeux premieres Zquations.

23467 + 5139204473593 *
235070230023467463100;

1208073977745139598444724860937767

Donc 12080739777451395298444724860937&8&olution desdeux premieres
Zquations.

Pour avoir une solution destrois Zquations on cherche x de la forme x =
12080739777451395298444724860937767+513920447359B80417184184751041
p, avecp % Z. On doit avoir x " 345921= 19214672689 q, avecq % Z, soit
120807397774513952984447248609377845921+51392044735933710417184184751041
p= 19214672689 . Apres calculs on obtient Pnalemern

-9200662729748184686366 TP7786093324177511501405962210938699470514940405217
Pour obtenir un nombre plus raisonnable on va remplacer le nombre trouvZ

par le restede sadivision par 51392044735933710417184184751041 9214672689
avecla commandemodp

5139204473593* 3710417184184751041*
192146726809;

36639676529245344958496628221093743191657

modp(-92006627297481868636670702786093324177511501405962Q938699470514940405217,
36639676529245344951896628221093743191657);

21555765840361746572583570562398169549197
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On trouve donc que 21555765840361 74657225835705623981695491 97
est solution de IOZquation prop osZe.

En fait la bibliotheque de MUPAD permettait dOobtenir directemen t le
rZsultat en une fractio n de second e avec la commande numlib : :ichrem

numlib:iichrem([ 23467, 34567,345921],[513920447359 3,3710417184184751041,19214672689]);

21555765840361746572583570562398169549197

On peut trouv er aussiavec MUPAD la dZcompsition enfacteurspremiers.Le
premier nombre donnZ est le signe, et enalite on trouve les facteurs premiers
suivis de I0ordrede multiplicitZ.MUP AD peut bien sZr aussi calculer le p.p.c.m.

Exemple 2.5.4 DZcomposition enfacteurs premierset p.p.c.m. de 286439140625
et 9240262625.

Pour la dZcompsition en facteurs premiers on utilise la commandeifactor .

ifactor(  28643914625);
[1, 5, 7, 11, 2, 157, 1, 193, 1]
ifactor(  9240262&5);
[1, 5, 3, 11, 1, 6720191, 1]
Les dZcomsitions en facteurs premiers sort donc 286439140625 57. 112.
157. 193 et 9240262625 5°. 11. 6720191 Ceci montre que le p.g.c.d. est

Zgal” 5°. 11= 1375 etle p.p.ccm.” 5. 117. 157. 193. 6720191que IOon
calcule sousMUPAD :

5A7* 1112*
157 * 193 * 6720191,

1924925734875859375

Le p.p.c.m. de 286439140628t 924026262%stdonc Zgal® 1924925734875 859375.
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On retrouve directemert cesdeux rZsultats en utili sart la commandeigcd
pour le p.g.c.d. et la commandeilcm pour le p.p.c.m.

igcd(286439140625 , 9240262625);
1375
ilcm(286439140625 , 9240262625);

1924925734875859375

2.6 Exercicespour le Chapitre 2

exercice 1

a) En utilisant 10algorithmedOEuclidezendu, dOeterminede p.g.c.d. de 90
et 72 et dZterminer deux ertiers relatifs u et v tels que 90u + 72v = 18.

b) DZcomposer 72 et 18 en facteurs premiers. Utiliser ces dZcommsitions
pour retrouver le p.g.c.d. de 90 et 72 et trouver leur p.p.c.m.

exercice 2

Trouver un entier n vZriPart les 3 propriZtZs suivantes
a) n" 1 estdivisible par 4

b) n + 3 estdivisible par 5

c) n" 2estdivisible par 7.

exercice 3
VZriber que si a,b % Z, aZ + bZ et aZ 2 bZ sort des sous-groupes de Z.
Montrer queaZ + bZ = (a0 b)ZetaZz2 bz = (al bhZ.

exercice 4 _ _
Prouver que 2et 5 nesort paspasrationnels.

exercice 5
Soitn & 1; montrer quesi 2" " 1 estpremier alors n est premier.

exercice 6
a) DZmortrer que pour tout (x,n) %N 2, 1+ x divise 1+ x?"*1 .
b) En dZduiresi 2™ + 1 est premier alors m est une puissancede 2.
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exercice 7
DZterminer le reste de la division euclidiennede (7077)%"7 par 11.

exercice 8
Soit x = apan- 1 addaap un ertier Zcrit en systeme,dZcimal.
a) Prouver quex estdivisible par 11si et seulemert si ., (" 1)¥ax / 0 (11).

b) Prouver que x estdivisible par 6 si et seulemen si 4 ',2:1 ax+a/ 0 (6).

exercice 9

Chercher IOensebie descouples(x, y) %Z?2 tels que :
a) 11x + 41y = 4.
b) 8x + 30y = 7.
c) 12x + 3y = 21.

exercice 10

RZsoudredans N 2, les deux Zquationssuivantes :
(i) al b+ 10a0b= 142
(i) alb+ a0b= b+ 9.

exercice 11
a) DZterminer les ZIZmets inversiblesde Z\ 20Z et prZciserleurs inverses.
b) RZsoudredans Z\20Z . Z\20Z le systeme ci-dessous
2x + Py = 10
8x + 14y = 18

exercice 12
RZsoudrel®OZquatiorne? = ¥ dans Z\ 197 et Z\ 587.

exercice 13 [Petit thZorme de Fermat]
Si p est un nombre premier et n & 1, montrer quenP / n (p).

exercice 14 [cryptographie ™ clef publique]

Elaborer un algorithme qui calcule les diviseurs dOunertier naturel quel-
conquen. Est-ce que votre algorithme est utilisable en pratique (i.e. avec un
ordinateur) sin esttres grand?

exercice 15 (sousMUPAD)

a) DZterminerle p.g.c.d.etle p.p.c.m. de 10987654654988t 13987673897659876
et trouver deuxertiers relatif su et v tels que 10987654654983u+1398767389765987.6
v=1

b)DOecompser 10987654654988t 13987673897659876n facteurs premiers
et retrouver ~ partir de cette dZcompsition leur p.g.c.d. et leur p.p.c.m.

exercice 16 (sousMUPAD)
Trouver le plus petit entier positif x vZipan lestrois Zquationssuivantes
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x/ 123  (10987654654983)
" 24567  (13987673897659876)

x | 3456298  (6720227)



Chapitre 3

Polynomes

3.1 Polyn™messur un corps K
On va commencerpar dZpnirlOannea [x] despolyn™mesur un corpsK .

Debnition 3.1.1 Soit K un corps. Un polyn™mé coe! cients dans K estune
suite (ayx)ks. 0 dOZmentsde K nulle ~ partir dOurcertain rang. LOensembldes
polyn™mes$ coe! cients dansk estnotZ K [x]. On dZbnitla sommeet le produit
de deux polyn™megay ks o et (b)kso par lesformules

(a)keo + (B )keo =, (ak + b)keo

(a)kgo-(B)keo = ( 1!(:0 a b j)eo. 3

On dZbnitZgalementle produit dOurZlZment$ de k et dOurpolyn™méay ks o
par la formule

$.(ak)ksao = ($ak)kso-

Des vZ[ibcations de routi ne montrent que (K[x],+,.) estun anneau com-
mutatif . LOZIZmenneutre de IOadditionest le polyn™menul © := (0,0,0,...) et
I©ZIZmemeutre de la multiplication est le polyn™met := (0,1,0,0,...).

Debnition 3.1.2 Soit P = (a)keo un polyn™menon nul. On appelle degrZ de
P, et on note d (P), le plus grand entier n & O tel quea, * 0. On pose par
convention d (6) = "3

Sim et n sort deux ertiers naturels on dZPnitle symbole de Kronecker "mn
par la formule

"mn = 0sim=n

"mn = 1sim=n
, Posonse, = ("pi)keo, de sorte queggp = O ete = 1 On aee =
(o "pi"qk" )kao. La seulepossibilitZ pour que "y "qx"j * O est que IOon
ait ~ la foisj = petk" j = g. Cecine seproduit quesik = p+ g et on voit
donc que epeq = €+ g.

PosonsxP = g, pour p & 1.

23
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Soit P = (ax)kgo %K [X], et soit n %N tel quen & d (P). On a (ak)keo =
apt+ ...+ a,x". Par un abus dOZcritureon Zcrira O au lieu de ® , 1 au lieu
de t, et on supprimera  dans IOZcritureci-dessus,ce qui revient " identi-
per a au polyn™me(a,0,0,0,...) pour a %k (on dira alors que le polyn™me
(4,0,0,0,...) 4 a estun polyn™meconstant). On obtient, avec la convention

= 1, IOZcritureusuelle,

P=ay+...anx" = [, axX pour P %KI[x],n&d (P).

Avec les converntions n > "3 etn+ ("3 )="3 + ("3 )= "3 pour
n %N on vZribeque IOora , pour P %Kk[x], Q %K[x] :

(3.1) d(P+Q)' max(d (P),d (Q)),etd (P+Q) = max(d (P),d (Q))
sid (P) = d (Q).
(32) d(PQ=d (P)+d(Q)

Soiert A et B deux polyn™mesion nuls. Il rZsulte de la formule (3.2) que
AB = 0. En particulier on a le principe de simplibcation suivant

(3.3) SiAB = AC avecA,B,C %K [x], A= 0, alorsB = C.

3.2 Division euclidienne

Le rZsultat suivant a ZtZvu en Terminale pour les polyn™me$ coelcien ts
rZels.

ThZoreme 3.2.1 Soient P %K [x],B %K [x], avec B = 0. Il existe alors un
unique couple (Q, R) dOZimentsde K [x] vZribant les deux propriZtZs suivantes
() P=BQ+R
(i) d(R)<d (B).

DZmonstration : LOexistace du couple (Q,R) est Zviderte si d (B) = 0,
car dans ce casil sult de poserQ = g,R = 0. Supposonsmaintenant que
n:=d(B)&10OnaB =g+ ...+ byx", avech, = 0. On va raisonner
par rZcurrencesur le degrZde P. Si d (P)< nil su't deposerQ=0,R=P.
SupposonsquOurcouple (Q, R) vZribart lespropriZtZs(i) et (i) existe pour tous
les polyn™ms P tels qued (P)' k, aveck & n" 1, et soit P %K [x] tel que
d(P)' k+1LOnaP =ag+...+ a1 X! etle dengdeP "o ApEig kL
est infZrieur ou Zgal™ k . Donc i existe Q, R %K[x] avecd (R) < d (B), tels
queP " SEBxK*'N = BQ+ R. Onaalors P = B(Q+ Zx 1" N) + R,
avecd (R) <d (B), cequi donnela chomstmon cherchZe. On voit donc par
churrencequOurcoupIe(Q R) vZribart lespropriZtZs(i) et (i) existe pour tout

P %K [x].

Soiert maintenant (Q, R) et (Q®R% deux couplesde polyn™mesZribart (i)
et (i). OnaR" R%= B(Q” Q). SiQ” Qonaurait d (B) > max(d (R),d (R%) &
d(R" R¥=d (B)+d (Q” Q)& d (B), cequi estabsurde.DoncQ = Q%et
R=R%*
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Notons que la dZmonstration formelle ci-dessusdonne en fait un algorithme
explicite pour calculer Q et R. Nous illustrons cet algorithme dans le cas o
P=x3+1,B=x%+2x+ 1.

x3 +1 [ x? +2x  +1
"x3 O "2x? "X X -2
"2x2  "x o+l
X2 +4x  +2
3x +3

On obtient donc la dZcompostion x3+ 1= (x2+ 2x+ 1)(x" 2)+ 3x + 3.
DanscecasQ=x" 2,R=3x+ 3.

Pour P = ag+ ...+ a,x" %K [x],$ %K, on dZbnit P ($) %K par la formule
(34) P@®)=a+ ...+ and"

On vZribeimmZdiatemert que IOona les propriZtZs suivantes, pour P,Q %
K[x],$ %K :
(35) (P + Q)($) = P($)+ Q($).
(3.6) (PQ)($) = P($)Q($).

Debnition 3.2.2 Soit P %K [x], et soit $ %K. On dit que$ estune racine de
P quandP($) = 0.

De meme que pour les ertiers relatifs on intro duit la notion de diviseur dOun
polyn™me.

Debnition 3.2.3 Soient P,Q %K [x]. On dit que P est un diviseur de Q sOil
existe U %K [x] tel queQ = PU. On dit alors que Q estun multiple de P.

On a alors le rZsultat suivant, dZj° vu en Terminale pour les polyn™mes
coelcien ts rzels.

Corollaire  3.2.4 Soit P %K [x] et soit $ %K. Alors $ estune racine de P si
et seuementsi P estdivisible par x " $.

DZmonstration : OnaP = (x" $)Q+ R, avec d (R) < 1. Donc il existe
a%kK tel queR = a, et P($) = (3" $)Q($) + a = a. Ceci montre que
P=(x" $)Q+ P($), et onvoit quex" $ estun diviseur de P si et seulemert
siP($)=0.*
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3.3 |dZaux de |@nneau des polyn™mes

On va maintenant introduire la notion d@Zal, qui joue un r'™lecertral dans
la thZorie desanneaux.

Debnition 3.3.1 On dit quel ) K][x] estun idZal de K [x] quand les deux
conditions suivantessont vZrib£&s

(i) I estun sous-goupe de (K [X],+)

(i) PQ%I (P %l,(Q %K [x].

Pour P %K [x], on posePK [x] = {PQ}q: k[x]- Il estclair que PK[x] est
un idZal de K [x]. RZciproquemert on a le rZsultat suivant, qui est la basede
"|GarithmZtiquedes polyn™mes."

ThZoreme 3.3.2 Pour tout idZal | de K[x] il existe B % K [x] tel que| =
BK [X].

DZmonstration : Si| = {0} il sult deprendreB = 0. Sil # 0 notons | *
IOensebie desZIZmets non nuls de | . Il existe B %! # tel qued (B) ' d (P)
pour tout P %Il #,

On aBQ %l pourtout Q %K [x], doncBK[x]) I. Soit maintenant P %l .
Il existe Q, R %K [x], avecd (R) < d (B), telsqueA = BQ+ R. CommeB %l ,
BQ %I, et commeP %l,R=P" BQ %I|.SiR = 0, on aurait R %1# et
d (R) & d (B), cequi nOespasle cas.Donc R = 0 et P %I, ce qui prouve que
| = BK[x]. *

3.4 La notion de p.g.c.d

On va maintenant intro duirela notion de plus grand commun diviseur (p.g.c.d.)
pour une famille de polyn™gas.Ondira quOurpolyn™meP %K [x] est unitair e
sOiexisten & Otel queP =, _, axX+ x" (on aalorsd (P) = n).

ThZoreme 3.4.1 Soit (Ag,...,Ap) une famille dOZZmentsde K [x] non tous
nuls. Il existe un unique polyn™meunitaire D % K [x],appelZ le p.g.c.d. de la
famille (Aq,...,Ap), possdant les propriZtZssuivantes
(i) D estun diviseur de A; pour 1' i"' p.
(i) Si" %K|[x] estun diviseur de Aj pour 1" i
diviseur de D.

k, alors " estun

DOaute part il existe une famille (Uy, ..., Uy)) dOZmentsde K [x] vZripant
(i) AjUp+ ...A U, = D (identitZ de Bezout).

De plus si P %K [x], alors IOquation A1V; + ...+ ApV, = P possde des
solutions (Vi,...,V,) dansK [x]° si et seuementsi P estun multiple de D.
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DZmonstration : Soit | |Qensebie despolyn™mesle la formeP = A1Q1+ ...+
ApQp, 0° Qq,...,Qp WK [x]. En posart Q; = Opourl' j' p,j =i, Qi =1,
onvoit que A; %l pour1l' i' p,etl = {0}.

Soiert P = A1Q1 + ...+ ApQp, P”= A1Q¥+ ...+ ApQl deux ZIZmens de
I.OnaP" P%= A(Q1" QP+ ...+ Ap(Qp" Q) %I, et par consZquen |
est un sous-groupe de (K [x], +) .

Soit maintenant P = A1Q1 + ...+ ApQp % 1, et soit Q % K[x]. On a
PQ = A1Q:Q+ ...+ A,QpQ %1, et on voit que | estun idZal de K [x]. Il
existe donc D %K [x] tel quel = DK [x]. Commel = {0}, D = 0, et, quitte”
multiplier D par un ZIZmen non nul de K, on peut supposer que D est unitaire.

CommeA; %l , il existeQ; %K [x] tel queA; = DQ;, et onvoit queD estun
diviseur de A; pour1' i' p.CommeD = D.1%l, il existe Uy, ..., Up %K [X]
telsqueD = AjUi+ ...+ AyUp, et D vZribe(jii). Soit maintenant " %K [x] tel
que" divise Aj pour1' i' p. Il existeBy,...,Bp, %K [x] tels que A; = " B;
pour1' i' p,etonaD = "( ByUi + ...+ BpUp). Donc " divise D, et
D vZribe (ii). Soit D*%K [x] un polyn™meunitaire vZriPart (i) et (ii). Alors
D%divise D et D divise D%, donc il existe B,B%*%K [x] tels que D%= DB
etD = D8 DoncD = DBB% CommeD = 0,d (B) + d (B = 0. Donc
d(B)=d (BJ =0 etil existeb%K,b= 0tel queD%= bD. Donc D”estdela
forme D%= b ., dx¥+x") = |, bdxk+ bx". Commeb= 0, et comme
D %est unitaire, on ab= 1,D%= D, ce qui prouve IOunicitZdu p.g.c.d..

Soit P %K [x].Il rZsulte de la dZpbnition de D que P estun multiple de D si
et seulemen si P %l . Il rZsulte alors de la dZPnition de | que la propriZtZ (iv)
estvZibZe.*

Il estclair quele p.g.c.d. dOundamille (A4, ..., Ap) de polyn™mese change
pas si on retire de cette famille despolyn™mesuls. DOautrepart si on note By
le p.g.c.d.dela famille (A1,...,Ax) alorsle p.g.c.d. dela famille (Aq,...,Ax+1)
est Zgalau p.g.c.d. de By et A1 . Donc pour calculer le p.g.c.d. dOundamille
Pnie quelconquede polyn™mesdl| su!t de savoir calculer le p.g.c.d. de deux
polyn™meson nuls.

On peut pour cela utiliser I@lgorithme  dOEuclide, de meme que dans le
casdu p.c.c.d.de deux ertiers. On dira quedeux polyn™med) etV ~ coelcien ts
dans K sort Zguivalents, et on ZcriraU 5 V , sOilexiste $ %K , avec$ #= 0,
tel queU = $V.

Pour calculer le p.g.c.d. D de deux polyn™meson nuls A et B, on procede
de la maniere suivante.On commencepar Zcrire

A=BQ:+R; avecd (Ry)' d (B)" 1.SiR;=0,D5 B.
Sinon on recommence

B=RiQ:+ Ry avecd (Ry)' d(Ry)" 1.SiR,=0,D 5 R;.
Sinon on recommence

R, = R2Q3 + R3 avecd (R3) " d (Rz) " 1. Si R3=0,D 5 Ry.
Sinon on recommence

Rk = Rk+1 Qr+2 + Ris2 avecd (Res2) ' d (Ris1) " 1. SiRysz =
0, D 5 Rk+1 .
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Sinon on recommence

On Pnit par avoir, © un certain rang p

Rp = Rp+1 Qp+2 + Rp+2 avecd (Rp+2) d (Rp+1) ", Rp+2 =0

Rp+1 = Rp+2 Qp+3z + Rp+3 aveCRpsz = 0. OnaalorsD 5 Rps .

Autrement dit "le p.g.c.d. est Zgal au dernier reste non nul dans

IQalgorithme dOEuclide.” Commed (Ry) > d (R+1) pour tout k , il estclair
avec les notations ci-dessts que IQalgorithmesQarreteavecp+ 2' b" 1. Le fait
que le p.g.c.d. de A et B est bien Zquivalent au dernier reste non nul provient
du fait quesi U et V sort deux polyn™mealors le p.g.c.d. de U et V est Zgal
au p.g.c.d.de V et du reste de la division de U par V.

On a donc

p.g.c.d(A,B) = p.g.c.d(B,Ry1) = p.gc.d(Ry,R2) = ... = p.g.c.d(Rp+2,0) 5
Rp+2 . Notons que le p.g.c.d. de deux polyn™mes ne change pas si on
remplace ces deux polyn™mes par des polyn™mes Zquivalents. Cette
remarque Zviderte permet de simpliber les calculs.

Exemple 3.4.2 p.g.c.d.dex®+ letx*+ x?+ 3x+ 1.

Un calcul simple donne
X4+ x2+ 3+ 1= (x3+ Dx+ x2+ 2x+ 1.

Un calcul dZj° vu donne
x3+ 1= (x2+ 2x+ 1)(x" 2)+ 3x + 3. On remplace” la ligne suivante 3x + 3
par le polyn™meZquivalert x + 1.

X2+ 2x+ 1= (x+ 1)?=(x+ 1)(x+ 1)+ 0.

Le p.g.c.d.dex3+ 1 et x?+ 2x+ 1 estdonc le polyn™maunitaire Zquivalert
3x + 3. Il estdoncZgal™ x + 1.

Soiert A et B deux polyn™meson nuls, et soit D leur p.g.c.d.. Pour trouver
deux polyn™mesJ et V vZribart IO0Zquatiorde Bezout AU + BV = D il sult ,
de meme que dansle casdesertiers, de "remon ter 10agorithme dOEuclide."
On exprime Rp+2 en fonction de Rp.; et Ry, en utilisant 10gant-derniere ligne
de IOalgorithme.Avec la ligne prZcZdete on exprime Rp+1 en fonction de Ry
et Ry 1 , cequi permet dOexprimerR,+, en fonction de R, et Ry 1 , etc...En
cortinuant ce procZdZon trouve les polyn™medJ et V cherchZs.En fait pour
cetype de calculsle plus simple est dOutiliserun "algorithme dOEuclideZtendu”
analogue” celui utilisZ pour lesertiers. En Zcrivant R, = AU, + BV, on obtient
les relations

Un+2 =" Qn+2Un+t + Un, Vi =" Qnaa Ve + Vn,

ce qui permet dOe"ecueles calculs en posart Uy = 0, Vo = 1, Uy = 1 =
Q1. 0+, Vi="Q1="Qy. 1+0.
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Nous illustrons cecipar un exemple.

Exemple 3.4.3 Trouver deuxpolyn™mes) et V tels que (x*+ x?+ 3x + 1)U +
(x3+ 1)V =x+1

On utilise 10algorithmedOEuclideZtendu :

Qn Un Vi

1 0

0 1

xF+xZ+ 3+ 1= (x¥+ Dx+xZ+ 2x+ 1| x 1 "X

X3+ 1= (X2+ X+ D)(x" 2)+ 3x + 3 X" 2| "x+2 | xZ" X+ 1
(x*+ 2x+1)= z(3x+ 3)(x" 1)+ 0

On obtient

"(xP 2+ B+ 1)(x " 2)+ (x3+ 1)(x2" 2x+ 1) = 3x + 3,

On peut donc prendreU = " I(x" 2),V = $(x®" 2x + 1).

3.5 Appl ications du thZore me de Bezout

Debnition 3.5.1 On dit que deyx polyn™mesion nuls A et B sont premiers
entre eux quand leur p.g.c.d. est Zgal ~ 1.

ThZoreme 3.5.2 (Gauss) SoientA, B, C trois polyn™meson nuls. Si A divise
BC, etsi A estpremier avec B , alors A divise C.

DZmonstration : Il existe U,V % K [x] tels que AU + BV = 1. Donc C =
AUC + BCV. Comme A divise BC , il existe W %K [x] tel que BC = AW.
Donc C = A(UC + VW), ce qui montre que A divise C. *

Corollaire 3.5.3 Soient A et B deux polyn™me non nuls et soit D le p.g.c.d.
de A etB. Soit S = {(UV) %KI[x]. KIX]| AU+ BV = 0}.0Onas$s =

DZmonstration : Il rZsulte du thZoreme de Bezout que A*et B *sort premiers
ertre eux, et S = {(U,V) %K [x]. K[x]| A% + B% = 0}. Il estclair que si
U="PB%tsiV = PA%alors (U, V) %S. RZciproquemen si A% + B% = 0
alors A%divise B®/ , donc A%divise V dQaprede thZoreme de Gauss. Donc il
existe P %K [x] tel queV = PA%On aalorsUA%= " B A% doncU = " PB”
*

Corollaire 3.5.4 Soient A et B deux polyn™meson nuls premiers entre eux,
et soit P un polyn™mell existe un unique couple (R, T) de polyn™mewZribant
les deux conditions suivantes
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() AR+ BT =P

(i) d (R) < d (B).

De plus AU + BV = P si et seuementsi il existe un polyn™meQ tel que
U=R+BQ,V=T" AQ.

DZmonstration : On sait que |IOZquatiorde Bezout AU + BV = 1 possede
une solution (U1, V;) dansK|[x]. K[x]. Soit R le reste de la division de U;P
par B. Il existe Q %K [x] tel queU;P = BQ+ R. PosonsT = V;P + AQ. On a
AR+BT = A(U;P" BQ)+B(ViP+AQ) = AU;+BV; = P,etd (R) < d (B).
OnaAU+BV" P=A(U" R)+B(V" T). DoncAU + BV = P siet seulemat
si il existe un polyn™meQ tel queU = R+ BQ,V =T" AQ.

Soit (R”?T% un autre couple de polyn™mesZriPart (i) et (ii). Il existe Q %
K [x] tel que R*= BQ + R. DOaprsslOunicitZde la division euclidienne des
polyn™me®n a Q= 0 et R®*= R. CommeB(T” T)= OonaalorsT%= T. *

On a la variante suivante du thZorsme de Gauss.

ThZorrme 3.5.5 SoientA, Bq,..., Bp despolyn™mesion nuls. Si A est pre-
mier avec B; pour 1' i' p, alors A est premier avet le produit B;...B,.

DZmonstration : Si A est premier avecB; et B, , il existe Uy, Vi, Uy, Vo %K [X]
tels que AU, + B1V1 = AU, + B,V, = 1. En multipliant membre ~ membre on
obtient (AU, + B1V1)(AU2 + B, V) = 1 soit A(AUU; + UiBoVo + B1ViUp) +
B1B,ViV, = 1. DOapresle thZoreme 3.9, le p.g.c.d. D de A et BB, est un
diviseur de 1. Donc D = 1, A est premier avec B1B et la propriZtZ est vraie
pour p= 2.

Supposonsla propriZtZ vraie pour p , avecp & 2, et soiert A, B, ..., Bp+1
des polyn™nes non nuls tels que A soit premier avecB; pour 1' i ' p+ 1
DOapresiOfgpothese de rZcurrence, A est premier avec By ...By. Puisque le
rZsultat est vrai pour p= 2, A estpremier avec(By...Bp)Bps1 = B1...Bps1 .
On voit donc par rZcurrenceque le thZoreme est valable pour tout p & 2. *

Corollaire 3.5.6 Soient Py, ..., Py des polyn™mesgremiers entre eux deux ~
deux. Si U %K [x] estdivisible par P; pour 1' j ' Kk, alors U est divisible par
le produit Py...Pg.

DZmonstration : Si k = 1, il nOya rien ~ dZmortrer. Supposons maintenant
que le rZsultat estvrai pour k" 1, aveck & 2. Soiert Py, ..., Px despolyn™mes
premiers entre eux deux” deux, et supposonsque U %K [x] est divisible par P;
pour 1' j ' k. Alors U est divisible par le produit P;...Py- 1, donc U sOZcrit
sousla forme = P;...Pg 1V, avecP %K [x]. Il rZsultedu thZorsme ci-dessusque
P, estpremier avecP;...Py- 1, et on dZduit alors du thZoreme de Gaussque Py
divise V. Donc U est divisible par le produit P;...Py, et la propriZtZ eg vraie
pour k. Le rZsultat est donc dZmortrZ par rZcurrence.*
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3.6 Le thZoreme chinois pour les polyn™mes

Soit P % K [x]. On dira que deux polyn™mesA et B sort congrus modulo
P, et on ZcriraA / B (P) , quand A" B est divisible par P. On vZribe
facilemert quesiAi;/ A, (P)etsiB;/ B, (P)alorsA;+ B/ A,+B, (P)
et A\B; / A,B, (P). On va maintenant donner une version du "thZorsme
chinois" valable pour les polyn™mes

ThZoreme 3.6.1 (thZoreme chinois) Soient P4, ..., P, despolyn™mesion nuls
tels que P; et P; soient premiers entre eux pour i # j. Alors pour toute famille
(Q4,...,Qk) dO0Zmentsde K [x] le systeme dOguations de congruene

P/ Qi (P1)

P/ Qc (P
poss«de des solutions dans K [x]. De plus si B %K [x] est solution, la solution
gZnZale du systeme est donnz par la formule

P=B+ UP;...Py,
o* U %K [x] est un polyn™meguekonque.

DZmonstration : Soit B % K [x] une solution du systeme. Il est clair que si

P = UP;..P«, avecU %K |[x], alorsP / B/ Q; (P;) pourl' j' k,donc
P est solution du systeme. RZciproquemert si P est solution du systsme on a
P"B/ Q" Qi / (P),doncP" B estdivisible par P; pour 1' j ' k.

Il rZsulte alors du corollaire ci-dessusque P " B est divisible par le produit
P1...Pg, etil existe U %K [x] tel que P = B + UP;...P.

Il rege ~ Ztablir I0existencelOunesolution. Le rZsultat est Zvidert si k = 1,
car il sult alors de prendre P = Q. Supposonsque le rZsultat est vrai pour
k, aveck & 1, et considZronsune famille Pq,...,Px+1 de polyn™meson nuls
tels que P; et P; soiert premiers erire eux pour i * j ainsi quOunefamille
Q1,...,Qx+1 de polyn™mesguelconques.

DOapresOlgpothese de rZcurrence,il existe A %K [x] tel que A/ Q; (Pi)
pour1' i' k.OnaalorsA+ P;...PkQ/ Qi (Pj)pourl' i"' ksi
Q % K [x]. Comme Py.1 est premier avec P; pour 1 ' i ' K, il rZsulte du
thZoreme prZcZdenh que Pys1 est premier avec le produit Pi...Py. Il existe
donc deux polyn™nes U et V tels que P;...PxU + Px.1 V = 1. PosonsP =
A" Pp...PkUA" Qg+1). OnaPy...PUA"™ Qg+1) + Prert V(A" Qgs1) =
A" Qg+1,doncP " Q+1 = Prsr V(A" Qk+1) estdivisible par Py., et par
consZquehP / Q; (P;) pour1l' i' k+ 1. Le thZoreme est donc dZmortrZ
par rZcurrence.*

Notons que cette dZmonstration fournit une mZthode e"ective pour rZsoudre
ce type dOZquationsle congruence,en seramenant ~ chaque Zape ~ desZqua-
tions du type Zquation de Bezout. Nous traitons ci dessousun exemple simple.

Exemple 3.6.2 . Soient$; %C, $, %C, avec $; = $,. Trouver P %CJx] tel
queP " $; soit divisible par (x" $1)? ettel queP " $, soit divisible par x" $,.
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Comme $1 = $,, x " $1 est premier avec x " $,. Il rZsulte du thZoreme
3.16 que x " $; est premier avec (x " $,)?, et il rZsulte alors du thZoreme
chinois quOilexiste bien un polyn™meP vZribart les conditions ci-dessus.On va
chercher un polyn™maeile la forme P = $;+ Q(x" $1)2. Un tel polyn™me/Zribe
automatiquemert P/ $; (x" $1)2. On va chercher ~ dZterminer Q de facon
queP " $, soit divisible par $,. OnaP " $,= $:" $,+ Q(x" $1)2.

On peut ici Zviter le recours” I0Zquatiorde Bezout, car on sait que P " $»
est divisible par x " $, si et seulemen si $, estuneracinede P " $,. On a
(P" $)($2) = $1" $o+ Q($2)($2" $1)%. Donc $, estracinedeP " $, siet
seulemen si $1" $+ Q($2)($2" $1)2=067 Q($2) = —+—. Le polyn™me

o™ 1y
1

constart Q = (—-— corvient, et le polyn™meP = $; + —1—(x " $1)? vZribe

les conditions voulues.

3.7 La notion de p.p.c.m

On va maintenant intro duire la notion de p.p.c.m.(plus petit commun mul-
tiple).

ThZoreme 3.7.1 Soit (Py,...,Px) une famille Pnie de polynomesnon nuls. Il
existe alors un unique polyn™meunitaire M, appellZ le p.p.c.m. de la famille
(P4, ...,Py), possdant les deux propriZtZs suivantes

() M estun multipledeP; pour 1' i' k

(i) Si Q estun multiplede P; pour 1' i ' k, alors Q estun multiple de
M.

DZmonstration : L&nsenble des multiples de P; est Zgal~ P;K [x]. Donc IOen-
senble desmultiples communs™ Py , P, .. .et P, estlOensebie| := 2145« PiK [X].
On vZribe immZdiatemert que | est un idZal de K[x], et | = {0} puisque
P1...Px %l . Doncil existeun polyn™maeinitaire M %K [x] tel quel = M K [x].
Par construction M vZribe (ii), et M vZribe (i) puisqueM %]I. Si M; est un
autre polyn™maeunitaire vZribart (i) et (i) alors M, divise M et M divise M1,
ce qui ertraine commeon IQadZ] vu queM = M. *

Il est clair que si M; dZsignele p.p.c.m. de la famille Py,...,P;, alors le
p.p.c.m. de la famille Py, ...,Pj,s1 estZgalau p.p.c.m. de M; et P;,;, donc les
calculs de p.p.c.m. seramenent ~ des calculs de p.p.c.m. de deux polyn™mes.
Ceci peut sefaire en utilis ant le rZsultat suivant.

ThZoreme 3.7.2 Soient P et Q deux polyn™mesinitair es, soit D leur p.g.c.d.
et soit M leur p.p.ccm.OnaPQ=DM.

DZmonstration : On aP = DA et Q = DB o+ A et B sort despolyn™mes
premiers ertre eux. Il estclair que DAB estun multiple de P et Q. Soit main-
tenant U %K [x] un multiple de P et Q. Il existe deux polyn™med/ et W tels
queU = DAV = DBW. Donc AV = BW, et A divise BW. Comme A est pre-
mier avec B, il rZsulte du thZorsme de Gaussque A divise W. Il existe donc un
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polyn™meS tel queU = DAB S, et U estun multiple de DAB. Comme D AB
est unitaire, DAB = M, etPQ=DM. *

Exemple 3.7.3 Calcul du p.p.c.m. dex®+ 1 et x*+ x?+ 3x + 1.
On a vu que le p.g.c.d. de cesdeux polyn™mesest Zgal~ x + 1. Comme
x3+ 1= (x+ 1)(x2" x+ 1), lep.p.cm.dex®+ 1letx*+ x?+ 3x+ 1 estZgal

(X" X+ DX+ x2+3x+ 1)=x5" x5+ 2%+ 23" x2+ 2x+ 1.

On a Zgalemen le rZsultat suivant, qui est une simple reformulation du
corollaire 3.5.6

Prop osition 3.7.4 Soient Py,...,Px despolyn™mesion nuls premiers entre
euxdeux” deux.Alors le p.p.c.m. de la famille (P4, ..., Px) estZgal au produit
P;...Py.

3.8 Polyn™mesirrZducti bles

On va maintenant intro duire la notion de polyn™merr Zuctible, qui estlOana-
logue pour les polyn™mesgle la notion de nombre premier.

Debnition 3.8.1 Soit K un corps.On dit que P %K [x] est irr Zuctible si P
est non constant et si les seuk diviseurs de P dans K [x] sont soit constants,
soit de la forme aP avec a %K, a=% 0.

Contrairement " la notion dep.g.c.d. (le p.g.c.d.dOunéamille de polyn™mes
coelcien ts dansK ne change passi on remplacele corpsK par un corps plus
grand) la notion de polyn™maérrZductible dZpend du corps consdZrZ,commele
montrent les exemplestres simples suivants.

Exemple 3.8.2 Le polyn™mex?" 5 est irr Zductible dans Q[x], mais pas dans
R[x]. Le polyn™mex? + 1 estirr Zductible dans R[x], mais pas dans C[x].

En e"et un polyn™ne non irrZductible de degrZ2 doit possZdeun diviseur de

gegr21, qui estde la forme ax+ b,aveca # 0, et admet" 7 pour racine. Comme
5 estirrationnel (voir IOexercig4 du Chapitre 2), x2" 5 estirrZductible dans

QI[x]. Par cortre x2" 5= (x" B)(x+ 5) nOespasirrZductible dans R[x].
De meme x? + 1 estirrZductible dans R[x], maisx?+ 1= (x + i)(x " i) nOest
pas irrZductible dans C[x].

On a un analogue de la dZcompsition des nombres ertiers en produit de
facteurs premiers

ThZoreme 3.8.3 Soit K un corps. Pour tout polyn™maeon constant P %K [x]
il existeun ZZmentnon nul a de K ,une famille Py, ..., Py de polyn™mesini-
taires ir rZductibles distincts et une famille ny, ..., n, dOentiergositifs tels que
P = aP/''...P.*. De plus cette dZomposition estunique "~ IOodre desfacteurs
pres.
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DZmonstration : Comme tout polyn™meQ = 0 sOZcritle manisre unique sous
la forme Q = aP avec a % K et P unitaire, il su't de montrer que tout
polyn™maunitaire P de degZau moins 1 possedeune dZcompsition en produit
de polyn™mesunitaires irrZductibles. COesZvidert si d (P) = 1 car dans ce
casP estirrZductible. Supposonscette propriZtZ vraie pour tous les polyn™mes
unitaires telsque1' d (P)' k, aveck & 1, et soit P un polyn™maunitaire de
degrZk+ 1. SiP estirrZductible, on ala dZcommsition triviale P = P. SiP nOest
pasirrZductible il existe deux polyn™meson constarts Q et R tels queP = QR.
Comme le produit descoelcien ts destermes de plus haut degrZde Q et R est
Zgal™ 1 on peut en multipl iant Q et endivisant R par un ZIZmen non nul de K
corvenableseramener au casos Q et R sort unitaires. On ad (Q) < k+ 1 et
d (R) < k+ 1, et dOapredOlgpothese de rZcurrenceon peut dZcomposerQ et R
en produit de polyn™mesinitaires irrZductible. Donc P = QR sedZcompseen
produit de polyn™medrrZductibles, et |Oexistencele la dZcompsition cherchZe
est Ztablie par rZcurrencepour tout polyn™menon condant P. Pour dZmortrer
IQunicitZ” 1Qordrepres des facteurs de la dZcompsition du thZoreme on peut
Zgalemen se limiter au casoe P est unitaire. Notons que si deux polyn™mes
irZductibles Q et R ne sort pas premiers ertre eux alors il existe un ZIZmet
non nul a de K tel que Q = aR, ce qui implique que Q = R si Q et R sort
unitaires. LOunicitZde la dZcommsition est triviale si d (P) = 1. Supposons
que la dZcompsition soit unique "~ |Qordrepres desfacteurs pour tout polyn™me
unitaire P tel que1' d (P)' k, aveck & 1, soit P un polyn™meunitaire
de degrZk + 1, et soiert P = P[''...P* = Q'"'...Q[* deux dZcommsitions
de P en produit de puissancesde polyn™mesinitaires irrZductibles distincts. Si
P, = Q; pour 1' i' k%alors dDaprede thZoreme 3.5.5P; serait premier avec
P, ce qui cortredit le fait que Py divise P. Quitte ~ renumZroter les polyn™mes
Q1,...,Qx’ on peut alors supposerqueP; = Q. Siny > m; alors ensimpliPart
par P;"* dans les deux dZcompsitions on obtiendrait que P; = Q; aveci > 1,
ce qui est absurde. Le meme argumert montre que IOonne peut avoir m; >
ni. Donc n; = my. Si k = 1 on voit en simplipant par P;'' dans les deux
dZcompsitions que k*= 1. De meme k = 1 si k”= 1. Dans ce cas|OunicitZde la
dZcompsition de P est Ztablie. Supposonsmaintenant que inf(k,k% > 1. On a
Py2... Pl = QF2...Qn* et dOapredOfpothese derZcurrenceon ak = ket on
peut renumZroter Q,, ..., Qx desorteque Q; = P; etnj = m; pour 2" i"' k.
LOunicitZ IOordrepres desfacteursde la dZcommsition donnZepar le thZoreme
est donc Ztablie par rZcurrence.*

Le "ThZoreme de dOAlembert" (dZmortrZ enfait par Gauss)montre que
tout polyn™menon constart © coelcien ts complexespossedeau moins une ra-
cinedansC. On en dZduit immZdiatemert que les seulspolyn™medr Zductibles
dans C sort les polyn™mede degrZ1. Soit maintenant P un polyn™merrZduc-
tible dans R[x], et soit $ une racine complexede P. Si $ %R , P est divisible
par x" $ dansR[x], etonaP = a(x" $) aveca %C , a = 0. Si $ nOespas
rZelalors P (%) = P($) = 0, donc P est aussidivisible par (x " ) dans C[x].
Mais (x" $) et (x" $) sort premiersentre eux dans C[x] donc leur p.p.c.m. est
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(x" $)(x" 8) = x2+ bx+ c,avecb= " 2Re($) et c= $8 = |$|2. Commela divi-
sion euclidiennedonnelesmemesrZsultats dansR [x] et C[x] pour lespolyn™mes
" coelcien ts rZels,on voit que P est divisible par x? + bx+ ¢ dansR[x]. On a
doncP = a(x?+ bx+ c) aveca,b,crZels,a% 0," = " 4c= 4Re($)%" |$]° < 0.
RZciproquemert il estclair quetout polyn™mede la forme ci dessusestirrZduc-
tible dans R[x]. Le thZoreme prZcZdeh prend alors la forme conaste suivante
pour les polyn™me$ coelcien ts rZelsou complexes.

ThZoreme 3.8.4 (i) Pour tout polyn™menon constant P %C[x] il exste une
famille ($1,...,%«) de nombres complexes distincts, une famille (ny,...,Nnk)
dOentiergositifs et un complexe a = 0 tels que

P=a(x" $)"...(x" $)"*.

Cette dZomposition est unique ™ 1Qadre pres desfacteurs .

(i) Pour tout polyn™meon constant P %R [x] il existeunefamille ($4, ..., %)
de nombresrZels distincts, une famille (b, c;) ... (b, ) de couplesdistincts
de rZels, avec ¥ " 42 < O pour 1' i ' k% deux familles (ny,...,nk) et
(m4, ..., mg)dOentiergositifs et un rZel a = 0 tels que
P=a(x" $)"...(x" $)"*(x2+ byx + c)™ ... (X2 + boX + G )Mr .

LOunedes familles ($1,...,$k) ou ((b1,c1) ... (b, c)) peut «tre vide, et
cette dZomposition est unique ~ |Oadre pres desfacteurs .

Exemple 3.8.5 LadZomposition dex3+ 1 dansR[x] estx®+ 1= (x +(1)(x2"
x+ 1), La dZomposition dex3+ 1 dansC[x] estx3+ 1= (x+ 1)(x" 3+i-2)(x"
1v i3,

EI’(1 e'et x2" xt 1 nOgas de racines rZelles,et sesracines complexessort
stizS et i3

De meme que dans le cas des ertiers,on peut utiliser la dZomposition en
produit de polyn™mesrrZductibles pour calculer le p.g.c.d. et le p.p.c.m. dOune
famille Pnie de polyn™hes non constarts (les polyn™hes constarts non nuls
nOiterviennent pasdansle calcul du p.p.c.m. et le p.g.c.d. dOundamille de po-
lyn™mesgontenant un polyn™mesonstart estZgal” 1). On vZribequele p.g.c.d.
dOundamille (Py,...,Px) de polyn™mesion constants sOobtienen faisant le
produit des diviseu's unitair es irr Zductibles communs ™ Py, ..., P, a'ectZsdu
plus petits desexpsantsapparraissant danslesdZompositions de cespolyn™mes.

DOautrepart le p.p.c.m. dOundamille (P, ..., Px) depolyn™meson constants
sOobtienten faisant le produit de tous les diviseurs unitair es irr Zuctibles de
P1,..., ou Py, a"ectZs du plus grand des expsants apparaissant dans les dZ-
compositions de ces polyn™mes.

Exemple 3.8.6 Calcul du p.g.c.d. et du p.p.c.m. dex®+ 1 et (x*" 1)°.

On utilise les dZcommsitions dans R[x]. On a vu que la dZcommsition de
x3+ lestx¥+ 1= (x+ 1)(x2" x + 1), et la dZcompsition de (x*" 1)? est
(x*" 1) = (x + 1)?(x " 1)?(x? + 1)2. Le seul diviseur unitaire irrZductible
commun est (x + 1), a"ectZ de IOexpsart 1 pour le premier polyn™meet de
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IOexpsart 2 pour le second.Le p.g.c.d. de x3 + 1 et (x*" 1)? est donc Zgal
~ x + 1. Leur p.p.cm. est Zgal~ (x + 1)’(x®" x + L)(x " 1)3(x? + 1)? =
X0 x9 4+ x8" 2x6 + 2x5 " x4+ x2" x+ 1.

Dans le casdesertiers on est confrontZ ~ desproblemes de temps de calcul
pour dZcompmser de grands nombres en produit de facteurs premiers. En ce
qui concerneles polyn™mesn sait depuis IOAfiquitZ trouver les racines dOun
polyn™maede degrZ2. Il a fallu attendre la deuxieme moitiZ du X V€ siscle (for-
mules de Cardan et Tartaglia) pour arriver > rZsudre les Zquationsde degrZ3
,puis assezrapidemert cellesde degrZ4 (ivrognes et paillards, les mathZmati-
ciensitaliens de la Renaissancegardaiert secretesleurs formuleset sOa"rotaient
moyennant egpeces sonnartes et trZbuchantes dans des joutes publiques os il
sOagissaitlevant desti"osi passionnZsde rZsoudredes equations concretes de
degrZ3 ou 4). COestlQailleurs cette occasionquOapparaipour la premisre fois
le mystZrieux "nombre imaginaire” i, longtemps tenu en suspicion par IOEglise,
tel quei? = " 1. COesteulemen vers 1830 quOEariste Galois a dZmortrZ *
qu@® estimpossibk de trouver desformules algZbriquesdonnant les racines des
polyn™mesle degrZ supZrieur ou Zgal~ 5, eninventant au passagéda thZorie des
groupes (ce mathZmaticien de gZnieZtait malheureusemen myope comme une
taupe. Il est mort ~ vingt ansen sebattant en duel au pistolet pour les beaux
yeux dOungeunefemmeprobablemert soudo/Zepar les sbiresde Louis Philipp e
pour pousserles jeunesrZvolutionnaires rZpublicains ~ sOemetuer, en cette pZ-
riode troubl Zeoe les polytechniciens nOwaient pashZsitZ™ utilis er les canonsde
leur prestigieuse Ecole pour pilonner les troup esroyales). Le manuscript laissZ
par Galois ne seracompris que desannZesplus tard.

On voit donc quQilest en gZnZralimpossible dDexpliciterla dZcommstio n
exacte en produit de polyn™mesrrZductibles dOunpolyn™mede degrZ & 5.
Meme dansle casdu polyn™mex* + x?+ 3x + 1= (x + 1)(x3" x2+ 2x + 1)
les formules donnart lesracinesdOurpolyn™maele degrZ3 menent ~ descalculs
compliquZs,que nous donneronsplus loin en exercice.

3.9 Formule de Taylor pour les polyn™mes

On dZbnitla dZrivz formelle dOurpolyn™mé = ag+ a;x+. ..+ a, x" %C[x]
par la formule
(3.6) P¥= a; + 2ax + ...+ na,x"" 1.
On dZPnitalors par rZcurrencelesdZrivZessuccessiesP @), ..., P(™) Notons
queP® = 0sik> d (P).
On ale rVZsuItat suivant (Zvidemmert aussi valable pour les polyn™mes
coelcien ts rzels).

lce rZsultat a ZtZ obtenu indZpendamment ~ la meme Zpoque par le mathZmaticien norvZ-
gien Abel, mort de maladie = 10%.gée vingt-sept ans



3.10. UTILISATION DE MUPAD POUR DES CALCULS CONCERNANT LES POLYNIMES 37

ThZoreme 3.9.1 (Formule de Taylor pour les polyn™mes)Soit P % C[x], et
soita%C.Sin&d (P),ona

P(M(a)
n!

P=P(a)+P%a)(x" a)+ ...+ (x" a)".
DZmonstration : Soit p & 1, et posonsU = xP. On a U (a) = p(p" 1)...(p"
k+ 1)a” * = (kl)Csa” ¥ pour 1' k' p, UK (a) = 0 pour k > p. DOapresla
formule du bin™megformule 1.7) onapourn & p

# U(k)(a) .
k! (x" a)k.

#
U= (x" a+ta)P=a+ CkaP" (x" a)* = U(a)+
1$k$ p 1$ k$ n

La formule est Zviderte pour les polyn™mesonstarts. Supposonsla formule
vraie pour les polyn™mesile degrZ' m, avecm & 0, et soit P % C[x] un
polyn™made degrZm+ 1. OnaP = Q+ bU avecd (Q)' m,b%C,U = x™*1,
Il estclair que P® (a) = Q) (a) + bu (a) pour k & 1. DOapredOlgpothese de
rZcurrenceona, pourn& m+ 1

# (k) # (k)
P = Q(a)+ O @ afsbu@e+b kl(a) (x" a)X
1$k$n ' 1$k$n ’
# PW() ‘
= P(a)+ —(x" a)r,
1$k$n ’

et la formule est dZmortrZe par rZcurrence.*

On dZpnit I®rdre de multiplicitZ dOuneracine a dOunpolyn™menon nul
comme Ztart le plus grand ertier k tel que (x " a)* divise P. On dZduit de
la formule de Taylor le rZsultat suivant.

Corollaire 3.9.2 Soit P %C[x] un polyn™meon nul, et soit a %C une racine
de P. Alors IQadre de multiplicitZ de a est Zgal au plus petit entier positif k tel
queP®)(a) = 0.

3.10 Utilisation de MUP AD pour des calculs
concernant les polyn™mes

On peut utiliser MUPAD pour e"ectuer desdivisions euclidiennesavec la
commandedivide.

Exemple 3.10.1 E"ectuer la division eucldienne de x7 + 134x6 " 1875 +
34x14 + 1453413 " 65512+ 476x11" 4321x 10+ 223462 + 765848 " 17859&7 +
678954%6 + 455 " 7864 + 2373 " 345K2 + 567 " 112678par 127%1° +
98746¢° + 5567&8 " 596¢7 + 9543%5 + 2345KX5 " 987* + 546&3" 678%K?2 +
3470& + 985132
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divide(x*17

+134*x"16 - 187*xM5 + 34*x"14 +14534*x"13 - 655*x"12

+ 476*x"11 - 4321*x"10 + 22346*x"9 +76584*x"8 - 178596*x"7
+ 6789543*x"6 + 453*x"5 - 786*x"4 +237*x"3 -3459*x"2 +
567*x - 112678, 1277*x"10 + 98746*x"9 +55678*x"8 - 596*x"7
+ 95437*x"6 + 23451*x"5 - 987*x"4 +5468*x"3 -6789*x"2 +
34708*x +985132);

2
708445893469244681714036 x 69442091123290240482136415226x

4336560239433910489 553778742575703694453

3 4 5

7227570712428478429 X 73774212570560 X 7522492641 X 72372 X

................... TR o mmmmmmmeem F e

3395896820230157 2659277071441 2082440933 1630729

7
X

+ ----  + 68067360148522494512821063679478622071754542691821417816481

1277

2
48150644708984649911161848046255382987x

707175454269182141816481

148889101046096874889937705390797942185x

707175454269182141816481

3
37846534779061723806259798053607048121x

707175454269182141816481

4
7211309630186679908921108380730157632x

707175454269182141816481
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5
159718714588896671742513525268289844 732

707175454269182141816481

6
64753365906114638874920092451439857302%K

707175454269182141816481

7
12492825418926342692788738640372572330x

707175454269182141783481

8
37914820320107631888448426825925724548%K

707175454269182141816481

9
66719844549034089897132143372066766795%K

707175454269182141816481

6705533463863109322765869158408859294222/70717545426918217816481

Le quotient cherchZ est donc

68067360148522494512821063679478622 n 694420911323290240482136415226X+ 7084458934692446817141036X2
4336560239433910489

7071754542691821417816481 5537787425757103694453
" 72275707124284784293X3 + 737742125702560X4 " 7522492641X5 + 12372 XG + x7
3395896820230157 2659277071441 2082440933 1630729 1277

et le reste est

n 67055334638631093222765869158408859294222 n 1488891010460968743089937705390797942185

48150644708984b40b 1 ABALDALIREROGRY | 2 3784653470061 17608 SO TOEOb 6O FDABTD1 o 3
72113006361488735048851106988780157632 4w 1507187145686868970 748518528 88 0saa732 5
647533 &7016715:{1456%?8@83]7829]2%07982146541%98573029X6+ 124928720;1]1785942564;4629(5‘]689771748]87%8%%)]372572330X7u
3701482030107 5310 SBaAS A Jabob 057245480, 8 6671084454803403688892351435938867667050

9
7071754542691821417816481 7071754542691821417816481 X"

X+

39
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On peut Zgalemen utiliser MUPAD pour calculer le p.g.cd. et le p.p.c.m de
deux polyn™mesvec les commandesgcd et Icm .

Exemple 3.10.2 Calculer le p.g.c.d. et le p.p.c.m. de x*? + 8x?" 29 + 20 et
x10" 8x%" 9x®+ 322+ 15x " 17.

ged(xM2 + 8*"N2 + 29*x + 20,x"10 -8*x"9 -9*x"8 +32*x/2
+15*x -17 );

X +1

lem(xM12 + 8*"2 + 29*x + 20,Xx"10 -8*x"9 -9*x"8 +32*x/2
+15*x -17 );

2 3 8 9 10 11 12
147 x + 792 x + 256 x - 180 x - 241 x - 43 x + 8 X - 17 X +

13 20 21
32 x - 99X + X - 340

Le p.g.c.d. de cesdeux polyn™mesgstdonc x + 1, et leur p.p.c.m. est " 340+
147+ 792x2% + 256x3" 188" 241x°" 43x10+ 8x1" 17x12+ 32x13" 9x20+ x2!

On peut Zgalemen calculer dessolutions de I0Zquationle Bezout en utilisant
la commandegcdex .

Exemple 3.10.3 Trouver deux polyn™mesJ et V tels que (x*? + 8x2" 29 +
200U + (x10" 8x9" 9x®+ 32+ 15x " 17)V = L.

gedex(xh12 +  8*x"2 + 29*x + 20,Xx710 -8*x"9 -9*x"8 +32*x"2
+15*x -17 );

2
10226591066413994678x 5453665773304087455 x
X + 1, R e e +
646929218537545452082 646929218537545450823

3 4
24917896984808139752x 3726259105493067267 x
____________________ _— - +

6469292185375454520, 646929218537545430823

5 6
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254037041687582453 x 17269057868®6799603 x
__________________ —_— 4+ -

646929218537545450823  646929218537545452083

7 8
2484903482276313927 X 25495654194.3859057 x
----------------------- + +

646929218537545450823 646929218537548520823

985739675779588284 x
28803102298140148%54/6469292185375454520823, -
646929218537545450823

2 3
1522896617653053903 x 2621400131256095755 x

646929218537545450823 646929218537548520823

4 5 6

205511634871347924 x 132019173642968636 x 208144%101036029391 x
__________________ —_— - +

646929218537545450823  646929218537545452083 6469292185375454520823

7 8
771793560007437332x 45950549(B773392948 x
+ R —— — 4+

646929218537545452823  646929218537545452082

9 10
44525114674522672T X 254956541941859057 X

646929218537545450823 646929218537545452083

4168657210278969929/6469292185375454520823

On peut donc prendre U= 288031022981401481654 » _54536657733040647455

10226591066413994678 X2 249178 68@3@8&?&3??554532-982%7262%%?%% %%%%%%3%%45323_23 );520370416875824523
01938308 T866868730605 6 6‘2‘98388%3335%%‘1‘%69533 Gﬁ%gwfﬁ?ﬁ%%oéﬁx o\ 2 8537545452082
S40920848591 5974528837 N 6688?83&9??786%559223 | SRR P+ _26214001315256005755
SOSS TG SATOPED oA 64?%%8%?5}%%3%%%%8%%3 646%%%%%%%%%%%%%%31 6469%?%%&?5"85’ 057240553
2‘5‘88883&83??3%83838825’ fﬁ?z"&ffié?}gzr’é‘éf‘zr‘?9823g n CHRRGSEeRTIAT385568 23X10 6469292185375454520823

6469292185375454520823 6469292185375454520823

x5+

x3"
x7"

On peut Zidemmert calculer P($) pour P %C[x],$ %C ou dZvelopper un
produit de polyn™mesen utilisant les commandesevalp et expand
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Exemple 3.10.4 DZvebpper P = (x" 2)"(x + 1)° et calculer P (5 + 2i).

expand((x- 2)A7* (x+1)"9);

4 2 3 5 6 7 8
2072 x - 704 x - 1248 x - 112 x + 1596 x - 1274 x - 1709 x + 369 x +

9 10 11 12 13 14 15 16
916 x - 56 x - 294 X + 14 X + 56 X - 6 X - 5x + X - 128

unassign(x):

evalp((x- 2 7*(x+ 1)"9, x =5 +2*);

95692447744 + 85393809408 |

OnadoncP =" 128" 704x" 124&?2" 113+ 207X*+ 1596x°" 12745"
170K7 + 36K8 + 916x° " 56x10" 294xM + 14x12 + 56x13" 6x14" 5x15+ x16 et
P(5+ 2i) = 95692447744 85393809408 (notons que pour MUPAD le nombre
5+2i sOZcrib+2* ).

De meme que dansle casdesertiers, on peut utiliser la capacitZde MUPAD
~ rZsoudre des Zquations de Bezout pour calculer des solutions de systemes
dbZquationsle congruence(on pourra sOedmainer en rZsohant [Oexercicel3).
Pour la factorisation en produit de polyn™mesrrZductibles , impossble en gZ-
nZral ~ calculer quand le degZdZpasse4, cOesbeaucoupmoins brillant, et la
commandefactor nOestuere elcace.

Exemple 3.10.5 Factoriser x2" 1, x3+ 1, x?" 7x" 5, x*+ Let x*+ x?+ 3x+ 1.

factor(x*2  -1);

[1, x-1, 1, x +1, 1]
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factor(x*3 + 1);

1, x+1, 1, x - x+1, 1]

factor(x*2 -7*x -5);

[1, x - 7 x -5, 1]

factor(x*4  +1);

4
[1, x +1, 1]

factor(x*4  +x"2 +3*x +1);

2 3
[, x+1, 1, 2x-x +x +1, 1]

On nOwait pasbesoinde MUPAD pour apprendrequex?” 1= (x = 1)(x" 1)
etquex®+ 1= (x+ 1)(x?+ x+ 1), etil ameme refusZde rZsoudreune Zquation
du seconddegrZ pour factoriser le troisisme polyn™megn sOarretath en route
dansla factorisation du dernier.

On a plus de chancesde trouver lesracinesavec la commandesolve.
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Exemple 3.10.6 Trouver lesracines despolyn™mex?" 7x" 5et x*+ x% +
3x+ 1

solve(x*2 -7*x -5,X);

solve(x"4+1,x);

{1/ 12 \1/3 /12 \1/3
{129 I | 29 I

{| —- + 43/54 | | - - 43/54 |
{
{
{

/12 \1/3 /12 \1/3 1\
| 29 I | 29 I
e - 4354 | 4| e +43/54 | | +1/3,
\ 6 / \ 6 I
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\' 6 / \' 6 /
__________________ e e +
2 2
[l 12 \1/3 [ 12 \1/3 '\
12 | | 29 [ | 29 | |
172 13 || - - 43/54 | +] e + 43/54 | | +1/3, -1,
\'\ 6 / \' 6 / /
}
}
[ 12 \1/3 [ 12 \1/3 }
| 29 I | 29 I }
| - - 43/54 | - | - + 43/54 | + 1/3 }
\ 6 / \ 6 / }

On voit donc que les racinesde x2" 7x " 5 sort H(ng et 77269 ce qui
nOesipas une grande surprise.Lesracines de x* + 1, qui pewert se calculer
directemert, sort donnZespar MUPAD en utilisant des express(ions(interdites
aux Zleves de terminale) du type i, quQilfaut remplacer par (1 + i). Par
contre Mupad sait calculer les racines de polyn™mesle degrZ3 et 4, et a trouvZ

les racines du dernier polyn”ime(pour les dey_x premisres remplacer | par i).
. _ 11/ 3 — 11/ 3 i
LesracinesrZellessort " 1et -2 8 '+ 24+ 8 4 1 etonlaisseau

lecteur le soin dOecrirda dZcomposition en facteurs irrZductibles de x* + x2 +
3x + 1 dansR[x].

Il faudra seretourner vers un logiciel de calcul numZrique pour obtenir
desvaleurs approchZesde racinesdOurpolyn™maele degrZsupZrieur ou Zgal™ 5.
Meme en degrZ3 ou 4 desvaleurs approchZesprZcisessort souert plus utiles
que desexpressionsalgZbriquescompliquZesdonart les valeurs exactes,mais on
peut obtenir directement cette information de MUPAD.

p:=x"4 +x"2 +3*x +1:

S:=solve(p=0,x):

map(S,float);

{-0.3926467817, -1.0, 0.6963233908 - 1.435949864 I,

0.6963233908 + 1.435949864 I}
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3.11 Interp olation de Lagrange et calcul numZ-
rique sous Matl ab

Les polyn™mesiOinterplation de Lagrange permettent Ztart donnZesdeux
familles uy, ...,Un+1 €t Vi,...,Vns1 de n + 1 nombres rZels, avec u; * u; pour
i = j, dOexhier un polyn™mep % R[x] de degrZinfZrieur ou Zgal”~ n tel que
p(ui) = v; pour i ' n+ 1. Ceci est un cas particulier du thZoreme chinois
puisque IOZquatiorp(u;) = v; Zquivaut ~ 10Zquatiorp / v; (mod x " u;), et
puisquex " u; estpremier avecx " u; pouri # j. En fait on a dansce casune
formule explicite qui donne la solution de ce probleme dOiterpolation.

Prop osition 3.11.1 Soientu = (Ug,...,Un+1) €tV = (V1,...,Vh+1 ) deux fa-
millesde n + 1 nombresrzels, avec u; # u; pour i ® j. Posons

pi+l #1§_J’ST_L+1(X ")

— iFi
= i . 1
o i=1 Vl#léq‘SnH(Ui " y) G
iFi
Alors le polyn™mep, v , appelZ polyn™ medOmterpIann de Lagrange assiZ
aux familles u et v, est IOuniquepolyn™mep de degrZ infZrieur ou Zga ~ n tel

quep(ui) =vi pour1' i' n+ 1

D icj<nt1 (X" Uy)

DZmonstration : Posonsp; = % Il estclair que pj(u;) = 1 et
P 1<j<n+1\H1e J

J#i *
pi(uj) = Opour1' i' n1' j' n,j#i Doncp= ,“+11 vip;i satisfait
les conditions voulues. DOautrepart si g estun polyn™madlistinct de p vZribart
p(uj) = vy pour1' i' n+ lalorsq" p, qui est non nul et posseden + 1

racinesdistinctes, est de degrZau moinsn + 1. Commed®(p) ' n, ona d°(q) =
d°(g" p) & n+ 1, cequi montre que p est unique. *

Ce rZsultat est important en pratique, car il permet dOobtenirdes approxi-
mations raisonnablesde fonctions dont on connait lesvaleursv = (vq, ..., Vh+1)
en une famille de rZelsu = (uy, ..., Uy+1 ) donnZe.Si la famille comporte n + 1
points, on peut procZderpar interpolation linZaire ertre lespoints de coordonZes
(ui,Vv;) et (ui+1,Vi+1 ), Ou par interpolation quadratique en utilisant les familles
de trois points consZcutis, etc... ou en calculant la polyn™melQiterpolation de
Lagrange ass@iZ aux deux familles.

Dans les problemes rencortrZs en pratique on a souvert seulemen besoin
desvaleursapprochZesdes quantitZs recherchZes Le logiciel de calcul numZrique
Matlab est alors en gZnZralbien prZfZrable au logiciel de calcul formel Mupad.

Pour saisir un polyn™mesous Matlab on rentre ertre crochets la liste de
sescoelcien ts, rangZsen ordre dZcroissah par rapport au degrZdu mon™ra
concernZ.Par exemplepour le polyn™mex® + 3x° + 4x2 + 7x + 1, on Zcrit

>>p=[1 3004 7 1]
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p:

On peut alors obtenir desvaleurs approchZesdes6 racinesdep = x%+ 3x°>+
4x% + Tx + 1.
>> roots(p)
ans =

-2.9314
0.9121 + 0.9320i
0.9121 - 0.9320i
-0.8679 + 0.7249i
-0.8679 - 0.7249i
-0.1569

On peut Zgalemat calculer le polyn™me = pg, 0e q= x5+ 2x5+ x4+ x3+
6x2 + 7x + 4.

>>q=[1 21167 4]
q=
1 2 1 1 6 7 4
>> r=conv(p,q)
r =
1 5 7 4 13 40 44 25 32 71 71 35
Onadoncr = x2+ 5x + 7x10+ 4x% + 13x8 + 40x” + 44x5 + 25x5 + 32x* +
71x3 + 71x% + 35x + 4. On peut alors obtenir desvaleurs approchZesdesracines

deqet r, et constater sanssurprise que [Oensebie desracinesder estla rZunion
de IOensebie desracinesde p et de IOensebie desracinesde q.

>> roots(q)

ans =
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0.9620 + 1.0992i
0.9620 - 1.0992i
-1.3735 + 0.7182i
-1.3735 - 0.7182i
-0.5885 + 0.6588i
-0.5885 - 0.6588i

>> roots(r)

ans =

-2.9314

0.9620 + 1.0992i
0.9620 - 1.0992i
0.9121 + 0.9320i
0.9121 - 0.9320i
-1.3735 + 0.7182i
-1.3735 - 0.7182i
-0.8679 + 0.7249i
-0.8679 - 0.7249i

-0.5885 + 0.6588i
-0.5885 - 0.6588i
-0.1569

On va maintenant calculer les coelcien ts du polyn™medOiterpolation de
Lagrange p de degrZ 4 vZriPart les conditions p(0) = 1 = p(1), p(2) = 0,5,
p@3) = 6.5 p(4) =" 1

>>x=[0 1234] ;y =[1 105 65 -1];
p=polyfit(x,y,4)

On obtient
p =
-1.1250 7.9167 -16.1250 9.3333 1.0000

cequi signipequep/ " 1,125*+ 7,916%3" 16,1252 + 9,333 + 1.

On va maintenant reprZseter graphiquemert p en calcularnt sesvaleurs en
une grille de points espacZsde 0,05 erire 0 et 4 (matlab rZalisera alors une
interpolation linZaire entre les points de la grille).
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>> x2=[0:0.05:4]; y2=polyval(p,x2);
>> plot(x2,y2)

Si on cherche despolyn™mesle degrZinfZrieur ™ n pour un probleme dQiter-
polation faisart intervenir n + 1 donnZeson obtiendra seulemert une "interpo-
lation approchZe." Par exemplepour n = 1 la commandepolybt fait apparaitre
la "droite des moindres carrZs" asciZsaux points My = (X1,¥1), ..., Mp+1 =

e+

. 1

(Xn+1,Yn+1), cOest dire la droite D pour laquelle la somme dist?(My, D)
k=1

est minimale.

x=[0 1234, y=[1 105 65 -1J;
g=polyfit(x,y,1)

q:

0.1500 1.3000

Une expressionapprochZede I06Zquatiorde la droite desmoindres carrZsest
doncy = 0,15x + 1, 3.

On peut alors obtenir une reprZsemation graphique de la droite en question
(il sult dOuneyrille de deux points), ~ laquelle on assaie la famille de points
donnZeau dZpart.

>> x2=[0:4:4];y2 =polyval(q,x2);
plot(x2,y2)

>> hold on
>> plot(x,y,000)
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polynome dOinterpolation de Lagrange
8 T T T
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droite des moindres carrZs
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3.12 Exercicessur le Chapitre 3

exercice 1
Trouver un polyn™meP tel que le reste de la division euclidiennede P par
(x" 1), (x+ 1) ou (x + 2) soit Zgal™ 3.

exercice 2
E"ectuer la division eudidienne de x* + 3x3" 15x2+ 5x" 1par 2x3" x+ 1

exercice 3

a) Soit P = ag + ayx + ...an X", avecax %Z pour k = 0,1,...,n et soient p
et g deux ertiers premiers entre eux tels que p/g soit racine de P . Montrer que
p divise ag et q divise a,, .

b) Application : Montrer que 6x3" 2x2+ 3x " 4 nOgas de racine dans Q .
exercice 4

Soiert K un corps, a et b deux ZIZmens de K et P %K [x] un polyn™me
DZterminer, en fonction de P (a) et P(b), le reste de la division euclidienne de
P par (x" a)(x" b) danschacun descassuivants :

i)axb

i)a=h.

exercice 5
Soiert a,b,cdansC . A quelle condition le polyn™meP = x°®+ ax? + b est-il
divisible par Q = x3+ x2+ cx+ 1?

exercice 6
Pour quellesvaleurs de n%N , le polyn™meP = (x + 1)" " x" " 1, est-il
divisible par x? + x + 1?

exercice 7
Soit n %N.
a) Montrer quOilexiste un couple unique de polyn™megA, B) de degrZs
strictement infZrieurs™ n tel que
@a" x)"A+x"B=1.
b) Montrer que
A=B(1" x)etB=A(1" Xx).

c) Montrer quQilexiste une constarte a telle que

(1" x)A"" nB = ax"" 1.
exercice 8
DZterminer les polyn™nrasP, de degrZn tels que

w_ 1
Po " Pyi= —x".
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exercice 9
Trouver les polyn™me# tels que
P(1)= 3,P%1) = 4PO(1)=5etPM =0 (n&3.

exercice 10

Soit P = x%+ 2. DZcompserP en produit de polyn™ms irrZductibles uni-
taires dans K [x] danschacundescasK = Q,K = R,K = C,K = 7Z/3Z,K =
Z/5Z,K = Z/7Z.

exercice 11

a) Trouver tous le polyn™med % R|[x] tels que P + 1 soit divisible par
(x" 1)? et P" 1 soit divisible par (x + 1)? en utilisant le thZoreme de Bezout.
b) Meme question en remplacart P par P%

exercice 12
DZcomposerx?+ 1 en produit de polyn™megrZductibles dans C[x] et R[x].

exercice 13

a) Trouver deux polyn™mesJ et V tels que U(x?>+ 1)+ V(x?+ x+ 1) = 1.
b) Trouver un polyn™re P vZribart lestrois conditions suivantes

P " 1 estdivisible par x? + 1.

P + x estdivisible par x? + x + 1.

P " x estdivisible par x + 3.

exercice 14

On seproposede calculer les racinesdu polyn™mel + 2x " x? + x3

a) En utilisant lesoutils de terminale, montrer que ce polyn™meosssdeune
racine rZelleet une seule.

b) En posart s = x" 1/ 3, ramenerlOZquatiori+ 2x" x2+ x3 = 0" IOZquation
2+ 3s+s*=0. -

c) On poses = a+ b. Ecrire I0Zquatiorobtenue pour a et b.

d) On pose” priori ab= " 3. Calculer a® et b® en rZsohant une Zguation
du seconddegrZ (il a fallu 1700ans pour trouver cette astuce). En dZduire les
racines du polyn™mel + 2x " x2 + x* (on pourra se cortenter de calculer la
racine rZelle).

exercice 15(sousMUPAD)

a) E"ectuer la division euclidiennede B par A, avecA = x°+ 67x8+ 45x° +
17x%+ 253" 322+ 27x" 148et B = x2" 35x7+ 73" 2252+ 72" 1227

b) Calculer le p.g.c.d. et le p.p.c.m. de A et B.

c) Calculer A(376" 769) et B(1906" 3454).

exercice 16(sousMUPAD)

a) Trouver deux polyn™msgU et V tels que (x®+ 7x8" 245+ 28x5+ 5x° +
321x2" 275 + 247)U + (x12 + x% + 7x* + 346783 + x2 + 2250V = 1.

b) Trouver un polyn™meé® tel queP " x8+ x5+ 542+ 2371soit divisible par
x%+ 7x8" 245¢6+ 28x5+ 5x3+ 321x?" 275« + 247 et tel queP + 3x2" 35x + 2987
soit divisible par x!2 + x® + 7x* + 3467&3 + x2 + 225Q
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exercice 17(sousMUPAD)
RZsoudreles Zquationsx® + 12x* + 5x + 2= O et x*" x3+ 2%+ 7= 0.
Peut-on Zcrire clairemert les rZsultats obtenus?

exercice 18(sousMatlab)

Donner le polyn™medOiterpolation de Lagrange et la droite des moindres
carrZscorrespondart aux donnZesu = [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]etv=[1,1,1," 3," 3," 4,5,4,3,0," 1],
et donner une reprZsemation graphique desrZsultats obtenus.
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Chapitre 4

Fractions rationnelles

4.1 Division suivant les puissances croissantes

On va maintenant sOitZresser” [Oensebie K [x] desfractions rationnelles”
coelcien ts dans un corps K . Une fraction rationnelle ~ coe!cien ts dansK est

un quotient de la forme % avec P %KI[x], Q %K|[x], Q £ O, et on identipe

Pioet P2 guand P1Q2 " P,Q; = 0. Les regles de calcul (rZduction au meme
Znommateurpour |©addition,produit, simplibcation par un diviseur commun
de P et Q) sort les memes que pour les fractions usuelles, et on vZriPe que
IOensebie desfractions rationnelles,muni de cette addition et de ce produit est
un corps.

PosonsR($) = g = & %K[x],$ %Dr = {$ %C | Q($) = 0}.
On aR($) + R2($) = (R1+ R2)($) et R1($)R2($) = (R1R2)($) pour Ry, Rz %
K:.[X],$ %DRl 2 DR2.

On utilisera dans la suite le rZsultat suivant

Lemme 4.1.1 (Division suivant les puissan@s croissantes)

Soit P un polyn™meet soit Q un polyn™menon constant.|l existe pour tout
n & 1 une unique famille (R, ...,Rn~ 1) de polyn™me®t un unique polyn™re
U, vZribant les deux conditions suivantes

() d(R)<d(Qpourl" i' n" 1

(i) P=Rp+ ...+ Ry»1Q" 1+ Q"U

DZmonstration : Pour obtenir la dZ@mposition ci-dessuspour n = 1 il suf-
bt dOe"ectuerla division euclidienne de P par Q. Supposonsla dZcompsi-
tion obtenue "~ IQordren , avec n & 1. En e"ectuant la division euclidienne
de U, par Q on obtient U, = R, + QUp41, avecd (R,) < d (Q), et P =
Ro+ ...+ RpQ" + Q”+1 Un+1, ce qui Ztablit par rZcurrencelOexistencele la
chomp)smon cherchZe.LOunicitZpour n = 1 provient de [OunicitZde la division
euclidienne.Supposonsla dZcompsition unique~ IQordren , avecn & 1, et soiert
P=Ro+...+RaQ"+ Q"1 Upsy = To+...+ T,Q"+ Q"1 V,,1 deuxdZcomm-
sitions de P vZriPart (i)).On aP = Rg+ ...+ Ry 1Q" 1+ Q"(Ry, + QUp41) =

55
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To+ ...+ Ty 1Q" 1+ Q" (T, + QVyy41 ). DOapredOlgpothese de rZcurrence,on a
Ri=Tipourl' i' n" letR,+ QUnsy = Ty + QVp41 . Lefait queR, = T,
et Ups1 = Va1 provient de IOuniitZ de la division euclidienne, et I@nicitZ de
la dZcompsition donnZepar le lemme est Ztablie par rZcurrence.*

4.2 DZcomp ositi on en ZIZments simpl esd@ne frac-
tion rati onnelle

ThZoreme 4.2.1 (DZcomposition en ZZments simples dOunefraction ration-
nelle)

Soit K un corps, soit % une fraction rationnelle © coe! cients dansK, avec
P et Q premiers entre eux, et soit Q = aQ"...Qy* la dZomposition de Q en
produit de polyn™medgrr Zuctibles unitair es dans K [x].

[l existe alors U %K [x] et k familles (A11,...,A1n,) .- (A1, - Akny)
de polyn™mes coe! cients dans K, avee d (Apq) < d (Qp) pour 1' p' K,
1' gq' np, vZribant

: /
# #
Pou+ . Apag

1$p$k 1$q8n, Qp

De plusAp,, = Opour 1' p' k, etla dZomposition ci-dessusest unique.

DZmonstration : On peut selimiter au casos Q est unitaire. Supposonsque
Q = QY, avec Qq irrZductible. On obtient alors la dZcomposition en ZIZmers
simplesen e"ectuant la division suivant les puissancescroissaries de P par Qq
~ |Oordren.

Supposonsque la dZcompsition en ZIZmerts simplesexiste quand Q possede
k diviseurs unitaires irrZductibles distincts, avec k & 1, et soit Q un polyn™me
unitaire possZdah k + 1 diviseurs irrZductibles distincts Qg,...,Qx+1. On a
Q=Q]"...,Qui". PosonsU; = Q7' ...Qp 5, Uy = Qp¥. DOaprede thZorsme
3.16,U; et U, sort premierserntre eux et il existe deux polyn™me¥/; et V, tels
queU;Vi+ UpV, = 1, cequi donne § = - = & + Y32 DOapredOfypothese

Q U.Us Uz
de rZcurrence, 3"

et 2P posseden une chomp)smon en ZIZmets simples, et
la sommede cesdeux chomp)smons donnert une chomp)smon en ZlZmers
§|mples de B a- LOexistencale la dZcompsition en ZlZnents simples est donc
Ztablie par rZcurrence.

Soiert [P % K{x],Q % K[x] sleux polyn™mespremiers entre eux et soit
o= U+ spsk 1sqsn, AQ%gq , avecU %K [X], Apn, # 0, Qp irrZductible
unitaire pour 1' p' k, d (Apq) < d (Qp) pour1' q' p une dZcomsition
en ZIZmets simples de %. En multipliant les deux membres de cette ZgalitZ
par QQ7'...Qp*, onobtient PQY*...Qp* = QV, avecV %K [x].CommeQ est

premier avec P, on voit que Q divise Q7' ... Qp".
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Pour1' p' k, posonsQ@, = % %K [x].

Multiplions les deux membres de |0ZgalitZi-dessuspar QBPQ On obtient
PQp" = Q(Apn, + 2¥), avecV %K x], et PQp"@p = Q(Apn,@p + QpV).
CommeA,n, = 0, Ap,: et Qp sort premiers entre eux. Il rZsulte du thZorsme
3.5.5queQp et @, sort premiersentre eux, et il rZsulte Zgalemen du thZoreme
3.5.5que Qp est premier avecAp pr.Comme les diviseurs communs de Q, et
Apn,Qp + QpV sort les memes que cewx de Q, et Ay Qp on voit que Qp et
Ap,n Qp + QpV sort premiers ertre eux.ll rZsulte alors du thZorme 3.5.5 que

Qp” et Apn, Qp + QpV sort prem|ers entre eux, et il rZsulte du thZoreme de
Gaussquer divise Q. CommeQ r estprem|eravech pourpﬁ q, il rZsulte

de la proposition 3.7.4 que le p.p.c.m. de la famille (Q7*,...,Qp*) est Zgalau
produit Q7' ...Qp*. DoncQ divise Q7' ... Qp*, et Q" ... E’“ divise Q. Comme
cesdeux polyn™mesort unitaires, onaQ = Q7' ...Qp*. Ceciprouve au passage

que Apn, *= 0 dans la dZcompsition en ZIZmems simples dont I0existencea

ZtzmontrZe plus haut. Soiert maintenant & = U+ 1556, ( 15080, AQLZ") =

V+ ispsk( 1sasn, %5) deux dZcompsitions en ZIZmets simples de §
Alors U et V sort Zgauxau quotient obtenu en e"ectuant la division euclidienne
de P par Q. Avecles memes notations que ci-dessuson obtient, pour1' p' Kk,
deux polyn™medV; et W, tels que

PQ-= pran = Q(Ap,n,,Q:p + QpWs1) = Q(Bp,an:p + QpWo).

DoncP = Ay, Qpt QpWi1 = By, Qp+ QpWo. Comme@, et Q, sort premiers
ertre eux, et commed (Apn,) < d (Qp) etd (Bpn,) < d (Qp), il rZsulte du

corollaire 3.5.4queAp,, = Bpn,. En appliquant ce rZsultat P " AQ”W”;’ on voit
que Apq, = Bpg,, 0° tu < p estsOiexiste le plus grand entier teI que Apq, OU
Bp,g, SOit non nul, et on voit par rZcurrencedescendate que Apq = Bpq pour

1' ' np, cequi prouve IOuni@Z de la dZcomposition en ZIZmets simples *

Corollaire 4.2.2 (i) Soit % une fraction rationnelle ™ coe! cientsdans C, avec
P et Q premiers entre eux, et soit Q = a(x" $1)"*...(x" $x)"* la dZomposition
de Q en produit de polyn™mesinitair es irr Zductibles dans C[x].
Il existe alors U %C|[x] et k familles(ai1...a1n,),---, (8.1, --,8n,) de
nombres complexesvZribant
- /

E = U + # . # %0 i
1$psk 1$qg$n, (x" $p)e

De plusayn, = Opour 1' p' Kk, et cette dZomposition est unique.

(i) Soit % une fraction rationnelle ~ coe! cients dansR, avec P et Q pre-
miers entre eux, et soit Q = a(x" $1)"*...(x" $i)"F (X2 + byx+ )M L (vx2+
b x + ¢ )M+ la dZomposition de Q en produit de polyn™nes unitair esirr Zduc-
tibles dans R [x].
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Il existealors un polyn™meJ %R [x], k familles(ai,1...a1n,), .-, (8,1, -+, 8n,)
de rzels, et k*familles

((di1,e11), ..., (Aimy €m ) - o ((de 1, &), - (Dvm s &m ) decouples
derzls, avee (Bm,,Gm,) = (0,0) pour 1" j ' K%y Zribant

- / - /
Pous ¥ 0P ma o, P T daxten o
Q 1$p$k 1$qg%n, (X $p)q 1$psk/ 1$9g$m, (X + pr+ Cp)q

De plus apn, * Opour 1' p' k, (Bom, Gm,) * (0,0) pour 1* p' k%
et cette chomposmon est unique.

Le terme polyn™mialde la dZcomposition en ZIZmeis simples sOobtienen pre-
nant le quotient de la dividion euclidiennedu numZrateur par le dZnominateur.
DOautrepart le coelcien t ap,, ass@iZ” une racine $, du dZnominateur sOob
tient en multiplian t lesdeux merrbresdelOZgahtZ)ar (x" $,)P et enremplacart
apres simplipcation x par $,. Ceci mene dans certains cas” des calculsrapides.

Exemple 4.2.3 DZcomposition en ZZmentssimples de W

Le degrZdu numZrateur Ztart strictement infZrieur”~ celui du dZnominateur,
on sait que la dZcomposition est de la forme

x2 a b c

(x" D(x+ 1)(x+ 2): X" 1+ X + 1+ X+ 2

1

En multiplian t par x" 1 etenremplasant x par 1, onobtient a = 55 = %. En
multiplian t par x+ 1 et enremplasant x par " 1, on obtient b= ﬁ =" 2.En
multiplian t par x + 2 et en remplasant x par " 2, on obtient ¢ = ﬁ = 3

La dZcompsition cherchZeed donc

X2 1 1 4

X" Dx+ Dx+2)  6x" 1) 26x+1) 3x+2)

Dans le cas gZnZralon peut toujours apres avoir e"ectuZ la division eucli-
dienne de P par Q Zcrire”~ priori la dZcompsition, rZduire au meme dZnomi-
nateur le secondmembre et identiber les numZrateurs pour se ramener 1 un
systeme dOZquationdinZaires, en jouart Zvertuellement au dZpart sur IQunicitZ
de la dZcompsition dansle cas dOundraction rationnelle paire ou impaire pour
montrer que certains coelcien ts sonnuls, mais cescalculspeuvert etre fort com-
pliquZs. En fait la dZmonstration du thZorsme 4.1 donne une mZthale e"ective
pour calculer la dZcommsition en ZIZmers simples dOue fraction rationnelle :
en appliquant un certain nombre de fois le thZoreme de Bezout on seram-ne
chomp)seren ZIZmerts S|mplesdesfract|ons rationnelles de la forme -, avec
Q irrZductible, et il sult alors dOe"ectuerdes divisions suivant les puissances
croissartes. Nous illustrons cette mZthode gZnZralepar un exemple
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Exemple 4.2.4 DZcomposition en ZZmentssimples de %

Ona(x?+ 1)2=x*+ 2x2+ 1= x?(x2+ 2)+ 1.
On en dZduit que (x2 + 1)2(x” + 2x5+ 4x2" x+ 1)" x3(x%+ 2)(x” + 2x5 +
4x%" x+ 1)=x"+ 2x>+ 4x2" x+ 1. On adonc

XT+ 22X+ 4x2" x+ 1 x"+ 25+ 42" x+ 1, (X2+ 2)(x"+ 2x5+ 4x2" x+ 1)
x2(x2 + 1)2 - X2 (x2 + 1)2

5 oag L1 xS X+ XA X3+ X2+ X7+ A5+ 8x2" 2x + 2
= X+ 2X°+ 4" —+ —
X X2 (x2+ 1)2

5 3. 0 11 X0 AT+ A A 3 O 2x+ 2
=X+ 2X°+ 4" —+ — .
X X2 (x2 + 1)2

On e'ectue alors la division euclidiennede x° + 4x7 + 4x° + 4x*" x3+ 9x2"
2x + 2 par (x? + 1)

X2+  +4x7T  +4x5  +4x* "x® +9x? "2x  +2 | x* +2x2 +1
"x9 " 2xT " xP x> +2x3 "x +4
2x7  +3x5  +4x*  "x3  +9xZ2 "2x +2
"oxT " 4xS " 2x3
"x5  +4x% "3x3 +9x2 "2x +2
x5 +2x3 +X
4x4 "x3  +9x2 "x +2
" 4y " Bx2 -4
" x3 +x2 "x "2

On obtient X%+ 4x7+ 4x5+ 4x*" x3+ 9x2" 2x+ 2= (x2+ 1)?(x5+ 2x3" x+ 4)
x3+ x?" x" 2,etona

X7+ 25+ 42" x+ 1 11 x3" X2+ x+ 2
=X +2X3+ 4" 4 X5u 2X3+Xu A+
X2(x2 + 1)? X x? (x2 + 1)?
oy 1,1 x3" X2+ x+ 2
X X2 (x2 + 1)2

On e"ectue alors la division euclidienne de x3" x2+ x + 2 par x? + 1.

x3 "x2 +x +2 [ x2 +1
" x3 "X x "1
" x2 +2
x2 +1

+3
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Onadoncx3" x2+x+ 2= (x2+ 1)(x" 1)+ 3, et on obtient la dZcompsition
cherchZe:

X7+ 2x5+ 4x%" x+ 1 .11 x"1 3
=x" S+ S+ + :
X2(x2 + 1)? X X2 x2+1 (x2+1)?

4.3 Appl ications au calcul intZgral

La dZcompsition en ZIZmers simples des fractions rationnelles rZelles”
desapplications au calcul intZgral . On connait ene"et une primitiv e de ﬁ
pour n & 1 (cOest

W pour n & 2 et loglx " a| pour n = 1.) DOautre
part sik®" 4c< Oenposart s= X + g puist = 3571,2 on ramene le calcul
o

4
dOuneprimitiv e dOunefonction f @ x I'# =24 au calcul dOuneprimitiv e
dOundonction g : t I"# (t%ﬁi
On trouve une primitiv e dOundonction t I"# W enposart r = t2.

Pour lesfonctions du typet I"# W on procede par rZcurrence.En e"et

posons 4
X
Fo(x) = dt
" o (t2+1)0
En posart u = (e, dv = dt, on obtient du = " %,V = t. On a
alors, par intZgration par parties
= L T
T o @ (@) T (Bt
On remarque alors que
t? o2+ 1 1 1

(t2+ 1)n+t - (t2 + 1)n+t (t2+ 1)n - (t2+ 1)n (t2+ 1)+t

CecidonneF,(x) = W +2nF,(X)" 2nFnh4+1 (X) etona
2n" 1 X
(4.1) Fn (X) = TFn (x) + (2 + I

Pour lescalculs dDitZgrales dZbnies,orobtient

4 4
4.2) b dt _2nt1 bt .\ b . a
' . 2+ 7 2n . (2+ 1" 2n(RP+ 1)"  2n(a?+ 1)
5 .
CommeF(x) = 5‘ Xgﬁl = Arctg(x), cecipermet de calculer par rZcurrence

toutes les intZgrales obtenues apres dZcommsition en ZIZmens simples dOune
fraction rationnelle ™ intZgrer.
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Exemple 4.3.1 Calculer

41 dx

N

En posart s = x + 1, on obtient

4
| = ! dx _ ds
S0 ((xx1pHap T (AP
On posealorst = 3, etona

4,

4,

4,

o 20t dt

1
L (A2+ 427 8 4 (2+ 1)

En appliquant la formule (4.2) avech = 1, a= % b= 1 on obtient

4, % &
=2 d 1Ll 1 g Earcgd) +
"8, 2+1 8 4 ad+1 16 9 16
%, 1 1. 1
= 20 ZArctg(D) + o
64 16 93" 1g0

Exemple 4.3.2 Calculer

4
3= x2dx
oo (X" D(x+ D(x+2)
On a
x2 _ 1 1, 4
(x" Dx+(x+2) 6(x" 1) 2(x+1) 3x+2)
Donc | "
J= }In(l" x) " }In(1+ X) + il|n(2+ X)
6 2 3 0
1 1 1 .3 4% 0/05& &
= éln(i) EIn(§)+ 3 In > In(2)
= gm(g) " %m(z) " gm(z)
4 1 v 3 1 4&
= §In(5) éIn(3)+ §+ 5" 3 In(2).
On obtient

41T
3=3In@)" 3n@)" 3In().

160

61
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Exemple 4.3.3 Calculer

K 42x7+2x5+4x2"x+1d
= X.
L XE(xE 12
On a
4 4 4 4 4
K = zxdx" Zdl 2dl+ zudx+3 2d7X
o 1 X 1 X2 1 X2+1 1 (x2+1)?
| | " | " 4
2 2 12 1 2 2 dx
= X 2, w0 2. 1) " [Arct 2,3
y " TORL+ " v gl + 1) T TN+ 3
4
3 1 % 2 dx
=2" -In(2)+ =In(5) " Arctg(2)+ - + 3 —_—
SIN@+ 3InG) " Arctg@)+ 7+ 3

Pour calculer la derniere intZgrale , on utilise la formule 4.2 avecn = 3,
a= 1, b= 2. On obtient

ML _142dx 1, 1

1 %, 1
B N N ) LA
@+ E 2, x+its 2.2 M@ g

On obtient Pnalemen

37, 3
K=2>-" 2

%
20 2 8

1 1 .
In(2) + éIn(5) + EAr ctg(2) " —

4.4  DZcomp osition en Z2Zments simpl es et calcul
intZgral sous MUP AD

La dZcompsition desfractions rationnelles en ZIZmetts simples se rZduit ~
desdivisions euclidiennessuccessieset ~ desapplications du thZoreme de Be-
zout,opZrations qui peuvert sefaire sousMUPAD. On va reprendrele deuxieme

exemple,ladZcompsition en ZIZmets simplesdeR = ”*iﬁ&% On com-
mencepar trouver U et V tels que x?U + (x? + 1)V = 1.

gedex(x"2, (x"2 +1)"2);

2
1, - x -2, 1
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_ (xXTH2xP+a X2 x+1) (" x2" 2) | (X2 xP+4 X2 x+1) _ (X742 xP+4 x2" x+1)(" x2" 2)
DoncR = T2 + = = CEEE +

X+ 23+ 4" L4 L

Pour dZcompserle premier terme, on divise le numZrateur par (x2 + 1) et
on divise ensuite le quotient obtenu par x2 + 1.

divide((x"7  +2*x"5 +4*x"2 -x +1)*(-x"2 -2),(x"2 +1)"2);

3 5 2 3
X-2X -X -4 X-X +x +2

divide(x- x"2 +x"3 +2,x"2+1);

x-1, 3
On retrouve alors la dZcompsition
3 x" 1 1 1 3 x"1,1 1
— " 3u 5n 5 3 T nw s, -
R= X" 2 x 4+(x2+ 1)2+x2+ PP e X+(x2+ 1)2+x2+1 XXz

En fait MUPAD est programmZ pour dZcomposer les fractions rationnelles
en ZIZmets simples, avec la commande partfrac et aussi pour appliquer ces
dZcompsitions au calcul intZgral, avec les commandesint(f(x),x) pour les
calculsde primitiv eset int(f(x),x=  a..b) pour les calculs dOitZgralesdZpbnies.

On peut ainsi vZribersousMupad les dZcommstions en ZIZmetts simpleset
les calculs dOitZgralese"ectuZs plus haut. MUPAD peut aussifaire descalculs
plus compliguZs. Par exemple on peut calculer sous Mupad une primitiv e de

1 Tn 3
Bl L2CS 6, avecla commande

iNG((XML0  + XA7 - 87 *xA3 +12* + SB)/((X+1)"3  *(X"2 +X +1)M *(x-1)"8),X);

mais le rZsultat occupe plus de deux pages que nousavonsomis de reproduire
ici. Par cortre la feuille de calcul reproduite plus loin permet dOobtenilOZgalitZ
suivante (le calcul sousMupad prend une vingtaine de secondes)quQilsenble
Zvidemmen impossible dOobtenir” la main”

Y2 4104 70 gd 4 1+ 56 _ 2404751 1165

. T DR X+ D 18T 270936 A T 128 "G/2)

- - _ (=
559 53656 3, 10730 3arctg(%53) , 2228868161

217" " 61 2187 20007520
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partfrac(x"2/ ((x+1)*(x-1)*(x+2)),x);
P e
6!(x" 1) 21(x+1) 31(x+2)
partfrac((x"N7+2*xN5+4* x"2- x+1) [ (x"2* (x"2+1)"2), X);
LT3 il
X" T4+ o+ +
X' ¥+12 ¥+1

int(1/((x"2+2*x+5)72), x=0..1);

. ACaN(d) 1
64 16 160

int(x"2/ ((x-1)*(x+1)*(x+2)),x=0..1/2);
P 70

)
e . . stinea
2 2
i nt ((XNT7+2*¥ XA5+4* XN 2- x+1) [ (xN2* (x"2+1) ~2), x=1.. 2) ;
In(8) . B¢In(D) . # , nctan(3) , B
2 2 20

2 8

int (X710 + XA7 - 87 *xA3 +12*x + 56)/((X+1)"3 *(X 2 +x +1)74 *
(x-1)"8),
x=0. . 1/ 2)
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4.5 Exercices sur le Chapitre 4

exercice 1

- . - 5
DZcommserenZlZmets simples etcalculer = ——— X _____dx.

(X+l)(Xi2)(X+3)' 0 (x+1)(x+2)(x+3)

exercice 2

DZcomposer en ZIZmats simples la fraction rationnelle et

1
(CCRECEETTE

calculer RIS TEREE

exercice 3
DZcomposer en ZIZmeths simples dans R[x], puis dans C[x], les fractions
rationnelles suivantes

_ 1 _ 1 _ 1
f(x) = maf(x)— m’f(x)_ X(X2+ x + 1)2°
B x4+ 1 B 2x" 1 B n!
R R i R T Ve VA A TR VI (T §
exercice 4

a)Calculer la dZrivZen® de + , a %R.

b)En dZduire la dZrivZen® de -

X2+1 *

exercice 5
DZcomposersur C en ZlZmets simplesla fraction

1
xnro1
Soiert n %N* et P %C[x] tel qued (P) < n.
b) Montrer qu@ilexiste n nombres complexes(#x)is ks n tels que

f(x) =

P 1% #P(#
xh" 1 n ., X" #y
c) En dZduire que
P 1 # X+ #, 1
— == pP# " ZP(0).
"1 2 #) s, 27 ©

d) Montrer que

sin((n" 2)x) _, 17 k% . ko
Ry szl sm(T(Bcotg(x 7(3
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exercice 6
Enonceret dZmorirer un rZsultat du type "division selonlespuissancesrois-
sartes" pour les ertiers.Que donne cerZsultat pour le nombre 13457490876543265

Faire le lien avec vos souwenirs du CM2.

exercice 7 Soiert a et b deux nombres complexesdistincts.DZcomposersur
C la fraction

1
(x" an(x" hn
Indication : on pourra appliquer la formule de Taylor avecreste intZgral au
point a ~ la fraction rationnelle (x " a)"f (x) qui nOgas de p™Ileen a.

f(x) =

exercice 8(sousMUPAD)
_ a_)_Dchmposeren ZIZmets simples (Xéii*)%gf’..xi’)'fg‘?i’jrg3s)g et en calculer une
primitiv e.

52 10 4
X" °+8 76x*+2 93x +3
b) Calculer | TS 1) 2(x 3 S)de.

exercice 9(sousMUPAD) 5
Trouver une primitiv e de m et calculer 01 (x2+(>j<7x+1)13
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