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In tro duction

Ce cours dÕalg•bresecompose de 4 chapitres. Au Chapitre 1 on rappelle les
notions de Groupe, dÕAnneauet de Corps. Au Chapitre 2 on prŽsente, essen-
tiellement sansdŽmonstration, les notions et rŽsulta ts usuelsdÕarithmŽtique:
p.g.c.d., thŽor•me de Bezout, algorithme dÕEuclide,thŽor•me de Gauss, thŽo-
r•me chinois, p.p.c.m., nombres premiers, dŽcomposition en facteurs premiers.
Au chapitre 3 on dŽveloppe, avec des dŽmonstrations dŽtaillŽes,"lÕarithmŽ-
tique des polyn™mes" , o• on retrouve les m•mes notions, les polyn™mesir-
rŽductibles jouant le r™ledes nombres premiers. Au Chapitre 4 on donne la
dŽcomposition des fractions en ŽlŽments simples et sesapplications au calcul
intŽgral.

Touteslesnotions et tous lesrŽsultatssont illustrŽs par denombreux exemples
concrets,o• les calculs sont dŽtaillŽs. DÕautrepart les objets prŽsentŽs dans ce
cours, ˆ lÕexceptionde la factorisation des polyn™mesde degrŽsupŽrieur ˆ 4,
peuvent •tre e!ectiv ement calculŽs . La mise au point dÕalgorithmesde cal-
cul e!caces (dans des situations beaucoupplus complexesque cellesabordŽes
dans ce modestecours) est dÕailleurslÕobjet dÕune branche importante desMa-
thŽmatiques contemporaines, lÕAlgorithmique ArithmŽtique , reprŽsentŽe ˆ
Bordeaux par lÕŽquipe de rŽputation internationale animŽe par le Professeur
H.Cohen. On nÕabordera Žvidemment pas ici ce domaine des mathŽmatiques,
mais on montrera sur de nombreux exemples comment le logiciel de calcul for-
mel MUP AD peut •tre uti lisŽ pour mener ˆ bien descalculs qui seraient inac-
cessiblessanslÕusagede lÕordinateur.

Aitzin solasa Algebra ikasgaihauek lau kapitulutan moldatuak dira. I.
Kapituluan Talde, Eraztun eta Gorputzaren nozioakoroitarazten dira. I I. Kapi-
tuluan aritmetik ako ohiko ezagueraeta emaitzak : z.k.h.-a, Bezout-en teorema,
Euklides-en algoritmoa, Gauss-enteorema, teorema txinoa, m.k.t.-a, zenbaki
lehenak, faktore lehenetako deskonposaketa, funtsean frogarik gabe aurkeztuak
dira. I I I. Kapituluan, froga zehatzekin, "p olinomio en aritmetik a" azaltzen
da , non, polinomio laburtezinek zenbaki lehenenpapera jokatuz, ezaguerabe-
rak kausitzen diren. IV. Kapituluan elementu sinpleetako frakzioen deskonpo-
saketa aurkezten da, eta honen aplikazioak kalkulu integralean. Ezaguera eta
emaitza guziak kalkulu xehezlagunduriko anitz adibide konkreturekin argituak
dira. Gainera, ikasgaihauetan aurkeztu objektuak, maila 4 baino handiagoa du-
ten polinomioen faktorizazioa ezik, eragink orki kalkula daitezk e. Bestalde,
kalkulu-algoritmo en lanketa (ikasgaixume honetan aipatuak diren baino egoera
askoz korapilatsuagoetakoa), Matematika garaikideen adar garrantzitsu baten
aztergaiada, Algoritmik a Aritmetik oa, H. CohenIrakasleakanimatzen duen
Bordaleko nazioarteko ospeko taldeak ordezkatua. Ez gara hemennehondik ere
matematika alor horretan sartuko, baina, anitz adibideren gainean, erakutsiko
dugu nola MUP AD kalkulu formalaren programa, ordenagailurik gabe lortu
ezinak izango liratekeenkalkuluak bururatzeko erabil daitekeen.
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Chapitre 1

Groupes, Anneaux, Corps

1.1 Group es

Nous commencons par rappeler desdŽÞnitions classiques

DeÞnition 1.1.1 Un groupe est une ensemble non vide G muni dÕuneloi de
composition interne (x, y) !"# x $ y possŽdant les propriŽtŽssuivantes

(1.1) x $ (y $ z) = (x $ y) $ z pour tout tripl et (x, y, z) dÕŽlŽmentsde G.
(1.2) I l existe un ŽlŽment e de G tel que x $ e = e$ x = x pour tout x %G.
(1.3) Pour tout x %G, il existe y %G tel que x $ y = y $ x = e.

On dira quÕuneloi de composition interne sur un ensemble E vŽriÞant la condi-
tion (1.1) est associative. Si (G, $) est un groupe, lÕŽlŽment e de G vŽriÞant la
condition (1.2) ci-dessusest appelŽ ŽlŽment neutre de G. On vŽriÞe(exercice)
que cet ŽlŽment neutre est unique. LÕŽlŽment y de G tel que x $ y = y $ x = e
est appelŽ inverse de x. Il est Žgalement unique. On vŽriÞeplus gŽnŽralement
(exercice) que si (E , $) est un ensemble muni dÕune loi de composition associa-
tiv e pour laquelle il existe un ŽlŽment neutre e, et si trois ŽlŽments x, y1 et y2

de E vŽriÞent x $ y1 = y2 $ x = e alors y1 = y2.

DeÞnition 1.1.2 On dit quÕungroupe (G, $) est commutatif , ou abŽlien , si
on a la condition suivante

(1.4) x $ y = y $ x pour tout couple (x, y) dÕŽlŽmentsde G.

La loi de composition dÕungroupe abŽlien G serasouvent notŽe+ . Dans ce cas
lÕŽlŽment neutre de G sera notŽ 0 , et lÕinversedÕunŽlŽment x de G sera notŽ
" x et appelŽ lÕopposŽde x.

Exemple 1.1.3 Notons Z lÕensemble desentiers relatifs, Q lÕensemble des ra-
tionnels, R lÕensemble des rŽels et C lÕensemble des nombres complexes.Alors
(Z, +) , (Q, +) , (R, +) et (C, +) sont desgroupes abŽliens.
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2 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS

Exemple 1.1.4 Soit p & 2 un entier. Pour 0 ' a ' p " 1 on pose øa = { a +
pn} n ! Z, et on pose øa + øb = ør o• r est le reste de la division de a + b par p
(dÕapr•s le cours de CM1 , on a bien 0 ' r ' p " 1). On vŽriÞe que (Z/p Z, +)
est un groupe abŽlien.

On peut illustrer ceci par les tables dÕadditionde Z/ 2Z et Z/ 3Z.

+ ø0 ø1
ø0 ø0 ø1
ø1 ø1 ø0

+ ø0 ø1 ø2
ø0 ø0 ø1 ø2
ø1 ø1 ø2 ø0
ø2 ø2 ø0 ø1

Cesdeux exemplessont un casparticulier de la thŽorie desgroupesquotient quÕil
nÕya pas lieu de dŽvelopper ici. On notera que la nature mathŽmatique exacte
des ŽlŽments ø0, ø1, . . . , øp " 1 de Z/p Z ne joue gu•re de r™leen pratique. Ce qui
compte est de pouvoir utiliser la table de lÕaddition(ˆ laquelle on ajoutera plus
loin une table de multipli cation)

On peut Žgalement utiliser la notation multiplicativ e pour certains groupes
abŽliensou non. On note alors x.y au lieu de x $ y. LÕŽlŽment unitŽ est notŽ 1
(ou I sÕilsÕagitde matrices), et lÕinverse de x %G est notŽ x" 1 (la notation x" 1

est utilisŽe dans tous les caso• la loi du groupe nÕestpas notŽeadditiv ement).
On notera Q# lÕensemble des rationnels non nuls. On notera de m•me R#

lÕensemble desrŽelsnon nuls et C# lÕensemble desnombres complexesnon nuls.
On posedÕautrepart ! = { z %C | |z| = 1} . Le produit de deux ŽlŽments x et
y de Z , Q , R ou C seranotŽ x.y (ou xy si aucuneconfusion nÕest̂ craindre).

Exemple 1.1.5 (Q#, .), (R#, .), (C#, .) et (! , .) sont des groupes abŽliens pour
le produit usuel.

LÕensemble GL(2, R) des matrices ˆ deux lignes et deux colonnes ˆ coe! -
cients rŽels de dŽterminant non nul est un groupe non abŽlien pour le produit
matriciel (dont la dŽÞnition est rappellŽe plus loin).

Notons que si (G, $) est un groupe, on a les propriŽtŽs suivantes (exercice
facile)

(1.5) (x" 1)" 1 = x ( x %G.

(1.6) (xy)" 1 = y" 1 $ x" 1 ( x, y %G.

Une notion importante en thŽorie desgroupesest la notion de sous-groupe,
donnŽepar la dŽÞnition suivante.

DeÞnition 1.1.6 Soit (G, $) un groupe. On dit quÕunepartie H de G est un
sous-groupe de G si les deux conditions suivantessont vŽriÞŽes

(i) H est non vide , et x $ y %H pour tout couple (x, y) dŽlŽmentsde H .
(ii) (H , $) est un groupe.
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La proposition suivante est utile pour Žviter desvŽriÞcationsfastidieuses.

Prop osition 1.1.7 Soit (G, $) un groupe et soit H ) G. Les deux conditions
suivantessont Žquivalentes

(i) H est un sous-groupe de G.
(ii) H est non vide, et a $ b" 1 %H pour tout couple (a, b) dÕŽlŽmentsde H .

DŽmonstration : Il est clair que tout sous-groupe de G vŽriÞe(ii). RŽciproque-
ment soit H ) G vŽriÞant (ii) , et soit a % H. On a e = a $ a" 1 % H , donc
H contient lÕŽlŽment neutre e de G. On a b" 1 = e $ b" 1 %H pour tout b %H.
EnÞn dÕapr•sla propriŽtŽ 1.6 on a $b = a $(b" 1)" 1 %H pour tout couple (a, b)
dÕŽlŽments de H. *

1.2 Anneaux

On va maintenant sÕintŽresseraux ensembles munis de deux lois de compo-
sition interne.

DeÞnition 1.2.1 Soit (A, + , .) un ensemble non vide possŽdant au moins deux
ŽlŽmentsmuni de deux lois de composition internes. On dit que (A, + , .) est un
anneau si les conditions suivantessont vŽriÞŽes

(i) (A, +) est un groupe abŽlien.
(ii) x.(y + z) = x.y + x.zet (y + z).x = y.x + z.x pour tout tripl et (x, y, z) dÕ

ŽlŽmentsde A.
(iii) x.(y.z) = (x.y).z pour tout tripl et (x, y, z) dÕŽlŽmentsde A.
(iv) I l existe un ŽlŽment 1 de A tel que x.1 = 1.x = x pour tout x %A.
On dit quÕunanneau (A, + , .) est commutatif si on a de plus la propriŽtŽ

suivante
(v) x.y = y.x pour tout couple (x, y) dÕŽlŽmentsde A.

Pour Žviter dÕalourdirles notations on Žcrira "lÕanneauA" au lieu de "lÕanneau
(A, + , .)" quand aucune confusion nÕest̂ craindre.De m•me on Žcrira souvent
xy au lieu de x.y. LÕŽlŽment notŽ 1 dans la dŽÞnition ci dessusest appellŽ unitŽ
de lÕanneauA. On dit quÕunŽlŽment x deA est inversiblesÕilexistey %A tel que
xy = yx = 1. Cet ŽlŽment y, appelŽinverse de x, est alors notŽ x" 1. La formule
1.6 reste valable dans ce contexte , et on vŽriÞe(exercice) que (I nv(A), 1) est
un groupe, I nv(A) dŽsignant lÕensemble des ŽlŽments inversibles dÕunanneau
A.

Il est clair que (Z, + , .), (Q, + , .), (R, + , .) et (C, + , .) sont desanneauxcom-
mutatif s. On peut Žgalement munir Z/p Z dÕunestructure dÕanneaucommutatif
naturelle

Exemple 1.2.2 Soit p & 2 un entier. Pour 0 ' a ' p " 1, 0 ' b ' p " 1 , on
poseøa.øb = r o• r dŽsignele restede la division de a.b par p. Alors (Z/p Z, + , .)
est un anneau commutatif.
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Nous illustrons ceci en donnant les tables dÕadditionet de multiplication de
Z/ 4Z.

+ ø0 ø1 ø2 ø3
ø0 ø0 ø1 ø2 ø3
ø1 ø1 ø2 ø3 ø0
ø2 ø2 ø3 ø0 ø1
ø3 ø3 ø0 ø1 ø2
. ø0 ø1 ø2 ø3
ø0 ø0 ø0 ø0 ø0
ø1 ø0 ø1 ø2 ø3
ø2 ø0 ø2 ø0 ø2
ø3 ø0 ø3 ø2 ø1

Soit maintenant M (2, R) lÕensemble des matrices carrŽesˆ deux lignes et
deux colonnesˆ coe!cien ts rŽels.On pose

!
a b
c d

"
+

!
e f
g h

"
=

!
a + e b+ f
c + g d + h

"

!
a b
c d

"
.
!

e f
g h

"
=

!
ae+ bg af + bh
ce+ dg cf + dh

"

Exemple 1.2.3 (M (2, R), + , .) est un anneau non commutatif qui a pour unitŽ

I =
!

1 0
0 1

"
.

Soit n un entier positif .On poseC0
n = 1, C1

n = n, et Cp
n = n (n " 1) ... (n " p+1 )

p!
pour 2 ' p ' n. Si A est un anneau, et si ab= ba, avec a, b %A, on a , avec la
convention a0 = b0 = 1, la formule du bin™mede Newton

(1.7) (a + b)n =
#

0$ p$ n

Cp
n apbn " p

On peut intro duire la notion de sous-anneau,mais elle joue un r™lemoins
important quela notion de sous-groupe. Pour lesanneauxcommutatif s la notion
importante est la notion dÕidŽal, que nous dŽtaillerons pour les anneaux de
polyn™mes.

1.3 Corps

Nous intro duisonsune derni•re notion importante.
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DeÞnition 1.3.1 Soit (K , + , .) un ensemble muni de deux lois de composition
internes. On dit que(K , + , .) est un corps si (K , + , .) est un anneau commutatif
dans lequel tout ŽlŽment non nul poss•de un inverse.

Soit (K , + , .) un corps, et soit K # lÕensemble des ŽlŽments non nuls de K ,
0 dŽsignant lÕŽlŽment neutre de lÕaddition.OnvŽriÞeque (K #, .) est un groupe
abŽlien, et que 1 += 0.

Exemple 1.3.2 (Q, + , .), (R, + , .), (C, + , .) sont des corps.On verra plus loin
que Z/p Z est un corps si p est un nombre premier.

Il est clair queZ nÕestpasun corpspuisque1 et " 1 sont lesseulsŽlŽments inver-
siblesde Z. La table de mutiplication de Z/ 4Z montre que ø2 nÕapas dÕinverse,
donc Z/ 4Z nÕestpas un corps (on verra plus gŽnŽralement que Z/p Z nÕestpas
un corps si p nÕestpas premier). Notons que le corps Z/ 2Z ne poss•deque deux
ŽlŽments.

On peut dans les corps se livrer ˆ des calculs analoguesaux calculs usuels
dans R. On peut noter 1

a lÕinverse dÕunŽlŽment non nul dÕun corps K , et
lÕŽquationax = b a pour unique solution dansK x = b

a . De m•me la r•gle " pour
quÕunproduit de facteurs soit nul il faut et il su! t que lÕundes facteurs soit
nul" est valable dans un corpsquelconque(mais pasdansun anneauquelconque
puisque ø2.ø2 = 0 dans Z/ 4Z).

1.4 Cal culs dans Z/n Z sous MUP AD

On peut utiliser MUPAD pour faire descalculs dans Z/n Z

Exemple 1.4.1 Calculer 3174667+257985, " 3174667+257985et 3174667.257985
dans Z/ 8786543Z.

On utilise la commandemo dp

modp(3174667+ 257985, 8786543);

modp(-3174667 + 257985, 8786543);

modp(3174667* 257985, 8786543);
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3432652

5869861

5219879

On a donc 3174667+ 257985= 3432652, " 3174667+ 257985= 5869861,
3174667.257985= 5219879.

On peut Žgalement calculer dansZ/n Z desinverses,et desproduits du type
øa.øb" 1 , mais il faut faire attention.

Exemple 1.4.2 Calculer lÕinverse de ø8 dans Z/ 48Z.

modp(1/6,48);

Error: impossi ble inverse modulo

MUPAD a raison : ø6.ø8 = ø0, donc ø6 nÕestpas inversible dans Z/ 48Z. Pour
Žviter cet Žcueilon va choisir n premier, car dans ce cas,commeon le verra au
chapitre suivant , Z/n Z est un corps.

Exemple 1.4.3 Calculer (317465)" 1 et 317465.(257985)" 1 dans Z/nZ , o• n
est le 34567e nombre premier.

ithprime(34567);

409463

On voit donc que le nombre premier cherchŽ est 409463, et on peut faire les
calculs

modp(1/317465,409463);

modp(317465/257985,409463);

180813

335955
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Donc (317465)" 1 = 180813et 317465.(257985)" 1 = 335955dansZ/ 409463Z.

1.5 Exerci ces pour le Chapi tre 1

exercice 1

VŽriÞer que Z/n Z est un anneaucommutatif pour n & 2.

exercice 2

Donner les tables dÕadditionet de multiplication de Z/ 7Z et Z/ 9Z. Quels
sont les ŽlŽments inversiblesde cesdeux anneaux ?

exercice 3

Montrer que lÕensemble T = { z % C#| |z| = 1} est un sous-groupe de C#.
Montrer que Un = { z %C#| zn = 1} est un sous-groupe de T pour n %Z.

exercice 4

Montrer que GL 2(R), lÕensemble des matrices carrŽesdÕordre2 inversibles,
est un groupe (la loi du groupe Žtant la multiplication des matrices). Montrer
que

H := { M %GL 2(R) | det M = 1} et K :=
$%

cos! sin !
" sin ! cos!

&
, ! %R

'

sont dessous-groupesde GL 2(R).

exercice 5

Soit G lÕensemble desquatre fonctions numŽriques

f 1(x) = x, f 2(x) =
1
x

, f 3(x) = " x, f 4(x) = "
1
x

,

dŽÞniessur R#, muni de la composition desapplications. Montrer que G est un
groupe.

exercice 6

Soit F lÕensemble des fonctions de R dans R. Montrer que (F , + , , ) est un
anneaucommutatif , o• (f + g)(x) = f (x) + g(x) et (f , g)(x) = f (x).g(x) pour
x %R ,f , g %F .

exercice 7

Prouver que tous les sous-groupesde Z sont de la forme aZ, avec a %N.
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exercice 8

Montrer que A =
(

a + b
-

3, a,b %R
)

est un sous-anneaude R. Est-ce que
A est un sous-corpsde R ?

exercice 9

Soit (G, $) un groupe tel que a $ a = e pour a % G. Montr er que G est
commutatif et donner un exemple de groupe vŽriÞant cette propriŽtŽ.

exercice 10 (sousMUPAD)

a) DŽterminer le 456917e nombre premier
b) E"ectuer dans Z/n Z, n dŽsignant le nombre trouvŽ ˆ la question prŽcŽ-

dente, les opŽrations suivantes

1723497+ 5255675, 1723497" 5255675, 1723497.5255675.

c) RŽsoudredans Z/n Z lÕŽquation5255675x = 1723497.



Chapitre 2

Un peu d’arithmétique

2.1 La di vi sion du CM

On seproposeici de donner sansdŽmonstrati on quelquesrŽsultats classiques
dÕarithmŽtique.Une dŽmarche analoguepermettra de developper en dŽtail au
Chapitre suivant " lÕarithmŽtique des polyn™mes"qui joue un r™leimportant
en alg•bre linŽaire.

Dans toute la suite Z dŽsigneralÕensemble des entiers relatif s, N = { n %
Z | n & 0} lÕensemble desentiers naturels, et N# lÕensemble desentiers positifs,
munis desopŽrations usuelles.

ThŽor•me 2.1.1 Soit a % Z, et soit b % N#. I l existe un couple unique (q, r )
dÕentierspossŽdant les deux propri«tŽs suivantes

(i) a = bq+ r
(ii) 0 ' r ' b" 1.

Ce rŽsultat , souvent appelŽ "division euclidienne dans Z", a ŽtŽ vu en CM1
pour a > 0 et lÕextensionaux entiers nŽgatifs est Žvidente. LÕunicitŽprovient
du fait que si r " r %= b(q%" q), avec q += q%, alors |r " r %| & b, tandis que
|r " r %| ' b" 1 si r et r %vŽriÞent (ii).

On disposedÕun moyen e"ectif pour calculer q et r

1 3 2 9
4 2 14

6

qui donne q = 14 et r = 6 si a = 132 , b = 9.

DeÞnition 2.1.2 Soient m et n deuxentiers relatifs.On dit quem divise n sÕil
existe p %Z tel que n = mp. On dit alors que n est un multiple de m.

On a lÕimportante notion de plus grand commun diviseur (p.g.c.d.)

9
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ThŽor•me 2.1.3 Soit (a1, . . . , ap) une famil le Þnie dÕentiersnaturels non tous
nuls. I l existe un unique entier positif d possŽdant les propriŽtŽssuivantes

(i) d divise ai pour 1 ' i ' p.
(ii) Si un entier relatif " divise ai pour 1 ' i ' p , alors " divise d.
Cet entier positif d est appelŽ le p.g.c.d. de la famil le (a1, . . . , ap).

Il est clair que le p.g.c.d. de (a1, . . . , ap) est Žgal ˆ celui de (|a1|, . . . , |ap|), et
que le p.g.c.d. dÕunefamille dÕent iers ne changepas si on lui retire sesŽlŽments
nuls.

Pour calculer le p.g.c.d.dÕunefamille (a1, . . . , ap) on peut procŽderpar rŽcur-
renceÞnie: si on note bk le p.g.c.dde(a1, . . . , ak ) alorsbk+1 est le p.g.c.ddeak+1

et bk . Il est clair que le p.g.c.d. de (a1, . . . , ap) est Žgalˆ celui de (|a1|, . . . , |ap|).
Il su! t donc de savoir calculer le p.g.c.d. de deux entiers positifs a et b, cequi se
fait par lÕalgorithme dÕEuclide. Celui-ci consisteˆ faire desdivisions successives.
Soient a et b deux entiers positifs , aveca & b, et soit d leur p.g.c.d. On proc•de
de la mani•re suivante.On commencepar Žcrire

a = bq1 + r 1 avec 0 ' r ' b" 1. Si r = 0, d = b.

Sinon on recommence
b = r 1q2 + r2 avec 0 ' r 2 ' r 1 " 1. Si r 2 = 0, d = r 1.

Sinon on recommence
r 1 = r 2q3 + r 3 avec 0 ' r 3 ' r 2 " 1. Si r 3 = 0, d = r2.

Sinon on recommence
. . ..
r k = r k+1 qk+2 + r k+2 avec 0 ' r k+2 ' r k+1 " 1. Si r k+2 = 0, d = r k+1 .

Sinon on recommence
. . .
On Þnit par avoir, ˆ un certain rang p
r p = rp+1 qp+2 + r p+2 avec 0 ' r p+2 ' r p+1 " 1, r p+2 += 0

r p+1 = r p+2 qp+3 + r p+3 avec r p+3 = 0. On a alors d = r p+2 .

Autrement dit "le p.g.c.d. est Žgal au dernier reste non nul dans
lÕalgorithme dÕEuclide." Comme rk > r k+1 pour tout k , il est clair avec les
notations ci-dessusque lÕalgorithmesÕarr•teavec p + 2 ' b " 1. Le fait que le
p.g.c.d. de a et b est bien Žgalau dernier reste non nul provient du fait que si u
et v sont deux entiers positif s alors le p.g.c.d. de u et v est Žgalau p.g.c.d. de v
et du reste de la division de u par v.

On a donc

p.g.c.d.(a, b) = p.g.c.d.(b,r 1) = p.g.c.d.(r 1, r 2) = . . . = p.g.c.d.(r p+2 , 0) =
rp+2 .



2.1. LA DIVISION DU CM 11

Exemple 2.1.4 p.g.c.d. de 132 et 55
132 = 55 . 2 + 22
55 = 22 . 2 + 11
22 = 11 . 2 + 0
Le p.g.c.d. de 132 et 55 est Žgal ˆ 11.

On va maintenant Žnoncerle thŽor•me de Bezout

ThŽor•me 2.1.5 Soit (a1, . . . , ap) une famil le Þnie dÕentiersnaturels non tous
nuls et soit d le p.g.c.d. de (a1, . . . , ap).I l existe une famil le (u1, . . . , up) dÕŽlŽ-
ments de Z vŽriÞant

a1u1 + . . . apup = d

Plus gŽnŽralement lÕŽquation a1v1+ . . . apvp = n admetune solution (v1, . . . , vp)
dans Zp si et seulement si n est un multiple de d.

On disposedÕunemŽthode e"ective pour calculer deux entiers u et v tels que
au + bv = d , d dŽsignant le p.g.c.d. de deux entiers positifs a et b. Il su!t de
"remon ter lÕalgorithme dÕEuclide" . On peut ene"et utiliser lÕavant derni•re
ligne de lÕalgorithmepour exprimer d = r p+2 en fonction de r p+1 et r p. En
utilisant la ligne prŽcedente on exprime rp+1 en fonction de r p et r p" 1 et en
substituant on exprime d en fonction de r p et r p" 1. En itŽrant ce procŽdŽligne
par ligne vers le haut on obtient les coe!cien ts u et v cherchŽs.

Exemple 2.1.6 Trouver deux entiers u et v tels que 132u + 55v = 11.
11 = 55 " 22 . 2
22 = 132 " 55 . 2
11 = 55 " (132 " 55 . 2) . 2
55 . 5 " 132 . 2 = 11
Le couple (-2, 5) est donc solution

En fait on dispose dÕunemŽthode rapide pour calculer u et v, en faisant
descalculs intermŽdiairespendant le dŽroulement de lÕalgorithme.LÕidŽeest la
suivante : si r n +2 = aun +2 + bvn +2 , en remontant lÕalgorithmeon obtient r n =
r n +1 qn +2 + r n +2 , r n +2 = " r n +1 qn +2 + r n = a(qn +2 un +1 " un )+ b(qn +2 vn +1 " vn ).
On obtient les relations de rŽcurrence

$
un +2 = " qn +2 un +1 + un

vn +2 = " qn +2 vn +1 + vn
(2.1)

Avec les notations ci-dessuson peut alors Žcrire en colonne les valeurs suc-
cessivesde un et vn . On a u1 = 1 = 1 " q1 . 0, v1 = " q1 = " q1 + 0, et on peut
Žcrire "lÕalgorithmedÕEuclideŽtendu"

qn un vn

1 0
0 1

132 = 55 . 2 + 22 2 1 -2
55 = 22 . 2 + 11 2 -2 5
22 = 11 . 2 + 0
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On retrouve ainsi le fait que (" 2) . 132+ 5 . 55 = 11.

2.2 Appl icati ons du t hŽor•me de Bezout

DeÞnition 2.2.1 Soient a et b deux entiers relatifs.On dit que a et b sont
premiers entre eux si leur p.g.c.d. est Žgal ˆ 1.

On va maintenant donner deux consŽquencesimportantes du thŽor•me de Be-
zout.

ThŽor•me 2.2.2 (Gauss) Soient a, b,c trois entiers relatifs non nuls. Si a di-
vise bc, et si a est premier avec b, alors a divise c.

DŽmonstration : Il existe u, v %Z tels que au + bv = 1. Donc c = auc+ bcv.
Comme a divise bc , il existe w %Z tel que bc= aw. Donc c = a(uc + vw), ce
qui montr e que a divise c. *

Corollaire 2.2.3 Soient a et b deuxentiers relatifs non nuls et soit d le p.g.c.d.
de a et b. Soit S = { (u, v) %Z2 | au + bv = 0} . On a S = {" nb%, na%} n ! Z , o•
a%= a

d et b%= b
d

DŽmonstration : Il rŽsulte du thŽor•me de Bezout que a%et b%sont premiers
entre eux, et S = { (u, v) %Z2 | a%u + b%v = 0} . Il est clair que si u = " nb%et
si v = na%alors (u, v) %S. RŽciproquement si a%u + b%v = 0 alors a%divise b%v
, donc a%divise v dÕapr•sle thŽor• me de Gauss.Donc il existe n % Z tel que
v = na%. On a alors ua%= " b%na%, donc u = " nb%. *

On a alors le rŽsultat suivant concernant lÕŽquationde Bezout, dont la dŽmons-
tration est laissŽeen exercice.

Corollaire 2.2.4 Soient a et b deuxentiers positifs premiers entre eux. I l existe
alors un unique couple (u0, v0) dÕentiersrelatifs vŽriÞant les deux conditions
suivantes

(i) au0 + bv0 = 1
(ii) 0 ' u0 < b.
De plus dans ce cas on a v0 ' 0 et |v| < a.
DÕautre part les solutions enti•r es de lÕŽquation au + bv = 1 sont donnŽes

par les couples de la forme u = u0 " nb,v = v0 + na avec n %Z.

Ces rŽsultats ont diversesapplications pratiques. On peut par exemple les
utiliser pour dŽterminer les points ˆ coordonnŽesenti•res dÕunedroite dont les
coe!cien ts de lÕŽquationsont entiers.

Exemple 2.2.5 DŽterminer les points a coordonnŽes enti•r es de la droite "
dÕŽquation 55x + 132y = 13.
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Pour quede tels points existent, il faudrait que13soit un multiple du p.g.c.d.
de 55 et 132, qui est Žgal ˆ 11, ce qui est visiblement faux. Donc cette droite
nÕapas de points ˆ coordonnŽesenti•res.

Exemple 2.2.6 DŽterminer les points ˆ coordonnŽes enti•r es de la droite D
dÕŽquation 55x + 132y = 22.

Ici 22 est un multiple de 11, donc lÕŽquation55x + 132y = 22 a dessolutions
enti•res. Comme 55 . 5 " 2 . 132 = 1 on obtient une solution particuli•re en
posant x0 = 10, y0 = " 4. Soient maintenant (x, y) %Z 2. On a 55x + 132y" 22 =
55(x " x0) + 132(y " y0). On voit donc que 55x + 132y = 22 si et seulement si
x = 10+ u et y = " 4+ v , avec55u+ 132v = 0. Comme 55

11 = 5 et 132
11 = 12on voit

que les points ˆ coordonnŽesenti•res de D sont les points donc les coordonnŽes
sont de la forme (10 " 12n, " 4 + 5n) avec n %Z.

On a la variante suivante du thŽor•me de Gauss,dont la dŽmonstration est
laissŽeen exercice.

ThŽor•me 2.2.7 Soient a, b1, . . . , bp desentiers non nuls. Si a estpremier avec
bk pour 1 ' k ' p , alors a est premier avec le produit b1 . . . bk .

Corollaire 2.2.8 Soient a1, ..., ak desentiers premiers entre eux deux ˆ deux.
Si x %Z est divisible par aj pour 1 ' j ' k, alors x est divisible par le produit
a1...ak .

DŽmonstration : Si k = 1, il nÕya rien ˆ dŽmontrer. Supposonsmaintenant
que le rŽsultat est vrai pour k " 1, avec k & 2. Soient a1, ..., ak des entiers
premiers entre eux deux ˆ deux et supposonsque x % Z est divisible par aj

pour 1 ' j ' k. Alors x est divisible par le produit a1...ak" 1, donc x sÕŽcritsous
la forme x = a1...ak" 1y, avec y %Z. Il rŽsulte du thŽor•me ci-dessusque ak est
premier avec a1...ak" 1, et on dŽduit alors du thŽor•me de Gaussque ak divise
y. Donc x est divisible par a1...ak , et la propriŽtŽ est vraie pour k. Le rŽsultat
est donc dŽmontrŽ par rŽcurrence. *

2.3 Le thŽor•me chinoi s

Soit p un entier positif . On dira que deux entiers relatif s a et b sont congrus
modulo p , et on Žcrira a / b (p), quand a " b est divisible par p.On vÕeriÞe
facilement que si a / a% (p) et si b / b% (p) alors a + b / a%+ b% (p) et
ab / a%b% (p).

On a le thŽor•me suivant , dž ˆ un mathŽmaticien chinois anonyme.

ThŽor•me 2.3.1 Soient p1, . . . , pk des entiers positifs tels que pi et pj soient
premiers entre eux pour i += j .Alors pour toute famil le (q1, . . . , qk ) dans Zk le
syst•me dÕŽquations de congruence
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x / q1 (p1)
. . .
. . .
x / qk (pk )

poss•de des solutions dans Z. De plus si x0 est une solution, alors la solution
gŽnŽrale du syst•me est donnŽe par la formule

x = x0 + np1...pk ,

avec n %Z.

Notons que si x0 est une solution particuli•re alors x % Z est solution du
syst•me si et seulement si x " x0 / 0 (mod pj ) pour 1 ' j ' k. Donc si
x = x0 + np1...pk , avecn %Z, alors x est solution du syst•me. RŽciproquement,
si x est solution du syst•me, alors x " x0 est divisible par p1, p2, ... et pk , qui
sont premiers entre eux deux ˆ deux, donc il est divisible par le produit p1...pk

et on a x = x0 + np1...pk avec n %Z.
Pour dŽmontrer lÕexistencedÕunesolution on proc•de par rŽcurrencesur k

et on est ramenŽ ˆ chaque Žtape ˆ rŽsoudre dans Z2 une Žquation du type
ax + by = c , aveca , b , c entiers relatif s , a et b premiers entre eux. Ceci donne
un moyen e"ectif de trouver dessolutions pour ce type de syst•mesdÕŽquations
de congruence,que nous dŽcrivons dans lÕexemplesuivant

Exemple 2.3.2 Trouver x %Z vŽriÞant
x / 1 (2)
x / " 1 (3)
x / 2 (5)

Les solutions de la premi•re Žquation sont de la forme x = 1 + 2m, m %Z.
En reportant dansla secondeŽquationon obtient 1+ 2m = " 1+ 3n, avecn %Z,
qui donne 3n " 2m = 2. LÕŽquation3u " 2v = 1 admet pour solution triviale
u = 1, v = 1. Donc on peut prendre m = n = 2, ce qui fait que x = 1 + 4 = 5
est solution du syst•me formŽ par les deux premi•res Žquations.

La solution gŽnŽralede cesyst•me est de la forme x = 5+ 6p, avecp %Z. En
reportant dansla derni•re Žquationon trouve 5+ 6p = 2+ 5q , soit 6p" 5q = " 3.
LÕŽquation6u" 5v = 1 a pour solution triviale u = v = 1. Donc on peut prendre
p = q = " 3, ce qui donne x0 = " 13 comme solution du syst•me proposŽ.On
voit facilement que la solution gŽnŽraleest de la forme x = " 13+ 2 . 3 . 5n =
" 13+ 30n, avec n %Z.

La mŽthode utilisŽe ci-dessusest valable pour tous les syst•mes dÕŽquations
de congruencevŽriÞant les hypoth•ses du thŽor•me chinois, mais il faut en gŽ-
nŽral utilis er lÕalgorithmedÕEuclideŽtendu pour rŽsoudreles Žquations du type
Bezout rencontrŽesˆ chaqueŽtape descalculs.
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2.4 DŽcomp ositi on en pro dui t de nombres pre-
mi ers

La notion de p.g.c.d. a pour pendant celle de plus grand commun multiple
(p.p.c.m.). Nous nous limiterons au casde deux entiers.

ThŽor•me 2.4.1 Soient a et b deux entiers relatifs. I l existe un unique entier
m & 0, appelŽ p.p.c.m. de a et b, possŽdant les deux propri«tŽs suivantes

(i) m est un mutiple commun ˆ a et b
(ii) Si n est un multiple commun ˆ a et b, alors n est un multiple de m.
De plus si on note a 0 b le p.g.c.d. de a et b et a 1 b le p.p.c.m. de a et b on

a la relation(a 0 b)(a 1 b) = ab (avec la convention 0 0 0 = 0).

Exemple 2.4.2 Comme le p.g.c.d. de 55 et 132 est Žgal ˆ 11, le p.p.c.m. de 55
et 132 est Žgal ˆ 660.

Une autre notion importante est la notion de nombre premier.

DeÞnition 2.4.3 Soit p & 2 un entier. On dit que p est premier si 1 et p sont
les seuls diviseurs positifs de p.

Il est clair que si p est premier, et si q nÕestpas un multiple de p, alors p
et q sont premiers entre eux. En utilisant le thŽor•me de Gauss,on obtient le
rŽsultat suivant

ThŽor•me 2.4.4 Soit a & 2 un entier. I l existe une unique suite Þnie crois-
sante(p1, . . . , pk ) denombrespremiers et une unique suite (n1, . . . , nk ) dÕentiers
positifs telles que a = pn 1

1 . . . pn k
k . Cette formule est appellŽe dŽcomposition en

facteurs premiers de n.

En utilis ant la dŽcomposition en facteurs premiers de deux entiers on obtient le
rŽsultat suivant.

Prop osition 2.4.5 Soient a & 2 et b & 2 deuxentiers. Le p.g.c.d. de a et b est
Žgal au produit des diviseurs premiers communs ˆ a et b, a"ectŽs du plus petit
de leurs exposantsdans les dŽcompositions de a et b, et le p.p.c.m. de a et b est
Žgal au produit desdiviseurs premiers de a ou b, a"ectŽsdu plus grand de leurs
exposants dans les dŽcompositions de a et b.

Exemple 2.4.6 Les dŽcompositions en facteurs premiers de 110 et 132 sont
110 = 2 . 5 . 11 et 132 = 22 . 3 . 11. Les seuls diviseurs premiers communs
ˆ 55 et 132 sont 2 (avec lÕexposant 1 pour 110 et lÕexposant 2 pour 132) et
11 (avec lÕexposant 1 dans les deux cas). Donc 1100 132 = 2 . 11 = 22, et
1101 132= 22 . 3 . 5 . 11 = 660.
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Cette deuxi•me mŽthode de calcul du p.g.c.d. est ˆ premi•re vue plus simple
que lÕalgorithmedÕEuclidemais pour les grands nombres le cožt du calcul de la
dŽcomposition en facteurs premiers est ŽlevŽ, et les logiciels de calcul utilisent
desvariantes de lÕalgorithmedÕEuclide.

Pour dresserla liste desnombrespremierson utilise le " crible dÕEratosth•ne"
que nousmettons en oeuvre pour dŽterminer lesnombrespremiers infŽrieursou
Žgauxˆ 30.

On Žcrit la liste 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22,
23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30

On garde 2 et on raye les mutiples de 2.
2, 3, ., 5, ., 7, ., 9, ., 11, ., 13, ., 15, ., 17, ., 19, ., 21, ., 23, ., 25, ., 27, ., 29, .
Le premier nombre non rayŽapr•s 2 est3. On le garde et on raye lesmultiples

de 3.
2, 3, ., 5, ., 7, ., ., ., 11, ., 13, ., ., ., 17, ., 19, ., ., ., 23, ., 25, ., ., ., 29, .
Le premier nombre non rayŽ apr•s 3 est 5. On le garde et on retire tous les

multiples de 5.
2, 3, ., 5, ., 7, ., ., ., 11, ., 13, ., ., ., 17, ., 19, ., ., ., 23, ., ., ., ., ., 29, .
Comme tout nombre non premier n & 30 admet un diviseur premier p '-

30 < 6, on vient dÕŽcrirela liste des nombres premiers infŽrieurs ou Žgaux ˆ
30.

Le plus grand nombre premier connu est26972593" 1 qui a 2.098.960chi"res.Ce
rŽsultat a rapportŽ en 1999$ 50.000 ˆ sesauteurs. Une prime de $ 100.000 sera
attribuŽe ˆ ceux qui construiront un nombre premier de plus de dix millions de
chi"res (les grands nombres premiers jouent un r™leimportant en cryptogra-
phie).

Nous concluonsce chapitre par le rŽsultat suivant.

ThŽor•me 2.4.7 Soit p & 2 un entier. Alors Z/p Z est un corps si et seulement
si p est premier.

DŽmonstration : Si p nÕestpas premier il existe un diviseur d de p tel que
1 < d < p. On a alors p = dq avec 1 < q < p. Donc ø0 = ødøq avec ød += 0, øq += 0 ,
et Z/p Z nÕestpas un corps.

Par contre si p est premier soit # un ŽlŽment non nul de Z/p Z. On a u = øa
avec 1 ' a < p. Donc a et p sont premiers entr e eux. DÕapr•sle thŽor•me 2.1.5
il existe u, v %Z tels que au + pv = 1 et 0 ' u ' p " 1, et le reste de la division
de au par p est Žgal ˆ 1. Donc # øu = ø1 et tout ŽlŽment non nul de Z/p Z est
inversible, ce qui prouve que Z/p Z est un corps. *

2.5 Ari thmŽti que sous MUP AD
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On peut facilement calculer desp.g.c.d. sousMUPAD

Exemple 2.5.1 Calculer le p.g.c.d. de298765435678976et 34567891345298766.

On utilise la commandeigcd .

igcd(298765435678976,34567891345298766);

14

Le p.g.c.d. cherchŽ est donc 14, et MUPAD calcule aussi les coe!cien ts de
lÕŽquationde Bezout.

Exemple 2.5.2 Trouver deuxentiers relatifs u et v tels que298765435678976.u+
34567891345298766.v = 14.

On utilise la commandeigcdex

igcdex(298765435678976,34567891345298766);

14, -276327850495985, 2388262848289

On peut donc prendre u = " 276327850495985et v = 2388262848289.

On peut sÕaiderde MUPAD pour rŽsoudredes Žquations de congruenceˆ
gros coe!cien ts.

Exemple 2.5.3 Trouver un entier relatif x vŽriÞant le syst•me dÕŽquations de
congruence suivant

x / 23467 (5139204473593)
x / 34567 (3710417184184751041)
x / 345921 (19214672689)

ConformŽment au cours, on va chercher x de la forme x = 23467
+ 5139204473593.n , avecn %Z, et on va chercher ˆ dŽterminer n de faconquex
vŽriÞela secondeŽquation.On doit doncavoir x" 34567= 3710417184184751041.m,
avec m %Z. On obtient " 11100+ 5139204473593.n = 3710417184184751041.m
soit 5139204473593.n " 3710417184184751041.m = 11100.

On vŽriÞeque 5139204473593et 3710417184184751041sont premiers entre
eux et on cherche une solution de lÕŽquationde Bezout 5139204473593.u +
3710417184184751041.v = 1.
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igcdex(5139204473593,3710417184184751041);

1, 211774982003123841, -293324141432

On peut donc prendre u = 211774982003123841. On multiplie par 11100

211774982003123841*11100;

2350702300234674635100

Donc x = 23467+ 5139204473593. 2350702300234674635100est solution
desdeux premi•res Žquations.

23467 + 5139204473593 *
2350702300234674635100;

12080739777451395298444724860937767

Donc 12080739777451395298444724860937767estsolution desdeuxpremi•res
Žquations.

Pour avoir une solution des trois Žquations on cherche x de la forme x =
12080739777451395298444724860937767+5139204473593. 3710417184184751041.
p, avec p % Z. On doit avoir x " 345921= 19214672689. q, avec q % Z, soit
12080739777451395298444724860937767" 345921+5139204473593. 3710417184184751041.
p = 19214672689. q. Apr•s calculs on obtient Þnalement

-920066272974818468636670702786093324177511501405962210938699470514940405217
Pour obtenir un nombre plus raisonnableon va remplacer le nombre trouvŽ

par le restedesadivision par 5139204473593. 3710417184184751041. 19214672689
avec la commandemodp

5139204473593* 3710417184184751041*
19214672689;

366396765292453449518496628221093743191657

modp(-920066272974818468636670702786093324177511501405962210938699470514940405217,
366396765292453449518496628221093743191657);

215557658403617465722583570562398169549197
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On trouve donc que 21555765840361 74657225835705623981695491 97
est solution de lÕŽquation prop osŽe.

En fait la biblioth•que de MUPAD permettait dÕobtenir directemen t le
rŽsultat en une fractio n de second e avec la commande numlib : :ichrem

numlib::ichrem([ 23467, 34567,345921],[513920447359 3,3710417184184751041,19214672689]);

215557658403617465722583570562398169549197

On peut trouver aussiavec MUPAD la dŽcomposition enfacteurspremiers.Le
premier nombre donnŽ est le signe, et ensuite on trouve les facteurs premiers
suivis de lÕordrede multiplicitŽ.MUP AD peut bien sžr aussi calculer le p.p.c.m.

Exemple 2.5.4 DŽcomposition en facteurspremierset p.p.c.m. de286439140625
et 9240262625.

Pour la dŽcomposition en facteurs premiers on utilise la commandeifactor .

ifactor( 286439140625);

[1, 5, 7, 11, 2, 157, 1, 193, 1]

ifactor( 9240262625);

[1, 5, 3, 11, 1, 6720191, 1]

Les dŽcompositions en facteurspremierssont donc 286439140625= 57 . 112 .
157. 193 et 9240262625= 53 . 11 . 6720191. Ceci montre que le p.g.c.d. est
Žgal ˆ 53 . 11 = 1375 et le p.p.c.m. ˆ 57 . 117 . 157. 193. 6720191que lÕon
calcule sousMUPAD :

5^7* 11^2*
157 * 193 * 6720191;

1924925734875859375

Le p.p.c.m. de286439140625et 9240262625estdoncŽgalˆ 1924925734875 859375.
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On retrouve directement cesdeux rŽsultats en utili sant la commandeigcd
pour le p.g.c.d. et la commandeilcm pour le p.p.c.m.

igcd(286439140625 , 9240262625);

1375

ilcm(286439140625 , 9240262625);

1924925734875859375

2.6 Exerci ces pour le Chapi tre 2

exercice 1
a) En utilisant lÕalgorithmedÕEuclideŽtendu, dÕeterminerle p.g.c.d. de 90

et 72 et dŽterminer deux entiers relatif s u et v tels que 90u + 72v = 18.
b) DŽcomposer 72 et 18 en facteurs premiers. Utiliser ces dŽcompositions

pour retrouver le p.g.c.d. de 90 et 72 et trouver leur p.p.c.m.

exercice 2
Trouver un entier n vŽriÞant les 3 propriŽtŽssuivantes
a) n " 1 est divisible par 4
b) n + 3 est divisible par 5
c) n " 2 est divisible par 7.

exercice 3
VŽriÞer que si a, b % Z, aZ + bZ et aZ 2 bZ sont des sous-groupes de Z.

Montrer que aZ + bZ = (a 0 b)Z et aZ 2 bZ = (a 1 b)Z.

exercice 4
Prouver que

-
2 et

-
5 ne sont pas pas rationnels.

exercice 5
Soit n & 1; montr er que si 2n " 1 est premier alors n est premier.

exercice 6
a) DŽmontrer que pour tout (x, n) %N 2, 1 + x divise 1 + x2n +1 .
b) En dŽduire si 2m + 1 est premier alors m est une puissancede 2.
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exercice 7
DŽterminer le reste de la division euclidiennede (7077)377 par 11.

exercice 8
Soit x = an an " 1 áááa1a0 un entier Žcrit en syst•me dŽcimal.

a) Prouver que x est divisible par 11 si et seulement si
* n

k=0 (" 1)k ak / 0 (11).
b) Prouver que x est divisible par 6 si et seulement si 4

* n
k=1 ak + a0 / 0 (6).

exercice 9
Chercher lÕensemble descouples(x, y) %Z2 tels que :

a) 11x + 41y = 4.
b) 8x + 30y = 7.
c) 12x + 3y = 21.

exercice 10
RŽsoudredans N 2, les deux Žquationssuivantes :

(i) a 1 b+ 10 a 0 b = 142.
(ii) a 1 b+ a 0 b = b+ 9.

exercice 11
a) DŽterminer les ŽlŽments inversiblesde Z\ 20Z et prŽciserleurs inverses.
b) RŽsoudredans Z\ 20Z . Z\ 20Z le syst•me ci-dessous:
ø4x + ø7y = 10
ø5x + 14y = 18

exercice 12
RŽsoudrelÕŽquationøx2 = ø1 dans Z\ 19Z et Z\ 58Z.

exercice 13 [Petit thŽor•me de Fermat]
Si p est un nombre premier et n & 1, montrer que np / n (p).

exercice 14 [cryptographie ˆ clef publique]
Elaborer un algorithme qui calcule les diviseurs dÕunentier naturel quel-

conque n. Est-ce que votre algorithme est utilisable en pratique (i.e. avec un
ordinateur) si n est tr•s grand?

exercice 15 (sousMUPAD)
a) DŽterminer le p.g.c.d.et le p.p.c.m. de10987654654983et 13987673897659876

et trouver deuxentiers relatif su et v tels que10987654654983. u+13987673897659876.
v = 1.

b)DÕecomposer10987654654983et 13987673897659876en facteurs premiers
et retrouver ˆ partir de cette dŽcomposition leur p.g.c.d. et leur p.p.c.m.

exercice 16 (sousMUPAD)
Trouver le plus petit entier positif x vŽiÞant les trois Žquationssuivantes
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x / 123 (10987654654983)

x / " 24567 (13987673897659876)

x / 3456298 (6720227)



Chapitre 3

Polynômes

3.1 Polyn™messur un corps K

On va commencerpar dŽÞnir lÕanneauK [x] despolyn™messur un corps K .

DeÞnition 3.1.1 Soit K un corps. Un polyn™mê coe! cients dans K est une
suite (ak )k& 0 dÕŽlŽmentsde K nulle ˆ partir dÕuncertain rang. LÕensemble des
polyn™meŝ coe! cients dans k est notŽ K [x]. On dŽÞnit la sommeet le produit
de deux polyn™mes(ak )k& 0 et (bk )k& 0 par les formules

(ak )k& 0 + (bk )k& 0 = (ak + bk )k& 0

(ak )k& 0.(bk )k& 0 = (
* k

j =0 aj bk" j )k& 0.
On dŽÞnitŽgalement le produit dÕunŽlŽment$ dek et dÕunpolyn™me(ak )k& 0

par la formule
$.(ak )k& 0 = ($ak )k& 0.

Des vŽriÞcations de routine montr ent que (K [x], + , .) est un anneau com-
mutatif . LÕŽlŽment neutre de lÕadditionest le polyn™menul ÷0 := (0, 0, 0, . . .) et
lÕŽlŽment neutre de la multiplication est le polyn™me÷1 := (0, 1, 0, 0, . . .).

DeÞnition 3.1.2 Soit P = (ak )k& 0 un polyn™menon nul. On appelle degrŽ de
P, et on note d' (P), le plus grand entier n & 0 tel que an += 0. On pose par
convention d' (÷0) = "3 .

Si m et n sont deux entiers naturels on dŽÞnit le symbole de Kronecker "m,n

par la formule
"m,n = 0 si m += n
"m,n = 1 si m = n
Posons ep = ("p,k )k& 0, de sorte que e0 = ÷0 et e1 = ÷1. On a epeq =

(
* k

j =0 "p,j "q,k " j )k& 0. La seulepossibilitŽ pour que "p,j "q,k " j += 0 est que lÕon
ait ˆ la fois j = p et k " j = q. Ceci ne se produit que si k = p + q et on voit
donc que epeq = ep+ q.

Posonsxp = ep pour p & 1.

23
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Soit P = (ak )k& 0 %K [x], et soit n %N tel que n & d' (P). On a (ak )k& 0 =
a0÷1 + . . . + an xn . Par un abus dÕŽcritureon Žcrira 0 au lieu de ÷0 , 1 au lieu
de ÷1 , et on supprimera ÷1 dans lÕŽcritureci-dessus,ce qui revient ˆ identi-
Þer a au polyn™me(a, 0, 0, 0, . . .) pour a % k (on dira alors que le polyn™me
(a, 0, 0, 0, . . .) 4 a est un polyn™meconstant). On obtient, avec la convention
x0 = 1, lÕŽcritureusuelle

P = a0 + . . . an xn =
* n

k=0 ak xk pour P %K [x] , n & d' (P).
Avec les conventions n > "3 et n + ("3 ) = "3 + ("3 ) = "3 pour

n %N on vŽriÞeque lÕona , pour P %k[x], Q %k[x] :

(3.1) d' (P + Q) ' max(d' (P), d' (Q)) , et d' (P + Q) = max(d' (P), d' (Q))
si d' (P) += d' (Q).

(3.2) d' (PQ) = d' (P) + d' (Q)

Soient A et B deux polyn™mesnon nuls. Il rŽsulte de la formule (3.2) que
AB += 0. En particulier on a le principe de simpliÞcation suivant

(3.3) Si AB = AC avec A, B , C %K [x], A += 0, alors B = C.

3.2 Di vi sion euclidi enne

Le rŽsultat suivant a ŽtŽvu en Terminale pour les polyn™meŝ coe!cien ts
rŽels.

ThŽor•me 3.2.1 Soient P % K [x], B % K [x], avec B += 0. I l existe alors un
unique couple (Q, R) dÕŽlŽmentsde K [x] vŽriÞant les deux propriŽtŽssuivantes

(i) P = B Q + R
(ii) d' (R) < d' (B ).

DŽmonstration : LÕexistence du couple (Q,R) est Žvidente si d' (B ) = 0,
car dans ce cas il su!t de poser Q = A

B , R = 0. Supposonsmaintenant que
n := d' (B ) & 1. On a B = b0 + . . . + bn xn , avec bn += 0. On va raisonner
par rŽcurrencesur le degrŽde P. Si d' (P) < n il su!t de poserQ = 0, R = P.
SupposonsquÕuncouple(Q, R) vŽriÞant lespropriŽtŽs(i) et (ii) existepour tous
les polyn™mes P tels que d' (P) ' k, avec k & n " 1, et soit P %K [x] tel que
d' (P) ' k + 1. On a P = a0 + . . . + ak+1 xk+1 , et le degrŽde P " ak+1

bn
B xk+1 " n

est infŽrieur ou Žgal ˆ k . Donc il existe Q, R %K [x], avec d' (R) < d' (B ), tels
que P " ak+1

bn
B xk+1 " n = B Q + R. On a alors P = B (Q + ak+1

bn
xk+1 " n ) + R,

avec d' (R) < d' (B ), ce qui donne la dŽcomposition cherchŽe.On voit donc par
rŽcurrencequÕuncouple(Q, R) vŽriÞant lespropriŽtŽs(i) et (ii) existe pour tout
P %K [x].

Soient maintenant (Q, R) et (Q%, R%) deux couplesde polyn™mesvŽriÞant (i)
et (ii). On a R" R%= B (Q%" Q). Si Q%+= Q on aurait d' (B ) > max(d' (R), d' (R%)) &
d' (R " R%) = d' (B ) + d' (Q%" Q) & d' (B ), ce qui est absurde.DoncQ = Q%et
R = R%. *
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Notons que la dŽmonstration formelle ci-dessusdonneen fait un algorithme
explicite pour calculer Q et R. Nous illustrons cet algorithme dans le cas o•
P = x3 + 1 , B = x2 + 2x + 1.

x3 + 1 x2 + 2x +1
" x3 " 2x2 " x x -2

" 2x 2 " x +1
2x2 +4x +2

3x +3

On obtient donc la dŽcomposition x3 + 1 = (x2 + 2x + 1)(x " 2) + 3x + 3.
Dans ce casQ = x " 2, R = 3x + 3.

Pour P = a0 + . . . + an xn %K [x], $ %K , on dŽÞnit P($) %K par la formule

(3.4) P($) = a0 + . . . + an $n

On vŽriÞe immŽdiatement que lÕona les propriŽtŽs suivantes, pour P, Q %
K [x], $ %K :

(3.5) (P + Q)($) = P($) + Q($).
(3.6) (PQ)($) = P($)Q($).

DeÞnition 3.2.2 Soit P %K [x], et soit $ %K . On dit que$ est une racine de
P quand P($) = 0.

De m•me que pour les entiers relatif s on intro duit la notion de diviseur dÕun
polyn™me.

DeÞnition 3.2.3 Soient P, Q % K [x]. On dit que P est un diviseur de Q sÕil
existe U %K [x] tel que Q = PU. On dit alors que Q est un multiple de P.

On a alors le rŽsultat suivant, dŽĵ vu en Terminale pour les polyn™meŝ
coe!cien ts rŽels.

Corollaire 3.2.4 Soit P %K [x] et soit $ %K . Alors $ est une racine de P si
et seulement si P est divisible par x " $.

DŽmonstration : On a P = (x " $)Q + R , avec d' (R) < 1. Donc il existe
a % K tel que R = a, et P($) = ($ " $)Q($) + a = a. Ceci montre que
P = (x " $)Q + P($), et on voit que x " $ est un diviseur de P si et seulement
si P($) = 0. *
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3.3 IdŽaux de lÕanneau des polyn™mes

On va maintenant intro duire la notion dÕidŽal, qui joue un r™lecentra l dans
la thŽorie desanneaux.

DeÞnition 3.3.1 On dit que I ) K [x] est un idŽal de K [x] quand les deux
conditions suivantessont vŽriÞŽes

(i) I est un sous-groupe de (K [x], +)
(ii) PQ %I ( P %I , ( Q %K [x].

Pour P % K [x], on posePK [x] = { PQ} Q! K [x ] . Il est clair que PK [x] est
un idŽal de K [x]. RŽciproquement on a le rŽsultat suivant, qui est la basede
"lÕarithmŽtiquedespolyn™mes."

ThŽor•me 3.3.2 Pour tout idŽal I de K [x] il existe B % K [x] tel que I =
B K [x].

DŽmonstration : Si I = { 0} il su!t de prendre B = 0. Si I += 0 notons I #

lÕensemble des ŽlŽments non nuls de I . Il existe B %I # tel que d' (B ) ' d' (P)
pour tout P %I #.

On a B Q %I pour tout Q %K [x] , donc B K [x] ) I . Soit maintenant P %I .
Il existeQ, R %K [x], avecd' (R) < d' (B ), tels queA = B Q+ R. CommeB %I ,
B Q % I , et comme P % I , R = P " B Q % I . Si R += 0, on aurait R % I # et
d' (R) & d' (B ), ce qui nÕestpas le cas.Donc R = 0 et P %I , ce qui prouve que
I = B K [x]. *

3.4 La noti on de p.g.c.d

On va maintenant intro duire la notion deplus grand commun diviseur (p.g.c.d.)
pour une famille de polyn™mes.On dira quÕunpolyn™meP %K [x] est unitair e
sÕilexiste n & 0 tel que P =

*
k<n ak xk + xn (on a alors d' (P) = n).

ThŽor•me 3.4.1 Soit (A1, . . . , Ap) une famil le dÕŽlŽmentsde K [x] non tous
nuls. I l existe un unique polyn™meunitair e D % K [x],appelŽ le p.g.c.d. de la
famil le (A1, . . . , Ap), possŽdant les propriŽtŽssuivantes

(i) D est un diviseur de Ai pour 1 ' i ' p.
(ii) Si " % K [x] est un diviseur de Ai pour 1 ' i ' k, alors " est un

diviseur de D.

DÕautre part il existe une famil le (U1, . . . , Up) ) dÕŽlŽmentsde K [x] vŽriÞant

(iii) A1U1 + . . . ApUp = D (identitŽ de Bezout).

De plus si P % K [x], alors lÕŽquation A1V1 + . . . + ApVp = P poss•de des
solutions (V1, . . . , Vp) dans K [x]p si et seulement si P est un multiple de D.
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DŽmonstration : Soit I lÕensemble despolyn™mesde la forme P = A1Q1 + . . . +
ApQp, o• Q1, . . . , Qp %K [x]. En posant Qj = 0 pour 1 ' j ' p, j += i, Qi = 1,
on voit que Ai %I pour 1 ' i ' p, et I += { 0} .

Soient P = A1Q1 + . . . + ApQp, P%= A1Q%
1 + . . . + ApQ%

p deux ŽlŽments de
I . On a P " P%= A1(Q1 " Q%

1) + . . . + Ap(Qp " Q%
p) %I , et par consŽquent I

est un sous-groupe de (K [x], +) .
Soit maintenant P = A1Q1 + . . . + ApQp % I , et soit Q % K [x]. On a

PQ = A1Q1Q + . . . + ApQpQ % I , et on voit que I est un idŽal de K [x]. Il
existe donc D %K [x] tel que I = DK [x]. Comme I += { 0} , D += 0, et , quitt e ˆ
multiplier D par un ŽlŽment non nul de K , on peut supposer que D est unitaire.

CommeAi %I , il existeQi %K [x] tel queAi = DQi , et on voit que D est un
diviseur de Ai pour 1 ' i ' p. CommeD = D.1 %I , il existe U1, . . . , Up %K [x]
tels que D = A1U1 + . . . + ApUp, et D vŽriÞe(iii). Soit maintenant " %K [x] tel
que " divise Ai pour 1 ' i ' p. Il existe B1, . . . , Bp %K [x] tels que Ai = " Bi

pour 1 ' i ' p, et on a D = "( B1U1 + . . . + BpUp). Donc " divise D , et
D vŽriÞe (ii). Soit D %% K [x] un polyn™meunitaire vŽriÞant (i) et (ii). Alors
D %divise D et D divise D %, donc il existe B , B %% K [x] tels que D %= DB
et D = D %B %. Donc D = DB B %. Comme D += 0, d' (B ) + d' (B %) = 0. Donc
d' (B ) = d' (B %) = 0, et il existe b %K , b += 0 tel que D %= bD. Donc D %est de la
forme D %= b(

*
k<n dk xk + xn ) =

*
k<n bdk xk + bxn . Comme b += 0, et comme

D %est unitaire, on a b = 1, D %= D, ce qui prouve lÕunicitŽdu p.g.c.d..
Soit P %K [x].Il rŽsulte de la dŽÞnition de D que P est un multiple de D si

et seulement si P %I . Il rŽsulte alors de la dŽÞnition de I que la propriŽtŽ (iv)
est vŽriÞŽe.*

Il est clair que le p.g.c.d. dÕunefamille (A1, . . . , Ap) de polyn™mesne change
pas si on retire de cette famille despolyn™mesnuls. DÕautrepart si on note Bk

le p.g.c.d. de la famille (A1, . . . , Ak ) alors le p.g.c.d. de la famille (A1, . . . , Ak+1 )
est Žgalau p.g.c.d. de Bk et Ak+1 . Donc pour calculer le p.g.c.d. dÕunefamille
Þnie quelconquede polyn™mesil su!t de savoir calculer le p.g.c.d. de deux
polyn™mesnon nuls.

On peut pour cela utiliser lÕalgorithme dÕEuclide, de m•me que dans le
casdu p.c.c.d.de deux entiers. On dira quedeux polyn™mesU et V ˆ coe!cien ts
dans K sont Žquivalents , et on Žcrira U 5 V , sÕilexiste $ %K , avec $ += 0,
tel que U = $V.

Pour calculer le p.g.c.d. D de deux polyn™mesnon nuls A et B , on proc•de
de la mani•re suivante.On commencepar Žcrire

A = B Q1 + R1 avec d' (R1) ' d' (B ) " 1. Si R1 = 0, D 5 B .
Sinon on recommence

B = R1Q2 + R2 avec d' (R2) ' d' (R1) " 1. Si R2 = 0, D 5 R1.
Sinon on recommence

R1 = R2Q3 + R3 avec d' (R3) ' d' (R2) " 1. Si R3 = 0, D 5 R2.
Sinon on recommence

. . ..
Rk = Rk+1 Qk+2 + Rk+2 avec d' (Rk+2 ) ' d' (Rk+1 ) " 1. Si Rk+2 =

0, D 5 Rk+1 .
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Sinon on recommence
. . .
On Þnit par avoir, ˆ un certain rang p

Rp = Rp+1 Qp+2 + Rp+2 avec d' (Rp+2 ) ' d' (Rp+1 ) " 1, Rp+2 += 0
Rp+1 = Rp+2 Qp+3 + Rp+3 avec Rp+3 = 0. On a alors D 5 Rp+2 .

Autrement dit "le p.g.c.d. est Žgal au dernier reste non nul dans
lÕalgorithme dÕEuclide." Commed' (Rk ) > d' (Rk+1 ) pour tout k , il est clair
avec les notations ci-dessus que lÕalgorithmesÕarr•teavec p + 2 ' b" 1. Le fait
que le p.g.c.d. de A et B est bien Žquivalent au dernier reste non nul provient
du fait que si U et V sont deux polyn™mes alors le p.g.c.d. de U et V est Žgal
au p.g.c.d. de V et du reste de la division de U par V.

On a donc
p.g.c.d.(A, B ) = p.g.c.d.(B , R1) = p.g.c.d.(R1, R2) = . . . = p.g.c.d.(Rp+2 , 0) 5

Rp+2 . Notons que le p.g.c.d. de deux polyn™mes ne change pas si on
remplace ces deux polyn™mes par des polyn™mes Žqu ivalen ts. Cette
remarque Žvidente permet de simpliÞer les calculs.

Exemple 3.4.2 p.g.c.d. de x3 + 1 et x4 + x2 + 3x + 1.

Un calcul simple donne

x4 + x2 + 3x + 1 = (x3 + 1)x + x2 + 2x + 1.

Un calcul dŽĵ vu donne
x3 + 1 = (x2 + 2x + 1)(x " 2)+ 3x + 3. On remplaceˆ la ligne suivante 3x + 3

par le polyn™meŽquivalent x + 1.

x2 + 2x + 1 = (x + 1)2 = (x + 1)(x + 1) + 0.
Le p.g.c.d. de x3 + 1 et x2 + 2x + 1 est donc le polyn™meunitaire Žquivalent

ˆ 3x + 3. Il est donc Žgal ˆ x + 1.
Soient A et B deux polyn™mesnon nuls, et soit D leur p.g.c.d.. Pour trouver

deux polyn™mesU et V vŽriÞant lÕŽquationde Bezout AU + B V = D il su!t ,
de m•me que dans le casdesentiers, de " remon ter lÕalgorithme dÕEuclide."
On exprime Rp+2 en fonction de Rp+1 et Rp en utilisant lÕavant-derni•re ligne
de lÕalgorithme.Avec la ligne prŽcŽdente on exprime Rp+1 en fonction de Rp

et Rp" 1 , ce qui permet dÕexprimerRp+2 en fonction de Rp et Rp" 1 , etc. . .En
continuant ce procŽdŽon trouve les polyn™mesU et V cherchŽs.En fait pour
ce type de calculs le plus simple est dÕutiliserun "algorithme dÕEuclideŽtendu"
analogueˆ celui utilisŽ pour lesentiers. En Žcrivant Rn = AUn + B Vn , on obtient
les relations

Un +2 = " Qn +2 Un +1 + Un , Vn +2 = " Qn +2 Vn +1 + Vn ,

ce qui permet dÕe"ecuer les calculs en posant U0 = 0, V0 = 1, U1 = 1 =
Q1 . 0 + 1, V1 = " Q1 = " Q1 . 1 + 0.
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Nous illustrons ceci par un exemple.

Exemple 3.4.3 Trouver deuxpolyn™mesU et V tels que(x4 + x2 + 3x + 1)U +
(x3 + 1)V = x + 1.

On utilise lÕalgorithmedÕEuclideŽtendu :

Qn Un Vn

1 0
0 1

x4 + x2 + 3x + 1 = (x3 + 1)x + x2 + 2x + 1 x 1 " x
x3 + 1 = (x2 + 2x + 1)(x " 2) + 3x + 3 x " 2 " x + 2 x2 " 2x + 1
(x2 + 2x + 1) = 1

3 (3x + 3)(x " 1) + 0

On obtient

" (x4 + x2 + 3x + 1)(x " 2) + (x3 + 1)(x2 " 2x + 1) = 3x + 3,

On peut donc prendre U = " 1
3 (x " 2), V = 1

3 (x2 " 2x + 1).

3.5 Appl icati ons du t hŽor• me de Bezout

DeÞnition 3.5.1 On dit que deux polyn™mesnon nuls A et B sont premiers
entre eux quand leur p.g.c.d. est Žgal ˆ 1.

ThŽor•me 3.5.2 (Gauss) Soient A, B , C trois polyn™mesnon nuls. Si A divise
B C, et si A est premier avec B , alors A divise C.

DŽmonstration : Il existe U, V % K [x] tels que AU + B V = 1. Donc C =
AU C + B CV. Comme A divise B C , il existe W % K [x] tel que B C = AW.
Donc C = A(UC + VW ), ce qui montre que A divise C. *

Corollaire 3.5.3 Soient A et B deux polyn™mes non nuls et soit D le p.g.c.d.
de A et B . Soit S = { (U, V ) % K [x] . K [x] | AU + B V = 0} . On a S =
{" PB %, PA%} P ! K [x ] , o• A%= A

D et B %= B
D

DŽmonstration : Il rŽsultedu thŽor•me de Bezout queA%et B %sont premiers
entre eux, et S = { (U, V ) %K [x] . K [x] | A%U + B %V = 0} . Il est clair que si
U = " PB %et si V = PA%alors (U, V ) %S. RŽciproquement si A%U + B %V = 0
alors A%divise B %V , donc A%divise V dÕapr•sle thŽor•me de Gauss. Donc il
existeP %K [x] tel queV = PA%. On a alors UA%= " B %PA%, donc U = " PB %.
*

Corollaire 3.5.4 Soient A et B deux polyn™mesnon nuls premiers entre eux,
et soit P un polyn™me.I l existe un unique couple (R, T) de polyn™mesvŽriÞant
les deux conditions suivantes
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(i) AR + BT = P
(ii) d' (R) < d' (B ).
De plus AU + B V = P si et seulement si il existe un polyn™meQ tel que

U = R + B Q, V = T " AQ.

DŽmonstration : On sait que lÕŽquationde Bezout AU + B V = 1 poss•de
une solution (U1, V1) dans K [x] . K [x]. Soit R le reste de la division de U1P
par B . Il existe Q %K [x] tel que U1P = B Q + R. PosonsT = V1P + AQ. On a
AR + B T = A(U1P " B Q) + B (V1P + AQ) = AU1 + B V1 = P, et d' (R) < d' (B ).
On a AU + B V " P = A(U " R) + B (V " T). Donc AU + B V = P si et seulement
si il existe un polyn™meQ tel que U = R + B Q, V = T " AQ.

Soit (R%, T%) un autre couple de polyn™mesvŽriÞant (i) et (ii). Il existe Q %
K [x] tel que R% = B Q + R. DÕapr•slÕunicitŽde la division euclidienne des
polyn™meson a Q = 0 et R%= R. Comme B (T%" T) = 0 on a alors T%= T. *

On a la variante suivante du thŽor•me de Gauss.

ThŽor•me 3.5.5 Soient A, B1, . . . , Bp des polyn™mesnon nuls. Si A est pre-
mier avec Bi pour 1 ' i ' p, alors A est premier avec le produit B1 . . . Bp.

DŽmonstration : Si A est premier avec B1 et B2 , il existe U1, V1, U2, V2 %K [x]
tels que AU1 + B1V1 = AU2 + B2V2 = 1. En multiplian t membre ˆ membre on
obtient (AU1 + B1V1)(AU2 + B2V2) = 1 soit A(AU1U2 + U1B2V2 + B1V1U2) +
B1B2V1V2 = 1. DÕapr•sle thŽor•me 3.9, le p.g.c.d. D de A et B1B2 est un
diviseur de 1. Donc D = 1, A est premier avec B1B2 et la propriŽtŽ est vraie
pour p = 2.

Supposonsla propriŽtŽ vraie pour p , avec p & 2, et soient A, B1, . . . , Bp+1

des polyn™mes non nuls tels que A soit premier avec Bi pour 1 ' i ' p + 1.
DÕapr•slÕhypoth•se de rŽcurrence, A est premier avec B1 . . . Bp. Puisque le
rŽsultat est vrai pour p = 2 , A est premier avec(B1 . . . Bp)Bp+1 = B1 . . . Bp+1 .
On voit donc par rŽcurrenceque le thŽor•me est valable pour tout p & 2. *

Corollaire 3.5.6 Soient P1, ..., Pk des polyn™mespremiers entre eux deux ˆ
deux. Si U %K [x] est divisible par Pj pour 1 ' j ' k, alors U est divisible par
le produit P1...Pk .

DŽmonstration : Si k = 1, il nÕya rien ˆ dŽmontrer. Supposonsmaintenant
que le rŽsultat est vrai pour k " 1, avec k & 2. Soient P1, ..., Pk despolyn™mes
premiers entre eux deux ˆ deux, et supposonsque U %K [x] est divisible par Pj

pour 1 ' j ' k. Alors U est divisible par le produit P1...Pk" 1, donc U sÕŽcrit
sousla forme = P1...Pk" 1V, avecP %K [x]. Il rŽsultedu thŽor•me ci-dessusque
Pk est premier avec P1...Pk" 1, et on dŽduit alors du thŽor•me de Gaussque Pk

divise V. Donc U est divisible par le produit P1...Pk , et la propriŽtŽ est vraie
pour k. Le rŽsultat est donc dŽmontrŽ par rŽcurrence.*
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3.6 Le thŽor•me chinoi s pour les polyn™mes

Soit P % K [x]. On dira que deux polyn™mesA et B sont congrus modulo
P, et on Žcrira A / B (P) , quand A " B est divisible par P. On vŽriÞe
facilement que si A1 / A2 (P) et si B1 / B2 (P) alors A1 + B1 / A2 + B2 (P)
et A1B1 / A2B2 (P). On va maintenant donner une version du "thŽor•me
chinois" valable pour les polyn™mes.

ThŽor•me 3.6.1 (thŽor•me chinois) Soient P1, . . . , Pk despolyn™mesnon nuls
tels que Pi et Pj soient premiers entre eux pour i += j . Alors pour toute famil le
(Q1, . . . , Qk ) dÕŽlŽmentsde K [x] le syst•me dÕŽquations de congruence

P / Q1 (P1)
. . .
P / Qk (Pk )

poss•de des solutions dans K [x]. De plus si B %K [x] est solution, la solution
gŽnŽrale du syst•me est donnŽe par la formule

P = B + UP1...Pk ,

o• U %K [x] est un polyn™mequelconque.

DŽmonstration : Soit B % K [x] une solution du syst•me. Il est clair que si
P = UP1...Pk , avec U %K [x], alors P / B / Qj (Pj ) pour 1 ' j ' k, donc
P est solution du syst•me. RŽciproquement si P est solution du syst•me on a
P " B / Qj " Qj / (Pj ), donc P " B est divisible par Pj pour 1 ' j ' k.
Il rŽsulte alors du corollaire ci-dessusque P " B est divisible par le produit
P1...Pk , et il existe U %K [x] tel que P = B + UP1...Pk .

Il reste ˆ Žtablir lÕexistencedÕunesolution. Le rŽsultat est Žvident si k = 1,
car il su!t alors de prendre P = Q1. Supposonsque le rŽsultat est vrai pour
k, avec k & 1, et considŽronsune famille P1, . . . , Pk+1 de polyn™mesnon nuls
tels que Pi et Pj soient premiers entre eux pour i += j ainsi quÕunefamille
Q1, . . . , Qk+1 de polyn™mesquelconques.

DÕapr•slÕhypoth•se de rŽcurrence,il existe A %K [x] tel que A / Qi (Pi )
pour 1 ' i ' k. On a alors A + P1 . . . Pk Q / Qi (Pi ) pour 1 ' i ' k si
Q % K [x]. Comme Pk+1 est premier avec Pi pour 1 ' i ' k, il rŽsulte du
thŽor•me prŽcŽdent que Pk+1 est premier avec le produit P1 . . . Pk . Il existe
donc deux polyn™mes U et V tels que P1 . . . Pk U + Pk+1 V = 1. PosonsP =
A " P1 . . . Pk U(A " Qk+1 ). On a P1 . . . Pk U(A " Qk+1 ) + Pk+1 V (A " Qk+1 ) =
A " Qk+1 , donc P " Qk+1 = Pk+1 V (A " Qk+1 ) est divisible par Pk+1 , et par
consŽquent P / Qi (Pi ) pour 1 ' i ' k + 1. Le thŽor•me est donc dŽmontr Ž
par rŽcurrence.*

Notons quecette dŽmonstration fournit une mŽthode e"ective pour rŽsoudre
ce type dÕŽquationsde congruence,en se ramenant ˆ chaque Žtape ˆ desŽqua-
tions du type Žquation de Bezout. Nous traitons ci dessousun exemple simple.

Exemple 3.6.2 . Soient $1 %C, $2 %C, avec $1 += $2. Trouver P %C[x] tel
queP " $1 soit divisible par (x " $1)2 et tel queP " $2 soit divisible par x " $2.
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Comme $1 += $2, x " $1 est premier avec x " $2. Il rŽsulte du thŽor•me
3.16 que x " $1 est premier avec (x " $2)2, et il rŽsulte alors du thŽor•me
chinois quÕilexiste bien un polyn™meP vŽriÞant les conditions ci-dessus.On va
chercher un polyn™mede la forme P = $1 + Q(x " $1)2. Un tel polyn™mevŽriÞe
automatiquement P / $1 (x " $1)2. On va chercher ˆ dŽterminer Q de facon
que P " $2 soit divisible par $2. On a P " $2 = $1 " $2 + Q(x " $1)2.

On peut ici Žviter le recours ˆ lÕŽquationde Bezout, car on sait que P " $2

est divisible par x " $2 si et seulement si $2 est une racine de P " $2. On a
(P " $2)($2) = $1 " $2 + Q($2)($2 " $1)2. Donc $2 est racine de P " $2 si et
seulement si $1 " $2 + Q($2)($2 " $1)2 = 0 6 7 Q($2) = 1

! 2" ! 1
. Le polyn™me

constant Q = 1
! 2" ! 1

convient, et le polyn™meP = $1 + 1
! 2" ! 1

(x " $1)2 vŽriÞe
les conditions voulues.

3.7 La noti on de p.p.c.m

On va maintenant intro duire la notion de p.p.c.m.(plus petit commun mul-
tiple).

ThŽor•me 3.7.1 Soit (P1, . . . , Pk ) une famil le Þnie de polynomesnon nuls. I l
existe alors un unique polyn™meunitair e M , appellŽ le p.p.c.m. de la famil le
(P1, . . . , Pk ), possŽdant les deux propriŽtŽssuivantes

(i) M est un multiple de Pi pour 1 ' i ' k
(ii) Si Q est un multiple de Pi pour 1 ' i ' k, alors Q est un multiple de

M .

DŽmonstration : LÕensemble des multiples de Pi est Žgal ˆ Pi K [x]. Donc lÕen-
semble desmultiples communsˆ P1 , P2, . . .et Pk est lÕensemble I := 21$ i $ k Pi K [x].
On vŽriÞe immŽdiatement que I est un idŽal de K [x], et I += { 0} puisque
P1 . . . Pk %I . Donc il existeun polyn™meunitaire M %K [x] tel que I = M K [x].
Par construction M vŽriÞe(ii), et M vŽriÞe(i) puisque M % I . Si M 1 est un
autre polyn™meunitaire vŽriÞant (i ) et (ii) alors M 1 divise M et M divise M 1,
ce qui entraine commeon lÕadŽĵ vu que M = M 1. *

Il est clair que si M i dŽsignele p.p.c.m. de la famille P1, . . . , Pi , alors le
p.p.c.m. de la famille P1, . . . , Pi +1 est Žgalau p.p.c.m. de M i et Pi +1 , donc les
calculs de p.p.c.m. se ram•nent ˆ des calculs de p.p.c.m. de deux polyn™mes.
Ceci peut sefaire en utilis ant le rŽsultat suivant.

ThŽor•me 3.7.2 Soient P et Q deuxpolyn™mesunitair es, soit D leur p.g.c.d.
et soit M leur p.p.c.m. On a PQ = DM .

DŽmonstration : On a P = DA et Q = DB o• A et B sont despolyn™mes
premiers entre eux. Il est clair que DAB est un multiple de P et Q. Soit main-
tenant U %K [x] un multiple de P et Q. Il existe deux polyn™mesV et W tels
que U = DAV = DB W. Donc AV = B W, et A divise B W. Comme A est pre-
mier avec B , il rŽsulte du thŽor•me de Gaussque A divise W. Il existe donc un
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polyn™meS tel que U = DAB S, et U est un multiple de DAB . Comme DAB
est unitaire, DAB = M , et PQ = DM . *

Exemple 3.7.3 Calcul du p.p.c.m. de x3 + 1 et x4 + x2 + 3x + 1.

On a vu que le p.g.c.d. de ces deux polyn™mesest Žgal ˆ x + 1. Comme
x3 + 1 = (x + 1)(x2 " x + 1), le p.p.c.m. de x3 + 1 et x4 + x2 + 3x + 1 est Žgalˆ
(x2 " x + 1)(x4 + x2 + 3x + 1) = x6 " x5 + 2x4 + 2x3 " x2 + 2x + 1.

On a Žgalement le rŽsultat suivant, qui est une simple reformulation du
corollaire 3.5.6

Prop osition 3.7.4 Soient P1, . . . , Pk des polyn™mesnon nuls premiers entre
eux deux ˆ deux. Alors le p.p.c.m. de la famil le (P1, . . . , Pk ) est Žgal au produit
P1 . . . Pk .

3.8 Polyn™mesirrŽducti bl es

On va maintenant intro duire la notion depolyn™meirr Žductible, qui est lÕana-
logue pour les polyn™mesde la notion de nombre premier.

DeÞnition 3.8.1 Soit K un corps.On dit que P % K [x] est irr Žductible si P
est non constant et si les seuls diviseurs de P dans K [x] sont soit constants,
soit de la forme aP avec a %K , a += 0.

Contrairement ˆ la notion dep.g.c.d. (le p.g.c.d.dÕunefamille depolyn™mes
ˆ coe!cien ts dansK ne change passi on remplacele corpsK par un corpsplus
grand) la notion de polyn™meirrŽductible dŽpend du corps considŽrŽ,commele
montrent les exemplestr•s simplessuivants.

Exemple 3.8.2 Le polyn™mex2 " 5 est irr Žductible dans Q[x], mais pas dans
R [x]. Le polyn™mex2 + 1 est irr Žductible dans R [x], mais pas dans C[x].

En e"et un polyn™menon irrŽductible dedegrŽ2 doit possŽderun diviseur de
degrŽ1, qui est de la forme ax+ b, aveca += 0, et admet " b

a pour racine. Comme-
5 est irrationnel (voir lÕexercice 4 du Chapitre 2), x2 " 5 est irrŽductible dans

Q[x]. Par contre x2 " 5 = (x "
-

5)(x +
-

5) nÕestpas irrŽductible dans R [x].
De m•me x2 + 1 est irrŽductible dans R [x], mais x2 + 1 = (x + i )(x " i ) nÕest
pas irrŽductible dans C[x].

On a un analoguede la dŽcomposition des nombres entiers en produit de
facteurs premiers

ThŽor•me 3.8.3 Soit K un corps. Pour tout polyn™menon constant P %K [x]
il existe un ŽlŽment non nul a de K ,une famil le P1, . . . , Pk de polyn™mesuni-
taires ir rŽductibles distincts et une famil le n1, . . . , nk dÕentierspositifs tels que
P = aPn 1

1 . . .Pn k
k . De plus cette dŽcomposition est unique ˆ lÕordre des facteurs

pr•s.
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DŽmonstration : Comme tout polyn™meQ += 0 sÕŽcritde mani•re unique sous
la forme Q = aP avec a % K et P unitaire, il su!t de montrer que tout
polyn™meunitaire P de degŽau moins 1 poss•deune dŽcomposition en produit
de polyn™mesunitaires irrŽductibles. CÕestŽvident si d' (P) = 1 car dans ce
casP est irrŽductible. Supposonscette propriŽtŽ vraie pour tous les polyn™mes
unitaires tels que 1 ' d' (P) ' k, avec k & 1, et soit P un polyn™meunitaire de
degrŽk+ 1. Si P est irrŽductible, on a la dŽcomposition triviale P = P. Si P nÕest
pasirrŽductible il existedeux polyn™mesnon constants Q et R tels queP = QR.
Comme le produit descoe!cien ts des termes de plus haut degrŽde Q et R est
Žgalˆ 1 on peut en multipl iant Q et en divisant R par un ŽlŽment non nul de K
convenableseramener au caso• Q et R sont unitaires. On a d' (Q) < k + 1 et
d' (R) < k + 1, et dÕapr•slÕhypoth•se de rŽcurrenceon peut dŽcomposerQ et R
en produit de polyn™mesunitaires irrŽductible. Donc P = QR sedŽcomposeen
produit de polyn™mesirrŽductibles, et lÕexistencede la dŽcomposition cherchŽe
est Žtablie par rŽcurrencepour tout polyn™menon constant P. Pour dŽmontrer
lÕunicitŽˆ lÕordrepr•s des facteurs de la dŽcomposition du thŽor•me on peut
Žgalement se limiter au cas o• P est unitaire. Notons que si deux polyn™mes
irrŽductibles Q et R ne sont pas premiers entre eux alors il existe un ŽlŽment
non nul a de K tel que Q = aR, ce qui implique que Q = R si Q et R sont
unitaires. LÕunicitŽde la dŽcomposition est triviale si d' (P) = 1. Supposons
que la dŽcomposition soit unique ˆ lÕordrepr•s desfacteurspour tout polyn™me
unitaire P tel que 1 ' d' (P) ' k, avec k & 1, soit P un polyn™meunitaire
de degrŽk + 1, et soient P = Pn 1

1 . . .Pn k
k = Qm 1

1 . . .Qm k′
k ′ deux dŽcompositions

de P en produit de puissancesde polyn™mesunitaires irrŽductibles distincts. Si
P1 += Qi pour 1 ' i ' k%alors dÕapr•sle thŽor•me 3.5.5 P1 serait premier avec
P, ce qui contredit le fait que P1 divise P. Quitte ˆ renumŽroter les polyn™mes
Q1, . . . , Qk ′ on peut alors supposerqueP1 = Q1. Si n1 > m1 alors en simpliÞant
par Pm 1

1 dans les deux dŽcompositions on obtiendrait que P1 = Qi avec i > 1,
ce qui est absurde. Le m•me argument montre que lÕonne peut avoir m1 >
n1. Donc n1 = m1. Si k = 1 on voit en simpliÞant par Pn 1

1 dans les deux
dŽcompositions que k%= 1. De m•me k = 1 si k%= 1. Dans cecaslÕunicitŽde la
dŽcomposition de P est Žtablie. Supposonsmaintenant que inf(k, k%) > 1. On a
Pn 2

2 . . .Pn k
k = Qm 2

2 . . .Qm k′
k ′ et dÕapr•slÕhypoth•se de rŽcurrenceon a k = k%et on

peut renumŽroter Q2, . . . , Qk de sorte que Qi = Pi et ni = mi pour 2 ' i ' k.
LÕunicitŽ̂ lÕordrepr•s desfacteursde la dŽcomposition donnŽepar le thŽor•me
est donc Žtablie par rŽcurrence.*

Le " ThŽor•me de dÕAlembert " (dŽmontrŽ en fait par Gauss)montre que
tout polyn™menon constant ˆ coe!cien ts complexesposs•deau moins une ra-
cine dansC. On en dŽduit immŽdiatement que lesseulspolyn™mesirr Žductibles
dansC sont les polyn™mes de degrŽ1. Soit maintenant P un polyn™meirrŽduc-
tible dans R [x], et soit $ une racine complexede P. Si $ %R , P est divisible
par x " $ dans R [x], et on a P = a(x " $) avec a %C , a += 0. Si $ nÕestpas
rŽel alors P(ø$) = P($) = 0, donc P est aussi divisible par (x " ø$) dans C[x].
Mais (x " $) et (x " ø$) sont premiers entre eux dansC[x] donc leur p.p.c.m. est
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(x " $)(x " ø$) = x2 + bx+ c, avecb = " 2Re($) et c = $ø$ = |$|2. Commela divi-
sion euclidiennedonnelesm•mesrŽsultats dansR [x] et C[x] pour lespolyn™mes
ˆ coe!cien ts rŽels,on voit que P est divisible par x2 + bx + c dans R [x]. On a
doncP = a(x2 + bx+ c) aveca, b,c rŽels,a += 0, " = b2 " 4c = 4Re($)2 " |$|2 < 0.
RŽciproquement il est clair que tout polyn™mede la forme ci dessusest irrŽduc-
tible dans R [x]. Le thŽor•me prŽcŽdent prend alors la forme concr•te suivante
pour les polyn™meŝ coe!cien ts rŽelsou complexes.

ThŽor•me 3.8.4 (i) Pour tout polyn™menon constant P %C[x] il existe une
famil le ($1, . . . , $k ) de nombres complexes distincts, une famil le (n1, . . . , nk )
dÕentierspositifs et un complexe a += 0 tels que

P = a(x " $1)n 1 . . . (x " $k )n k .
Cette dŽcomposition est unique ˆ lÕordre pr•s des facteurs .
(ii) Pour tout polyn™menon constant P %R [x] il existeune famil le ($1, . . . , $k )

de nombres rŽels distincts, une famil le ((b1, c1) . . . (bk ′ , ck ′ )) de couples distincts
de rŽels, avec b2

i " 4c2
i < 0 pour 1 ' i ' k%, deux famil les (n1, . . . , nk ) et

(m1, . . . , mk ′ )dÕentierspositifs et un rŽel a += 0 tels que
P = a(x " $1)n 1 . . . (x " $k )n k (x2 + b1x + c1)m 1 . . . (x2 + bk ′x + ck ′ )m k′ .

LÕunedes famil les ($1, . . . , $k ) ou ((b1, c1) . . . (bk ′ , ck ′ )) peut •tr e vide, et
cette dŽcomposition est unique ˆ lÕordre pr•s des facteurs .

Exemple 3.8.5 La dŽcomposition de x3 + 1 dansR [x] est x3 + 1 = (x + 1)(x2 "
x + 1). La dŽcomposition de x3 + 1 dansC[x] est x3 + 1 = (x + 1)(x " 1

2 + i
(

3
2 )(x "

1
2 " i

(
3

2 ).

En e"et x2 " x + 1 nÕapas de racines rŽelles,et sesracines complexessont
1
2 + i

(
3

2 et 1
2 " i

(
3

2 .

De m•me que dans le cas des entiers,on peut utiliser la dŽcomposition en
produit de polyn™mesirrŽductibles pour calculer le p.g.c.d. et le p.p.c.m. dÕune
famille Þnie de polyn™mes non constants (les polyn™mes constants non nuls
nÕinterviennent pas dans le calcul du p.p.c.m. et le p.g.c.d. dÕunefamille de po-
lyn™mescontenant un polyn™meconstant est Žgalˆ 1). On vŽriÞeque le p.g.c.d.
dÕunefamil le (P1, . . . , Pk ) de polyn™mesnon constants sÕobtienten faisant le
produit des diviseurs unitair es irr Žductibles communs ˆ P1, . . . , Pk , a"ectŽs du
plus petits desexposantsapparraissantdanslesdŽcompositions decespolyn™mes.

DÕautrepart le p.p.c.m. dÕunefamil le (P1, . . . , Pk ) depolyn™mesnon constants
sÕobtienten faisant le produit de tous les diviseurs unitair es irr Žductibles de
P1, . . . , ou Pk , a"ectŽs du plus grand des exposants apparaissant dans les dŽ-
compositions de ces polyn™mes.

Exemple 3.8.6 Calcul du p.g.c.d. et du p.p.c.m. de x3 + 1 et (x4 " 1)2.

On utilise les dŽcompositions dans R[x]. On a vu que la dŽcomposition de
x3 + 1 est x3 + 1 = (x + 1)(x2 " x + 1), et la dŽcomposition de (x4 " 1)2 est
(x4 " 1)2 = (x + 1)2(x " 1)2(x2 + 1)2. Le seul diviseur unitaire irrŽductible
commun est (x + 1), a"ectŽ de lÕexposant 1 pour le premier polyn™meet de
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lÕexposant 2 pour le second.Le p.g.c.d. de x3 + 1 et (x4 " 1)2 est donc Žgal
ˆ x + 1. Leur p.p.c.m. est Žgal ˆ (x + 1)2(x2 " x + 1)(x " 1)2(x2 + 1)2 =
x10 " x9 + x8 " 2x6 + 2x5 " 2x4 + x2 " x + 1.

Dans le casdesentiers on est confrontŽ ˆ desprobl•mes de temps de calcul
pour dŽcomposer de grands nombres en produit de facteurs premiers. En ce
qui concerneles polyn™meson sait depuis lÕAntiquitŽ trouver les racines dÕun
polyn™mede degrŽ2. Il a fallu attendre la deuxi•me moitiŽ du X V e si•cle (for-
mules de Cardan et Tartaglia) pour arriver ˆ rŽsoudre les Žquationsde degrŽ3
,puis assezrapidement cellesde degrŽ4 (ivrognes et paillards, les mathŽmati-
ciensitaliens de la Renaissancegardaient secr•tesleurs formuleset sÕa"rontaient
moyennant esp•ces sonnantes et trŽbuchantes dans des joutes publiques o• il
sÕagissaitdevant des ti"osi passionnŽsde rŽsoudredes equations concr•tes de
degrŽ3 ou 4). CÕestdÕailleurŝ cette occasionquÕapparaitpour la premi•re fois
le mystŽrieux "nombre imaginaire" i , longtemps tenu en suspicionpar lÕEglise,
tel que i 2 = " 1. CÕestseulement vers 1830 quÕEvariste Galois a dŽmontrŽ 1

quÕil est impossible de trouver des formules algŽbriquesdonnant les racines des
polyn™mesde degrŽ supŽrieur ou Žgal ˆ 5, en inventant au passagela thŽorie des
groupes (ce mathŽmaticien de gŽnieŽtait malheureusement myope commeune
taupe. Il est mort ˆ vingt ans en sebattant en duel au pistolet pour les beaux
yeux dÕunejeunefemmeprobablement soudoyŽepar les sbiresde Louis Philipp e
pour pousserles jeunesrŽvolutionnaires rŽpublicains ˆ sÕentretuer, en cette pŽ-
riode troubl Žeo• lespolytechniciensnÕavaient pashŽsitŽˆ utilis er lescanonsde
leur prestigieuse Ecole pour pilonner les troup es royales). Le manuscript laissŽ
par Galois ne seracompris que desannŽesplus tard.

On voit donc quÕilest en gŽnŽral impossible dÕexpliciterla dŽcompositio n
exacte en produit de polyn™mesirrŽductibles dÕunpolyn™mede degrŽ & 5.
M•me dans le cas du polyn™mex4 + x2 + 3x + 1 = (x + 1)(x3 " x2 + 2x + 1)
les formules donnant les racinesdÕunpolyn™mede degrŽ3 m•nent ˆ descalculs
compliquŽs,que nous donneronsplus loin en exercice.

3.9 Form ule de Tayl or pour les polyn™mes

On dŽÞnit la dŽrivŽe formelle dÕunpolyn™meP = a0+ a1x+ . . .+ an xn %C[x]
par la formule

(3.6) P%= a1 + 2a2x + . . . + nan xn " 1.

On dŽÞnitalors par rŽcurrencelesdŽrivŽessuccessivesP(2) , . . . , P (n ) . Notons
que P(k) = 0 si k > d' (P).

On a le rŽsultat suivant (Žvidemment aussi valable pour les polyn™meŝ
coe!cien ts rŽels).

1ce rŽsultat a ŽtŽ obtenu indŽpendamment ˆ la m•me Žpoque par le mathŽmaticien norvŽ-
gien Ab el, mort de maladie ˆ lÕ‰gede vingt-sept ans
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ThŽor•me 3.9.1 (Formule de Taylor pour les polyn™mes)Soit P % C[x], et
soit a %C. Si n & d' (P), on a

P = P(a) + P%(a)(x " a) + . . . +
P(n ) (a)

n!
(x " a)n .

DŽmonstration : Soit p & 1, et posonsU = xp. On a U(k) (a) = p(p " 1) . . . (p "
k + 1)ap" k = (k!)Ck

p ap" k pour 1 ' k ' p, U(k ) (a) = 0 pour k > p. DÕapr•sla
formule du bin™me(formule 1.7) on a pour n & p

U = (x " a+ a)p = ap +
#

1$ k$ p

Ck
p ap" k (x " a)k = U(a) +

#

1$ k$ n

U(k ) (a)
k!

(x " a)k .

La formule est Žvidente pour lespolyn™mesconstants. Supposonsla formule
vraie pour les polyn™mesde degrŽ ' m, avec m & 0, et soit P % C[x] un
polyn™mede degrŽm + 1. On a P = Q + bU, avecd' (Q) ' m, b %C, U = xm +1 .
Il est clair que P(k) (a) = Q(k) (a) + bU(k) (a) pour k & 1. DÕapr•slÕhypoth•se de
rŽcurrenceon a , pour n & m + 1

P = Q(a) +
#

1$ k$ n

Q(k ) (a)
k!

(x " a)k + bU(a) + b
#

1$ k$ n

U(k ) (a)
k!

(x " a)k

= P(a) +
#

1$ k$ n

P(k ) (a)
k!

(x " a)k ,

et la formule est dŽmontrŽe par rŽcurrence.*
On dŽÞnit lÕordre de multipl icitŽ dÕuneracine a dÕunpolyn™menon nul

comme Žtant le plus grand entier k tel que (x " a)k divise P. On dŽduit de
la formule de Taylor le rŽsultat suivant.

Corollaire 3.9.2 Soit P %C[x] un polyn™menon nul, et soit a %C une racine
de P. Alors lÕordre de multipl icitŽ de a est Žgal au plus petit entier positif k tel
que P(k) (a) += 0.

3.10 Uti l isati on de MUP AD pour des calculs
concernan t les polyn™mes

On peut utiliser MUPAD pour e"ectuer des divisions euclidiennesavec la
commandedivide.

Exemple 3.10.1 E"ectuer la division euclidienne de x17 + 134x16 " 187x15 +
34x14 + 14534x13 " 655x12 + 476x11 " 4321x10 + 22346x9 + 76584x8 " 178596x7 +
6789543x6 + 453x5 " 786x4 + 237x3 " 3459x2 + 567x " 112678par 1277x10 +
98746x9 + 55678x8 " 596x7 + 95437x6 + 23451x5 " 987x4 + 5468x3 " 6789x2 +
34708x + 985132
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divide(x^17
+134*x^16 - 187*x^15 + 34*x^14 +14534*x^13 - 655*x^12
+ 476*x^11 - 4321*x^10 + 22346*x^9 +76584*x^8 - 178596*x^7
+ 6789543*x^6 + 453*x^5 - 786*x^4 +237*x^3 -3459*x^2 +
567*x - 112678 , 1277*x^10 + 98746*x^9 +55678*x^8 - 596*x^7
+ 95437*x^6 + 23451*x^5 - 987*x^4 +5468*x^3 -6789*x^2 +
34708*x +985132);

2
7084458934692446817141036 x 694420911323290240482136415226x
--------------------- ------- - --------------------- ----------- -

4336560239433910489 5537787425757103694453

3 4 5 6
72275707124284784293 x 737742125702560 x 7522492641 x 72372 x
------------------- ---- + ------------------ - ------------- + --------

3395896820230157 2659277071441 2082440933 1630729

7
x

+ ---- + 68067360148522494512821063679478622/7071754542691821417816481,
1277

2
481506447089846499111161848046255382987x
------------------- ----------------------- -

7071754542691821417816481

1488891010460968743089937705390797942185x
------------------- ----------------------- -

7071754542691821417816481

3
378465347790617238706259798053607048121x
------------------- ----------------------- +

7071754542691821417816481

4
72113096301866799046921108380730157632x
------------------- ---------------------- -

7071754542691821417816481
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5
1597187145888966771742513525268289844732x
------------------ ------------------------- -

7071754542691821417816481

6
6475336590611463843749200924514398573029x
------------------ ------------------------- +

7071754542691821417816481

7
124928254189263426692788738640372572330x
------------------ ------------------------ -

7071754542691821417816481

8
3791482032010763103884484268259257245489x
------------------ ------------------------- -

7071754542691821417816481

9
6671984454903408998971321433720667667959x
------------------ ------------------------- -

7071754542691821417816481

67055334638631093222765869158408859294222/7071754542691821417816481

Le quotient cherchŽ est donc

68067360148522494512821063679478622
7071754542691821417816481 " 694420911323290240482136415226

5537787425757103694453 x+ 7084458934692446817141036
4336560239433910489 x2

" 72275707124284784293
3395896820230157 x3 + 737742125702560

2659277071441 x4 " 7522492641
2082440933 x5 + 72372

1630729 x6 + x 7

1277 ,
et le reste est

" 67055334638631093222765869158408859294222
7071754542691821417816481 " 1488891010460968743089937705390797942185

7071754542691821417816481 x+
481506447089846499111161848046255382987

7071754542691821417816481 x2" 378465347790617238706259798053607048121
7071754542691821417816481 x3+

72113096301866799046921108380730157632
7071754542691821417816481 x4" 1597187145888966771742513525268289844732

7071754542691821417816481 x5"
6475336590611463843749200924514398573029

7071754542691821417816481 x6+ 124928254189263426692788738640372572330
7071754542691821417816481 x7"

3791482032010763103884484268259257245489
7071754542691821417816481 x8" 6671984454903408998971321433720667667959

7071754542691821417816481 x9.



40 CHAPITRE 3. POLYNïMES

On peut Žgalement utiliser MUPAD pour calculer le p.g.c.d. et le p.p.c.m de
deux polyn™mesavec les commandesgcd et lcm .

Exemple 3.10.2 Calculer le p.g.c.d. et le p.p.c.m. de x12 + 8x2 " 29x + 20 et
x10 " 8x9 " 9x8 + 32x2 + 15x " 17.

gcd(x^12 + 8*x^2 + 29*x + 20, x^10 -8*x^9 -9*x^8 +32*x^2
+15*x -17 ) ;

x + 1

lcm(x^12 + 8*x^2 + 29*x + 20, x^10 -8*x^9 -9*x^8 +32*x^2
+15*x -17 ) ;

2 3 8 9 10 11 12
147 x + 792 x + 256 x - 180 x - 241 x - 43 x + 8 x - 17 x +

13 20 21
32 x - 9 x + x - 340

Le p.g.c.d. de cesdeux polyn™mesest donc x + 1, et leur p.p.c.m. est " 340+
147x + 792x2 + 256x3 " 180x8 " 241x9 " 43x10 + 8x11 " 17x12 + 32x13 " 9x20 + x21

On peut Žgalement calculer dessolutions de lÕŽquationde Bezout en utilisant
la commandegcdex .

Exemple 3.10.3 Trouver deux polyn™mesU et V tels que (x12 + 8x2 " 29x +
20)U + (x10 " 8x9 " 9x8 + 32x2 + 15x " 17)V = 1.

gcdex(x^12 + 8*x^2 + 29*x + 20, x^10 -8*x^9 -9*x^8 +32*x^2
+15*x -17 );

2
10226591066413994678x 54536657733040647455 x

x + 1, ----------------------- - ----- ----------------- +
6469292185375454520823 6469292185375454520823

3 4
24917896984808139752x 37262591054937067267 x
-------------------- --- - ----------------------- +
6469292185375454520823 6469292185375454520823

5 6
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2540370416875824523 x 17269057868666799603 x
------------------ ---- + ----------------------- -
6469292185375454520823 6469292185375454520823

7 8
24849034822763139727 x 2549565419413859057 x
------------------ ----- + ---------------------- +
6469292185375454520823 6469292185375454520823

9857396757795882874 x
288031022981401481654/6469292185375454520823, ------- --------------- -

6469292185375454520823

2 3
15228966176530539013 x 26214001315256095755 x
------------------ ----- + ----------------------- -
6469292185375454520823 6469292185375454520823

4 5 6
2055116348713479247 x 1320191736452968636 x 2081445401036029391 x
------------------ ---- - ---------------------- + ----------------------
6469292185375454520823 6469292185375454520823 6469292185375454520823

7 8
771793560007437332x 4595054903773392948 x

+ ------------- --------- - ------------------ ---- +
6469292185375454520823 6469292185375454520823

9 10
4452511467452267271 x 2549565419413859057 x
------------------ ---- - ----------------------- -
6469292185375454520823 6469292185375454520823

41686572102789699279/6469292185375454520823

On peut donc prendre U = 288031022981401481654
6469292185375454520823 " 54536657733040647455

6469292185375454520823 x +
10226591066413994678

6469292185375454520823 x2+ 24917896984808139752
6469292185375454520823 x3" 37262591054937067267

6469292185375454520823 x4+ 2540370416875824523
6469292185375454520823 x5+

17269057868666799603
6469292185375454520823 x6" 24849034822763139727

6469292185375454520823 x7+ 2549565419413859057
6469292185375454520823 x8 et V =

" 41686572102789699279
6469292185375454520823 + 9857396757795882874

6469292185375454520823 x" 15228966176530539013
6469292185375454520823 x2+ 26214001315256095755

6469292185375454520823 x3"
2055116348713479247

6469292185375454520823 x4" 1320191736452968636
6469292185375454520823 x5+ 2081445401036029391

6469292185375454520823 x6+ 771793560007437332
6469292185375454520823 x7"

4595054903773392948 x8 + 4452511467452267271
6469292185375454520823 x9 " 2549565419413859057

6469292185375454520823 x10

On peut Žvidemment calculer P($) pour P %C[x], $ %C ou dŽvelopper un
produit de polyn™mes,en utilisant les commandesevalp et expand
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Exemple 3.10.4 DŽvelopper P = (x " 2)7(x + 1)9 et calculer P(5 + 2i ).

expand((x- 2)^7* (x+1)^9);

4 2 3 5 6 7 8
2072 x - 704 x - 1248 x - 112 x + 1596 x - 1274 x - 1709 x + 369 x +

9 10 11 12 13 14 15 16
916 x - 56 x - 294 x + 14 x + 56 x - 6 x - 5 x + x - 128

unassign(x):

evalp((x- 2)^7*(x+ 1)^9, x = 5 +2*I);

95692447744 + 85393809408 I

On a donc P = " 128" 704x " 1248x2 " 112x3 + 2072x4 + 1596x5 " 1274x6 "
1709x7 + 369x8 + 916x9 " 56x10 " 294x11 + 14x12 + 56x13 " 6x14 " 5x15 + x16 et
P(5 + 2i ) = 95692447744+ 85393809408i (notons que pour MUPAD le nombre
5+2i sÕŽcrit5+2*I ).

De m•me que dans le casdesentiers, on peut utiliser la capacitŽde MUPAD
ˆ rŽsoudre des Žquations de Bezout pour calculer des solutions de syst•mes
dÕŽquationsde congruence(on pourra sÕentrainer en rŽsolvant lÕexercice13).
Pour la factorisation en produit de polyn™mesirrŽductibles , impossible en gŽ-
nŽral ˆ calculer quand le degŽdŽpasse4, cÕestbeaucoupmoins brillan t, et la
commandefactor nÕestgu•re e!cace.

Exemple 3.10.5 Factoriser x2" 1 , x3+ 1 , x2" 7x" 5 , x4+ 1 et x4+ x2+ 3x+ 1.

factor(x^2 -1);

[1, x - 1, 1, x + 1, 1]
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factor(x^3 + 1);

2
[1, x + 1, 1, x - x + 1, 1]

factor(x^2 -7*x -5);

2
[1, x - 7 x - 5, 1]

factor(x^4 +1);

4
[1, x + 1, 1]

factor(x^4 +x^2 +3*x +1);

2 3
[1, x + 1, 1, 2 x - x + x + 1, 1]

On nÕavait pasbesoindeMUPAD pour apprendrequex2" 1 = (x = 1)(x" 1)
et que x3 + 1 = (x + 1)(x2 + x + 1), et il a m•me refusŽde rŽsoudreune Žquation
du seconddegrŽpour factoriser le troisi•me polyn™me,en sÕarr•tant en route
dans la factorisation du dernier.

On a plus de chancesde trouver les racinesavec la commandesolv e.



44 CHAPITRE 3. POLYNïMES

Exemple 3.10.6 Trouver les racines des polyn™mesx2 " 7x " 5 et x4 + x2 +
3x + 1.

solve(x^2 -7*x -5,x);

{ 1/2 1/2 }
{ 69 69 }
{ 7/2 - -----, ----- + 7/2 }
{ 2 2 }

solve(x^4+1,x);

{ 1/2 1/2 1/2 1/2 }
{ (- 4 I) (- 4 I) 4 I 4 I }
{ - -------- --, ----------, - ------, ------ }
{ 2 2 2 2 }

solve(x^4 + x^2 +3*x +1,x);

{ / 1/2 \1/3 / 1/2 \1/3
{ | 29 | | 29 |
{ | ----- + 43/54 | | ----- - 43/54 |
{ \ 6 / \ 6 /
{ ---------------- ---- - -------------------- -
{ 2 2

/ / 1/2 \1/3 / 1/2 \1/3 \
1/2 | | 29 | | 29 | |

1/2 I 3 | | ----- - 43/54 | + | ----- + 43/54 | | + 1/3,
\ \ 6 / \ 6 / /

/ 1/2 \1/3 / 1/2 \1/3
| 29 | | 29 |
| ----- + 43/54 | | ----- - 43/54 |
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\ 6 / \ 6 /
------------------ -- - -------------------- +

2 2

/ / 1/2 \1/3 / 1/2 \1/3 \
1/2 | | 29 | | 29 | |

1/2 I 3 | | ----- - 43/54 | + | ----- + 43/54 | | + 1/3, -1 ,
\ \ 6 / \ 6 / /

}
}

/ 1/2 \1/3 / 1/2 \1/3 }
| 29 | | 29 | }
| ----- - 43/54 | - | ----- + 43/54 | + 1/3 }
\ 6 / \ 6 / }

On voit donc que les racines de x2 " 7x " 5 sont 7+
(

69
2 et 7"

(
69

2 , ce qui
nÕestpas une grande surprise.Les racines de x4 + 1, qui peuvent se calculer
directement, sont donnŽespar MUPAD en utilis ant des expressions(interdites
aux Žl•ves de terminale) du type

-
i, quÕilfaut remplacer par

(
2

2 (1 + i ). Par
contre Mupad sait calculer les racinesde polyn™mesde degrŽ3 et 4, et a tr ouvŽ
les racines du dernier polyn™me(pour les deux premi•res remplacer I par i ).

Les racinesrŽellessont " 1 et
+(

29
6 " 43

54

, 1/ 3
"

+(
29
6 + 43

54

, 1/ 3
+ 1

3 , et on laisse au

lecteur le soin dÕecrirela dŽcomposition en facteurs irrŽductibles de x4 + x2 +
3x + 1 dans R [x].

Il faudra seretourner vers un logiciel de calcul numŽrique pour obtenir
desvaleursapprochŽesde racinesdÕunpolyn™mede degrŽsupŽrieur ou Žgalˆ 5.
M•me en degrŽ3 ou 4 des valeurs approchŽesprŽcisessont souvent plus utiles
que desexpressionsalgŽbriquescompliquŽesdonant lesvaleursexactes,mais on
peut obtenir directement cette information de MUPAD.

p:=x^4 +x^2 +3*x +1:
S:=solve(p=0,x):
map(S,float);

{-0.3926467817, -1.0, 0.6963233908 - 1.435949864 I,

0.6963233908 + 1.435949864 I}
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3.11 In terp olat ion de Lagrange et calcul numŽ-
ri que sous Matl ab

Les polyn™mesdÕinterpolation de Lagrange permettent Žtant donnŽesdeux
familles u1, ..., un +1 et v1, ..., vn +1 de n + 1 nombres rŽels, avec ui += uj pour
i += j , dÕexhiber un polyn™mep % R [x] de degrŽ infŽrieur ou Žgal ˆ n tel que
p(ui ) = vi pour i ' n + 1. Ceci est un cas particulier du thŽor•me chinois
puisque lÕŽquationp(ui ) = vi Žquivaut ˆ lÕŽquationp / vi (mod x " ui ), et
puisquex " ui est premier avec x " uj pour i += j . En fait on a dans ce casune
formule explicite qui donne la solution de ce probl•me dÕinterpolation.

Prop osition 3.11.1 Soient u = (u1, ..., un +1 ) et v = (v1, ..., vn +1 ) deux fa-
mil les de n + 1 nombres rŽels, avec ui += uj pour i += j . Posons

pu,v =
n +1#

i =1

vi

# 1≤j≤n+1
j )= i

(x " uj )

# 1≤j≤n+1
j )= i

(ui " uj )
. (3.1)

Alors le polyn™mepu,v , appelŽ polyn™medÕinterpolation de LagrangeassociŽ
aux famil les u et v, est lÕuniquepolyn™mep de degrŽ infŽrieur ou Žgal ˆ n tel
que p(ui ) = vi pour 1 ' i ' n + 1.

DŽmonstration : Posonspi =
! 1≤j≤n+1

j #=i

(x " uj )

! 1≤j≤n+1
j #=i

(u i" uj ) . Il est clair que pi (ui ) = 1 et

pi (uj ) = 0 pour 1 ' i ' n, 1 ' j ' n, j += i. Donc p =
* n +1

i =1 vi pi satisfait
les conditions voulues.DÕautrepart si q est un polyn™medistinct de p vŽriÞant
p(ui ) = vi pour 1 ' i ' n + 1 alors q " p, qui est non nul et poss•den + 1
racinesdistinctes, est de degrŽau moins n + 1. Comme do(p) ' n, on a do(q) =
do(q " p) & n + 1, ce qui montre que p est unique. *

Ce rŽsultat est important en pratiq ue, car il permet dÕobtenirdes approxi-
mations raisonnablesde fonctions dont on connait les valeurs v = (v1, ..., vn +1 )
en une famille de rŽelsu = (u1, ..., un +1 ) donnŽe.Si la famille comporte n + 1
points, on peut procŽderpar interpolation linŽaire entre lespoints de coordonŽes
(ui , vi ) et (ui +1 , vi +1 ), ou par interpolation quadratique en utilisant les familles
de trois points consŽcutifs, etc... ou en calculant la polyn™medÕinterpolation de
LagrangeassociŽ aux deux familles.

Dans les probl•mes rencontrŽs en pratique on a souvent seulement besoin
desvaleursapprochŽesdes quantitŽs recherchŽes.Le logiciel de calcul numŽrique
Matlab est alors en gŽnŽralbien prŽfŽrableau logiciel de calcul formel Mupad.

Pour saisir un polyn™mesous Matlab on rentre entre crochets la liste de
sescoe!cien ts, rangŽsen ordre dŽcroissant par rapport au degrŽdu mon™me
concernŽ.Par exemplepour le polyn™mex6 + 3x5 + 4x2 + 7x + 1, on Žcrit

>> p=[1 3 0 0 4 7 1]
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p =

1 3 0 0 4 7 1

On peut alors obtenir desvaleursapprochŽesdes6 racinesde p = x6 + 3x5 +
4x2 + 7x + 1.

>> roots(p)

ans =

-2.9314
0.9121 + 0.9320i
0.9121 - 0.9320i

-0.8679 + 0.72 49i
-0.8679 - 0.72 49i
-0.1569

On peut Žgalement calculer le polyn™mer = pq, o• q = x6 + 2x5 + x4 + x3 +
6x2 + 7x + 4.

>> q=[1 2 1 1 6 7 4]

q =

1 2 1 1 6 7 4

>> r=conv(p,q)

r =

1 5 7 4 13 40 44 25 32 71 71 35 4

0n a donc r = x12 + 5x11 + 7x10 + 4x9 + 13x8 + 40x7 + 44x6 + 25x5 + 32x4 +
71x3 + 71x2 + 35x + 4. On peut alors obtenir desvaleurs approchŽesdesracines
de q et r, et constater sanssurprise que lÕensemble desracines de r est la rŽunion
de lÕensemble desracinesde p et de lÕensemble desracinesde q.

>> roots(q)

ans =
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0.9620 + 1. 0992i
0.9620 - 1. 0992i

-1.3735 + 0.7182i
-1.3735 - 0.7182i
-0.5885 + 0.6588i
-0.5885 - 0.6588i

>> roots(r)

ans =

-2.9314
0.9620 + 1. 0992i
0.9620 - 1. 0992i
0.9121 + 0. 9320i
0.9121 - 0. 9320i

-1.3735 + 0.7182i
-1.3735 - 0.7182i
-0.8679 + 0.7249i
-0.8679 - 0.7249i
-0.5885 + 0.6588i
-0.5885 - 0.6588i
-0.1569

On va maintenant calculer les coe!cien ts du polyn™medÕinterpolation de
Lagrange p de degrŽ 4 vŽriÞant les conditions p(0) = 1 = p(1), p(2) = 0, 5,
p(3) = 6.5, p(4) = " 1.

>> x=[0 1 2 3 4] ;y =[1 1 0.5 6.5 -1];
p=polyfit(x,y,4)

On obtient

p =

-1.1250 7.9167 -16.1250 9.3333 1.0000

ce qui signiÞeque p / " 1, 125x4 + 7, 9167x3 " 16, 125x2 + 9, 3333x + 1.
On va maintenant reprŽsenter graphiquement p en calculant ses valeurs en

une grille de points espacŽsde 0, 05 entre 0 et 4 (matlab rŽalisera alors une
interpolation linŽaire entre les points de la grille).
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>> x2=[0:0.05:4]; y2=polyval(p,x2);
>> plot(x2,y2)

Si on cherche despolyn™mesde degrŽinfŽrieur ˆ n pour un probl•me dÕinter-
polation faisant intervenir n + 1 donnŽeson obtiendra seulement une "in terpo-
lation approchŽe." Par exemplepour n = 1 la commandepolyÞt fait apparaitre
la "droite des moindres carrŽs" associŽsaux points M 1 = (x1, y1), ..., M n +1 =

(xn +1 , yn +1 ), cÕest̂ dire la droite D pour laquelle la somme
n +1*

k=1
dist 2(M k , D )

est minimale.

x=[0 1 2 3 4]; y = [1 1 0.5 6.5 -1];
q=polyfit(x,y,1)

q =

0.1500 1.3000

Une expressionapprochŽede lÕŽquationde la droite desmoindres carrŽsest
donc y = 0, 15x + 1, 3.

On peut alors obtenir une reprŽsentation graphique de la droite en question
(il su!t dÕunegrille de deux points), ˆ laquelle on associe la famille de points
donnŽeau dŽpart.

>> x2=[0:4:4];y2 =polyval(q,x2);
plot(x2,y2)

>> hold on
>> plot(x,y,ÕoÕ)
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3.12 Exerci ces sur le Chapi tre 3

exercice 1
Trouver un polyn™meP tel que le reste de la division euclidiennede P par

(x " 1), (x + 1) ou (x + 2) soit Žgal ˆ 3.

exercice 2
E"ectuer la division euclidienne de x4 + 3

2 x3 " 15
2 x2 + 5x " 1 par 2x3 " x + 1

exercice 3
a) Soit P = a0 + a1x + ...an xn , avec ak %Z pour k = 0, 1, ..., n et soient p

et q deux entiers premiers entre eux tels que p/q soit racine de P . Montrer que
p divise a0 et q divise an .

b) Application : Montrer que 6x3 " 2x2 + 3x " 4 nÕapas de racine dans Q .
exercice 4

Soient K un corps, a et b deux ŽlŽments de K et P %K [x] un polyn™me.
DŽterminer, en fonction de P(a) et P(b), le reste de la division euclidienne de
P par (x " a)(x " b) dans chacun descassuivants :

i ) a += b
ii ) a = b.

exercice 5
Soient a, b,c dansC . A quelle condition le polyn™meP = x5 + ax2 + b est-il

divisible par Q = x3 + x2 + cx + 1?

exercice 6
Pour quelles valeurs de n% N , le polyn™meP = (x + 1)n " xn " 1, est-il

divisible par x2 + x + 1?

exercice 7
Soit n %N.
a) Montrer quÕilexiste un couple unique de polyn™mes(A, B ) de degrŽs

strictement infŽrieurs ˆ n tel que
(1 " x)n A + xn B = 1 .

b) Montrer que
A = B (1 " x) et B = A(1 " x).

c) Montrer quÕilexiste une constante a telle que
(1 " x)A

′
" nB = axn " 1.

exercice 8
DŽterminer les polyn™mesPn de degrŽn tels que

Pn " P%
n =

1
n!

xn .
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exercice 9
Trouver les polyn™mesP tels que
P(1) = 3, P%(1) = 4, PÓ(1)= 5 et P(n ) = 0 ( n & 3.

exercice 10
Soit P = x3 + 2. DŽcomposerP en produit de polyn™mes irrŽductibles uni-

taires dans K [x] dans chacun descasK = Q, K = R , K = C, K = Z/ 3Z, K =
Z/ 5Z, K = Z/ 7Z.

exercice 11
a) Trouver tous le polyn™mesP % R [x] tels que P + 1 soit divisible par

(x " 1)2 et P " 1 soit divisible par (x + 1)2 en utilisant le thŽor•me de Bezout.
b) M•me question en remplacant P par P%.

exercice 12
DŽcomposerx4 + 1 en produit de polyn™mesirrŽductibles dansC[x] et R [x].

exercice 13
a) Trouver deux polyn™mesU et V tels que U(x2 + 1) + V (x2 + x + 1) = 1.
b) Trouver un polyn™me P vŽriÞant les trois conditions suivantes
P " 1 est divisible par x2 + 1.
P + x est divisible par x2 + x + 1.
P " x est divisible par x + 3.

exercice 14
On seproposede calculer les racinesdu polyn™me1 + 2x " x2 + x3

a) En utilisant lesoutils de terminale, montrer que cepolyn™meposs•deune
racine rŽelleet une seule.

b) En posant s = x " 1/ 3, ramenerlÕŽquation1+ 2x " x2 + x3 = 0 ˆ lÕŽquation
25
27 + 5

3 s + s3 = 0.
c) On poses = a + b. Ecrire lÕŽquationobtenue pour a et b.
d) On poseˆ priori ab = " 5

9 . Calculer a3 et b3 en rŽsolvant une Žquation
du seconddegrŽ(il a fallu 1700ans pour trouver cette astuce). En dŽduire les
racines du polyn™me1 + 2x " x2 + x3 (on pourra se contenter de calculer la
racine rŽelle).

exercice 15(sousMUPAD)
a) E"ectuer la division euclidiennede B par A, avecA = x9 + 67x8 + 45x5 +

17x4 + 25x3 " 32x2 + 27x " 148et B = x12 " 35x7 + 72x3 " 225x2 + 72x " 1227.
b) Calculer le p.g.c.d. et le p.p.c.m. de A et B .
c) Calculer A(376" 769i ) et B (1906" 3456i ).

exercice 16(sousMUPAD)
a) Trouver deux polyn™mes U et V tels que (x9 + 7x8 " 245x6 + 28x5 + 5x3 +

321x2 " 275x + 247)U + (x12 + x9 + 7x4 + 34678x3 + x2 + 2250)V = 1.
b) Trouver un polyn™meP tel queP " x6 + x5 + 542x + 2371soit divisible par

x9 + 7x8 " 245x6 + 28x5 + 5x3 + 321x2 " 275x + 247et tel queP + 3x2 " 35x + 2987
soit divisible par x12 + x9 + 7x4 + 34678x3 + x2 + 2250.
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exercice 17(sousMUPAD)
RŽsoudreles Žquations x3 + 12x2 + 5x + 2 = 0 et x4 " x3 + 22x + 7 = 0.

Peut-on Žcrire clairement les rŽsultats obtenus?

exercice 18(sousMatlab)
Donner le polyn™medÕinterpolation de Lagrange et la droite des moindres

carrŽscorrespondant aux donnŽesu = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]et v = [1, 1, 1, " 3, " 3, " 4, 5, 4, 3, 0, " 1],
et donner une reprŽsentation graphique desrŽsultats obtenus.
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Chapitre 4

Fractions rationnelles

4.1 Di vi sion suivant les pui ssances croi ssantes

On va maintenant sÕintŽresser̂ lÕensemble ÷K [x] desfractions rationnelles ˆ
coe!cien ts dans un corps K . Une fraction rationnelle ˆ coe!cien ts dans K est
un quotient de la forme P

Q avec P % K [x], Q % K [x], Q += 0, et on identiÞe
P1
Q1

et P2
Q2

quand P1Q2 " P2Q1 = 0. Les r•gles de calcul (rŽduction au m•me
dŽnominateur pour lÕaddition,produit, simpliÞcation par un diviseur commun
de P et Q) sont les m•mes que pour les fractions usuelles,et on vŽriÞe que
lÕensemble desfractions rationnelles,muni de cette addition et de ceproduit est
un corps.

PosonsR($) = P (! )
Q( ! ) pour R = P

Q % ÷K [x], $ %DR := { $ %C | Q($) += 0} .
On a R1($) + R2($) = (R1 + R2)($) et R1($)R2($) = (R1R2)($) pour R1, R2 %
÷K [x], $ %DR1 2 DR2 .

On utilisera dans la suite le rŽsultat suivant

Lemme 4.1.1 (Division suivant les puissances croissantes)
Soit P un polyn™meet soit Q un polyn™menon constant.Il existe pour tout

n & 1 une unique famil le (R0, . . . , Rn " 1) de polyn™meset un unique polyn™me
Un vŽriÞant les deux conditions suivantes

(i) d' (Ri ) < d' (Q) pour 1 ' i ' n " 1
(ii) P = R0 + . . . + Rn " 1Qn " 1 + Qn Un .

DŽmonstration : Pour obtenir la dŽcomposition ci-dessuspour n = 1 il suf-
Þt dÕe"ectuerla division euclidienne de P par Q. Supposons la dŽcomposi-
tion obtenue ˆ lÕordren , avec n & 1. En e"ectuant la division euclidienne
de Un par Q on obtient Un = Rn + QUn +1 , avec d' (Rn ) < d' (Q), et P =
R0 + . . . + Rn Qn + Qn +1 Un +1 , ce qui Žtablit par rŽcurrencelÕexistencede la
dŽcomposition cherchŽe.LÕunicitŽpour n = 1 provient de lÕunicitŽde la division
euclidienne.Supposonsla dŽcomposition unique ˆ lÕordren , avecn & 1, et soient
P = R0 + . . .+ Rn Qn + Qn +1 Un +1 = T0 + . . .+ Tn Qn + Qn +1 Vn +1 deux dŽcompo-
sitions de P vŽriÞant (ii).On a P = R0 + . . . + Rn " 1Qn " 1 + Qn (Rn + QUn +1 ) =

55
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T0 + . . .+ Tn " 1Qn " 1 + Qn (Tn + QVn +1 ). DÕapr•slÕhypoth•se de rŽcurrence,on a
Ri = Ti pour 1 ' i ' n " 1 et Rn + QUn +1 = Tn + QVn +1 . Le fait que Rn = Tn

et Un +1 = Vn +1 provient de lÕunicitŽ de la division euclidienne, et lÕunicitŽ de
la dŽcomposition donnŽepar le lemme est Žtablie par rŽcurrence.*

4.2 DŽcomp ositi on en ŽlŽments simpl esdÕune frac-
ti on rati onnel le

ThŽor•me 4.2.1 (DŽcomposition en ŽlŽments simples dÕunefraction ration-
nelle)

Soit K un corps, soit P
Q une fraction rationnelle ˆ coe! cients dans K , avec

P et Q premiers entre eux, et soit Q = aQn 1 . . . Qn k
k la dŽcomposition de Q en

produit de polyn™mesirr Žductibles unitair es dans K [x].
I l existe alors U %K [x] et k famil les (A1,1, . . . , A1,n 1) . . . , (Ak,1, . . . , Ak ,n k )

de polyn™meŝ coe! cients dans K , avec d' (Ap,q ) < d' (Qp) pour 1 ' p ' k,
1 ' q ' np, vŽriÞant

P
Q

= U +
#

1$ p$ k

-

.
#

1$ q$ n p

Ap,q

Qq
p

/

0 .

De plus Ap,n p += 0 pour 1 ' p ' k, et la dŽcomposition ci-dessusest unique.

DŽmonstration : On peut selimiter au caso• Q est unitaire. Supposonsque
Q = Qn

1 , avec Q1 irrŽductible. On obtient alors la dŽcomposition en ŽlŽments
simplesen e"ectuant la division suivant les puissancescroissantes de P par Q1

ˆ lÕordren.
Supposonsque la dŽcomposition en ŽlŽments simplesexistequand Q poss•de

k diviseurs unitaires irrŽduct ibles distincts, avec k & 1, et soit Q un polyn™me
unitaire possŽdant k + 1 diviseurs irrŽductibles distincts Q1, . . . , Qk+1 . On a
Q = Qn 1

1 . . . , Qn k+1
k+1 . PosonsU1 = Qn 1

1 . . . Qn k+1
k+1 , U2 = Qn k

k . DÕapr•sle thŽor•me
3.16, U1 et U2 sont premiers entre eux et il existe deux polyn™mesV1 et V2 tels
que U1V1 + U2V2 = 1, cequi donne P

Q = P
U1U2

= V1P
U2

+ V2P
U1

. DÕapr•slÕhypoth•se

de rŽcurrence,V1P
U2

et V2P
U1

poss•dent une dŽcomposition en ŽlŽments simples,et
la sommede cesdeux dŽcompositions donnent une dŽcomposition en ŽlŽments
simples de P

Q . LÕexistencede la dŽcomposition en ŽlŽments simples est donc
Žtablie par rŽcurrence.

Soient P % K [x], Q % K [x] deux polyn™mespremiers entre eux et soit
P
Q = U +

*
1$ p$ k

1*
1$ q$ n p

A p,q

Qq
p

2
, avec U %K [x], Ap,n p += 0, Qp irrŽductible

unitaire pour 1 ' p ' k, d' (Ap,q ) < d' (Qp) pour 1 ' q ' p une dŽcomposition
en ŽlŽments simples de P

Q . En multiplian t les deux membres de cette ŽgalitŽ
par QQn 1

1 . . . Qn k
k , on obtient PQn 1

1 . . . Qn k
k = QV, avec V %K [x].Comme Q est

premier avec P, on voit que Q divise Qn 1
1 . . . Qn k

k .
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Pour 1 ' p ' k, posons ÷Qp = Qn1
1 ...Q

nk
k

Qp
%K [x].

Multiplions les deux membres de lÕŽgalitŽci-dessuspar Qn p
p Q. On obtient

PQn p
p = Q(Ap,n p + QpV

÷Qp
), avec V % K [x], et PQn p

p ÷Qp = Q(Ap,n p
÷Qp + QpV).

Comme Ap,n p += 0, Ap,n p et Qp sont premiers entre eux. Il rŽsulte du thŽor•me
3.5.5que Qp et ÷Qp sont premiersentre eux , et il rŽsulteŽgalement du thŽor•me
3.5.5 que Qp est premier avec Ap,n p

÷Qp.Comme les diviseurs communs de Qp et
Ap,n p

÷Qp + QpV sont les m•mes que ceux de Qp et Ap,n p
÷Qp on voit que Qp et

Ap,n p
÷Qp + QpV sont premiers entre eux.Il rŽsulte alors du thŽor•me 3.5.5 que

Qn p
p et Ap,n p

÷Qp + QpV sont premiers entre eux, et il rŽsulte du thŽor•me de
GaussqueQn p

p divise Q. CommeQn p
p est premier avecQn q

q pour p += q, il rŽsulte
de la proposition 3.7.4 que le p.p.c.m. de la famille (Qn 1

1 , . . . , Qn k
k ) est Žgal au

produit Qn 1
1 . . . Qn k

k . Donc Q divise Qn 1
1 . . . Qn k

k , et Qn 1
1 . . . Qn k

k divise Q. Comme
cesdeux polyn™messont unitaires, on a Q = Qn 1

1 . . . Qn k
k . Ceciprouveau passage

que Ap,n p += 0 dans la dŽcomposition en ŽlŽments simples dont lÕexistencea
ŽtŽmontrŽe plus haut. Soient maintenant P

Q = U +
*

1$ p$ k (
*

1$ q$ n p

A p,q

Qq
p

) =

V +
*

1$ p$ k (
*

1$ q$ n p

B p,q

Qq
p

) deux dŽcompositions en ŽlŽments simples de P
Q .

Alors U et V sont Žgauxau quotient obtenu en e"ectuant la division euclidienne
de P par Q. Avec lesm•mes notations que ci-dessuson obtient, pour 1 ' p ' k,
deux polyn™mesW1 et W2 tels que

PQ = P ÷QpQn p
p = Q(Ap,n p

÷Qp + QpW1) = Q(Bp,n p
÷Qp + QpW2).

Donc P = Ap,n p
÷Qp + QpW1 = Bp,n p

÷Qp + QpW2. Comme ÷Qp et Qp sont premiers
entre eux, et comme d' (Ap,n p) < d' (Qp) et d' (Bp,n p) < d' (Qp), il rŽsulte du

corollaire 3.5.4queAp,n p = Bp,n p . En appliquant cerŽsultat ˆ P
Q "

A p,np

Q
np
p

on voit

que Ap,q1 = Bp,q1 , o• q1 < p est sÕilexiste le plus grand entier tel que Ap,q1 ou
Bp,q1 soit non nul, et on voit par rŽcurrencedescendante que Ap,q = Bp,q pour
1 ' q ' np, ce qui prouve lÕunicitŽ de la dŽcomposition en ŽlŽments simples. *

Corollaire 4.2.2 (i) Soit P
Q une fraction rationnelle ˆ coe! cients dans C, avec

P et Q premiers entre eux, et soit Q = a(x" $1)n 1 . . . (x" $k )n k la dŽcomposition
de Q en produit de polyn™mesunitair es irr Žductibles dans C[x].

I l existe alors U %C[x] et k famil les (a1,1 . . . a1,n 1), . . . , (ak ,1, . . . , ak ,n k ) de
nombres complexesvŽriÞant

P
Q

= U +
#

1$ p$ k

-

.
#

1$ q$ n p

ap,q

(x " $p)q

/

0 .

De plus ap,n p += 0 pour 1 ' p ' k, et cette dŽcomposition est unique.
(ii) Soit P

Q une fraction rationnelle ˆ coe! cients dans R , avec P et Q pre-
miers entre eux, et soit Q = a(x " $1)n 1 . . . (x " $k )n k (x2 + b1x + c1)m 1 . . . (x2 +
bk ′x + ck ′ )m k′ la dŽcomposition de Q en produit de polyn™mesunitair es irr Žduc-
tibles dans R [x].
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I l existealors un polyn™meU %R [x] , k famil les(a1,1 . . . a1,n 1), . . . , (ak ,1, . . . , ak ,n k )
de rŽels, et k%famil les

((d1,1, e1,1), . . . , (d1,m 1 , e1,m 1)) , . . . , ((dk ′,1, ek ′,1), . . . , (dk ′,m k′ , ek ′,m k′ )) decouples
de rŽels , avec (bj ,m j , cj ,m j ) += (0, 0) pour 1 ' j ' k%vŽriÞant

P
Q

= U +
#

1$ p$ k

-

.
#

1$ q$ n p

ap,q

(x " $p)q

/

0 +
#

1$ p$ k ′

-

.
#

1$ q$ m p

dp,q x + ep,q

(x2 + bpx + cp)q

/

0 ,

De plus ap,n p += 0 pour 1 ' p ' k , (bp,m p , cp,m p) += (0, 0) pour 1 ' p ' k%,
et cette dŽcomposition est unique.

Le terme polyn™mialde la dŽcomposition en ŽlŽments simples sÕobtient en pre-
nant le quotient de la dividion euclidiennedu numŽrateur par le dŽnominateur.
DÕautrepart le coe!cien t ap,n p associŽ ˆ une racine $p du dŽnominateur sÕob-
tient en multiplian t lesdeux membresde lÕŽgalitŽpar (x " $p)p et en remplacant
apr•s simpliÞcation x par $p. Ceci m•ne dans certains casˆ des calculs rapides.

Exemple 4.2.3 DŽcomposition en ŽlŽmentssimples de x 2

(x " 1)( x +1 )( x +2 ) .

Le degrŽdu numŽrateur Žtant strictement infŽrieur ˆ celui du dŽnominateur,
on sait que la dŽcomposition est de la forme

x2

(x " 1)(x + 1)(x + 2)
=

a
x " 1

+
b

x + 1
+

c
x + 2

.

En multiplian t par x" 1 et enrempla•ant x par 1, on obtient a = 1
2* 3 = 1

6 . En
multiplian t par x+ 1 et en rempla•ant x par " 1, on obtient b = 1

(" 2)* 1 = " 1
2 . En

multiplian t par x + 2 et en rempla•ant x par " 2, on obtient c = 4
(" 3)* ( " 1) = 4

3 .
La dŽcomposition cherchŽeest donc

x2

(x " 1)(x + 1)(x + 2)
=

1
6(x " 1)

"
1

2(x + 1)
+

4
3(x + 2)

.

Dans le cas gŽnŽralon peut toujours apr•s avoir e"ectuŽ la division eucli-
dienne de P par Q Žcrire ˆ priori la dŽcomposition, rŽduire au m•me dŽnomi-
nateur le secondmembre et identiÞer les numŽrateurs pour se ramener ‡ un
syst•me dÕŽquationslinŽaires, en jouant Žventuellement au dŽpart sur lÕunicitŽ
de la dŽcomposition dans le casdÕunefraction rationnelle paire ou impaire pour
montrer quecertainscoe!cien ts sonnuls, maiscescalculspeuvent •tre fort com-
pliquŽs. En fait la dŽmonstration du thŽor•me 4.1 donne une mŽthode e"ective
pour calculer la dŽcomposition en ŽlŽments simples dÕune fraction rationnelle :
en appliquant un certain nombre de fois le thŽor•me de Bezout on seram•ne ˆ
dŽcomposeren ŽlŽments simplesdesfractions rationnelles de la forme P

Qn , avec
Q irrŽductible, et il su!t alors dÕe"ectuerdes divisions suivant les puissances
croissantes. Nous illustrons cette mŽthode gŽnŽralepar un exemple
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Exemple 4.2.4 DŽcomposition en ŽlŽmentssimples de x 7+2 x 5+4 x 2" x +1
x 2(x 2+1 )2 .

On a (x2 + 1)2 = x4 + 2x2 + 1 = x2(x2 + 2) + 1.
On en dŽduit que (x2 + 1)2(x7 + 2x5 + 4x2 " x + 1) " x2(x2 + 2)(x7 + 2x5 +

4x2 " x + 1) = x7 + 2x5 + 4x2 " x + 1. On a donc

x7 + 2x5 + 4x2 " x + 1
x2(x2 + 1)2 =

x7 + 2x5 + 4x2 " x + 1
x2 "

(x2 + 2)(x7 + 2x5 + 4x2 " x + 1)
(x2 + 1)2

= x5 + 2x3 + 4"
1
x

+
1
x2 "

x9 + 2x7 + 4x4 " x3 + x2 + 2x7 + 4x5 + 8x2 " 2x + 2
(x2 + 1)2

= x5 + 2x3 + 4 "
1
x

+
1
x2 "

x9 + 4x7 + 4x5 + 4x4 " x3 + 9x2 " 2x + 2
(x2 + 1)2 .

On e"ectue alors la division euclidiennede x9 + 4x7 + 4x5 + 4x4 " x3 + 9x2 "
2x + 2 par (x2 + 1)2.

x9+ + 4x 7 + 4x 5 + 4x 4 " x3 + 9x 2 " 2x + 2 x4 + 2x 2 + 1
" x9 " 2x7 " x5 x5 + 2x 3 " x +4

2x 7 + 3x 5 + 4x 4 " x3 + 9x 2 " 2x + 2
" 2x7 " 4x5 " 2x3

" x5 + 4x 4 " 3x 3 + 9x 2 " 2x + 2
x5 +2x3 +x

4x 4 " x3 + 9x 2 " x + 2
" 4x4 " 8x2 -4

" x3 + x2 " x " 2

On obtient x9 + 4x7 + 4x5 + 4x4 " x3 + 9x2 " 2x+ 2 = (x2 + 1)2(x5 + 2x3 " x+ 4)
" x3 + x2 " x " 2, et on a

x7 + 2x5 + 4x2 " x + 1
x2(x2 + 1)2 = x5+ 2x3+ 4"

1
x

+
1
x2 " x5" 2x3+ x" 4+

x3 " x2 + x + 2
(x2 + 1)2

= x "
1
x

+
1
x2 +

x3 " x2 + x + 2
(x2 + 1)2 .

On e"ectue alors la division euclidienne de x3 " x2 + x + 2 par x2 + 1.

x3 " x2 + x + 2 x2 + 1
" x3 " x x " 1

" x2 + 2
x2 +1

+ 3
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On a donc x3 " x2 + x + 2 = (x2 + 1)(x " 1)+ 3, et on obtient la dŽcomposition
cherchŽe:

x7 + 2x5 + 4x2 " x + 1
x2(x2 + 1)2 = x "

1
x

+
1
x2 +

x " 1
x2 + 1

+
3

(x2 + 1)2 .

4.3 Appl icati ons au calcul intŽgral

La dŽcomposition en ŽlŽments simples des fractions rationnelles rŽellesˆ
desapplications au calcul in tŽgral . On connait en e"et une primitiv e de 1

(x " a)n

pour n & 1 (cÕest" 1
(n " 1)( x " a)n−1 pour n & 2 et log|x " a| pour n = 1.) DÕautre

part si b2 " 4c < 0 en posant s = x + b
2 , puis t = s3

c" b2
4

, on ram•ne le calcul

dÕuneprimitiv e dÕunefonction f : x !"# cx + d
(x 2+ bx+ c)n au calcul dÕuneprimitiv e

dÕunefonction g : t !"# "t + #
( t 2+1 )n .

On trouve une primitiv e dÕunefonction t !"# t
( t 2+1 )n en posant r = t2.

Pour les fonctions du type t !"# 1
( t 2+1 )n , on proc•de par rŽcurrence.En e"et

posons

Fn (x) =
4 x

0

dt
(t2 + 1)n .

En posant u = 1
(t 2+1 )n , dv = dt, on obtient du = " 2nt

( t 2+1 )n+1 , v = t. On a
alors , par intŽgration par parties

Fn (x) =
4 x

0

dt
(t2 + 1)n =

!
t

(t2 + 1)n

" x

0
+ 2n

4 x

0

t2

(t2 + 1)n +1 dt.

On remarque alors que

t2

(t2 + 1)n +1 =
t2 + 1

(t2 + 1)n +1 "
1

(t2 + 1)n =
1

(t2 + 1)n "
1

(t2 + 1)n +1 .

Ceci donne Fn (x) = x
(x 2+1 )n + 2nFn (x) " 2nFn +1 (x) et on a

(4.1) Fn +1 (x) =
2n " 1

2n
Fn (x) +

x
2n(x2 + 1)n .

Pour lescalculs dÕintŽgralesdŽÞnies,onobtient

(4.2)
4 b

a

dt
(t2 + 1)n +1 =

2n " 1
2n

4 b

a

dt
(t2 + 1)n +

b
2n(b2 + 1)n "

a
2n(a2 + 1)n .

CommeF1(x) =
5x

0
dt

x 2+1 = Ar ctg(x), cecipermet de calculer par rŽcurrence
toutes les intŽgrales obtenues apr•s dŽcomposition en ŽlŽments simples dÕune
fraction rationnelle ˆ intŽgrer.
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Exemple 4.3.1 Calculer

I =
4 1

0

dx
(x2 + 2x + 5)2 .

En posant s = x + 1, on obtient

I =
4 1

0

dx
((x + 1)2 + 4)2 =

4 2

1

ds
(s2 + 4)2 .

On posealors t = s
2 , et on a

I =
4 1

1
2

2dt
(4t2 + 4)2 =

1
8

4 1

1
2

dt
(t2 + 1)2 .

En appliquant la formule (4.2) avec n = 1, a = 1
2 , b = 1 on obtient

I =
1
8

4 1

1
2

dt
t2 + 1

+
1
8

%
1
4

"
1

4( 1
4 + 1)

&
=

1
16

Ar ctg(1) "
1
16

Ar ctg(
1
2

) +
1

160

=
%
64

"
1
16

Ar ctg(
1
2

) +
1

160
.

Exemple 4.3.2 Calculer

J =
4 1

2

0

x2dx
(x " 1)(x + 1)(x + 2)

.

On a

x2

(x " 1)(x + 1)(x + 2)
=

1
6(x " 1)

"
1

2(x + 1)
+

4
3(x + 2)

.

Donc

J =
!

1
6

ln(1 " x) "
1
2

ln(1 + x) +
4
3

ln(2 + x)
" 1

2

0

=
1
6

ln(
1
2

) "
1
2

ln(
3
2

) +
4
3

%
ln

%
5
2

&
" ln(2)

&

=
4
3

ln(
5
2

) "
1
2

ln(
3
2

) "
3
2

ln(2)

=
4
3

ln(5) "
1
2

ln(3) +
%

"
3
2

+
1
2

"
4
3

&
ln(2).

On obtient
J =

4
3

ln(5) "
1
2

ln(3) "
7
3

ln(2).
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Exemple 4.3.3 Calculer

K =
4 2

1

x7 + 2x5 + 4x2 " x + 1
x2(x2 + 1)2 dx.

On a

K =
4 2

1
xdx "

4 2

1

dx
x

+
4 2

1

dx
x2 +

4 2

1

x " 1
x2 + 1

dx + 3
4 2

1

dx
(x2 + 1)2

=
!

x2

2

" 2

1
" [log(x)]2

1 +
!
"

1
x

" 2

1
+

!
1
2

log(x2 + 1)
" 2

1
" [Ar ctg(x)]2

1 + 3
4 2

1

dx
(x2 + 1)2

= 2 "
3
2

ln(2) +
1
2

ln(5) " Ar ctg(2) +
%
4

+ 3
4 2

1

dx
(x2 + 1)2

Pour calculer la derni•re intŽgrale , on utilise la formule 4.2 avec n = 3,
a = 1, b = 2. On obtient

4 2

1

dx
(x2 + 1)2 =

1
2

4 2

1

dx
x2 + 1

+
1
5

"
1

2 . 2
=

1
2

Ar ctg(2) "
%
8

"
1
20

.

On obtient Þnalement

K =
37
20

"
3
2

ln(2) +
1
2

ln(5) +
1
2

Ar ctg(2) "
%
8

.

4.4 DŽcomp ositi on en ŽlŽments simpl es et calcul
intŽgral sous MUP AD

La dŽcomposition des fractions rationnelles en ŽlŽments simples se rŽduit ˆ
desdivisions euclidiennessuccessiveset ˆ desapplications du thŽor•me de Be-
zout,opŽrationsqui peuvent sefaire sousMUPAD. On va reprendre le deuxi•me
exemple,ladŽcomposition en ŽlŽments simplesde R = x 7+2 x 5+4 x 2" x +1

x 2(x 2+1 )2 . On com-
mencepar trouver U et V tels que x2U + (x2 + 1)2V = 1.

gcdex(x^2, (x^2 +1)^2);

2
1, - x - 2, 1
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Donc R = (x 7+2 x 5+4 x 2" x +1 )( " x 2" 2)
(x 2+1 )2 + (x 7+2 x 5+4 x 2" x +1 )

x 2 = (x 7+2 x 5+4 x 2" x +1 )( " x 2" 2)
(x 2+1 )2 +

x5 + 2x3 + 4 " 1
x + 1

x 2 .
Pour dŽcomposer le premier terme, on divise le numŽrateur par (x2 + 1)2 et

on divise ensuite le quotient obtenu par x2 + 1.

divide((x^7 +2*x^5 +4*x^2 -x +1)*(-x^2 -2),(x^2 +1)^2);

3 5 2 3
x - 2 x - x - 4, x - x + x + 2

divide(x- x^2 +x^3 +2,x^2+1);

x - 1, 3

On retrouve alors la dŽcomposition

R = x" 2x3" x5" 4+
3

(x2 + 1)2 +
x " 1
x2 + 1

+ x5+2x3+4 "
1
x

+
1
x2 = x+

3
(x2 + 1)2 +

x " 1
x2 + 1

"
1
x

+
1
x2 .

En fait MUPAD est programmŽ pour dŽcomposer les fractions rationnelles
en ŽlŽments simples, avec la commande partfrac et aussi pour appliquer ces
dŽcompositions au calcul intŽgral, avec les commandesin t(f(x),x) pour les
calculs de primitiv eset in t(f(x),x= a..b) pour les calculs dÕintŽgralesdŽÞnies.

On peut ainsi vŽriÞersousMupad lesdŽcompositions en ŽlŽments simpleset
les calculs dÕintŽgralese"ectuŽsplus haut. MUPAD peut aussi faire descalculs
plus compliquŽs.Par exemple on peut calculer sous Mupad une primitiv e de

x 10+ x 7" 87x 3+1 2x +5 6
(x +1 )3(x 2+ x +1 )4(x " 1)8 , avec la commande

int((x^10 + x^7 - 87 *x^3 +12*x + 56)/((x+1)^3 *(x^2 +x +1)^4 *(x-1)^8),x);

mais le rŽsultat occupeplus dedeuxpages,quenousavonsomisdereproduire
ici. Par contre la feuille de calcul reproduite plus loin permet dÕobtenirlÕŽgalitŽ
suivante (le calcul sousMupad prend une vingtaine de secondes),quÕilsemble
Žvidemment impossible dÕobtenir"ˆ la main"

4 1/ 2

0

x10 + x7 " 87x3 + 12x + 56
(x + 1)3(x2 + x + 1)4(x " 1)8 dx =

2404751
279936

ln(2) +
1165
128

ln(3/ 2)

"
559
2187

ln(7/ 4) "
5365%

-
3

6561
+

10730
-

3arctg( 2
(

3
3 )

2187
+

2228868161
40007520

.
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par t f r ac( x^2/ ( ( x+1) * ( x- 1) * ( x+2) ) , x) ;

1
6! (x " 1)
! ! ! ! ! !! " 1

2 ! (x + 1)
! ! ! ! ! ! ! + 4

3! (x + 2)
! ! ! ! ! !!

par t f r ac( ( x^7+2* x^5+4* x^2- x+1) / ( x^2* ( x^2+1) ^2) , x) ;

x " 1
x
! + 1

x2
!! + 3"

x2 + 1
#

2
! ! ! ! ! !! + x " 1

x2 + 1
! ! ! !

i nt ( 1/ ( ( x^2+2* x+5) ^2) , x=0. . 1) ;

#
64
!! "

arctan(1
2
!)

16
! ! ! ! ! !! + 1

160
! ! !

i nt ( x^2/ ( ( x- 1) * ( x+1) * ( x+2) ) , x=0. . 1/ 2) ;

4! ln
$

5
2
!
%

3
! ! ! ! ! ! "

ln(3
2
!)

2
! ! !! " 3 ! ln(2)

2
! ! ! ! !!

i nt ( ( x^7+2* x^5+4* x^2- x+1) / ( x^2* ( x^2+1) ^2) , x=1. . 2) ;

ln(5)
2

! ! !! " 3! ln(2)
2

! ! ! ! !! " #
8
! + arctan(2)

2
! ! ! ! ! !! + 37

20
! !

i nt ( ( x^10 + x^7 -  87 * x^3 +12* x + 56) / ( ( x+1) ^3 * ( x^2 +x +1) ^4 *
( x- 1) ^8) ,
x=0. . 1/ 2)
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4.5 Exerci ces sur le Chapi tre 4

exercice 1
DŽcomposerenŽlŽments simples x

(x +1 )( x +2 )( x +3 ) , et calculer
51

0
x

(x +1 )( x +2 )( x +3 ) dx.

exercice 2
DŽcomposer en ŽlŽments simples la fraction rationnelle 1

(x +1 )2(x 2+ x +1 )2 , et

calculer
51

0
dx

(x +1 )2(x 2+ x +1 )2 .

exercice 3
DŽcomposer en ŽlŽments simples dans ÷R[x], puis dans ÷C[x], les fractions

rationnelles suivantes

f (x) =
1

x2(x " 1)
, f (x) =

1
(x2 " 1)(x2 + 1)

, f (x) =
1

x(x2 + x + 1)2 ,

f (x) =
2x4 + 1

(x " 1)3(x2 + 1)
, f (x) =

2x " 1
x(x + 1)2(x2 + 2x + 1)2 , f (x) =

n!
x(x + 1) . . . (x + n)

.

exercice 4

a)Calculer la dŽrivŽene de 1
x " a , a %R .

b)En dŽduire la dŽrivŽene de 1
x 2+1 .

exercice 5
DŽcomposersur C en ŽlŽments simples la fraction

f (x) =
1

xn " 1
.

Soient n %N # et P %C[x] tel que d' (P) < n.
b) Montrer quÕilexiste n nombres complexes(#k )1$ k$ n tels que

P
xn " 1

=
1
n

n#

k=1

#k P(#k)

x " #k
.

c) En dŽduire que

P
xn " 1

=
1

2n

n#

k=1

P(#k )
x + #k

x " #k
"

1
2

P(0).

d) Montrer que

sin ((n " 2)x)
sin (nx)

= "
1
n

n#

k=1

sin (
2k%
n

)cotg(x "
k%
n

).
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exercice 6
Enonceret dŽmontrer un rŽsultat du type"division selonlespuissancescrois-

santes" pour lesentiers.Que donnecerŽsultat pour le nombre 13457490876543265
109 ?

Faire le lien avec vos souvenirs du CM2.

exercice 7 Soient a et b deux nombres complexesdistincts.DŽcomposersur
C la fraction

f (x) =
1

(x " a)n (x " b)n .

Indication : on pourra appliquer la formule de Taylor avec reste intŽgral au
point a ˆ la fraction rationnelle (x " a)n f (x) qui nÕapas de p™leen a.

exercice 8(sousMUPAD)
a) DŽcomposer en ŽlŽments simples x 10+8 76x 4+2 93x +3

(x 2+1 )8(x " 1)12(x +3 5)9 et en calculer une
primitiv e.

b) Calculer
52

1
x 10+8 76x 4+2 93x +3

(x 2+1 )8(x " 1)12(x +3 5)9 dx.

exercice 9(sousMUPAD)
Trouver une primitiv e de 1

(x 2+ x +1 )13 et calculer
51

0
dx

(x 2+ x +1 )13 .
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