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ELEMENTS D'ALGEBRE LINEAIRE

-I- ESPACES VECTORIELS -

-1) La structure d'espace vectoriel -

Deux exemples :

(R?,+,.)couples de réels

(KR) ,+,.)applications R- R

Définition des :

O((x , y) , (x\y)I(R?)?,
(x,y) + (X, Y) = (Xxy+y)

O, 93 (FIR)?

[x~fO)] + [x ~ 9(x)] = [X~f(X) + g(x)]

Définition de.

OMOR [O(x , y)OR?

A(X,Y) = Qxx, Axy)

OAMOR |, Of0 HR),

AIX = F(X)] = [X = AXF(X)]

Propriétés de; :

O, y), (YY), (YDDR?)?,
(L) O YD) + (X YY)

0.0k
"""""""""""""""""""" O YOROR, T i ER) GO ER) .
LG Y) =X Y) +(x,y) =(0,0)

. Existence pour tout

élément d'un Symétrique:

=, y) + (L YY) YY) |

x,y)+(0,0)=(x,y)

O, g, hY (AR))?,

L (=101 + [x - g(x)]) + [x=h(x)]
= D fO)]+ (X 2 9] + [X~h(X)])

g 0f0 HR) ,
L ([x - 0] + [x=f()]) = [x - f(x)] + [x - 0]

 Of0 FR), 00 HR),
L X= O]+ [X = FOQ1=[X - 0] + [x - F(X)]

= 0]

Propriétés de :

O, WOR? Of0 FR),

i 0f0 FR) ,

. propriété avec 1 :

PO, WOR?O(x , y)O R?,

A&W).(X, ) =AU (X, Y)) |

XXH).[x = FO9] = A (L .[x = f(X)])

1.[x-f(x)] = [x - f(x)]

Propriétés de liaison :

L O, WOR? Of0 HR) ,

| OADR L O((x, ), (xLy))P(R?)?,

. Distributivité :

L0, WOR? O(x, y)O R?,

X+H).(X,y) =A(x,y) +H(x, Y) !

A y) + (X)) =A(x, y) +A(XLY)

A+ 1. [x = FOI] = A.[x = FO]_+ p[x - F(X)]

DADR ,O(F, )0 (F(R))?
| A.([Xx - f(x)] + [x - g(x)]

& X = )] + A [x - 9(x)]

"IK- espace vectori¢lou "espace vectoriel sutk" (en abréqgdk-ev.):

(K , +,x) étant un corps commutatif (usuellement K =oRC ), c'est tout tripl€E, + , .) tel que
E soit un ensemble non vide muni de deux opérafioms loi de composition interne + et une loi deposition
externe), veérifiant les 7 propriétés ci-dessus .

v , ensemble des vecteurs du plan en a été lagreremple d'ou le qualificatif "vectoriel".

Quelques espaces vectoriels supposés connus :

(T/qa, +,.)0u ff/@ est I'ensemble des vecteurs du plan et HRest

(R +

, .Jou R " est I'ensemble des n-uplets de réels et HRest

€ " +,.)ouC "est I'ensemble des n-uplets de complexes estdR ou C.

(R[X] ,+, .)ou R[X] est I'ensemble des polynémes a coefficients tBieldéterminée X et K est R.

€[X] ,+, .)ou C[X] est I'ensemble des polyndmes a coefficients comapld'indéterminée X

etKestRouC.
(T(R)l+|

Jou F(R) estl'ensemble des applications:AR et K estR.
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Vocabulaire élémentaire(E, +, .) étant un K-ev. ,
Vecteur: élément de E .
Vecteur nul le vecteur @ élément neutre de E pour l'addition . ( par exem% =(0,0)).

Vecteur —u le vecteur opposé du vecteur u . (par exemfgle, 2) = (-1, -2) ) .
Scalaire: élément de K .
n
Combinaison linéairedes vecteurs 4, U, , ... , Uy : tout vecteur v=>, A;.u; .
i=1

Propriétés det -ev. :
L'addition est commutative .

OudE,Qu=0 et (-u=-u.
[3] DADK ,UDE , A.u=0g = A=0 ou u=@Q .

-2) Sous-espaces vectoriels -

SouslK -espace vectoriel (E, + , .) étant un K-ev. et F une partie non vide dertpeut faire agir sur

les éléments de F les opérations +d (E,+ , .).
Si (F,+,.) est lui aussi un K-espace vectoriel, on laldje de "sous-espace vectoriel de {E,.).

Remarques: (E,+,. et ({Oe}, +,.) sont deux sous-espaces vectoriels triviaux de (B, ;

les autres sous K-ev. de (E, .) sont appelés "sous-espaces vectoriels propres" .
Or= Og et l'opposé-u d'un vecteur u de F est son opposé —u awlseBs

Caractérisation simplifiée des sous-espaces vetsor{E, + , .) étant un K-ev. et F une partie de E ,
Fz0O

(F,+,.) estunsous K-ev. de (E,.) = { F est stablgpar combinaison linéaire de 2 vecteurs :
O, VOF? ON ,WOK? A .u+p.vOF

Exemple (A, +,.) est un sous K-ev. de {R; ,.) ouA = {(x, x)/ xOR}
(0, 010AdoncA# [
et O(u,v)JA?, notantu=(x, x)etv=_(y,ydA,WOK?
AU+ .v=A.(X,X)+ud. (Y,Y) = QX+ Uy, AX +Uy) qui est bien élément de

Conseil :Pour savoir si B 0, examiner si @ est élément de F .
Si oui, on a prouveé que#L1, si non (F.+ , .) ne peut étre sous K-ev. de (E,.) .

Effet des opérations ensemblistes sur les sowmzesyectoriels :

(E,+,.) étantun K-ev. , (K ,.) et (G,+,.) en étant deux sous-K-ev. ,
(FOG, +, .) n'est un sous K-ev. de (E, .) que si FIG ou GIF.

(FnG, +,.) est toujours un sous K-ev. de (E,.).
(C.F, +, ) n'est jamais un sous K-ev. de (E,.) puisque @ C_F .

Sous-espace vectorielect(A) engendré par une partie non vide A de E :
L'ensemble des combinaisons linéaires d'éléntenfsest le plus petit (pour l'inclusion)

sous-K-ev. de (E; , .) qui contient A ; c'est aussi l'intersection destées sous-espaces
vectoriels de (E; , .) qui contiennent A .

COURS DE M1PY3WO01 J-L. ARTIGUE page 4



Exemples Dans (K, ,.), Vect{(1, 1)) ={\.(1, DAOR}=A.
Dans (R[X]+,.), Vect{l, X, X3 ={a+bX+cX?/(a,b, ) R®}noté RJX]. .

Somme de deux sous-espaces vectoriels
(E,+, ) étantun K-ev. , (F, , ) et (G,+,.) en étant deux sous-K-ev. , F + Gec{{ FOG}) .

Ecriture de ses éléments (qui justifie la notafaii):
Les combinaisons linéaires d'éléments d&Fse raménent & des sommes u + viol at VOIG .

Sous-espaces vectorisispplémentaires:

(E,+,.) étantun K-ev., (K ,.) et (G,+, .) en étant deux sous-K-ev. ,
F et G sont "supplémentaires” lorsque&={0c}etF+ G=E .

Notation :Lorsque G ={0¢} la somme F+G est qualifiéele "directe” et s'écrit EIG .
Ainsi lorsque F et G sont "supplémentairesf1G= E.

Exemple Dans (R[X] ,+,.), F =Vect{1l,X}) ={a+bX/(a, b R*} = RX].
et G =Tect({X %) = { cX ?/cR} sont supplémentaires
puisque BG ={0} et F+G = Vec(FOG) = Vect({1, X, X)) = R J[X] .

On admettra que ces notions s'étendent a tout necimib de soudK -ev. supérieur a 2 .

-3) Familles génératrices, familles libres, bases .

Famille genératrice d'uniK-ev. (E, +, .) : C'est toute suite (B (I étant une section commencgante de N)
formée de vecteurs de E non nuls et telle Gaei({e / i01}) = E .

Exemples : Vect({(1,0), (1, 1), (0, 1)}) =Vect({(1,0), (0, D)) =R
donc (§)imn,2.3y 0ue=(1,0),e=(1,1)etg=(0, 1) , estune famille génératrice de.R

HiON, notons P=X'; Yect({P;/i0 N}) = R[X] puisque (BN est une famille génératrice de R[X]

Intérét d'une famille génératrice dinev. (E.+, ) :
Permettre d'exprimer tout vecteur u de E comme auaigon lin€aire de vecteurs de cette famille.

Remarques Pour certains espaces vectoriels , on ne satrgager de famille génératrice (exemplé{(R), + ,.) ).

Pour certains on en trouve mais avec nfirgté de vecteurs (exemple : (R[X},.) ),
Pour d'autres, avec un nombre fini deeusrst (exemple : (R +, .) ).

Famille libre dans uniK-ev.(E, +, ) : C'est toute suite() o (J étant une section commencante de N)
formée de vecteurs non nuls tels que pour tautglle (\ ;) jo; de scalaires éléments He,

[ Z )\j € =OE] D[DJDJ,)\J=O] .
j0d
Famille de vecteurs de E "liée": famille ;) ;o de vecteurs non nuls de E qui n'est pas libre.
Au-dela du fait que I'on puisse trouver une féer{l ;) jo; de scalaires non tous nuls tels que

2. \j.€; = 0g, cela signifie qu'au moins un despeut s'exprimer en fonction de certains autres.
j0d
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Exemples :Dans R[X].,e1=1,e,=1+X eteg=1+ X+ X? constituent une famille libre mais
sion leur adjointE, =1 + X2, la nouvelle famille est liée puisqag=€3—-€,+€1.

Intérét d'une famille libre dans Wt-ev. (E.+ ) : Une famille libre ;) 0, étant choisie, certes il n'est pas sar

que tout vecteur de E puisse s'exprimer comme cwidan linéaire de certains des vecteursge
mais si un vecteur u de E s'exprime ainsi, al@stefficients\ j de sa décomposition sont unigques.

Base d'unlK-ev. (E-i ..) : Famille (g) o de vecteurs non nuls de E qui est a la fois Ergenératrice de E.
Elle allie les intéréts des deux notions puisipue vecteur u de E peut se décomposer sous laform

u=> X;.e ,lasuite des scalaires)x; étant unique pour ce vecteur u et appelée suite de
i0l
"coordonnées" de u relativement a la bde= (e)ior -

Exemples B = (e) ing,zy0ue =(1,0)ete=(0, 1) estlabase "canonique" de’(R , .).
B'=( Do zp0ue1=(1,1) ee,=(1,-1) estune autre base du mémé (R, .).
Le vecteur (-1, 3) =&, + 3e, a pour coordonnées -1 et 3 par rappo@a

mais puisque (-1, 3) =&, — 2.€, , ses coordonnées sont 1 et -2 par rapp@t a

Quelques résultats a connaitre :

Pour certains espaces vectoriels, on ne saibemdr une base ({(R), +,.) ) , pour d'autres,

on trouve des bases qui comportent une infinitéedteurs ( (R[X],+ ,.) dont (X)ion est la base canonique
Certains enfin comme (2R+ , .) admettront des bases au nombre d'élisniiei.
Ce n'est qu'a eux que nNouUs nous intéresseronsamairit

Pour tout K-ev. (E; , ), s'il admet une famille génératrice finie alb@dmet au moins une base.

Il admet méme une infinité de bases et toutebasss ont le méme nombre fini de vecteurs.
Ce nombre est appdi"dimension” de E et noté dim(E) .Il dépend du choix de K.

Pour tout K-ev. (E; , .) de dimension finie ,

si L, B et G sont trois parties non vides de Estituées de vecteurs non nuls et telles qQB[EG .
sil,Bet gsont des familles constituées respectivement éetgurs de L, B et G

et si®B est une base de E ,

alors [ est libre mais non génératrice de EC}Est génératrice de E mais liée.

Pour tout K-ev. (E; , .) de dimension finie , toute famille®B constituée de vecteurs non nuls
est base de E si et seulement si elle est libigéaératrice de E.

Sous-espaces vectoriels direv. (E,+ , .) de dimension finie :
Si (F,+,.) estunsous-K-ev. de (E, .), alors (F, , .) est de dimension finie et dim(E)dim(E) .

Si(F,+,.) et(G,+,. sontdeuxsous-K-ev. de (E, .) tels que FJ G alors dim(Fx dim(G) .

Si(F,+,.) et (G,+,.) sontdeux sous-K-ev. de (E, .) tels que K1 G et dim(F) = dim(G) ,
alors F=G.

La dimension du sous-ev. ({0}, +. ) : c'est O par convention.
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-1I- APPLICATIONS LINEAIRES -

-1) La définition :

Application linéaire ¢ de E dans F. (E, +,.) et (F,+,.) étant deux K-ev., une applicatiprde E dans F
est dite "linéaire" lorsquel(A , WOK 2, 0(u, VYOE?, ¢(A.u +pv) =A.0(U) +po(v) .

Exemple et contre-exemple :
o R’ R R’ est linéaire mais ¢ : R -~ R ne l'est pas .
x,y) - x+y,x-y,2X) x,y) - %y

LgE , F) : est I'ensemble des applications linéaires de B Ban

L(E) :est(E ,E) .

Cas ou ldK-ev. (E,i . ) admet une base finieSi B = (&)iog, .., ny est base de E , alors 'application linéaire
¢ est parfaitement déterminée par la connaissarxe decteurg(e)) .

Exemple : ¢ est I'application linéaire de JX] dans lui-méme définie sur sa base canompque
d(1)=0,6(X)=1etp(X?)=2X .

Alors OPOR J[X] , notant P = a + b.X + ¢
d(P)=d(a.l+bX+cX)=ad(l)+bp(X)+cd(X)=a0+b.l+c.2X=b+2.cX=P" polynonéidé .

-2) Noyau, Image et théoréme du rang .

Noyau d'une application linéairg de[,(E B

(E,+,.) et(F,+,. étantdeux K-ev. dtune application linéaire élément (ﬁ(E , F), le noyau dé
est la partiker(¢) de E constituée de tous les vecteurs dont l'irpagé est Q- .

Ker() =¢ ({0 ).

(Ker(d) L .) est toujours un souk-ev. de (Ei L)

Exemple : ¢ : R’ o R?
x,y,2) - x-y,y-2)

OudR®, notantu=(x, vy, z),
udKer(®) = ¢(u) =0r2

= (x-y,y-2)=(0,0)

- X-y=0ety-z=0
= X=y=1z

Ainsi Ker@) ={(x,y, 20 R} /x=y=2z}={(x,x,X) /XIR}={x.(1,1,1)/XIR}noté R.(1, 1, 1)
"droite vectorielle” (= sous-ev. de dimensigrde base ((1, 1, 1))

Image d'une application linéairg de[,(E B

(E,+,.)et(F,+,.) étantdeux K-ev.dtune application linéaire élément de(E , F) , limage dé
est la partiegm(¢) de F constituée de tous les vecteurs -image patest-a-dire de tous I@gu) tels que UE .

Im(¢) = ¢(E) .

(Im(d) b .) est toujours un souk-ev. de (Fi ..) : Lorsqu'une bas® = (&)ioq, .., ny de E est connue,

Im(9) = Vect({d(er) , d(e2) , ... ,d(en)) -
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Exemple :¢ : R’ - R?
x.y.2) - (x-y,y-2)

$((1,0,0)=(1,06(0,1,0)=(-1,1) et((0,0,1))=(0,-1).
donc Im@) = Vect({(1,0), (-1, 1), (0, -1)}) =Vect{(1,0), (0, -1)}) = Vect{(1,0),0, D) =R .

Le Théoreme du Rang :

(E,+,.)et(F,+,.) étantdeux K-ev.dtune application linéaire élément de(E , F),

si E est de dimension finie, alors Kégret Im@) sont des sous-espaces de dimension finie del& et
et dim(E) = dim(Ken§)) + dim(Im(®)) .

Exemple :
On vérifie la conclusion de ce théoréme sur I'ederdp : R’ - R?

x.,y.2) - (Xx-y.,y-2)
Puisque dim(B) =3=1+2=dim(R.(1,1,1)) +diR{) .

Lesmorphismes d'espaces vectoriels

Dans le tableau ci-dessous figurent quatre nomaéma une application linéaipeélément de(E , F)

selon que F = E ou non et selon guest ou non bijective .
(" est bijective” = [OvOF, OulE, v =¢(u) ] = la relationp * est une application) .

F=E F#ZE
¢ estbijective | ¢ est unautomorphismede E | ¢ est unsomorphismede E sur F
¢ est quelconqued est unendomorphismede E | ¢ est urhomomorphismede E dans F

Quelques caractérisations des isomorphismes despactoriels de dimension finie :

(E,+,.) et(F,+,. étantdeux K-ev. dtune application linéaire élément (ﬁ(E , F),

¢ est un isomorphisme de E sur F si et seulemdningi des propositions équivalentes suivantesétée
(elles le sont alors toutes).

¢ est bijective, c'est-a-dire que tout vecteur Vaamet un antécédent unique pau dans E .(v B(u) ).
Ker@d) = {0 & et Im(¢) =F .

Ker(®) = {0 g} et dim(E) = dim(F) .

Im(¢) = F et dim(E) = dim(F).

Il existe une baséB = (&)iog, .., mpde E telle que la familléB ' = @(e))iog, .., ny SOit base de F .

[6] Toute baséB = (e)ingu .. nyde E est telle que la familB’ = @(e)))ioq . .. ny Soit base de F .

Remarque On comprendra donc que si deux espaces vectdaalamension finie sont isomorphes,
ils ont méme dimension et qu'a l'inverse, si delxaspaces vectoriels n‘ont pas méme dimenssome ipeuvent
étre isomorphes.

Exemples :
Inutile de s'interroger sur la bijectivité die R’ - R?

x,y,2) - (x-y,y-2)
puisque les espaces de départ et d'arrivée omliesisions différentes : 3 et 2 .

Si on ne I'a pas observé, l'obtention d'un nogall &R .(1, 1, 1) donc différent dedd) le prouve également .
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Parcontrh: R - R?
x,y) - (xy,x+y)

dont on prouve facilement que le noyau estJ@st bijective donc automorphisme dé R

-lll- MATRICES -

-1) Le IK-espace vectoriel M, (IK), +_.):

Matrice a n lignes et p colonnesde coefficients éléments e :

d;; A1z ... azj ... Aip

Tableau rectangulaire de scalaires Ai5Xa1,.. n = dz1  Az2 ... Az ... Ay
i=1...p

dj1 A2 ... &jj ... Qjp

ah1 Qp2 ... Apj .-~ App

M. «(IK) : L'ensemble des matrices a n lignes et p colonaewefficients dans K .

Matrices egalesDeux matrices de méme formagm, (a,))i-1,...n€t (B j)i=1, .. n, €léments déMn dK),

j=1...p j=1,..p
sont dites "égales" lorsquéi , j)0[1 , n]x [1, p], & ;=b; ;.

Addition dansM, (IK) : O(A , B)I(M., {K))?, notant A= (a )i-1...net B= (B Jiz1...n
j=1,..p j=1,..p

on définit la matrice A+ B=(a; + bi )iz1, .n-
j=1,..p

Produit par un scalaire daﬁML&(IK) : D)\DK,DAD(?\/In dK), notant A=(a,j)i=1,..n

i=1,..p
on définit AL A = (Axa; )i=1, .. n

=1, ..p

(9\/1n dK), +_ ) est unK-espace vectoriel de dimensionm

Son élément neutre pour + est la "matrice nuke®t les wp coefficients sont nuls .
Toute matrice A= (a))i-1, .., nhadmet une opposéeA = (-a; j)i=1,..n -
j=1,..p j=1,..p

-2) L'algébre (M, (IK), +, . ):

M. (K) : Cest M, {K), cas ou p =n et ou les matrices sontifjgak de "carrées".

dig A1z ... Ay ain

Matricetrianqulaire supérieure : Matrice deﬂ/ln(K) de la forme U U azj azn
0 0 ai . Ain

0 O 0 &n
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Matricediagonale:

aig 0 0 0
I\/Iatricedeg\/ln(K)delaformeD 0 &,.. O 0 =diag(a 1,82 2, -y &0
O 0 .. a.. O
0O 0 .. O ... @n
aii o .. 0 .. O
Matricetriangqulaire inférieure : Matrice deﬂ/ln(K)de la forme L a1 @2 0 0 .. 0
a1 diz ... Qi 0
ah1 Qp2 ... Apj ... Anpn

Multiplication dans M, (KK) : O(A B)D(g\/ln(K) )2, notant A= (g, Di=1, ..n€t B=( )i=1, . n

j=1,..,n j=1,..p

n
on définit la matrice A B =(Cj j)i=1,..n0U G j= > aj kxby .
j=1,..,n k=1

101 12 3
Exemple :PourA= 1 1 1|etB= 1 1 1], calculer AB et BxA.
0-1-2 32

101 123 4 4 4 123 101 3 -1 -3
Ontrouve AB=| 1 1 1(x| 1 1 1|=| 5 5 5|etBxA=| 11 1{x| 1 1 1/= 2 0 O
0-1-2 321 -7 -5 -3 321 0-1-2 51 3

Il apparait donc que le produit matriciel n'‘est pasimutatif.
Ce n'est que pour des cas particuliers de mategtsB que 'on pourra observexB = BxA .
C'est donc a de tels couples de matrices que daradéserver l'usage de la formule du binome

n
(basée sur la commutativité du produit) (A +'B) ")YAakxB"k ou ()= _n
k k

= k! (n - k)!
Propriétes d%(IK) pour le produit matriciel :
La multiplication est Associative.
Elle est Distributive par rapport a I'addition.
OA DK, O(A , B)O M, (K)?, \.A)xB = Ax(\.B) = A.(AxB) .
La multiplication_n'est pas Commutative
Mn(K) admet un élément Neutre pouappelé "matrice-unité d'ordre n",+ diag(1, 1, ..., 1).

Certaines matrices sont inversibles, d'autres pas .

Détection de l'inversibilité d'une matrice et caldel son éventuelle inverse a l'aide des opéraéiEmentaires

sur les lignes :
A l'aide d'une succession bien choisie d'opératiiontype L — 1.L; +A.L; ou L — A.L;, sur ses lignes,

toute matrice A d&Vln(K) peut étre transformée en une matrice tndaige supérieure U.

Si sur la diagonale descendante de U figure ausngirD, A n'est pas inversible.
Si sur la diagonale descendante de U ne figurereDicA est inversible et son inversé' A'obtient de
la maniére suivante .
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Constituer deux colonnes : celle de gauche a potéte la matrice A, celle de droite la matricatéim, .

Dans la colonne de gauche transformer progressivefnpar opérations élémentaires sur ses lignegijas
obtenir une matrice triangulaire supérieure U.
Simultanément, dans la colonne de droite applipgemémes opérations a partir de la matrijce |

Dans la colonne de gauche transformer toujouesdeld'opérations élémentaires sur ses lignesataaa U
en la matrice-unitél.Faire subir les mémes opérations a la matrida delonne de droite.

En dernier lieu, lorsque la colonne de gauchecs#\g&e par |'obtention dg | la matrice voisine dans
la colonne de droite n'est autre qué. A

110
Exemple : Montrer que la matriceAEl 0 1] est inversible et calculer son inverse .
011
110 100
A= 101|010 | =1
011 001
110 100
L, Ly—L; 0-11 -1 10
011 001
110 1 0 O | AucunOsur
0-11 -1 1 0 |diagonale:
Lz Ls+L, 00 2 111 A estinversible
110 1 00
1 0-10 101 -1
Lz —La=3Ls 2 2 2
oo2 | 111
L.+ 1001 11
b barhe 2 22
11 -1
0103533
00 2 -111
100 [1 14
SHI
|—3<—%L3 010 2732 32 |=A
111
001 5 2 3

Détection de l'inversibilité d'une matrice et calde son éventuelle inverse a l'aide d'un polynamaulateur
de valuation nulle("valuation" = degré du terme non nul de plus degré)

S'il existe un polyndéme P & a;X + a,X 2+ aX 3+ ... + X " tel que a# 0 qui "annule” A,

C'est-a-dire tel qued , + a;.A + a,.A 2+ a A%+ ... +a,A" = O, alors A est inversible et les égalités

o= Ax( 8], +82A +83A24 | +Bo ™) =By +82A 483024 +2B0 AMYxA
do do dg do dg do do dg

font apparaitre linversibilité de A et la fait gaet = 21, +82A + 8372+ +8na"t
Ao Ao QAo Ao
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N
o

1
Exemple : Vérifier le fait que P =X ®+ 2X*+ X -2 est annulateur de A(z 0 1] et calculer A",
11
1
2
1

110 110 11 110 1 332
A2=| 10 1|x| 10 1|= 2 1| etA’=AxA?=| 1 0 1|x 1|9 3 2 3
011 011 1 2 233

2 011
332 211 110 100 00O
PA)=-A%®+2A’+A-21;=-| 3 2 3|+2| 1 2 1|+/ 10 1|-2/ 010|={000O0
00

23 3 112 011 1 00O

PR
PPN g

donc—%A3+A2+%.A =1, A><(—%A2+A +%.I3) = (—%A2+A +%.I3)><A= | ;donc A est inversible

211 110 100
dinverse A =-1A%+A +1 J,=-1 | 1 2 1+ 1 0 1|+1 | 0 1 0|=
2 2 2 2 00

112 011 1

N[ Nk NIE
NiE NS NP
NIFR NIE NS

Extension de la définition du produit matriciel@as de matrices rectangulaires :
A étant une matrice a p colonnes de format et B une matrice a p lignes de format|p

P
on peut définir AB comme la matrice de formakxaq: (Ci j)i=1,...n0OU G ;= D ai X by ;.

j=1,..9 k=1

Application a la résolution de certains systeméguditions linéaires :

QX1 ta2Xot oot nXp = bl
Ay X1t A Xt ...t Xy = b2

Tout systéem de n équations linéaires a n inconnuesx, , ... , Xn
An1X1+ An2Xot ...+ 8nXn = by
L. s . . a1 a2 ... QAin X1 b,
est equivalent a 'équation matriciglle a,, a,, ... a,, |*| x, |=| b, | delaforme AX =B
ani &n2 ... ann Xn b,

qui si A est inversible, se résout en X 248 .

1x;,+ 1%, + OX3 = -1
Exemple :Résoudre par cette méthodelx, + Ox, + 1xs = 1 .
Oxq1+ IX, +1X3 = 2

X X X
w N -
N—
I
7\
NP
N

110
On observe que le systéme est équivalent a I'égaﬁtricielle( 10 1} X (
01

1
111
110 x1) (1101 (-1 22 1) (-1
1 0 1]étantinversible, ceci équivautfax. |=| 1 0 1| x| 1| =| 5 5 5 [x| 1|=] O
011 X3 011 2 111 2 2
2 2 2
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-3) Matrices d'applications linéaires .

Mg a8 () :(E,+,.)et(F+,.) étantdeux K-ev. dt une application linéaire élément (ﬁ(E , F),

ayant fait le choix de deux bas@ = (€) =1, . pde E etB' = ())i=1, .. nde F, la matrice d¢ relativement
a ce choix de bases egl/l@, B'(9) =(ai,))i-1,...n0U a; estlacoordonnée gge;) suivante; .

j=1,..p

Pour constituer cette matrice, il suffit donc detfposer les colonnes exprimant les coordonnéeg(dgs
suivant®B .

Exemples :
b R o R? ,
x.y,2) - (x-y,y-2)
B =(g)j=1.. 3etB' = )i=12 sontles bases canoniques respectives’det .

o) =¢((1,0,0)=(1,0)=1,+0¢>;
b =¢((0,1,0)=(-1,1)=-£,+1g;
et (el =¢((0,0,1))=(0,-1) =8, -1£,. Ainsi, Mg @' (0) = ( é 11 (D

® =Idg, identité u~ ude B et B =B =(e)i=1. .. nbase canonique de"R
Parce quelid[1,n], d(e) =1.e ,la matriceﬂ/l@, B'(9) notéeg\/l@(cb) estdiag(1,1,...,1) 5l

Attention, sidB' n'est plus égale@ , la matrice de l'identité de"Rn'est plus,].

Liens entre opérations sur les applications lim&sait opérations sur les matrices :
(E.+,),(F,+,)et(G,+,.) étanttrois K-ev. de bases respectiles B' et B”.

OO, WOK?2, 00, w)0 (LE , F) 2, Ma, g Ad+pw)=A. Mg g @) +u. Mz @ W).
060 L(E , F) ,Oy0 L(F, G) ,wodD L(E , G) et Mg, g (Wod) = Mg g« (W) x Ma, 5(6) .

Si E et F ont méme dimensidng] L(E , F), on a I'‘équivalence :
[¢ est bijective]= [ la matriceﬂ/l@, @' (9) est inversible dang\/ln(K)]

Lorsque l'une de ces deux propositions est vraugtré aussi eﬂ/l@f) 3= (9\/[@) @/((])))‘l .

X1
OulE , notan{ x, |la matrice-colonne de ses coordonnées par ra&@ri
Xn
) i D) X1 X1
alors la matrice-colonne des coordonnéeg(dé¢ par rapporta@ est| x, =9Vl@, 3 (9) x| x,

Xn Xn
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-4) Le changement de base .

Le probleme (E, +,.) et (F,+,. étantdeux K-ev. gt une application linéaire élément dﬁ(E , F),
on suppose connue la matrice MM g @' () de¢ relativement aux basedB et B’ respectives de E et F.

B, et B’ sont deux nouvelles bases respectivement de &t d

On souhaite trouver un moyen rapide de calculer W@L @'1(¢) en fonction deﬂ/l@, B'(9) .

La méthode : On constitue le diagramme :

¢
u O
Ea Fag
M »
P Ide Q Larelationp =Id- 0¢ o Id: se traduit
matriciellement par
¢
Ea > Far Y M =Mx P
u )
M ®=Ma, g(lde) et Q= Map; g (1de)
Exemple :
o: R® - R?

x,y,2) - (x-y,y-2)
B = (ej)jzl,__,get@' = (€1)i=12 sont les bases canoniques respectives%ketﬁ.

B1=0)1,. 3etBi=(1)i=1, sontles basesTet R définies par
61=(1,1,0)0,=(1,0,1)ebs=(0,1,1) puist,=(L,1) ett,=(L,-1).

11 0 110
On a déja exprimé M M g @' (0)= ( 01 _1) et P=Mga, @(ld)) =| 1 0 1
011

: o 11 N .
On va devoir calculer Q comme matrice inverséMes @' (Idp) = ( 1 -l) plus facile & exprimer.

11
. s 2 2
Un calcul rapide conduita Q|=; _;
2 2
1 1 1 1
5 5 110 = =
I 2 2 1-10 2 2 01 1
Ainsi, M= My, 31(0)=QxMxP= 5 5 [x( o 3 Jx(l i 1} L a(1370)
2 2 011 5%
1 -1
\ 2 02
Dou M'=| ;
212
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-IV- DETERMINANTS -

-1) L'application déterminant detg :

Déterminant de n vecteursd'unlK-ev. (E,i .)_de dimension n Une baséB = (&)i=1, . n de E étant choisie,

c'est l'applicatiordets : E" - K qui vérifie les trois propriétés suivantes :
Uy, ..., uy) - detg(uy, ..., Uy
elle est linéaire par rapport & chacune de sesiables

elle est alternée :
0@, )0 [1, n), tels que#j , linterversion de et u; transforme le déterminant en son opposé.
deg(Uz, ..., Ui, ... , U, ...,u) =—detg (Uy, ... , Uy, ... , U, ..., Up)

detg(ey, ... ,e)=1.

Exemple : (R4 ,.) est rapporté & sa base canoni@le: (€@)i=1,2-
O(u, V)OR? , notons u=(x,y) etv=(x,y).
detg (U;, Uy = detg (x.e; +y.e;, X.e; +Y'.€) = x.detg (€1, X'.e1 +y'.€) +y. deg (€2, X'.e; + Y'.€)
= xx'.deg (e1, €1) + xy'. detg (€1, €;) +yx'. detg(ez, e1) +yy'. detz(e:, €)
= (xy=yx'). detg (e1, €2) =xy'—yx' puisque det(e;, e) =1.
ceci en utilisant le fait que I'échange deet du méme efait écrire deg (e;, e) =— detg (e;, e) = 0.

Notation usuelle :Lorsqu'il ne peut y avoir confusion sur la baseé&érence on ne la mentionne plus

o X11 X12 ... Xan ) . .
et I'on écrit det(y, ..., Uy = X271 X2o ... Xon | »JUxtaposition des matrices-colonnes
Xn’]_ Xn’2 s Xn’n
des coordonnées dg uu,, ..., U, relativement a la base choisie.

Quelques propriétés des déterminants :

Lorsque deux vecteurs sont égaux (donc deux ceisant égales), le déterminant est nul.
Si I'un des vecteurs est nul (donc une colonnéesige de 0), le déterminant est nul.
L'échange G—» C; de deux colonnes transforme le déterminant eroppose.

Toute opération élémentaire du type < 1.Ci+ > A;. C; laisse la valeur du déterminant inchangée .
j#i
AX i1 X' i1
SiCi=| Axy, |=M xi, |[=AC' alorsOC;...A.CY...CO=ALCy ... C'...C,0.

)\.)(l i,n X' i,n
@ Si un méme scalaiepeut se mettre en facteur dans chacune des nneslpciesk " qui se factorise
devant le déterminantiA\.C’; ... A.C " ..A.C’ ,O=A"0OC’",...C"...C"O.
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Les méthodes usuelles de calcul des déterminants :

La regle de Sarrus: C'est une régle visuelle qui ne s'utilise quedasr déterminants de formats22
ou 3x3 sachant qu'au-dela, le résultat numérique qutierarait ne serait plus égal au déterminant.

%] <o

x x x" X X
yy y'| = Y V' | = xy'z" +yzx" + zxy"- zy'X" - xz'y" - yx'z" .
zz 7" 7"
XIl
y Y
ceci apres avoir recopié les deux premiéres lignes le déterminant .
12 -1 1 2 -1
Exemple:| -1 0 3| = | -1 0 3| =1.00+-1.1.(-1) +1.231.0.(-1)- 1.1.3- (-1).2.0=4 .
110 110
1 2 -1
-1 0 3

Le développement suivant une colonne

On choisit le plus souvent une colonne qui cortgpon nombre important de coefficients nuls
car le calcul du déterminant en est d'autant l¢igp

X1, n .
Le développement suivant la colonn X, |est:C1... Cj...Cil= >, (-1)" xi; Dy
’ i=0
Xn,j

ol Pest le déterminant de format (n<{)-1) obtenu en "effacant" I&'F ligne et laj™ colonne
deCC; ... C; ...C,O.

1 2 -1
Exemple:| -1 0 3
110

_ +2 -1 3 +2 ‘ 1-1 +2 ‘ 1 -1
= (-1) .2.‘ 10 + (-1Y*2.0. 10 + (-17*21. 13

= 2.(3)+0+(-1).2=6-2=4 aprés dépglement par rapport a |&"2colonne .

Lesméthodes mixtesalliant application des opérations élémentairesslonnes ou lignes (voir
au -2) pourquoi on peut aussi travailler par lignesle développement suivant une colonne .

1 2 -1 22 -1 121 1 2 -1 1 2 -1
Exemple:| -1 0 3| =| 2 0 3{=2|10 3/=210-2 4/=2|0-2 4
110 210 110 0-11 00 -1

Somme par ligne =2 donc,C- C,+C,+C3; 2enfacteurdansC Lo~L,L etlz~LsL; L3«_L3—%L2

=2.(-1}+1.1.‘ 'g j =2.(-2).(-1)= 4.
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Le déterminant détecteur de bases :

(uj)i=1, .. nétant une famille de n vecteurs du K-ev.{E,) de dimension n,
sidetg(uy, ..., Uy =0 par rapport a une ba$B de E, il est nul par rapport a toute autre base.

[detg (uy, ..., Uy) =0] = [lafamille (u)i=1, . nestliée]
[detg (Uy, ..., Uy % 0] = [la famille (u)i-1 . nest libre (donc base de E)]

-2) Le déterminant d'une matrice carrée deMn(IK) :

Déterminant d'une matrice A de M, (K) : det(A) est le déterminant de ses vecteurs caleexprimés

par rapport a la base canoniqueﬂén,l(K) .

1 2 -1 1 2 -1
Exemple ;pour A=| -1 0 3|, det(A)=| -1 0 3| =4.
110 110

Transposée'A d'une matrice A C'est la matrice'A = (@j,1)i=1,...n lorsque A= (& )i=1, .. n
A A j=1,..,n j=1,..,n

La 1°°ligne de A a donné I colonne déA

La Z™ligne de A a donné 1&% colonne déA

La f™ligne de A a donné 11 colonne déA.

OAD M. (K) , det(‘A) = det(A) .

ConséquencesToutes les propriétés des déterminants relatimesalonnes sont également vraies en termes
de lignes. En particulier les opérations élémeasasiont applicables aux lignes et le développesewnant
une ligne est possible.

Déterminant d'une matrice triangulaire supérieure

Pour chaque déterminant rencontré, on effectueléeeloppement par rapport & sa premiéere colonne.

dyq Ao ... aj_’j ... Ai1n a,5 ay; a,
: 2 e qoe n

0 @p.. a ... azn =aii- | L =T &1-822.. 8nn
0 0o ... ai ... djn 0 OI gqn
0 0 .. 0 .. a, oo

Le déterminant se réduit au simple produit desfimerfits diagonaux.

Déterminant d'une matrice triangulaire inférieukgal a celui de sa transposée triangulaire supérie
c'est encore le produit des coefficients diagonaux.

Déterminant d'une matrice diagonaléne telle matrice pouvant étre considérée commeasarparticulier
de matrice triangulaire supérieure, son détermiaahke produit de ses coefficients diagonaux.

Ainsi le déterminant de la matrice-unitéest-il 1 et celui de dia(, A , ... ,A) est-ilA" (si format xn) .

COURS DE M1PY3WO01 J-L. ARTIGUE page 17



Déterminant et produit matriciel :

O(A , B)D (M, (K)) 2, det(AxB) = det(A)x det(B).

DAO M (K), [A estinversiblel- [ det(A)# 0]

OAD mn(K) , si A est inversible, alors def(} = 5 i_L(A).
()

O(A, B)J (.‘Wln(K)) % si A et B sont "semblables" , c'est a direextiste une matrice inversible P
telle que A =RBxP™ (ou B = P'xAxP), alors det(A) = det(B).

Le déterminant détecteur de l'inversibilité d'nma&rice carrée :

Pour toute matrice A dﬂ/ln(K), on a l'équivalence : [A est inversible] [det(A) # 0]

Lorsque det(A¥ 0, la matrice A" est donnée par la formule‘lﬁcﬁ(p\) .'Cof(A)
()

OU'Cof(A) est la transposée de la "matrice des cofastele A Cof(A) = (-1 D )i=1...n »

R j=1,..,n R
Di ; étant le déterminant de format (n{r)-1) obtenu apres "effacement” de“l& ligne et de 1a”™ colonne
dans det(A) .

110
Exemple Etablir l'inversibilité et calculer l'inverse de#{ 10 lj

011
110 210 110 110
detA) =1 1 0 1| =| 2 0 1| =2,/ 10 1]=2.{0 -1 1| =21(1).1=-2
011 211 111 001
det(A)# 0 donc A est inversible .
N 01 _‘ 1 l‘ +‘ 10
ié gé 21 -1 -1 1 -1 -1 1
Cof(A)=] - +‘ ‘ —‘ ‘ =| -1 1 -1| detransposé€of(A)=| -1 1 -1
11 01 01 11 1 1 1 1
N 10 _‘ 1 0‘ +‘ 11
01 11 10

(dans le cas particulier de cet exemple, Cof(AhEtsymétrique”, elle est égale a sa transposée)

111
d'ou A‘lzi.(-l 1 -1j =
_2 1

N[ Nl NIE
NIR NS NI
Nl= Nl NS
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-V- LA DIAGONALISATION D'UNE MATRICE DIAGONALISABL _E -

-1) Valeurs propres et vecteurs propres :

Endomorphisme¢ canoniquement associé a une matrice dée mﬂ(IK) :

OAD .‘7Vln(K) , ¢ est I'endomorphisme de 'Kdont la matrice par rapport a la base canoniqug dest A .

1 2 -1
Exemple :L'endomorphismé de R canoniquement associé a {rl 1 Oj est celui qui transforme
-1 0 3

1 2 -1 X X+2y-z
tout (x ,y,z) em((x, Yy, z)) dontles coordonnées sont donnéeE phr 1 OJ X ( y] :{ X+y ] ,

-1 0 3 y4 -X+3z
ainsi ¢ : (x,y, z2)»> (X+2y-z, x+y , -x+32) .

Valeur propre d'une matrice A d&\/lﬂ(lK) (ou de I'endomorphismie canoniquement associé) :
Tout scalaire\ tel qu'il existe au moins un vecteur non nul Kdétel que ¢(u) =A.u .

Autres formulations de cette condition :

CUOK "0k n}, (¢ - A.Id)(u) = Ocn ou également Kep(- A.Id) # {0 ¢ n}

Formulation matricielle dans laguelle X représdatmatrice-colonne des coordonnées de u relatinednla base
canonique de R : IXO M, 1(K)\ D}, AxX =A.X

Sous-espace proprassocié a la valeur propkede A (ou dep) : C'est le noyau = Ker(@ — A.ld) inclus dans K et
dont on a vu qu'il n'était pas réduit a{k} .

Vecteur propre de A(ou ded) associé a la valeur propxe Tout vecteur u de B\ {Ok n} .

1 2 -1
Exemple : A =( 11 OJ dont I' endomorphisme associé @st(x ,y , z) » (X+2y-z , X+y , -x+32)
-1 0 3

admet 2 pour valeur propre puisque le vecteur mbrur= (1, 1, 1) vérifigh(u) =¢((1,1,1))=(2,2,2)=2.u
1 1

1 2 -1 2
ce que l'on pouvait aussi vérifier matriciellempat[ 11 OJ x[ 1= 2|=z2.] 1
-1 0 3 1 2 1
Il est alors |égitime de rechercher le sous-espamgre E; de A (et deap) .

X
La matrice de¢ — 2ld est A-2.l;; DuOR® , notantu =(x,Vy, z) et X =yJ la matrice-colonne correspondante,
z

WE; < (¢ - 2Id)(u) = Or3

XEHRHEN
SR
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-Ix+2y-1z-0
- Ix-1y+0z- 0

-Ix+ 0y +1z- O
-Ix+2y-1z-0

= ly-1z- 0
-1x +1z- 0

{ X -z

y =z

Ainsi, E,={(x,y,z2JR*/x=z et y=12}
={(z,z,2) IR }
={z.(1,1,1)/ 2R}

E, =IR.(1,1,1)droite vectorielle de base (1, 1, 1), leseexg propres étantles z.(1, 1, 1) ctiCz.

Polynéme caractéristigue de la matrice Aou de I'endomorphisnig :
C'est le polyndbme de degré n :A(8 = det(A - x.I,)

Polynéme caractéristiqgue d'une matrice A' semblalf\gvérifiant une relation A' = BxAxP ou P inversible) :
C'est le méme que celui de A

puisque  Px(A — x.I )xP = PXxAXP - x.P x| ,xP = A'= x.| ,
et donc R(x) = det(A'- x.1,) = det(P*x(A - x.I )xP) = det(P").det(A- x.I,,).det(P) = det(A- x.I ) = Pa(X)

Obtention de I'ensemble des valeurs progee$spectre") d'une matrice A (ou de I'endomorphisinassocié) :
C'est I'ensemble des racines du polynéme caraaqées R (x) = det(A- x.1,) .

1 2 -1
Exemple :Calcul des valeurs propres de ;{zl 1 0] .
-1 0 3

121 100 1x 2 -
On calcule R(x) = det(A-x.Iy=de| 1 1 0|-x| 0 1 0|)=de(| 2 1x 0 )
10 3 00 1

-1 0 3-
1x 2 -1 2x 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
=/ 1 1x O0|=]2x1x 0| =(2%x).| 1 1x O =2x%).| 0 -1x 1
-1 0 3x 2-x 0 3 1 0 3x 0 -2 4x

:(2-x).(+1).1.‘ 12X 4%)( = (2-X) . [((1-X)(4-X) = 1.(-2)] = (2-X) . (k-3x -2)

Ainsi PA(x) = (2-x) . (X* -3x -2) est le polyndme caractéristique de A.

Les valeurs propres de A sont ses racine«\""-g/l,_7 et 3 +;/_17 .
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Valeurs propres réelles et valeurs propres imaginaes :
Depuis le début de ce chapitre, le corps K stmlaires est R ouC .

Selon la nature des coefficients de A, son polyméaractéristique peut étre a coefficients réelsnaginaires.

Selon le contexte, on pourra étre amené a nengdwreque des valeurs propres réelles ou a envigagsi
d'éventuelles valeurs propres imaginaires.

Sous-espaces propres associés a des valeurs plephkedistinctes ety : lls verifient E, n E, = {0k n} .

Au sujet du polyndme caractéristiqug d la matrice A :
L'une de ses propriétés fondamentales est quérestiateur de A (Th. de Hamilton-Cayley i(&) = O )
On le qualifie de "scindé" lorsqu'il est factorikabn produit de polyndmes du premier degre.

Il I'est toujours dans C[X], pas toujours ddR[X] ou il peut méme n'avoir aucune racirée(ie)
s'il est produit de polynédmes du second degrédaidimant < 0.

Lorsqu'il a une racink (donc valeur propre de A) , (&xA\) peut se mettre en facteur danéxP
a une certaine puissancg qui est "l'ordre de multiplicité" de la racihedans R(x) .

On démontre gu'alors la dimension du sous-espagegE, vérifie les inégalités : & dim(E,) < n, .

-2) L'éventuelle diagonalisabilité de A :

Eventuelle existence d'une basdkdBconstituée de vecteurs propres de A :

Si les sous-espaces propres sont supplémentairesplame est K et le recollement de leurs bases respectives
(toutes formées de vecteurs propres) est doncaseB’ = €)i=1

yoen

Les ny; premierss; sont associés a la valeur propre : ils vérifient donco(e;) =A 1. €;
Les ny, vecteurs; suivants, associés a la valeur propsevérifientd(e)) = A, . €; .

Les m, dernierse; associés a la valeur proprg verifient¢(e;) =A, . €; .
Ainsi la matrice de F par rapport a cette baseedteurs propreﬁ?' apparait comme une matrice diagorale
A:diag()\l, , )\1,)\2, ,)\2, ,)\p, ,)\p) .

et comme A est la matrice derelativement a la base canoniﬁ de K", en utilisant les matrices

P= .‘Wl@f, B(ldc ) et Q =9Vl@, @' (Idk ) =P, les formules de changement de base donnerglé®ns

A=P'xAxP et A = PxAxP™ traduisant la similitude de A & la matrice diaajer .

On dit quon a diagonalisé AenA .
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Situations dans lesquelles on est sir de la didigabdité de A, matrice déMﬂ(lK) :

Le polynéme caractéristiqua®) est scindé a racines simples (= chacune d'didre

Pa(x) est scindé et pour chaque valeur prapraim(E,) = n, ordre deA\ comme racine deafX) .
(ceci est méme une c.n.s.)

Il existe un polyndme annulateur de A qui soihdéi a racines simples. (c'est également une c.n.s.)

A est symétrique (égale a sa transposée) et faieefs réels.

1 2 -1
Exemple : Reprenons le cas de la matrice E 4 1 OJ dont le polynbme caractéristique est
-1 0 3

Pa(X) = (2-X) . ()@ -3% -2) == (X = 2). (x =317 = 17).(x-3 +2 17y .

Il est scindé a racines simples donc A est diaggaiak sous la formé = diag( 2 ,342@ 3 +2 17y,

De la méme maniére qu'on a calculé queelR .€¢; oueg;=(1,1,1),

onmontre que E = = R .£, olg,=(8,-1+17,-6 + 2\/17)
2

etque B, = R £ oues=(8,-1+/17,-6—2+17).
2

1 8 8
Onaalors A=RAxP? ot P=Mg' @(ldg 9 = [ 1 -1417 -1+H17 ] et P! est son inverse .
1 -6+ 217 6- 217

Utilisation de la trace et du déterminant de A trina deg\/lﬂ(IK)

Deux coefficients du polynébme caractéristiquéxiPde A (qui a pour degré n) méritent attention.

Le coefficient du terme en™® est (-1)™.tr(A) ol tr(A) est la trace de A = la somme dasrtes de sa diagonale
descendante .

Le coefficient du terme constant est det(A) .

Puisque deux matrices semblables ont méme polycanaetéristique, gk est diagonalisable en une matrice
diagonale , A etA ont méme trace et méme déterminant.

Mais pourA, la trace est la somme des valeurs propres, chammptée avec son ordre de multiplicité
et le déterminant (matrice diagonale) est le prodies valeurs propres .

110
Un exemple Considérons la matrice A(zl 0 1] )

011
AO0OO
Symétrique réelle, elle est diagonalisable sousfarmae | O 1 O | ouA , 1 etv peuvent étre égales.
00w
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De facon générale, lorsque la somme par ligne defficients de A est une constaate ce nombre est valeur
propre associée au moins au vecteur dont toutentedonnées dans la base canonique sont égales a 1

Il est clair gu'ici, la somme par ligne est constaggale a 2 : on peut donc considérerqae? .

200
A est donc diagonalisable ¢n0 p O |.
0O0v

Ecrivons alors les égalités des invariants parliside :

Egalité des traces : 2#+v=1+0+1 soip+v=0.

Egalité des déterminants x3u x v = det(A) =-2 don@ xv =-1.

On est donc ramené au probleme simple de la rdohee deux nombres connaissant leur somme s et leur
produit p . On sait qu'ils sont les racines deautdipn X —s.x+p=0 :ici x—0.x-1=0 d'ou +1 etl .

200
Le spectre de Aest{-1, 1, 2} et on peut la dizgjiser er\ =[ 01 0] .
00 -1

-VI- APPLICATION A LA RESOLUTION DE SYSTEMES DIFFER ENTIELS LINEAIRES -

-1) Systémes différentiels linéaires :

Systéme différentiel linéaire :0(n , p)J(N®) 2avec i< p, Pouri=1,...,n et j=1,...,p , on coese :

p fonctions notées jx t — x;(t) de classe Esur un méme intervalle | de R et a valeurssdér= R ouC .
n fonctions notées gt — gi(t) de classe Esur le méme intervalle | de R et & valeurssdin= R ouC .

X4 i XgtaX+ ...+ A pXp + 01
X2I zay1XgtagXyt ...+ A pXp + 0

Le system de n équations a p fonctions inconnues x; ,.., Xp
Xn z@niX1+ anaXot ...+ 3pXp + Gh
) _ e ay1 Aip ... Aip X1 d:
est équivalent a I'équation matricigllex ; | = a,;, a,, ... asp, |*| x2 |*| 92
W) e aa e )G

de laforme X=AxX +B

. X1 X (1) . .
ou X=| x, |[1t=] xyt) est une fonction vectorielle de | daﬁMp,l(K)

Xp X p(t)

g1 g1(t) . .
et B=[ g, |[:t—| gyt) | estune fonction vectorielle de | daﬂéin,l(K)

On gn(t)
Dans ce qui suit nous n‘envisagerons gue le ssuwawiculier ou la matrice A est carrée (p = ndiagonalisable
enA = PxAxP™,
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-2) Une premiere méthode de résolution On a la succession d'équivalences entre égalittendgons vectorielles :

[X' = AXX + B] & [X' = PxAxPxX + B |
= [Px X' = AxPxX + P'x B ] aprés produit & gauche pat P
o [(Px X)' =Ax(P'xX) + P'x B] car P* étant constituée de constantesxiX' = (P'x X)'

= [(Y)' =8x(Y) + P> B]

_ _ Y1 as
en notant Y = Px X la fonction vectorielle v, |:t— P [y ()
Yn Xn(t)
yi =My +hy
= h 91()
-y YET M T ou Pxe= [, |t P g |
v - Aoy . o1

systéme de n équations différentielles indépendanie I'on sait résoudre séparément .

Les fonctionsy; étant ainsi déterminées, il suffit alors de corelpar X = RY pour trouver les x.

Rappels :La solution générale d'une équation différergigfl =Ay+h ou h:ts h(t)est y:t- C e+ w
o0 t— ce! estla solution générale de I'equation homogéney
et w:t- w(t) estune solution particuliere degyAy+h .

d
Dans le cas fréquent ot la fonction h est expdnentielle-polyndme” h:t t - €%' 3 a, t
k=0

d

il existe une solution particuliere de la forme v t™ ed! D Wy tX
k=0

ou m=0sozA, m=1siad=A.

Un exemple:

X1 22X+ 1%, -2 X5 + €' 21 2 o
X2 =1Xy+ +B peut s'écrire X= AxX +B ou A:[l 0 O] etB:to (e:j
X3 = 1x% +e' 010 e

141

114 100 61 i 3

sp(A)={1,1,25A=RAxP  ou PS5 -1 1 2|,A=| 0 1 O|etP'=| 5 5 1

11 00 2 14

303

Les équivalences déja détaillées ci-dessus pegeardisumer a

Y1 X a(t)
[X'=AxX +B] < [(Y) =Ax(Y)+P'xB] o0 Y=PxX= [Y2 Tt Pix (XZ(t)j

Y3 X 3(t)

yi) (-1 0 0y (y: '

s |VY2]=| 01 O|x|y,|+ x| e
Y'3 00 Y3 e

yi=-y1+t0
= { y2= Y. +e' systéme de 3 équations linéaires du premieegraoefficients constants.
Ys=2y;+0

Wik NS ol
o NIk M.
wlhs P Wik
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Résolution de y'=-y; : Résolution de y= y, + €' : Résolution de y'= 2y; :

- t t 2t
ylzcl-et y2=C e +te y3=Cs. €

la solution particuliére étant
recherchée sous la forme :
w:t- ttelta comme
conseillé ci-dessus et la valeur
de a obtenue aprés substitution

étant 1.
~t t
Y1 Cp.e X 1(t) 114 (Cue
Ainsi, [X' =AxX+B] = | V2| =| Cre'+te' | = | xaAt) |=] -1 1 2|x C,e'+t ¢
xi(t) = C. e '+ Cet+ac. et e

et finalementy x,(t) =-C;. e+ C. e +2G;. e2t+ t el
—t 2t
X3(t) = CG.e

+Q.et+Q.e +t.et
X a(t) 1 1 4 1
ce qui peut également Béarx(t) | = C; et -1+ C, et 1]+ Cs 2 ]+tel| 1
X 5(t) 1 1 1 1

-3) Une deuxiéme méthode de résolution On utilise le résultat :

n
La solution de X= AxX + B est X:Z C e)“t.Vi +W ou
i=1

n
t - Z Ci e)‘ it V. estlasolution générale de I'équation homog®&he AxX ,
i=1

Les C sont des constantes scalaires librement choisies
Les A; sont les valeurs propres de la matricetdune présente autant de fois que son ordre Idiglioisé )

Les V,; sont des vecteurs propres associés aux valeapsegrd ; de méme indice et choisis
de sorte que (Y-1, .., » SOit une base dﬂ/ln,l(K) :

w (1)

wlé(-t)

W est une fonction vectorielle W -t W(t) =| \y,(t) | solution particuliere de X AxX + B .
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La méthode de variation des constantes pour traune solution particuliére :

n
Son principe :Ayant obtenu comme solution générale des)AxX , X = Z C, e)‘ it Vi,
i=1

n
on propose un cas particulier de smhudle X = AxX + B de laforme W : t» Z Ci(® e2‘ it Vi,
i=1
chague constante ;Giyant été remplacée par une fonction €(t) supposée dérivable sur l'intervalle | consédér

n
Par dérivation, W'(t):z [Ci(t) + A .Ci(D)] eAit.Vi d'ou aprés substitution dans=XAxX + B ,

i=1

n n

Y +rco] €itv, =ax), cm ity +B

i=1 i=1

n n n

ouencore), Citt) it.v, +2. ) itav, =2, c it.axv, +B
i=1

i=1 i=1
n
et aprés simplification, vu quéidJ1 , n], A .V = AxV,, il reste Z Ci(t) eAit.Vi =B

i=1
cu(). et

ce que l'on peut écrire sous la formel v, | [ v,| - |V, X C'2(t).e)‘2t =B

Ci().nt

cu). et STOTAL
cesta-die i cpehet | 7B doUl cyp et |=PHB
c(f).nt c ().t
On dispose alors pour tout i dans [1, n], dggression de @) dont il suffit de donner une primitive simplg(t).

n
On peut alors formuler explicitement W(t)E Ci(t) e)“t.Vi
i=1

Reprenons le méme exemple:

X1 22X +1%X,—2x;3 +e' 21 -2 e'
Xy =1Xq+ +® peut s'écrire X= AxX + B ol Az[l 0 Oj etB:t- (etj
X3‘: 1)§ +el O 1 0 e
111
11 4 100 61 i 3
sp(A)={1,1,2 A=mAxP' ou P4 -1 1 2| ,A=| 0 1 OfetP'=| 5 5 1
11 00 2 1 4
3 03

n 1 1 4
La solution générale de' X AxX est X = Z Ci e)‘ it V, =Cy e‘l't. {—1] +C, el't. (1) + Cs &t (2)
i=1 1
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Une solution particuliere de "X AxX + B existe sous la forme W(t) =1@).e‘1't.v1 + Cz(t).el't.vz + Cg(t).ez't.vg

' ]_t t
Ci(n.€ cu.e 1) _ (etJ

Les calculs conduisent ax|P ~. ,t |=B soitici & e
. ot
Cln(t).e)\ nt Cn(t).e
_1t 111
Ci(t).e e _?L i 3 e' 0 Cyt)=0 Cuy(t) = cste .
d'ou Cy(t).e 1t | = pix ei =l 5 5 1|x ez =| e' puis| Ci(t) =1 ety Cyt) =t+ cste.
, ot e 1 1 e 0 Csit)=0 C4(t) = cste.
Ci(t).e 3 03

Dans la mesure ou I'on ne cherche qu'une solutiditpliere, choisissons pour simplifier la val@ypour les cstes.

1
Ainsi W(t) = 0.67 1V, + te v, + 0.8V, = te (1J
1

La solution générale de' X AxX + B est donc

X1 1 1 L 1 4 1
X=X |=Cret| -1| +Cet | 1| +C@t| 2 |+te'| 1] ou(G,C,, C)OR®.
X3 1 1 1 1
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