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Systèmes linéaires et matrices

I Systèmes linéaires

Étant donné deux entiers naturels m et n non nuls, on appelle système linéaire de m
équations à n inconnues x1, x2, . . . , xn tout système (S) de la forme

a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,jxj + · · ·+ a1,nxn = b1
...

ai,1x1 + ai,2x2 + · · ·+ ai,jxj + · · ·+ ai,nxn = bi
...

am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,jxj + · · ·+ am,nxn = bm

(S)

où (ai,j)16i6m
16j6n

est une famille d’éléments de R et (b1, b2, . . . , bm) ∈ Rm.

On dit que (S) est un système à m lignes et n colonnes, ou encore que (S) est un
système m× n.

Pour ne pas répéter les inconnues, on utilise la plus économique notation matricielle
a1,1 a1,2 · · · a1,j · · · a1,n
...

. . . . . .
...

. . .
...

ai,1 ai,2 · · · ai,j · · · ai,n
...

. . . . . .
...

. . .
...

am,1 am,2 · · · am,j · · · am,n

b1
...
bi
...
bm


où la matrice m × n des coéfficients des inconnues est appelée matrice incomplète du
système, et la matrice m × n + 1 avec les bi est appelée matrice complète du système
(ici on traite les matrices commme des simples tableaux de nombres, dans le prochain
chapitre on parlera de leurs propriétés algébriques).

I.1 Systèmes 2× 2

On considère ainsi un système de la forme{
ax+ by = η

cx+ dy = ξ
, (S2)

où les éléments a, b, c, d, η et ξ sont des nombres réels.

Systèmes linéaires et matrices 4
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I.1.1 Cas diagonal

Le système (S2) est dit en forme diagonale si b = 0 et c = 0. En ce cas, et si a 6= 0

et d 6= 0, il admet pour solution (x, y) =
(
η
a ,

ξ
d

)
.

Exemple. Le système

{
3x = 4

2y = 5
est en forme diagonale, il admet pour solution (x, y) =(

4
3 ,

5
2

)
.

I.1.2 Cas triangulaire

Le système (S2) est dit en forme triangulaire si b = 0 ou c = 0.

Exemple. Le système suivant est en forme triangulaire :{
2x = 3 I

−10x+ 4y = 1 II
. (T2)

Pour le résoudre, on dispose de deux techniques principales.
1. Par substitution : on détermine une variable et on introduit sa valeur dans l’autre

expression. Dans (T2), on voit facilement que x = 3
2 , en remplaçant x par sa valeur dans

la seconde expression, on obtient −10 · 32 + 5y = 1, donc −15 + 4y = 1, on en déduit
4y = 10 et ainsi y = 4.

2. Par élimination : on peut chercher aussi à éliminer la première variable de la seconde
équation par des combinaisons linéaires des lignes. En effet, en multipliant I par 5 et en
l’ajoutant à II, on obtient le système diagonal{

2x = 3 I

4y = 16 5I + II
,

dont la solution est facilement (x, y) =
(
3
2 , 4
)
.

Remarque. On a traité sur l’exemple le cas b = 0, mais on peut raisonner de la même
manière dès qu’un coefficient a, b, c ou d est nul.

I.1.3 Cas général

On suppose qu’aucun coefficient a, b, c ou d n’est nul dans le système (S2). On peut
se ramener au cas triangulaire pour résoudre le système.

Exemple. Considérons le système suivant :{
4x+ y = 10 I

−10x+ 4y = 1 II
.
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1. On peut déduire de I que y = 10−4x et remplacer y par cette expression dans II.
On obtient −10x+ 4(10− 4x) = 1, ou encore −26x = −39, d’où x = −39

−26 = 3
2 . Ensuite,

on trouve que y = 10− 43
2 = 4.

2. On peut aussi tenter d’éliminer une variable dans l’une ou l’autre des équations.
Par exemple, on peut chercher à éliminer y dans II en calculant II − 4I :{

4x+ y = 10 I

−26x = −39 II − 4I

On peut alors trouver x = −39
−26 = 3

2 puis la valeur de y grâce à I.

I.1.4 Structure des solutions et interprétation géométrique

Dans les exemples considérés, on arrivait toujours à trouver un unique couple (x, y)
solution du système, cependant, ce n’est pas toujours le cas.

Exemple. Le système

{
x+ y = 3 I

2x+ y = 6 II
admet une infinité de solutions. En effet, on

peut remarquer que II = 2I, donc le système a pour solution l’ensemble des points de la
droite D d’équation y = −x+ 3.

Exemple.

{
x− 2y = 2 I

−2x+ 4y = 5 II
n’a aucune solution. En effet si x− 2y = 2, alors −2x+

4y = −4 et donc I et II ne peuvent être vérifiées simultanément.
Plus généralement, revenons au système{

ax+ by = e I

cx+ dy = f II
. (S2)

La condition II est l’équation de droite D1 dans le plan et II est l’équation de la droite
D2. Trois cas sont possibles.

– D1 et D2 ne sont pas parallèles, elles se coupent alors en un unique point du plan,
dont les coordonnées sont la solution du système (S2).

– D1 et D2 sont parallèles, non confondues, le système (S2) n’admet aucune solution.
– D1 et D2 sont confondues, le système (S2) admet une infinité de solutions : les

points de la droite D1 = D2.

I.1.5 Déterminant et formules de Cramer

Il existe un outil pour savoir très rapidement si un système admet ou non une unique
solution. On considère encore le système{

ax+ by = η

cx+ dy = ξ
. (S2)

Systèmes linéaires et matrices 6
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On appelle déterminant de (S2) le réel
∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc.

Définition.

Le sytème (S2) admet une unique solution si et seulement si son déterminant
est non nul.

Proposition 1.1.

En fait, on a même une expression pour la solution en ce cas.

Si le déterminant de (S2) est non nul, alors l’unique solution de (S2) est donnée
par

x =

∣∣∣∣η b
ξ d

∣∣∣∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ et y =

∣∣∣∣a η
c ξ

∣∣∣∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ .

Proposition 1.2 (Formules de Cramer).

Démonstration. Il s’agit d’une simple vérification, si on écrit x = ηd−bξ
ad−bc et y = aξ−ηc

ad−bc ,
alors

ax+ by =
aηd− abξ + abξ − bηc

ad− bc
=

(ad− bc)η
ad− bc

= η,

cx+ dy =
cηd− cbξ + daξ − dηc

ad− bc
=

(ad− bc)ξ
ad− bc

= ξ.

I.2 Systèmes 3× 3

On considère à présent des systèmes de la forme
a1,1x+ a1,2y + a1,3z = b1
a2,1x+ a2,2y + a2,3z = b2
a3,1x+ a3,2y + a3,3z = b3

(S3)

Pour un tel système, les techniques de substitution pour trouver une solution sont décon-
seillées. En revanche, la méthode d’élimination de Gauss est rapide et limite les risques
d’erreur.

Systèmes linéaires et matrices 7
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I.2.1 Méthode d’élimination de Gauss, ou du pivot, ou de reduction par
lignes

On dit que deux systèmes sont équivalents s’ils ont le même ensemble de solutions
(vide, fini ou infini).

Définition.

À chaque étape de la méthode du pivot, le système traité sera équivalent au système de
départ de la forme



a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,jxj + · · ·+ a1,nxn = b1 I
...

ai,1x1 + ai,2x2 + · · ·+ ai,jxj + · · ·+ ai,nxn = bi S(i)
...

am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,jxj + · · ·+ am,nxn = bm S(m)

(S)

Opérations élémentaires sur les lignes

Pour transformer (S), on peut utiliser une des opérations élémentaires suivantes :

1. échange de deux lignes : S(i) ←→ S(j),

2. ajout à une ligne d’un multiple d’une autre ligne : S(i) ←− S(i) +αS(j) avec i 6= j,

3. multiplication d’une ligne par un réel non nul : S(i) ←− λS(i) avec λ 6= 0

Systèmes linéaires et matrices 8
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1. Il existe un entier r tel que 1 6 r 6 m et 1 6 r 6 n tel que, par une suite
finie d’opérations élémentaires, le système (S) de matrice complète

a1,1 a1,2 · · · a1,j · · · a1,n
...

. . . . . .
...

. . .
...

ai,1 ai,2 · · · ai,j · · · ai,n
...

. . . . . .
...

. . .
...

am,1 am,2 · · · am,j · · · am,n

b1
...
bi
...
bm


soit èquivalent à un système de matrice complète échelonnée :

0 · · · 0 α1,j1 · · · ∗ ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗ ∗ · · · α1,n β1
0 · · · 0 0 · · · 0 α2,j2 · · · ∗ ∗ · · · ∗ ∗ · · · α2,n β2
0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 α3,j3 · · · ∗ ∗ · · · α3,n β3
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 αr,jr · · · αr,n βr
0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 βr+1
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 βm


où α1,j1 , . . . , αr,jr 6= 0, β1, . . . , βm ∈ R. Les αi,ji sont appelés pivots, et
l’entier r, c.-à-d. le nombre de pivots, est appelé rang du système.

2. Si r < m et s’il existe un indice i0 tel que r < i0 6 m et βi0 6= 0, alors
le système (S) n’a pas de solution. Sinon, il a des solutions obtenues en
choisissant arbitrairement les n− r inconnues "libres" (c.-à-d. qui ne sont
pas associées à un pivot) et en calculant successivement dans cet ordre
xjr , . . . , xj1 grâce aux r premières équations.

Théorème 1.3.

En pratique

Considérons le système suivant,
x + 2y + 2z = 2 I

x+ 2y − 2z = −1 II

3x+ 5y + 8z = 8 III

c.-a-d.

 1 2 2 2
1 2 −2 −1
3 5 8 8

 .

Dans la première colonne, on cherche un coefficient non nul (le pivot) : ici, on peut
prendre le coefficient α1,1 = 1 de I. On élimine alors les éléments sur les lignes en-
dessous en faisant l’opération élémentaire S(j) ←− S(j) − β

αS
(1) où β est le coefficient

Systèmes linéaires et matrices 9
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devant x sur la ligne Lj :  1 2 2 2
0 0 −4 −3
0 −1 2 2

 .

On se place alors sur la deuxième colonne, on cherche un élément non nul sur II ou III,
donc on échange II et III :  1 2 2 2

0 -1 2 2

0 0 -4 −3

 .

Il n’y aucun coefficient à éliminer sur III, on obtient la forme triangulaire décrite par le
théorème 1.3. Comme les trois éléments sur la diagonale sont non nuls, le système admet
une unique solution. 

x + 2y + 2z = 2

-y + 2z = 2

-4z = −3

Maintenant, la troisième équation nous donne z = 3/4, on substitue cette valeur dans
la deuxième et on obtient y = −1/2, et finalement x = 3/2. La solution est donc :

(x, y, z) =

(
3

2
,−1

2
,
3

4

)
.

Remarque (Autre exemple). Un système 2× 3. Considérons par exemple le système sui-
vant : {

3x− 6y + 9z = 36

−2x+ y − 3z = 6
.

La matrice est (
3 −6 9 36
−2 1 −3 6

)
.

On divise la première ligne par 3(
1 −2 3 12
−2 1 −3 6

)
,

on réduit (
1 −2 3 12
0 −3 3 30

)
,

et on divise la deuxième par −3 (
1 −2 3 12
0 1 −1 10

)
.

Systèmes linéaires et matrices 10
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Maintenant le système est en forme échelonnée, et l’on voit qu’il y a des pivots pour x
et pour y. Donc z peut être choisie librement, alors de{

x − 2y + 3z = 12

y − z = 10
.

on déduit y = z− 10 et x = 12 + 2(z− 10)− 3z = −8− z, donc les solutions du systèmes
sont les points (x, y, z) tels que {

x = −8− z
y = −10 + z

, soit l’ensemble des points (x, y, z) tels quexy
z

 =

 −8
−10

0

+ t

−1
1
1

 .

pour t ∈ R. L’ensemble des solutions est donc une droite affine dans l’espace (donnée par
un point auquel on ajoute les multiples d’un vecteur directeur).

I.2.2 Structure des solutions

On considère un système 3× 3 de la forme
a1,1x+ a1,2y + a1,3z = b1
a2,1x+ a2,2y + a2,3z = b2
a3,1x+ a3,2y + a3,3z = b3

(S3)

Chaque ligne de (S3) est l’équation d’un plan (affine) dans l’espace (affine) R3. Les
solutions de ce système correspondent donc à l’intersection de ces plans.

Systèmes linéaires et matrices 11
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II Matrices

II.1 Opérations sur les matrices

Dans cette partie, m et n désignent deux entiers naturels non nuls.

II.1.1 Définition

On appelle matrice à m lignes et n colonnes à coefficients dans R un tableau de mn
nombres réels rangés en m lignes et n colonnes :

A =



a1,1 a1,2 · · · a1,j · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,j · · · a2,n
...

...
...

...
ai,1 ai,2 · · · ai,j · · · ai,n
...

...
...

...
am,1 am,2 · · · am,j · · · am,n


.

On écrit encore A = (ai,j)16i6m
16j6n

. On dit aussi que A est une matrice m × n, ou que les

dimensions de A sont (m,n).

II.1.2 Terminologie

1. On appelle
– je colonne de A le vecteur (a1,j , a2,j , · · · , am,j) de Rm,
– ie ligne de A le vecteur (ai,1, ai,2, · · · , ai,n) de Rn.

2. Si m = n, on dit que A est une matrice carrée, on peut la noter A = (ai,j)16i,j6n.

3. Si n = 1, on dit que A est une matrice colonne (ou un vecteur colonne). On peut

alors identifier A =


a1
a2
...
am

 avec le vecteur (a1, a2, · · · , am) de Rm.

4. Si m = 1, on dit que A est une matrice ligne (ou un vecteur ligne).

Systèmes linéaires et matrices 12
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5. Si A est une matrice carrée, on dit qu’elle est diagonale si les coefficients ai,j sont
nuls si i 6= j, c’est-à-dire si A est de la forme

A =


λ1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn

 .

Cette matrice se note diag (λ1, λ2, · · · , λn). La matrice diag(1, 1, · · · , 1) est appelée
matrice identité et est notée In.

6. Étant donné une matrice A = (ai,j)16i6m
16j6n

, on appelle matrice transposée de A la

matrice obtenue en échangeant les lignes et les colonnes, c’est-à-dire

tA = (aj,i)16j6n
16i6m

Exemples. – Si A =

 1 −1 0 2
2 3 1 1
−2 5 0 6

, alors tA =


1 2 −2
−1 3 5
0 1 0
2 1 6

.

– En transposant un vecteur ligne, on obtient un vecteur colonne ; en transposant
un vecteur colonne, on obtient un vecteur ligne.

– Pour toute matrice A, t
(
tA
)

= A.

II.1.3 Addition de matrices

Si deux matrices A = (ai,j)16i6m
16j6n

et B = (bi,j)16i6m
16j6n

ont les mêmes dimensions, on

définit la matrice A+B en faisant l’addition coefficient par coefficient :

A+B = B +A =



a1,1 + b1,1 a1,2 + b1,2 · · · a1,j + b1,j · · · a1,n + b1,n
a2,1 + b2,1 a2,2 + b2,2 · · · a2,j + b2,j · · · a2,n + b2,n

...
...

...
...

ai,1 + bi,1 ai,2 + bi,2 · · · ai,j + bi,j · · · ai,n + bi,n
...

...
...

...
am,1 + bm,1 am,2 + bm,2 · · · am,j + bm,j · · · am,n + bm,n


.

Si on note 0 la matrice de mêmes dimensions dont tous les coefficients sont nuls, alors
A+ 0 = 0 +A = A.

Exemple. Si A =

(
1 0 2
−2 1 3

)
et B =

(
−1 1 2
0 −3 1

)
, alors A+B =

(
0 1 4
−2 −2 4

)
.

Systèmes linéaires et matrices 13
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II.1.4 Multiplication par un nombre réel

Pour une matrice A = (ai,j)16i6m
16j6n

donnée et un réel λ, on définit la matrice λA par

λA =



λa1,1 λa1,2 · · · λa1,j · · · λa1,n
λa2,1 λa2,2 · · · λa2,j · · · λa2,n
...

...
...

...
λai,1 λai,2 · · · λai,j · · · λai,n
...

...
...

...
λam,1 λam,2 · · · λam,j · · · λam,n


.

II.1.5 Produit matriciel

La multiplication de deux matrices « terme à terme » n’est pas très intéressante, on
considère donc un autre produit.

Tout d’abord, pour avoir le droit de considérer le produit AB, les dimensions de
A = (ai,j)16i6m

16j6n
et A = (ai,j)16i6p

16j6q
doivent être compatibles, c’est-à-dire n = p.

En ce cas, la matrice AB = (ci,j)16i6m
16j6q

sera une matrice à m lignes et q colonnes

définie par

ci,j =
n∑
k=1

ai,kbk,j .

Exemple. Si B =

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

 et A =

0 1 2
1 2 3
2 3 4

, on ne peut pas calculer BA (les

dimensions sont incompatibles), mais on peut calculer AB qui est une matrice à 3 lignes
et 4 colonnes.

Pour mieux visualiser la technique pour calculer le produit matriciel, on peut procéder
comme dans la figure II.1. Ainsi, le coefficient c1,1 est obtenu par

c1,1 = 0× 1 + 1× 5 + 2× 9 = 23.

De même, on trouve les autres coefficients :1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12


0 1 2

1 2 3
2 3 4

 23 26 29 32
38 46 50 56
53 62 71 80



Systèmes linéaires et matrices 14
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a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

...
...

. . .
...

am,1 am,2 . . . am,n




A : m lignes et n colonnes

b1,1 b1,2 . . . b1,q

b2,1 b2,2 . . . b2,q

...
...

. . .
...

bn,1 bn,2 . . . bn,q





B : n lignes et q colonnes

c1,1 c1,2 . . . c1,q

c2,1 c2,2 . . . c2,q

...
...

. . .
...

cm,1 cm,2 . . . cm,q





a 2
,1
×
b 1,
2

a 2
,2
×
b 2,
2

a 2
,n
×
b n
,2

+

+ . . .+

C = AB : m lignes et q colonnes

Figure II.1 – Illustration du produit matriciel.
Cette figure a été construite par Alain Matthes, http://www.altermundus.fr.
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Ainsi, AB =

23 26 29 32
38 46 50 56
53 62 71 80

.

Le produit matriciel est associatif, c’est-à-dire que pour toutes matrices A,B et
C aux dimensions compatibles,

A(BC) = (AB)C.

Ainsi, on peut écrire des produits matriciels successifs sans parenthèses.

Proposition 1.4.

Remarques. Le produit matriciel n’a pas toutes les propriétés du produit des nombres
réels.

1. Si A et B sont deux matrices carrées de même taille (n, n), les produits AB et BA
sont définis mais ne sont pas forcément égaux. Par exemple, pour

A =

1 2 3
5 6 7
9 10 11

 et B =

0 1 2
1 2 3
2 3 4

 ,

on a

AB =

 8 14 20
20 38 56
32 62 92

 6= BA =

23 26 29
38 44 50
53 62 71

 .

2. On peut avoir AB = 0, mais A 6= 0 et B 6= 0. C’est le cas par exemple, pour

A =

(
1 0
0 0

)
et B =

(
0 0
0 −1

)
.

II.2 Liens avec les systèmes

Si A est une matrice carrée à n lignes et n colonnes, et X est un vecteur colonne,

alors AX est aussi un vecteur colonne. Par exemple, si A =

 2 3 0
−1 2 3
4 0 1

, X =

xy
z


et b =

 3
−1
1

, alors chercher à trouver X tel que AX = b revient à résoudre le système

linéaire 
2x+ 3y = 3

−x+ 2y + 3z = −1

4x + z = 1

Systèmes linéaires et matrices 16
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Si on considère une équation de la forme ax = b, où a et b sont des nombres réels,
avec a 6= 0, alors la solution est x = a−1b. On va définir un inverse pour les matrices
carrées pour procéder de même.

Une matrice carrée A à n lignes et n colonnes est inversible s’il existe une matrice
carrée B à n lignes et n colonnes telle que

AB = BA = In.

Une matrice B vérifiant la relation ci-dessus est nécessairement unique, elle
s’appelle inverse de B et est notée A−1.

Définition.

Une matrice A carrée à n lignes et n colonnes est inversible si et seulement si
l’une des conditions suivantes est vérifiée.

1. Il existe une matrice carrée B à n lignes et n colonnes telle que AB = In.

2. Il existe une matrice carrée B à n lignes et n colonnes telle que BA = In.

3. Pour tout vecteur colonne X ∈ Rn, AX = 0 implique X = 0.

Proposition 1.5.

Nous allons à présent voir comment inverser une matrice inversible dans le cas des
matrices 2× 2 et 3× 3.

II.2.1 Matrices 2× 2

On considère une matrice A =

(
a b
c d

)
à deux lignes et deux colonnes.

A est inversible si et seulement si son déterminant det(A) =

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad − bc

est non nul. En ce cas,

A−1 =
1

det(A)

(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

Proposition 1.6.

Systèmes linéaires et matrices 17
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Démonstration. Calculons(
a b
c d

)(
d −b
−c a

)
=

(
ad− bc −ab+ ab
cd− cd −bc+ ad

)
=

(
det(A) 0

0 det(A)

)
= det(A)I2

II.2.2 Matrices 3× 3

Pour les matrice 3 × 3, on applique la méthode du pivot de Gauss. La technique
générale va être décrite sur un exemple. Considérons la matrice

A =

5 0 2
0 1 −3
2 1 0

 .

On écrit côte à côte les matrices A et I3, on va faire des opérations élémentaires sur (les
lignes de) A pour obtenir la matrice I3 et on va faire les mêmes opérations sur (les lignes
de) la matrice In. On obtiendra alors la matrice A−1.

1.

 5 0 2
0 1 −3
2 1 0

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


2.

5 0 2

0 1 −3
0 1 −4

5


III − 2

5I

 1 0 0
0 1 0
−2

5 0 1


3.

5 0 2
0 1 −3
0 0 11

5


III − II

 1 0 0
0 1 0
−2

5 −1 1


4.

5 0 2
0 1 −3
0 0 1


5
11III

 1 0 0
0 1 0
− 2

11 − 5
11

5
11


5.

5 0 0
0 1 0
0 0 1

 I − 2III
II + 3III

 15
11

10
11 −10

11
− 6

11 − 4
11

15
11

− 2
11 − 5

11
5
11


6.

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 1
5I

 3
11

2
11 − 2

11
− 6

11 − 4
11

15
11

− 2
11 − 5

11
5
11


On obtient donc

A−1 =

 3
11

2
11 − 2

11
− 6

11 − 4
11

15
11

− 2
11 − 5

11
5
11

 =
1

11

 3 2 −2
−6 −4 15
−2 −5 5

 .
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Remarque. Pour vérifier, on peut multiplier le résultat obtenu par A et voir si on trouve

effectivement I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

.

Justification de la procédure : On cherche une (la !) matriceX qui satisfait AX =
In. Les opérations sur les lignes (homothétie, permutation, addition) correspondent à une
multiplication par la gauche de cette équation avec des matrices inversibles. Si on arrive
après un certain nombre (disons k) d’étapes à la forme In|B dans le schéma ci-dessus, on a
trouvé des matrices inversibles de transformation T1 . . . Tk tels que In = (TkTk−1 . . . T1)A
et TkTk−1 . . . T1In = B. Ainsi, AB = In, c.-a-d. B = A−1.

Déterminant des matrices Matrices 3× 3

Il existe une formule directe pour le calcul du déterminant d’une matrice 3 × 3, qui
s’appelle formule de Sarrus :

On appelle déterminant de la matrice

A =

a b c
d e f
g h i


le réel

detA =

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = aei+ bfg + cdh− gec− hfa− idb.

Définition.

Astuce pour s’en souvenir : on réécrit les deux premières colonnes à droite de la
matrice,

a b c a b

d e

��

@@

f

��

@@

d

��

@@

e

g h i g h

alors le déterminant est la somme des produits sur les diagonales, avec le signe +
pour les diagonales déscendentes, et le signe − pour les diagonales ascendentes.
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Une matrice carrée 3 × 3 est inversible si et seulement si son déterminant est
non nul.

Proposition 1.7.

Chapitre 2

Dérivation et intégration

I Fonctions usuelles et dérivation

On considère des fonctions d’une variable réelle de la forme f :

{
X −→ R
x 7−→ f(x)

où X est une partie de R qui est un intervalle ou une réunion d’intervalles (par exemple,
X = R, X =]0,+∞[, ou encore X =]−∞,−3[∪]− 2, 0[∪]0,+∞[).

I.1 Continuité et négligeabilité

I.1.1 Continuité

On dit que f est continue en x0 ∈ X si pour tout élément x de X proche de x0,
f(x) est proche de f(x0). On dit que f est continue sur un intervalle I si elle
est continue en tout x0 ∈ I.

Définition.

Cette définition formalise l’intuition selon laquelle les fonctions continues sur un intervalle
sont les fonctions dont on peut tracer le graphe « sans lever le crayon ».

Exemple. La fonction f :

{
R −→ R
x 7−→ 2x2 + x+ 3

est continue sur R. Plus généralement,

les fonctions polynomiales sont continues sur R.

Exemple. Soit la fonction f dont la courbe représentative est donnée ci-dessous.

20
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•

1

1

O

y = f(x)

La fonction f n’est pas continue, parce qu’elle n’est
pas continue en 2. En effet, on peut considérer x < 2
aussi proche de 2 que l’on veut mais tel que f(x) ne
s’approche pas de f(2) = 1.
Toutefois, f est continue en 1, on peut tracer la courbe
représentative de f près de 1 « sans lever le crayon ».

Si f et g sont deux fonctions continues en x0 ∈ R, alors f+g, f ·g sont continues
en x0. Si de plus g(x0) 6= 0, alors f

g est continue en x0.
Si f est continue en x0 et g est continue en f(x0), alors la fonction composée
g ◦ f : x 7−→ g ◦ f(x) = g (f(x)) est continue en x0.

Proposition 2.1.

I.1.2 Négligeabilité

On considère un intervalle ouvert I =]a, b[ de R et deux fonctions continues f, g :
I −→ R. Soit x0 ∈ I, on veut comparer le comportement de f(x) et g(x) pour les éléments
x ∈ I proches de x0. On suppose que g n’est pas la fonction nulle.

On dit que f(x) est négligeable devant g(x) au voisinage de x0 si

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

Définition.

Remarque. En ce cas, on note f(x) = o
x→x0

(g(x)). La notation o est appelée « petit o ».

Exemples. – x3 = o
x→0

(x).
– Une fonction f tend vers 0 en x0 si et seulement si elle est négligeable devant la

fonction constante égale à 1, c’est-à-dire, f(x) = o
x→x0

(1).
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I.2 Fonctions usuelles à connaître

I.2.1 Exponentielle

1

1

O

y = ex La fonction exp :

{
R −→ R
x 7−→ exp(x) = ex

est

continue et strictement croissante sur R.
Pour tous réels x, y, ex+y = ex · ey.

lim
x→−∞

ex = 0, lim
x→+∞

ex = +∞.

e0 = 1, e1 = e ' 2, 718.

I.2.2 Logarithme

1

1

O

y
=
x
−
1

y = ln(x)

La fonction ln :

{
]0,+∞[ −→ R

x 7−→ ln(x)
est conti-

nue et strictement croissante sur R>0 = ]0,+∞[.
Pour tous x, y ∈]0,+∞[, ln(xy) = ln(x) + ln(y).
Pour tout réel x, ln(ex) = x, pour tout x ∈]0,+∞[,

eln(x) = x. On dit que exp et ln sont réciproques.

lim
x→0+

ln(x) = −∞, lim
x→+∞

ln(x) = +∞.

ln(1) = 0, ln(e) = 1.

I.2.3 Fonctions puissances

Définition

Pour tout réel α, on définit la fonction puissance fα :

{
]0,+∞[ −→ ]0,+∞[

x 7−→ eα ln(x) .

Pour tout x ∈]0,+∞[, on note

xα = fα(x).

Remarque. Cette notion est compatible avec la notation « classique ». Par exemple, on
a f2(x) = e2 ln(x) = eln(x)+ln(x) = eln(x) · eln(x) = x · x = x2.
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Pour tout x ∈]0,+∞[, pour tous réels α, β,

√
x = x

1
2 , (xα)β = xαβ, xα+β = xα · xβ.

Proposition 2.2.

Remarque. Avec les notations du paragraphe I.1.2, la deuxième propriété donne par
exemple ln(x) = o

x→0

(
1
x

)
.

Croissances comparées

Généralement les fonctions puissances « l’emportent sur le logarithme, mais pas sur
l’exponentielle ». La proposition suivante formule plus rigoureusement cette propriété.

1. Pour tous α > 0, β > 0, lim
x→+∞

(ln(x))α

xβ
= 0.

2. Pour tous α > 0, β > 0, lim
x→0

xβ |ln(x)|α = 0.

3. Pour tous α > 0, β > 0, lim
x→+∞

eαx

xβ
= +∞, lim

x→−∞
|x|β eαx = 0.

Proposition 2.3.

I.2.4 Fonctions trigonométriques

Sinus

O
π
2

π

3π
2−π

2

−π−3π
2

y = sin(x)

La fonction sin :

{
R −→ R
x 7−→ sin(x)

est continue sur R et 2π-périodique (c’est-à-

dire que pour tout x ∈ R, sin(x + 2π) = sin(x)). Elle est impaire : pour tout réel x,
sin(−x) = − sin(x). Pour tout réel x, −1 6 sin(x) 6 1, on peut aussi noter les quelques
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valeurs suivantes :

sin(0) = 0, sin
(π

2

)
= 1, sin(π) = 0, sin

(
−π

2

)
= −1.

Cosinus

O
π
2

π
3π
2

−π
2

−π
−3π

2

2π

y = cos(x)

La fonction cos :

{
R −→ R
x 7−→ cos(x)

est continue sur R et 2π-périodique. Elle est

paire : pour tout réel x, cos(−x) = cos(x). Pour tout réel x, −1 6 cos(x) 6 1, on peut
aussi noter les quelques valeurs suivantes :

cos(0) = 1, cos
(π

2

)
= 0, cos(π) = −1.

Pour tout réel x, cos(x) et sin(x) sont reliés par la formule (cos(x))2 + (sin(x))2 = 1.

Tangente

O
π
2

π
3π
2

−π
2

−π
2π

y = tan(x)

La fonction tangente est définie par la formule tan(x) =
sin(x)

cos(x)
, ce qui n’est pos-

sible que lorsque cos(x) 6= 0. Par conséquent, la fonction tan est définie sur E =
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R \
{
π
2 + kπ, k ∈ Z

}
. Elle est continue strictement croissante sur

]
−π

2 ,
π
2

[
, et impaire :

pour tout x ∈ E, tan(−x) = − tan(x). Elle est π-périodique.

lim
x→π

2
−

tan(x) = +∞, lim
x→π

2
+

tan(x) = −∞, tan(0) = 0.

Réciproques des fonctions trigonométriques

La fonction tan est continue et strictement croissante sur
]
−π

2 ,
π
2

[
et l’image de cet

intervalle est R, cela implique qu’il existe une fonction appelée arc tangente et notée

arctan :

{
R −→

]
−π

2 ,
π
2

[
x 7−→ arctan(x)

,

qui est la réciproque de tan, c’est-à-dire telle que pour réel x, tan(arctan(x)) = x et pour
tout x ∈

]
−π

2 ,
π
2

[
, arctan(tan(x)) = x.

O

π
2

−π
2

y = arctan(x)

On peut de même définir des fonctions réciproques pour les fonctions sin et cos,

ce sont respectivement « arc sinus » notée arcsin :

{
[−1, 1] −→

[
−π

2 ,
π
2

]
x 7−→ arcsin(x)

et « arc

cosinus » notée arccos :

{
[−1, 1] −→ [0, π]
x 7−→ arccos(x)

. Les courbes représentatives de ces

fonctions sont données ci-après.
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O

1

1

π
2

−π
2

y = arcsin(x)

O

1

1

π
2

π

y = arccos(x)

I.2.5 Dérivabilité

Définition et propriétés

On considère une fonction f définie sur un intervalle I de R et à valeurs réelles.

On dit que f est dérivable en x0 ∈ I si et seulement si la limite

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

existe et est finie. En ce cas, on note cette limite f ′(x0), c’est la dérivée de f en
x0. La fonction f est dite dérivable sur I si elle est dérivable en tout x0 ∈ I.

Définition.

Exemple. La fonction x 7−→ x2 + x+ 1 est dérivable en 0 de dérivée 1 car

lim
h→0

h2 + h+ 1− 1

h
= lim

h→0
(h+ 1) = 1.

Remarques. 1. Une fonction dérivable sur I est continue sur I.
2. Si f est dérivable en x0, alors, avec les notations du paragraphe I.1.2,

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) + o
h→0

(h) .

En effet,

f(x0 + h)− f(x0)− hf ′(x0)
h

=
f(x0 + h)− f(x0)

h
− f ′(x0)→ f ′(x0)− f ′(x0) = 0.
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Opérations sur les dérivées

1. Si f et g sont dérivables en x0, alors f + g est dérivable en x0. On a

(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0).

2. Si f et g sont dérivables en x0, alors fg est dérivable en x0. On a

(fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0).

3. Si f est dérivable en x0 et si f(x0) 6= 0, alors 1
f est dérivable en x0. On a

(
1

f

)′
(x0) = − f

′(x0)

f2(x0)
.

4. Si f est dérivable en x0, alors, pour tout réel λ, λf est dérivable en x0. On a
(λf)′(x0) = λf ′(x0).

5. Si f est dérivable en x0 et si g est dérivable en y0 = f(x0), alors g ◦ f est dérivable
en x0. On a

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0)) f
′(x0).

Dérivées usuelles

Le tableau suivant donne les formules pour les dérivées des fonctions usuelles rencon-
trées au paragraphe précédent.

f(x) f ′(x)

xα où α ∈ R αxα−1

ex ex

ln(x) 1
x

sin(x) cos(x)

cos(x) − sin(x)

tan(x) 1
(cos(x))2

= 1 + (tan(x))2

arctan(x) 1
1+x2

Croissance, décroissance

Soit f une fonction à valeurs réelles dérivable sur un intervalle ouvert I =]a, b[.
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f est croissante (respectivement décroissante) sur I si et seulement si pour tout
x ∈ I, f ′(x) > 0 (respectivement f ′(x) 6 0).
Si pour tout x ∈ I, f ′(x) > 0 (respectivement f ′(x) < 0), alors f est strictement
croissante (respectivement strictement décroissante) sur I.

Proposition 2.4.

Exemple. La fonction exp est strictement croissante sur R car elle est dérivable sur R et
pour tout x ∈ R, exp′(x) = exp(x) > 0.

II Intégration

II.1 Définitions, premières propriétés

Dans ce paragraphe, nous allons définir l’intégrale d’une fonction continue f sur un
intervalle [a, b] où elle est définie.

II.1.1 Intégrale d’une fonction continue et positive

Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue, positive. On définit l’intégrale de f
sur [a, b] comme l’aire sous la courbe représentative de f , on la note∫ b

a
f(t)dt.

Définition.
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1

1

O

y = f(x)•

•

Même si la notion d’aire sous la courbe est une notion qui paraît concrète, il faut
voir comment on la définit exactement. Pour ça, on découpe l’intervalle [a, b] en n sous-
intervalles de longueur b−an pour n ∈ N?. Sur chaque intervalle Ik =

[
a+ k b−an , a+ (k + 1) b−an

]
pour 0 6 k < n, on approche la fonction f par fn qui est égale à f

(
a+ k b−an

)
. Cela

définit une fonction fn « en escaliers ». Plus n est grand, plus fn approche finement f ,
de sorte que ∫ b

a
f(t)dt = lim

n→+∞

∫ b

a
fn(t)dt.

Or on sait calculer l’aire sous la courbe d’une fonction définie « en escaliers », c’est la
somme des aires des rectangles, cela définit donc proprement l’intégrale

∫ b
a f(t)dt.

II.1.2 Intégrale d’une fonction continue

Dans le paragraphe précédent, on a défini l’intégrale seulement pour les fonctions
continues et positives. Pour une fonction continue quelconque, on procède ainsi.

Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue. Pour tout t ∈ [a, b], on définit
f+(t) = max(f(t), 0) et f−(t) = max(−f(t), 0), de sorte que pour tout t ∈ [a, b],
f(t) = f+(t)− f−(t). Alors on définit∫ b

a
f(t)dt =

∫ b

a
f+(t)dt−

∫ b

a
f−(t)dt.

Définition.
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Dans la définition précédente, l’intégrale des fonctions f+ et f− est bien définie car
ce sont des fonctions continues et positives,

Jusqu’à présent, on a considéré l’intégrale d’une fonction avec les bornes rangées dans
l’ordre croissant, on peut considérer des bornes rangées dans un ordre quelconque après
la définition suivante.

Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue (avec a 6 b). On pose∫ a

b
f(t)dt = −

∫ b

a
f(t)dt.

Définition.

II.1.3 Propriétés

Considérons tout d’abord quelques intégrales facilement calculables.
Exemple. Soient a et b deux nombres réels, alors

1.
∫ b
a 1 · dt =

∫ b
a dt = b− a,

2.
∫ b
a 0 · dt = 0,

3.
∫ a
a f(t)dt = 0 pour toute fonction f .

La définition de l’intégrale d’une fonction continue conduit également aux propriétés
suivantes.

Soient a, b, c trois réels et f une fonction continue sur un intervalle contenant
a, b et c, alors ∫ c

a
f(t)dt =

∫ b

a
f(t)dt+

∫ c

b
f(t)dt.

Proposition 2.5 (relation de Chasles).

Soient f et g deux fonctions à valeurs réelles et continues sur un intervalle [a, b].
Alors pour tous nombres réels λ et µ,∫ b

a
(λf(t) + µg(t)) dt = λ

∫ b

a
f(t)dt+ µ

∫ b

a
g(t)dt.

Proposition 2.6 (linéarité de l’intégrale).
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Exemple. On peut calculer l’intégrale
∫ 1
0 (2t2 + 3)dt en écrivant∫ 1

0
(2t2 + 3)dt = 2

∫ 1

0
t2dt+ 3

∫ 1

0
dt.

Par ailleurs, on a le théorème suivant, qui relie dérivée et intégrale.

Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue. Alors la fonction F définie sur [a, b]
par

pour tout x ∈ [a, b], F (x) =

∫ x

a
f(t)dt,

est dérivable et sa dérivée est F ′ = f .

Théorème 2.7 (théorème fondamental de l’analyse).

II.2 Techniques d’intégration

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment calculer des intégrales.

II.2.1 Primitives

Soient f : [a, b] −→ R une fonction continue et F : [a, b] −→ R une fonction
dérivable. On dit que F est une primitive de f (sur [a, b]) si

F ′ = f.

Définition.

Le théorème 2.7 donne une primitive d’une fonction continue calculée grâce à une inté-
grale. Réciproquement, on peut calculer l’intégrale d’une fonction si on connaît une de
ses primitives.

Soient f : [a, b] −→ R une fonction continue et F : [a, b] −→ R une primitive de
f . Alors ∫ b

a
f(t)dt =

[
F (t)

]b
a

= F (b)− F (a).

Proposition 2.8.
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Démonstration. D’après le théorème 2.7, la fonction F0 définie pour x ∈ [a, b] par

F0(x) =

∫ x

a
f(t)dt

est une primitive de f . Donc la différence F −F0 est constante. Or F (a)−F0(a) = F (a),
donc pour tout x ∈ [a, b], F (x)− F0(x) = F (a), en particulier

F (b)− F (a) = F0(b) =

∫ b

a
f(t)dt.

Le tableau suivant donne quelques primitives usuelles F de fonctions f , ainsi que les
dérivées f ′.

F (x) f(x) f ′(x)

c, où c ∈ R 0 0

si α 6= −1, 1
α+1x

α+1 + c, où c ∈ R xα αxα−1

ln(|x|) + c, où c ∈ R 1
x − 1

x2

ex + c, où c ∈ R ex ex

− cos(x) + c, où c ∈ R sin(x) cos(x)

sin(x) + c, où c ∈ R cos(x) − sin(x)

Remarque. Étant donné une fonction f , on note parfois
∫
f une primitive de f .

II.2.2 Intégration par parties

Soient f, g : [a, b] −→ R deux fonctions dérivables telles que f ′ et g′ sont conti-
nues sur [a, b]. Alors∫ b

a
f ′(t)g(t)dt =

[
f(t)g(t)

]b
a

−
∫ b

a
f(t)g′(t)dt.

Proposition 2.9 (intégration par parties).

Démonstration. La fonction fg est dérivable sur [a, b] et pour tout t ∈ [a, b], (fg)′(t) =
f ′(t)g(t) + f(t)g′(t). C’est la somme de produits de fonctions continues, donc c’est une
fonction continue qu’on peut intégrer sur [a, b] :∫ b

a
(fg)′(t)dt =

∫ b

a
(f ′(t)g(t) + f(t)g′(t))dt =

∫ b

a
f ′(t)g(t)dt+

∫ b

a
f(t)g′(t)dt,

Dérivation et intégration 32



Université de Bordeaux I – 2012/13 MOSE 1003

donc ∫ b

a
f ′(t)g(t)dt =

∫ b

a
(fg)′(t)dt−

∫ b

a
f(t)g′(t)dt.

Or
∫ b

a
(fg)′(t)dt =

[
f(t)g(t)

]b
a

d’après la proposition 2.8, ce qui nous donne la formule.

Exemple. On peut calculer l’intégrale
∫ 1
0 te

tdt par parties. Si on note f(t) = t et g′(t) = et,
alors f ′(t) = 1 et g(t) = et, de sorte que f et g sont deux fonctions dérivables à dérivée
continue sur [0, 1]. On peut appliquer la formule d’intégration par parties :

∫ 1

0
tetdt =

[
tet
]1
0

−
∫ 1

0
etdt,

= e−
[
et
]1
0

,

= e− (e− 1) ,

= 1.

II.2.3 Changement de variable

Soient f : [a, b] −→ R une fonction continue et g : [c, d] −→ [a, b] une fonction
dérivable dont la dérivée g′ est continue. Alors∫ d

c
f(g(x))g′(x)dx =

∫ g(d)

g(c)
f(t)dt.

Proposition 2.10 (changement de variable).

Démonstration. La fonction f étant continue, on considère une primitive F de f sur son
ensemble de définition. Alors F ◦ g est dérivable sur [c, d] et pour tout x ∈ [c, d],

(F ◦ g)′(x) = F ′(g(x)) · g′(x) = f(g(x)) · g′(x).

Par conséquent, F ◦ g est une primitive de la fonction x 7−→ f(g(x)) · g′(x) sur [c, d].
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Ainsi,

∫ d

c
f(g(x)) · g′(x)dx =

[
F (g(x))

]d
c

=

[
F (t)

]g(d)
g(c)

=

∫ g(d)

g(c)
f(t)dt.

Exemple. On peut calculer l’intégrale
∫ 1
0 x ·e

x2+1
2 dx par changement de variable. En effet,

en posant f(x) = ex et g(x) = x2+1
2 , alors f est continue sur R, g est dérivable sur R de

dérivée g′(x) = x continue sur R, donc

∫ 1

0
x · e

x2+1
2 dx =

∫ 1

0
f(g(x))g′(x)dx =

∫ g(1)

g(0)
f(t)dt =

∫ 3
2

1
2

etdt =

[
et
] 3

2

1
2

= e
3
2 − e

1
2 .

Exemple. La façon la plus simple de se rappeler la technique d’intégration par changement
de variables c’est d’utiliser le formalisme de Leibniz : par exemple si on veut calculer
l’intégrale ∫ 1

0

√
1 + x dx

on procède de la manière suivante : on pose
√

1 + x = t pour faire disparaître la racine
“qui nous gêne”, alors on a 1 + x = t2, donc x = t2 − 1 et dx = 2t dt. On remplace tout
cela dans l’intégrale, en ayant soin de changer les extrêmes d’intégrations, et on obtient :

∫ 1

0

√
1 + x dx =

∫ t=
√
2

t=1
t · 2t dt

=

∫ √2
1

2t2 dt = [2 · t
3

3
]
√
2

1 =
2

3
(2
√

2− 1)

Exemple. En général, il n’y a pas de règles pour choisir la bonne substitution, c’est-à-dire,
un changement de variables tel que l’intégrale “transformée” soit plus simple que celle du
départ. En voici un autre exemple, avec une substitution goniométrique :

∫ 1

0

√
1− x2 dx
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on pose x = cos t, alors dx = − sin t dt et t = arccosx. On en tire :∫ 1

0

√
1− x2 dx =

∫ t=arccos 1

t=arccos 0

√
1− cos2 t(− sin t) dt

=

∫ 0

π/2
|sin t|(− sin t) dt

=

∫ π/2

0
sin2 t dt car sin t ≥ 0 sur [0, π/2]

=

∫ π/2

0

1− cos 2t

2
dt

= [
1

2
t
1

4
sin 2t]

π/2
0 =

1

2
· π

2
− 1

4
· 1− 0 =

π

4
− 1

4

III Dérivées successives, formules de Taylor
et développements limités

III.1 Dérivées successives

Soient I un intervalle de R, f : I −→ R une fonction et n un entier naturel strictement
positif. On note f (0) = f et on définit f (n) par récurrence (de proche en proche). Pour
x0 ∈ I, f (n)(x0) est la dérivée (si elle existe) de f (n−1) en x0.

Exemple. Soit f :

{
R −→ R
x 7−→ sin(3x)

. Alors f est dérivable sur R et pour tout x ∈ R,

f (1)(x) = f ′(x) = 3 cos(3x). Comme f (1) est dérivable sur R, f est dérivable deux fois
sur R et pour tout x ∈ R, f ′(x) = −9 sin(3x).

En fait pour tout entier n, f est dérivable à l’ordre n et pour tout k ∈ N et tout
x ∈ R,

f (2k)(x) = (−9)k sin(3x) et f (2k+1)(x) = (−1)k · 32k+1 · cos(3x).

Soient I un intervalle de R et f : I −→ R une fonction dérivable, alors pour tout
x0 ∈ I, on peut donner une approximation de f(x) pour x proche de x0 en fonction de
f(x0) et f ′(x0), en effet, par définition de la dérivabilité,

f(x) = f(x0) + (x− x0) · f ′(x0) + o
x→x0

(x− x0) .

Le but des deux paragraphes suivants va être de généraliser et d’étendre cette formule.
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III.2 Formules de Taylor à l’ordre 1

Il existe plusieurs variantes des formules de Taylor, elles ont toutes la même forme,
mais le reste varie, nous allons voir deux d’entre elles, la formule de Taylor-Young et la
formule de Taylor avec reste intégral.

Soient I un intervalle de R, x0 ∈ I et f : I −→ R une fonction dérivable. Alors
pour tout h ∈ R, tel que x0 + h ∈ I. il existe un terme R1(h) tel que

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) +R1(h),

où R1 vérifie

1. R1(h) = o
h→0

(h) (formule de Taylor-Young),

2. si f est deux fois dérivable et f ′′ est continue, R1(h) =

x0+h∫
x0

f ′′(t)(x0 +h−

t)dt (formule de Taylor avec reste intégral).

Théorème 2.11 (Taylor à l’ordre 1).

Remarques. 1. La formule de Taylor-Young à l’ordre 1 est une reformulation de la
définition de la dérivée.

2. La formule de Taylor avec reste intégral est plus précise (elle donne exactement la
valeur du reste), mais elle nécessite la continuité de la dérivée f ′.

Exemples. – Soient f(x) = exp(x) = ex et x0 = 0, alors f est dérivable sur R et pour
tout x ∈ R, f ′(x) = exp(x). Ainsi, la formule de Taylor-Young à l’ordre 2 pour f
en x0 est la suivante : pour tout h ∈ R,

eh = f(h) = 1 + h+ o
h→0

(h) .

Comme la dérivée f ′ est dérivable sur R et f ′′ = exp est continue sur R, on peut
aussi écrire la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre 1 : pour tout h ∈ R,

eh = f(h) = 1 + h+

∫ h

0
et(h− t)dt.

– Soient f(x) = ln(1 + x) et x0 = 0. La fonction f est dérivable sur ] − 1,+∞[, et
pour tout x ∈] − 1,+∞[, f ′(x) = 1

1+x . La formule de Taylor-Young à l’ordre 1 en
0 s’écrit donc : pour tout h ∈]− 1,+∞[,

ln(1 + h) = f(h) = h+ o
h→0

(h) .
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La fonction f ′ est dérivable sur ]−1,+∞[ et pour tout x ∈]−1,+∞[, f ′′(x) = −1
(1+x)2

,
de sorte que f ′′ est continue sur ]− 1,+∞[. On peut donc appliquer la formule de
Taylor avec reste intégral à l’ordre 1 : pour tout h ∈ R,

ln(1 + h) = f(h) = h+

∫ h

0

t− h
2(1 + t)2

dt.

III.3 Formules de Taylor à l’ordre 2

Si f est deux dérivable, on peut obtenir des résultats plus précis.

Soient I un intervalle de R, x0 ∈ I et f : I −→ R une fonction deux fois
dérivable. Alors pour tout h ∈ R, tel que x0 + h ∈ I. il existe un terme R2(h)
tel que

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +R2(h),

où R2 vérifie

1. R2(h) = o
h→0

(
h2
)
(formule de Taylor-Young),

2. si f est trois fois dérivable et f (3) est continue, R2(h) =
x0+h∫
x0

f (3)(t)
(x0 + h− t)2

2
dt (formule de Taylor avec reste intégral).

Théorème 2.12 (Taylor à l’ordre 2).

Remarque. Les formules de Taylor sont plus précises à l’ordre 2 qu’à l’ordre 1. En effet,
on a

h2

2 f
′′(x0) + o

h→0

(
h2
)

h
−→
h→0

0,

donc h2

2 f
′′(x0) + o

h→0

(
h2
)

= o
h→0

(h).

Cela correspond à l’intuition selon laquelle pour h « petit » (par exemple h = 1
10), h

2

(ici, h2 = 1
100) est plus petit que h.

Exemples. – Soient f(x) = exp(x) = ex et x0 = 0, alors f est deux fois dérivable sur
R et pour tout x ∈ R, f ′(x) = f ′′(x) = exp(x). Ainsi, la formule de Taylor-Young
à l’ordre 2 pour f en x0 = 0 est la suivante : pour tout h ∈ R,

eh = f(h) = 1 + h+
h2

2
+ o
h→0

(
h2
)
.
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Comme la dérivée f ′′ est dérivable sur R et f (3) = exp est continue sur R, on peut
aussi écrire la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre 2 : pour tout h ∈ R,

eh = f(h) = 1 + h+
h2

2
+

∫ h

0
et

(h− t)2

2
dt.

– Soient f(x) = ln(1 + x) et x0 = 0. La fonction f est deux fois dérivable sur
]− 1,+∞[, et pour tout x ∈]− 1,+∞[, f ′(x) = 1

1+x et f ′′(x) = −1
(1+x)2

. La formule
de Taylor-Young à l’ordre 2 en 0 s’écrit donc : pour tout h ∈]− 1,+∞[,

ln(1 + h) = f(h) = h− h2

2
o

h→0

(
h2
)
.

La fonction f ′′ est dérivable sur ] − 1,+∞[ et pour tout x ∈] − 1,+∞[, f (3)(x) =
2

(1+x)3
, de sorte que f (3) est continue sur ] − 1,+∞[. On peut donc appliquer la

formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre 2 : pour tout h ∈ R,

ln(1 + h) = f(h) = h− h2

2
+

∫ h

0

h− t
(1 + t)3

dt.

Le paragraphe suivant va donner une application de la formule de Taylor-Young.

III.4 Développements limités

Soient I un intervalle de R, x0 ∈ I, f : I −→ R une fonction et n un entier
naturel. Un développement limité à l’ordre n de f au voisinage de x0 est une
formule de la forme suivante : pour tout h tel que x0 + h ∈ I,

f(x0 + h) = a0 + a1h+ · · ·+ anh
n + o

h→0
(hn) ,

les éléments a0, a1, . . . , an étant des nombres réels.

Définition.

Exemple. La formule de Taylor-Young à l’ordre 2 en 0 nous donne un développement
limité à l’ordre 2 de f au voisinage de 0 : pour tout h ∈ R,

eh = 1 + h+
h2

2
+ o
h→0

(
h2
)
.

De même, on peut obtenir les quelques développements limités suivants.
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f(x) Développement limité à l’ordre 2 en 0

ex 1 + x+ x2

2 + o
x→0

(x)

1
1−x 1 + x+ x2 + o

x→0

(
x2
)

sin(x) x+ o
x→0

(
x2
)

cos(x) 1− x2

2 + o
x→0

(
x2
)

tan(x) x+ o
x→0

(
x2
)

ln(1 + x) x− x2

2 + o
x→0

(
x2
)

Les développements limités, obtenus à travers la formule de Taylor-Young, sont très
utils dans le calculs des limites.
Exemple. On veut calculer

lim
x→0

tanx− x
x2

et pour cela, il nous faut le DL de tanx en x = 0 : soit on le trouve dans un tableau tel
que celui d’en haut, soit on le calcule à la main :

tanx = tan 0 + tan′ 0 · x+
tan′′ 0

2
x2 + o(x2)

Or, tan 0 = 0, ensuite tan′ x = 1+tan2 x, donc tan′ 0 = 1, et tan′′ x = 2 tanx(1+tan2 x),
donc tan′′ 0 = 0. On en tire

tanx = 0 + 1 · x+
0

2
x2 + o(x2) = x+ o(x2)

et on l’introduit dans la limite, en obtenant

lim
x→0

x+ o(x2)− x
x2

= lim
x→0

o(x2)

x2
= 0

par définition de o(x2).

IV Fonctions de deux variables

Dans cette partie, on va étudier les fonctions de deux variables, c’est-à-dire les fonc-
tions de la forme

f :

{
R2 −→ R

(x, y) 7−→ f(x, y)
.

Les techniques abordées ici peuvent s’étendre aux fonctions d’un nombre fini de variables.
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IV.1 Dérivées partielles

Pour étudier les fonctions d’une variable réelle, on a souvent recours à la dérivée.
Comme il y a plusieurs variables, on ne peut pas tout à fait procéder de la même façon.
Cependant, on peut considérer chaque variable séparément.

La dérivée partielle de f en (x0, y0) par rapport à x (la première variable) est

la dérivée en x0 de la fonction g :

{
R −→ R
x 7−→ f(x, y0)

. On la note
∂f

∂x
(x0, y0)

ou encore fx(x0, y0).
On peut définir de même la dérivée partielle par rapport à y (la seconde variable)

en (x0, y0), notée
∂f

∂x
(x0, y0) ou encore fy(x0, y0) comme la dérivée en y0 de la

fonction d’une variable h :

{
R −→ R
y 7−→ f(x0, y)

.

Définition.

Ainsi, par définition de la dérivée d’une fonction d’une variable réelle,

fx(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0) = lim

t→0

f(x0 + t, y0)− f(x0, y0)

t
.

Exemple (1). Considérons f :

{
R2 −→ R

(x, y) 7−→ x2 + 3xy + y2
. Alors pour tout (x, y) ∈

R2, on a
∂f

∂x
(x, y) = 2x+3y et

∂f

∂y
(x, y) = 3x+2y. On peut calculer les dérivées partielles

des fonctions de deux variables
∂f

∂x
:

{
R2 −→ R

(x, y) 7−→ 2x+ 3y
et
∂f

∂y
:

{
R2 −→ R

(x, y) 7−→ 3x+ 2y
.

On note
∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
,
∂2f

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
,
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
et

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
.

Alors on calcule
∂2f

∂x2
(x, y) = 2,

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 3,

∂2f

∂y∂x
(x, y) = 3 et

∂2f

∂y2
(x, y) = 2.

Exemple (2). Considérons f :

{
R2 −→ R

(x, y) 7−→ exp
(
3x+ 7y2

)
+ y

. On peut calculer les

dérivées partielles en tout (x, y) ∈ R2,
∂f

∂x
(x, y) = 3 exp

(
3x+ 7y2

)
,

∂f

∂y
(x, y) = 14y exp

(
3x+ 7y2

)
+ 1.
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Calculons à présent les dérivées partielles d’ordre 2, pour tout couple (x, y) ∈ R2, on
trouve

∂2f

∂x2
(x, y) = 9 exp

(
3x+ 7y2

)
,

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 42y exp

(
3x+ 7y2

)
.

De même, on obtient

∂2f

∂y∂x
(x, y) = 42y exp

(
3x+ 7y2

)
,

∂2f

∂y2
(x, y) = 14(1 + 14y2) exp

(
3x+ 7y2

)
.

Sur ces deux exemples, on observe que
∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
. En fait, on a le résultat suivant.

Si une fonction de deux variables f a les dérivées partielles de second ordre

continues, alors on a
∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
.

Théorème 2.13 (Schwarz).

IV.2 Gradient et extrema locaux

Un point (x0, y0) ∈ R2 est un extremum local de f s’il existe un disque D du
plan R2 de rayon r > 0 et contenant (x0, y0) tel que pour tout (x, y) ∈ D,
f(x, y) > f(x0, y0) (c’est alors un minimum local) ou pour tout (x, y) ∈ D,
f(x, y) 6 f(x0, y0) (c’est alors un maximum local).

Définition.

Concrètement, cela signifie que (x0, y0) est un minimum (respectivement maximum)
local de f si, quand on se déplace autour de (x0, y0), on obtient toujours des valeurs de
f supérieures (respectivement inférieures) à f(x0, y0).

Pour étudier les maxima et minima locaux d’une fonction d’une variable réelle, on
peut utiliser la dérivée ; pour les fonctions de deux variables, on va utiliser le gradient.
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Soit (x0, y0) ∈ R2, on appelle gradient de f en (x0, y0) le vecteur

∇f(x0, y0) =


∂f

∂x
(x0, y0)

∂f

∂y
(x0, y0)

 .

On dit qu’un point (x0, y0) est critique pour f si et seulement si ∇f(x0, y0) =(
0

0

)
.

Définition.

Le symbole ∇ s’appelle « nabla ». On peut aussi notre
−−→
grad f à la place de ∇f .

Tout extremum local est un point critique, mais la réciproque n’est pas vraie.

Proposition 2.14.

Remarque. Cette propriété est aussi vraie pour les fonctions d’une variable réelle : un
point où la dérivée s’annule n’est pas forcément un minimum ou un maximum local (par
exemple, la dérivée de x 7−→ x3 s’annule en 0, mais 0 n’est ni un minimum local, ni un
maximum local).

Exemples. 1. Considérons la fonction f de deux variables définies par f(x, y) = x3.

Alors
∂f

∂x
(x, y) = 3x2 et

∂f

∂y
(x, y) = 0. Tout point de la forme (0, y), pour y ∈ R,

mais aucun n’est extremum local.
En effet, étant donné y ∈ R, pour tout r > 0,

f(−r, y) = −r3 < 0 = f(0, y) < r3 = f(r, y).

2. Soit f(x, y) = x2 + y2, alors
∂f

∂x
(x, y) = 2x et

∂f

∂y
(x, y) = 2y. Donc f admet un

unique point critique : (0, 0). Ce point est un minimum local (et même global) de
f .
En effet, pour tout (x, y) ∈ R2,

f(x, y) = x2 + y2 > 0 = f(0, 0).
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x

y

z = x2 + y2

3. Soit f(x, y) = x2 − y2, alors ∂f
∂x

(x, y) = 2x et
∂f

∂y
(x, y) = −2y. Donc f admet un

unique point critique : (0, 0). Ce point n’est pas un extremum local de f .

En effet, pour tout h > 0,

f(0, h) = −h2 < 0 = f(0, 0) < f(0,−h) = h2.
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x

y

z = x2 − y2

IV.3 Formule de Taylor-Young à l’ordre 2

Comme pour les fonctions d’une variable, on souhaite approcher f au voisinage d’un
point par des polynômes.

Soient f une fonction de deux variables et (a, b) ∈ R2. Si f est suffisamment
lisse, alors pour tout (x, y) ∈ R2,

f(a+ x, b+ y) = f(a, b) +
∂f

∂x
(a, b) · x+

∂f

∂y
(a, b) · y

+
1

2

(
∂2f

∂x2
(a, b) · x2 + 2

∂2f

∂x∂y
(a, b) · xy +

∂2f

∂y2
(a, b) · y2

)
+ o

(x,y)→(0,0)

(
x2 + y2

)
.

Proposition 2.15 (formule de Taylor-Young à l’ordre 2).
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La formule de Taylor-Young à l’ordre 2 est particulièrement intéressante pour étudier
le comportement d’une fonction autour d’un point critique.

Exemple. Soit f(x, y) = x3 − 3x+ y2. Calculons le gradient de f en (x, y) ∈ R2,

∇f(x, y) =

(
3x2 − 3

2y

)
.

La fonction f admet donc deux points critiques (1, 0) et (−1, 0). On va déterminer s’il
s’agit d’extrema locaux grâce à la formule de Taylor-Young à l’ordre 2.

Pour l’appliquer, on a besoin de calculer

∂2f

∂x2
(x, y) = 6x,

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 0,

∂2f

∂y2
(x, y) = 2.

La formule de Taylor-Young à l’ordre 2 appliquée à f en (1, 0) nous donne

f(1 + x, y) = −2 + 3x2 + y2 + o
(x,y)→(0,0)

(
x2 + y2

)
.

Pour x et y assez petits, le terme o
(x,y)→(0,0)

(
x2 + y2

)
est négligeable devant −2+3x2+y2,

donc f(1 + x, y) a le même comportement que −2 + 3x2 + y2. Or pour tout (x, y) ∈ R2,

3x2 + y2 > 0,

donc pour (x, y) proche de (0, 0),

f(1 + x, y) > −2 = f(1, 0).

Cela montre que (1, 0) est un minimum local pour f .
On peut aussi appliquer la formule de Taylor-Young pour f en (−1, 0) :

f(−1 + x, y) = 2− 3x2 + y2 + o
(x,y)→(0,0)

(
x2 + y2

)
.

De même, pour (x, y) proche de (0, 0), f(−1 + x, y) se comporte comme 2 − 3x2 + y2.
Cependant −3x2 + y2 peut être positif ou négatif, donc (−1, 0) n’est pas un extremum
local.
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x

y

z = x3 − 3x+ y2

IV.4 Intégration de fonctions de deux variables

Le but de ce paragraphe n’est pas de présenter une théorie générale, mais de voir
comment intégrer certaines fonctions de deux variables simples. L’intuition pour l’inté-
grale d’une fonction d’une variable est le calcul d’une aire, pour une fonction de deux
variables, il s’agit du calcul d’un volume.

IV.4.1 Théorème de Fubini

Soit f une fonction de deux variables réelles continue sur R2. S’il existe deux
fonctions ϕ1 et ϕ2 d’une variable telles que pour tous (x, y) ∈ R2, f(x, y) =
ϕ1(x) · ϕ2(y), alors pour tous réels a, b, c, d,∫

[a,b]×[c,d]
f(x, y)d(x, y) =

(∫ b

a
ϕ1(x)dx

)
·
(∫ d

c
ϕ2(y)dy

)
.

Théorème 2.16 (Fubini).
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Remarque. Le lecteur attentif remarquera qu’on n’a pas défini l’intégrale∫
[a,b]×[c,d]

f(x, y)d(x, y).

On peut définir cette notion grâce au théorème précédent comme
(∫ b

a ϕ1(x)dx
)
·
(∫ d

c ϕ2(y)dy
)
.

On pourra aussi écrire∫
[a,b]

∫
[c,d]

f(x, y)dydx =

∫
[c,d]

∫
[a,b]

f(x, y)dxdy

à la place de
∫
[a,b]×[c,d] f(x, y)d(x, y).

Exemple. Calculons
∫
[0,2]×[−1,3] e

−x+yd(x, y). On remarque que e−x−y = ϕ1(x) ·ϕ2(y) où
ϕ1(x) = e−x et ϕ2(y) = ey. Donc, d’après le théorème de Fubini,∫

[0,2]×[−1,3]
e−x+yd(x, y) =

(∫ 2

0
e−xdx

)
·
(∫ 3

−1
eydy

)
=

[
− e−x

]2
0

·
[
ey
]3
−1

=
(
−e−2 + 1

)
·
(
e3 − e−1

)
= e3 − e− e−1 + e−3.

IV.4.2 Coordonnées polaires (paragraphe non abordé en cours)

O

θ

•

x

y

r

Un point du plan peut être repéré par ses coordon-
nées cartésiennes (x, y), mais aussi par ses coordonnées
polaires (r, θ), où r > 0 est le rayon et θ ∈ [0, 2π[
l’angle. Les coordonnées sont reliées par les relations
suivantes : {

x = r cos(θ)

y = r sin(θ)
.

Jusqu’à présent, les intégrales des fonctions de deux variables étaient calculées sur un
domaine « rectangulaire » de la forme [a, b] × [c, d]. Si on veut intégrer une fonction de
deux variables sur un disque, les coordonnées polaires sont particulièrement pratiques.

Si on considère le domaine D du plan tel que D corresponde aux points de coordonnées
polaires (r, θ) tel que r ∈ [ρ,R] et θ ∈ [α, β], alors pour une fonction de deux variables f ,∫

D
f(x, y)d(x, y) =

∫ R

r=ρ

∫ β

θ=α
f(r cos(θ), r sin(θ))rdrdθ.

On remplace donc dxdy par rdrdθ.
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O
θ

dθ

r
dr

Pseudo-justification. La quantité dxdy est la différence
d’aire entre les rectangles de côtés respectifs (x+dx, y+
dy) et (x, y). Pour les coordonnées polaires, on consi-
dère les parties de disque définies par les rayons et
angles respectifs (r, θ) et (r+ dr, θ+ dθ). La différence
d’aire entre ces deux surfaces est

(r + dr)2

2
dθ − r2

2
dθ = rdrdθ + (dr)2dθ,

dont le terme dominant (pour dr et dθ « petits ») est
rdrdθ.

Exemple. Soient f :

{
R2 −→ R

(x, y) 7−→ ex
2+y2

et D le disque de centre O et de rayon 2.

Alors, d’après la formule de changement de variables en coordonnées polaires,∫
D
f(x, y)d(x, y) =

∫ 2

r=0

∫ 2π

θ=0
f(r cos(θ), r sin(θ))rdrdθ,

car (x, y) ∈ D si et seulement si 0 6 r 6 2 (pour tout angle θ ∈ [0, 2π[). Ainsi,∫
D
f(x, y)d(x, y) =

∫ 2

r=0

∫ 2π

θ=0
rer

2
drdθ,

=

(∫ 2

r=0
rer

2
dr
)
·
(∫ 2π

θ=0
dθ
)

d’après le théorème de Fubini,

=

[
er

2

2

]2
0

· 2π,

= (e4 − 1)π.
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Introduction aux équations différentielles

Soient n un entier naturel, I un intervalle ouvert de R et y : I −→ R une fonction d’une
variable réelle (que l’on notera généralement t ou x). On appelle équation différentielle
d’ordre n une relation liant une fonction dérivable n fois et ses dérivées d’ordre inférieur
à n de la forme

y(n)(t) + an−1(t)y
(n−1)(t) + · · ·+ a0(t)y(t) = b(t), (E)

où a0, . . . , an et bn sont des fonctions de I dans R.

On appelle solution de (E) sur I une fonction y qui est n fois dérivable et
qui vérifie (E) pour tout t ∈ I. Le second membre de (E) est la fonction b(t).
L’équation homogène (ou sans second membre) associée à (E) est

y(n)(t) + an−1(t)y
(n−1)(t) + · · ·+ a0(t)y(t) = 0. (E0)

Définition.

Le fait que la dérivation soit linéaire (c’est-à-dire que la dérivée d’une somme est la
somme des dérivées et que la dérivée du produit d’une constante et d’une fonction est le
produit de la constante et de la dérivée de la fonction) donne une structure particulière
aux solutions de (E0).

Si y1 et y2 sont des solutions de (E0) sur I, alors pour tous réels λ1, λ2, la
fonction λ1y1 + λ2y2 est solution de (E0).

Proposition 3.1.

Par ailleurs, la proposition suivante montre l’intérêt de l’équation homogène pour
résoudre une équation différentielle avec second membre.

Toute solution de (E) est somme
– d’une solution particulière de (E),
– d’une solution de l’équation homogène associée (E0).

Proposition 3.2.
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Démonstration. Il suffit de remarquer que si y est une solution quelconque de l’équation
avec second membre (E) et ypart est une solution particulière de (E), alors z = y − ypart
est solution de l’équation homogène (E0).

Ainsi, on obtient une technique générale pour trouver toutes les solutions de (E) : il
suffit d’exhiber une solution particulière de (E) et toutes les solutions de (E0).

I Équations différentielles linéaires d’ordre 1

Par tradition (et parce que les solutions vont être un peu plus simples à écrire), on
« fait passer a0(t) à droite » et on écrit

y′(t) = a(t)y(t) + b(t). (E)

I.1 Résolution

Commençons par trouver les solutions de l’équation homogène, qui est ici

y′(t) = a(t)y(t). (E0)

L’ensemble des solutions de l’équation homogène y′(t) = a(t)y(t) sur I est l’en-
semble des fonctions y0 de la forme

y0(t) = CeA(t), pour C ∈ R,

où A(t) est une primitive de a(t) sur I.

Théorème 3.3.

Démonstration. En effet, remarquons d’abord que cette fonction y0 vérifie l’équation
(E0). On calcule y′0(t) = CA′(t)eA(t) = Ca(t)eA(t) = a(t)y0(t) car A(t) est une primitive
de a(t).

Réciproquement, soit y(t) une solution de l’équation homogène (E0) et définissons la
fonction z par z(t) = y(t)e−A(t). Le but est de montrer que cette fonction est constante.

Introduction aux équations différentielles 50



Université de Bordeaux I – 2012/13 MOSE 1003

Calculons

z′(t) = y′(t)e−A(t) −A′(t)y(t)e−A(t), (formule de dérivation du produit)
= a(t)y(t)e−A(t) − a(t)y(t)e−A(t), (car y est solution de l’équation homogène),
= 0.

Ainsi, la fonction z est constante, il existe C ∈ R tel que pour tout t, z(t) = C et donc
y(t) = CeA(t).

D’après la proposition (3.2), pour résoudre (E), il suffit donc de savoir calculer une
primitive de a(t) et de trouver une solution particulière de (E).
Exemple. y′(t) = ty(t) + t.

L’équation homogène associée est y′(t) = ty(t), une primitive de t étant t2

2 , les solu-

tions de l’équation homogène sont donc y0(t) = Ce
t2

2 , où C ∈ R.
On remarque par ailleurs que ypart(t) = −1 est solution particulière de l’équation

avec second membre, les solutions de l’équation sont donc les fonctions y de la forme

y(t) = Ce
t2

2 − 1, où C ∈ R.

Toutefois, si on ne voit pas de solution particulière, on peut appliquer la méthode de
variation de la constante.

I.2 Méthode de variation de la constante

Soit yh une solution qui ne s’annule pas de l’équation homogène (E0) (on peut prendre
yh(t) = eA(t)). La méthode de variation de la constante consiste à chercher une solution
de l’équation avec second membre (E) sous la forme y(t) = c(t)yh(t). Le but est donc de
déterminer c(t).

Pour ce faire, on calcule y′(t) de deux façons différentes. Tout d’abord,

y′(t) = c′(t)yh(t) + c(t)y′h(t) par définition de y(t),

= c′(t)yh(t) + c(t)a(t)yh(t) car yh est solution de l’équation homogène.

Or y(t) est solution de (E), donc

y′(t) = a(t)y(t) + b(t),

= a(t)c(t)yh(t) + b(t) en remplaçant y(t) par son expression.

En identifiant les deux expressions de y′(t), on trouve c′(t)yh(t) = b(t). Comme yh ne
s’annule pas,

c′(t) =
b(t)

yh(t)
.

Par conséquent, on trouve c(t) en cherchant une primitive de b(t)
yh(t)

.
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Exemple. Reprenons l’exemple du paragraphe du paragraphe précédent : y′(t) = ty(t)+t.
Nous avons vu que les solutions de l’équation homogène associée y′(t) = ty(t) sont de

la forme y0(t) = Ce
t2

2 où C ∈ R. Si on ne voit pas de solution particulière, on peut
appliquer la méthode de variation de la constante.

On suppose que y(t) = c(t)e
t2

2 est solution de l’équation avec second membre. Alors,
d’une part

y′(t) = c′(t)e
t2

2 + c(t)te
t2

2 , (par définition de y(t))

= c′(t)e
t2

2 + ty(t)

et d’autre part, y′(t) = ty(t) + t car y est solution de l’équation différentielle.

Ainsi, c′(t)e
t2

2 + ty(t) = ty(t) + t, donc c′(t)e
t2

2 = t et

c′(t) =
t

e
t2

2

= te−
t2

2 .

Pour déterminer c(t), on trouve une primitive de te−
t2

2 , ainsi

c(t) = −e−
t2

2 + k, où k ∈ R.

Par conséquent, les solutions de l’équation différentielle y′(t) = ty(t) + t sont de la forme

y(t) =

(
−e−

t2

2 + k

)
e
t2

2 = −1 + ke
t2

2 , où k ∈ R.

I.3 Le problème de Cauchy linéaire d’ordre 1

On appelle problème de Cauchy linéaire d’ordre 1 la conjonction d’une équation
différentielle y′(t) = a(t)y(t) + b(t) et d’une condition initiale y(t0) = y0. Ré-
soudre le problème de Cauchy revient donc à trouver une solution y de l’équation
différentielle telle que y(t0) = y0.

Définition.

Le problème de Cauchy linéaire d’ordre 1 admet une unique solution.

Théorème 3.4.
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Quand on cherche à résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre, on
trouve une famille de solutions dépendant du choix d’une constante. La condition initiale
va imposer la valeur de cette constante et rendre la solution unique.

Exemple. Soit le problème de Cauchy suivant :

{
y′(t) = ty(t) + t,

y(0) = 2
(P)

Nous avons vu (avec deux méthodes) que les solutions de l’équation différentielle y′(t) =

ty(t) + t sont les fonctions de la forme y(t) = Ce
t2

2 − 1, où C ∈ R. Par conséquent,
y(0) = C − 1 et si on impose y(0) = 2, alors C = 3.

Ainsi, la solution au problème de Cauchy (P) est y(t) = 3e
t2

2 − 1.

I.4 Solutions particulières

On peut éviter d’appliquer la méthode de variation de la constante dans certains
cas, le tableau suivant donne une technique pour rechercher une solution particulière en
fonction du second membre b(t) si a(t) est une fonction constante (c’est-à-dire ne
dépendant pas de t).

forme de b(t) forme de la solution particulière

polynôme de degré n polynôme (a priori différent) de
même degré n

ekt qui n’est pas solution de
l’équation homogène

Aekt, avec A réel à déterminer

ekt qui est solution de l’équation
homogène

Atekt, avec A réel à déterminer

sin(ωt) A sin(ωt) +B cos(ωt), avec A,B réels
à déterminer

cos(ωt) A sin(ωt) +B cos(ωt), avec A,B réels
à déterminer

somme de termes ci-dessus somme des termes correspondants

Remarque. La technique s’applique toujours quand le second membre est le produit d’un
nombre réel par un des termes ci-dessus, par exemple, pour un second membre b(t) =
π sin(2t), on va aussi chercher une solution particulière sous la forme A sin(2t)+B cos(2t).
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I.5 Systèmes d’équations différentielles linéaires 2× 2

On commence par un exemple : on veut résoudre le système{
x′(t) = 3x(t) + 8y(t)

y′(t) = 2x(t) + 3y(t)
(I.1)

qu’on écrit en forme matricielle

X ′ =

(
x

y

)′
=

(
3 8

2 3

)(
x

y

)
= AX. (I.2)

Pour résoudre ce type de problèmes, on utilise la technique de diagonalisation (de A) :
en effet, si A et diagonalisable, on peut trouver une matrice diagonale

∆ =

(
λ1

λ2

)
et une matrice de changement de coordonnées T telles que

T−1AT = ∆.

Alors dans (I.2), on a

X ′ = T∆T−1X ⇔ T−1X ′ = ∆T−1X ⇔ (T−1X)′ = ∆(T−1X)

donc si on pose T−1X = Y , notre problème devient

Y ′ = ∆Y

c-a-d il est de la forme {
ξ′(t) = λ1ξ(t)

η′(t) = λ2η(t)
. (I.3)

On écrit immédiatement

Y (t) =

(
C1e

λ1t

C2e
λ2t

)
, (I.4)

et finalement on peut trouver X(t) = TY (t).
Dans notre exemple, le polynôme charactéristique de A est

det

(
3− λ 8

2 3− λ

)
= 0 ⇐⇒ (3− λ)2 − 16 = 0,

d’où l’on voit bien que les valeurs propres sont λ1 = 7 et λ2 = −1 (attention, dans la
suite, à ne pas échanger l’ordre des valeurs propres !). Pour les vecteurs propres, on a
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que (2, 1) est un vecteur propre de val. propre 7 et (2,−1) est un vecteur propre de val.
propre −1, donc

T =

(
2 2

1 −1

)
et ∆ =

(
7

−1

)
.

Si Y = T−1X, on a le problème

Y ′ =

(
7

−1

)
Y,

dont la solution est

Y =

(
C1e

7t

C2e
−t

)
et ainsi

X = TY =

(
2 2

1 −1

)(
C1e

7t

C2e
−t

)
=

(
2C1e

7t + 2C2e
−t

C1e
7t − C2e

−t

)
où pour tout couple de constantes C1, C2 on a une différente solution.

II Équations différentielles d’ordre 2 linéaires
à coefficients constants

On considère des équations d’ordre 2 plus simples que celles étudiées à l’ordre 1, on
suppose en effet que les coefficients de y′′, y′ et y sont constants.

II.1 Théorie et notations

Soient a, b, c trois réels, avec a 6= 0, I un intervalle ouvert de R et f : I 7−→ R, on
cherche une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I telle que pour tout
t ∈ I,

ay′′(t) + by′(t) + cy′(t) = f(t). (E)

II.2 Résolution de l’équation homogène

L’équation homogène associée à (E) est

ay′′(t) + by′(t) + cy′(t) = 0. (E0)
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Pour résoudre (E0), on utilise l’équation caractéristique associée

aλ2 + bλ+ c = 0, (E.C.)

qui est un trinôme du second degré (en λ).
La connaissance des racines de (E.C.) va donner les solutions de l’équation homogène

(E0).

Rappel. Soit ∆ = b2 − 4ac le discriminant de (E.C.).
1. Si ∆ < 0, alors (E.C.) admet deux racines complexes distinctes conjuguées

λ1 =
−b− i

√
|∆|

2a
et λ2 =

−b+ i
√
|∆|

2a
.

2. Si ∆ = 0, alors (E.C.) admet une racine double réelle

λ =
−b
2a
.

3. Si ∆ > 0, alors (E.C.) admet deux racines réelles distinctes

λ1 =
−b−

√
∆

2a
et λ2 =

−b+
√

∆

2a
.

Les solutions de l’équation homogène (E0) sont les fonctions y0(t) suivantes.

1. Si (E.C.) admet deux racines complexes distinctes conjuguées λ1 = α+ iβ
et λ = α− iβ, alors

y0(t) = (A sin(βt) +B cos(βt)) eαt, avec A,B ∈ R.

2. Si (E.C.) admet une racine réelle double λ, alors

y(t) = (A+Bt) eλt, avec A,B ∈ R.

3. Si (E.C.) admet deux racines réelles distinctes λ1 et λ2, alors

y(t) = Aeλ1t +Beλ2t, avec A,B ∈ R.

Proposition 3.5.

Exemple. y′′(t)− 6y′(t) + 9y(t) = 0.
L’équation caractéristique associée est λ2 − 6λ + 9 = 0. Cette équation admet une

racine réelle « double » λ = 3, donc les solutions de l’équation différentielle homogène
sont de la forme

y(t) = (A+Bt)e3t, où A,B ∈ R.
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II.3 Résolution de l’équation avec second membre

D’après la proposition 3.2, une solution de (E) est somme d’une solution particulière
de (E) et d’une solution de l’équation homogène (E0).
Exemple. y′′(t)− 6y′(t) + 9y(t) = 18.

Une solution particulière de cette équation est ypart(t) = 2, on a trouvé les solutions
de l’équation homogène dans l’exemple du paragraphe précédent, donc les solutions de
cette équation sont de la forme

y(t) = (A+Bt)e3t + 2, où A,B ∈ R.

Pour trouver une solution particulière y′′(t)+ay′(t)+by(t) = f(t), il existe l’analogue
de la méthode de variation des constantes, mais ici on ne la traitera pas. On peut se borner
à quelques cas simples, pour lesquels on sait déjà de quelle forme doit être la solution.

forme de f(t) forme de la solution particulière

polynôme P (t) de degré n, α = 0
n’est pas solution de l’E.C.

polynôme (a priori différent) P1(x) de
même degré n

polynôme P (t) de degré n, α = 0 est
solution de l’E.C. avec multiplicité r

tr · P1(t), avec P1(t) de même degré n

eαt, α n’est pas solution de l’E.C. Aeαt, avec A réel à déterminer

eαt, α est solution de l’E.C. avec
multiplicité r

Atreαt, avec A réel à déterminer

P (t)eαt, α n’est pas solution de l’E.C. P1(t)e
αt, avec P1(t) de même degré

P (t)eαt, α est pas solution de l’E.C. P1(t)e
αt, avec P1(t) de même degré

A cos(βt) +B sin(βt), iβ n’est pas
solution de l’E.C.

C cos(βt) +D sin(βt), avec C,D réels
à déterminer

A cos(βt) +B sin(βt), iβ est solution
(simple) de l’E.C.

t[C cos(βt) +D sin(βt)], avec C,D
réels à déterminer

P (t)[A cos(βt) +B sin(βt)], iβ n’est
pas solution de l’E.C.

P1(t)[C cos(βt) +D sin(βt)], avec
C,D réels à déterminer, P1(t) de

même degré.

P (t)[A cos(βt) +B sin(βt)], iβ est
solution (simple) de l’E.C.

tP1(t)[C cos(βt) +D sin(βt)], avec
C,D réels à déterminer, P1(t) de

même degré.

eαt[A cos(βt) +B sin(βt)], α+ iβ
n’est pas solution de l’E.C.

eαt[C cos(βt) +D sin(βt), avec C,D
réels à déterminer

eαt[A cos(βt) +B sin(βt)], α+ iβ est
solution (simple) de l’E.C.

teαt[C cos(βt) +D sin(βt)], avec C,D
réels à déterminer

somme de termes ci-dessus somme des termes correspondants
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II.4 Problème de Cauchy

Le problème de Cauchy linéaire à coefficients constants d’ordre 2 est la conjonc-
tion d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 à coefficients constants

ay′′(t) + by′(t) + cy′(t) = f(t), (E)

et de deux conditions initiales (t0 ∈ I, y0, v0 ∈ R){
y(t0) = y0,

y′(t0) = v0.
(C)

Résoudre le problème de Cauchy linéaire à coefficients constants d’ordre 2 revient
donc à trouver une solution y de (E) vérifiant (C).

Définition.

Le problème de Cauchy linéaire à coefficients constants d’ordre 2 admet une
unique solution.

Théorème 3.6.

Exemple. Soit le problème de Cauchy
y′′(t)− 6y′(t) + 9y(t) = 18,

y(0) = 0,

y′(0) = 1.

(P)

On a déjà trouvé les solutions de l’équation différentielle y′′(t) − 6y′(t) + 9y(t) = 18, ce
sont les fonctions de la forme

y(t) = (A+Bt)e3t + 2, où A,B ∈ R.

Par conséquent, y(0) = A + 2 et un calcul rapide montre que y′(0) = B + 3A. Par
conséquent, les conditions initiales imposent que (A,B) soit solution du système{

A = −2,

3A + B = 1.

Donc A = −2 et B = 7, et ainsi la solution de (P) est

y(t) = (−2 + 7t)e3t + 2.
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