
TESTS DE NON PRIMALITÉ, TESTS DE PRIMALITÉ

1. Introduction

Soit N un entier. On peut se poser trois questions distinctes sur la
nature arithmétique de N :
N est-il composé ?
N est-il premier ?
Factoriser N .

Si les trois questions semblent équivalentes, elles sont en fait de dif-
ficulté largement différente. On s’intéresse ici aux deux premières. A
savoir, comment montrer qu’un nombre est composé, puis, si la réponse
est “apparemment pas”, comment montrer qu’il est premier. Les tests
proposés utilisent les notions nécessaires aux calculs et raisonnements
dans Z/nZ, où n est un entier, parfois premier.

2. Tests de non primalité

Le petit théorème de Fermat fournit un test qui peut permettre de
montrer qu’un nombre N n’est pas premier. Si en effet en calculant
2N−1 mod N , on trouve un résultat distinct de 1, on est certain que
N n’est pas premier. Par contre, si on trouve 1, cela ne veut pas dire
que N est premier. On peut alors prendre d’autres valeurs a que 2, et
calculer aN−1. Si l’on trouve 1 à chaque fois, cela ne prouvera pas non
plus que N n’est pas premier. Il existe des nombres composés pour
lesquels on n’a que très peu de chances de conclure ainsi : les nombres
de Carmichael, c’est-à-dire les nombres composés N tels que aN−1 ≡ 1
mod N pour tout a premier avec N . Il a été démontré qu’il existe une
infinité de tels nombres.

Un renforcement de ce test a été donné par Rabin et Miller en 1977.
Il se base sur le théorème suivant.

Théorème 2.1. Soit N un nombre premier impair, et a un entier
premier à N . Si N − 1 = 2eq, où q est un entier impair, alors :

(1) Soit aq ≡ 1 mod N .

(2) Soit il existe i tel que 0 ≤ i ≤ e− 1 tel que a2iq ≡ −1 mod N .

Là encore, la réciproque est fausse, comme le montre l’exemple où
N = 3277 et a = 2. Si un entier a ∈ {1, . . . N − 1} vérifie l’une des
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propriétés (1) ou (2) du théorème de Rabin-Miller, on dit que N est
pseudo-premier (de Miller-Rabin) pour la base a.

Toutefois, la situation est meilleure que pour le test venant directe-
ment du petit théorème de Fermat. Le théorème suivant montre en
effet que si un nombre N n’est pas premier, et si l’on essaie un nombre
suffisant de valeurs de a, on a une très forte probabilité de trouver une
base a pour laquelle N n’est pas pseudo-premier.

Théorème 2.2. Si N est composé, alors il est pseudo-premier dans au
plus 1/4 des bases a.

Pour démontrer ce théorème, on peut procéder de la manière suiv-
ante. On écrit la décomposition de N en produit de facteurs premiers
N =

∏
p pfp . En utilisant le théorème chinois, on voit que le nombre A

d’éléments a qui satisfont le test est égal à∏
p

#{x : qx ≡ 0 mod (p− 1)pfp−1}

+
e−1∑
i=0

∏
p

#{x : q2ix ≡ (p− 1)pfp−1/2 mod (p− 1)pfp−1}.

On trouve alors que

A =

(
1 +

2ωE − 1

2ω − 1

) ∏
p

(q, p− 1),

où ω est le nombre de facteurs premiers de N , et où E = minpep,
l’entier ep étant défini pour tout p par : ep = v2(p− 1). La probabilité
P cherchée est égale à A/(N − 1). Si ω = 1, on trouve P = 1 si fp = 1,
et P ≤ (p − 1)/(pfp − 1) ≤ 1/(p + 1) ≤ 1/4 si fp > 1. Si ω > 1, les
inégalités (q, p− 1) ≤ (p− 1)/2ep et

∏
p(p− 1) ≤ N − 1 montrent que

P ≤
(

1 +
2ωE − 1

2ω − 1

)
/2ωE.

On obtient alors la majoration voulue, sauf dans le cas où ω = 2, où on
obtient seulement P ≤ 1/2. Dans ce cas, on peut affiner les inégalités
précédentes pour obtenir le bon résultat, sauf si p−1 divise N−1 pour
tout p et si N est sans facteurs carrés. On montre alors que ce cas est
impossible.

3. Tests de primalité

Supposons que N ait passé le test de Rabin-Miller. Nous sommes
alors à peu près certains que N est premier. Le démontrer rigoureuse-
ment est un problème plus difficile. Nous donnons ici un exemple
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de test, trouvé par Pocklington et amélioré par Lehmer, basé sur le
théorème suivant,

Théorème 3.1. Soit N > 1 un entier. Alors N est un nombre premier
si et seulement si pour tout diviseur premier p de N−1 on peut trouver
un entier ap tel que

aN−1
p ≡ 1 mod N et (a(N−1)/p

p − 1, N) = 1.

En effet, si N est premier, et si g est une racine primitive modulo
N , alors il suffit de poser ap = g pour tout p. Réciproquement, soit d
un diviseur premier de N , on montre que pour tout p divisant N − 1,
pvp(N−1) divise d− 1, ce qui permet ensuite de conclure que N = d.

Ce théorème fournit un test de primalité rapide, dès que l’on connâıt
la factorisation de N − 1. La factorisation d’un entier est un problème
difficile et peut être un obstacle à l’utilisation de ce test. Il arrive
toutefois qu’il ne soit pas trop difficile de factoriser N − 1. De plus, on
n’a pas vraiment besoin de la factorisation complète de N−1, comme le
montrent les théorèmes 3.2 et 3.3 ci-dessous, auxquels la démonstration
du théorème 3.1 s’applique, avec quelques modifications.

Théorème 3.2. Soit N > 1 un entier. On suppose qu’on sait écrire
N − 1 = FU , où (F, U) = 1, F =

∏g
i=1 pfi

i est complètement factorisé,
et où U < F . Alors N est premier si et seulement si pour tout élément
x = pi, i ∈ {1, . . . , r}, on peut trouver un entier ax tel que

aN−1
x ≡ 1 mod N et (a(N−1)/x

x − 1, N) = 1.

Théorème 3.3. Soit N > 1 un entier. On suppose qu’on sait écrire
N − 1 = FU , où (F, U) = 1, F =

∏g
i=1 pfi

i est complètement factorisé,
où tous les diviseurs premiers de U sont plus grand qu’un entier B,
et où BF ≥

√
N . Alors N est premier si et seulement si pour tout

élément x = pi, i ∈ {1, . . . , r} et x = U , on peut trouver un entier ax

tel que

aN−1
x ≡ 1 mod N et (a(N−1)/x

x − 1, N) = 1.

4. Suggestions

Plusieurs affirmations sont données sans preuve. Le candidat est in-
vité à les démontrer. Il est cependant déconseillé d’essayer de démontrer
qu’il existe une infinité de nombres de Carmichael.

Par ailleurs, la preuve de certains théorèmes n’est qu’ébauchée. On
pourra en fournir plus de détails.
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Plusieurs tests sont proposés. On pourra en implémenter certains et
les commenter.

On peut aussi chercher à illustrer expérimentalement la proportion
des bases pour lesquelles un nombre composé est pseudo-premier.


