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FEUILLE D’EXERCICES n° 3
Les anneaux Z et Z/nZ

Exercice 1 — Expérimenter les commandes suivantes. Sur Jupyter, il faut une
seule commande par cellule pour voir le résultat.
ZZ (c’est 'anneau 7Z)
A=IntegerModRing(12); A
A=Integers(12); A
A.1list )
A.list_of_elements_of _multiplicative_group()
A.multiplicative_group_is_cyclic()
euler_phi (12)
a=A(5)
a”(10710)
a.multiplicative_order()
Définir les anneaux Zx = Z[z|, Zxy = Z[z,y] et 26t = (Z/6Z)]t].

Exercice 2 - [TEST DE FERMAT]
On rappelle le théoréme de Fermat : si n est un nombre premier, alors pour tout
a premier a n,

n—1 _

a 1 mod n.

1) Soit n = 22" 1 1. En utilisant le théoréme précédent, montrer que n n’est pas
premier. Le vérifier & nouveau. en utilisant les fonctions is_prime et factor.
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2) Méme exercice avec n = I

Exercice 3 - [NOMBRES DE FERMAT]

1) Soit n = 22" 1. Quel est 'ordre multiplicatif de 3 modulo n 7 En déduire que
n est premier.

2) Soit k un entier naturel. Le k-éme nombre de Fermat est l'entier 22" 4 1. 11
est clair que Fj est premier. Le critére de Pépin donne une condition nécessaire
et suffisante pour que Fj soit premier quand k£ > 1.

Théoréme 1. |[CRITERE DE PEPIN| On suppose que k > 1. Alors Fy, est premier

st et seulement si
Fp—1

372 =-1 mod F;

En utilisant ce critére, dresser la liste des entiers k € [[0,14]] tels que Fy est
premier.

3) Démontrer le sens indirect "<" du théoréme 1.

4) Démontrer le sens direct.



Exercice 4 - [NOMBRES DE MERSENNE]

Pour tout nombre entier p, on note M, = 2P — 1. De tels nombres M, sont
appelés nombres de Mersenne. Si M, est premier, on dit que M, est un nombre
de Mersenne premier.

1) Montrer que si M, est premier, alors p est premier.
On admet le théoréeme suivant.

Théoréme. (Test de Lucas) Soit p un nombre premier impair. Soit L la suite
définie de la maniére suivante. Ly = 4, et pour tout n > 0, L, = L2 — 2. Alors
M, est premier si et seulement si M, divise L,_s.

2) Ecrire une procédure Lucas qui étant donné un nombre premier p détermine
si M, est premier. Pour comparer 'efficacité de votre procédure avec celle de vos
voisins, essayer par exemple time Lucas(19937)

3) En utilisant la procédure ci-dessus, établir la liste des 20 plus petits nombres
de Mersenne premiers, ou plutdt la liste des 20 plus petits nombres premiers p
tels que M, est un nombre de Mersenne premier.

Exercice 5 — [METHODE p DE POLLARD]

Cette méthode vise a trouver un facteur non trivial d’un entier n donné. Soit
f(z) = 2* + 1. On choisit un entier zg, et on pose yy = . Pour n > 0, on
pose Tn1 = f(x,) mod n et 3,41 = f2(y,) mod n. A chaque étape, on calcule
pged(z; — yi,n), et on arréte dés que ce pged est différent de 1. Si en plus il est
différent de n, c¢’est un facteur non trivial de n.

1) Ecrire une procédure qui utilise cette méthode pour trouver un facteur non
trivial d’un entier donné n.

2) Appliquer cette procédure a 102° + 67 et comparer entre vous les temps d’exé-
cution obtenus.

Exercice 6 — [RSA]
X a choisi deux nombres premiers p; = e Po = 105131“, qu’il garde secrets
et en a fait le produit n = pypy. (Cet entier est trop petit, et puis p; et ps sont
trop particuliers. On peut factoriser n trop facilement ... Tant pis. C’est juste
une expérience.)

Y veut partager un nombre secret s strictement inférieur a n avec X. Pour
cela, il lui envoie s*” mod n. On suppose que X regoit 1111. Calculer alors s. (On

doit trouver s = 650966664 . . . 3537769.)

Exercice 7 — [PREUVE DU TEST DE LUCAS|

Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme 1 de 'exercice 4. Soit n un
nombre premier impair > 3; on pose donc M,, = 2" — 1 et on considére la suite
(L,) définie dans 'exercice 4.
1) Soit p le plus petit diviseur premier de M,. Soit K un corps de décomposition
de P = X? —4X + 1 sur F,. On note « et 3 les racines de P dans K. Montrer
que la classe de L; dans F, est égale a o' + % mod p pour tout i > 0.



2) On suppose que M,, divise L,,_».

a) Déterminer 'ordre de o dans le groupe K*.

b) En déduire que p = M, et donc que M,, est premier.
3) Montrons maintenant la réciproque. On suppose que M, est premier, donc que
p = M,. On choisit une racine carrée V3 de 3 et une racine carrée /2 de 2 dans
14+ 3

V3 dans K.

V2
a) Montrer que I'on peut choisir « de sorte que a’ = a.
b) Montrer que a®" ' = —1.
¢) En déduire que L,,_5 =0 mod M,

K, puis on pose a =



