
TAS DE SABLE
1. IntrodutionCe texte aborde le modèle du tas de sable, qui dérit un proessus d'ébou-lements sur un graphe dont les sommets sont garnis de grains de sable. Danse modèle, un événement loal se produisant sur un sommet peut se réper-uter partout dans le graphe, e qui illustre le proverbe issu de phénomèneshaotiques que les modèles ontinus de la physique ne peuvent expliquer : �unbattement d'aile de papillon en Mer de Chine peut provoquer un tremble-ment de terre en Europe�. Ce genre de modèle peut être utilisé par exempledans l'étude des tremblements de terre, des feux de forêts, des �utuationsboursières et.Dans e adre, on observe que ertains états se distinguent des autres.On les appelle ii des on�gurations réurrentes. De plus, on peut munirl'ensemble de es on�gurations réurrentes d'une loi de groupe dé�nie defaçon naturelle à partir d'éboulements.2. L'automate ellulaire du tas de sable2.1. Cas de la grille. Soit une grille retangulaire de n × p ellules, 'est-à-dire un tableau retangulaire à n×p entrées. Sur haque ellule est déposéun ertain nombre de grains de sables. On dé�nit un proessus dont les règlessont les suivantes.- Si une ase possède 4 grains de sables ou plus, alors ette ase perd 4grains de sable et en donne un à haun de ses voisins (à gauhe, à droite,en haut et en bas).- Si ette ase se trouve sur un bord (resp. dans un angle) de la grille, alorsun (resp. deux) grains tombent dans le vide. Ces grains sont alors perdus.La �gure 1 illustre le fontionnement de et automate sur une grille 3× 3.
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2 TAS DE SABLE2.2. Extension au as des graphes. Un graphe est un ensemble �ni depoints appelés sommets, ou n÷uds, dont ertains sont reliés entre eux pardes liens appelés arêtes.Dans toute la suite, tous les graphes onsidérés seront onnexes.Soit G = (S,E) un graphe où S = {x0, x1, x2 . . . , xn} est l'ensemble de sessommets et où E(i, j) désigne le nombre d'arêtes entre les sommets xi et xj.Pour tout sommet xi, on note di son degré, 'est-à-dire le nombre d'arêtespartant de xi.On distingue l'un des sommets, mettons le sommet x0. Ce sommet seraappelé puits. Il reçoit les grains de sables, mais ne s'éboule jamais.La règle de l'automate ellulaire dans e adre est la suivante.- Si un sommet i 6= 0 ontient au moins di grains de sables, alors il s'éboule.- Un sommet i qui s'éboule perd di grains de sables et en donne E(i, j)au sommet j.On appelle on�guration u sur le graphe G un n-uplet (u1, . . . , un) de Zn.On dit que la on�guration est positive si ui ≥ 0 pour tout i. Dans e as,la on�guration représente le graphe où ui grains de sable sont plaés sur lesommet i.La on�guration ∆i est le n-uplet (∆i,1, . . . ,∆i,n) tel que ∆i,i = di−E(i, i)et ∆i,j = −E(i, j) si i 6= j. Ainsi, l'éboulement de la on�guration u dusommet i donne la on�guration v = u − ∆i.2.3. Finitude des éboulements et uniité de l'état �nal. Dans e para-graphe, nous allons voir qu'étant donnée une on�guration, on atteint aprèsun nombre �ni d'éboulements un état stable, 'est-à-dire une on�gurationà partir de laquelle il n'y a plus d'éboulements. Nous verrons ensuite que etétat ne dépend pas de l'ordre où les éboulements ont été e�etués.Proposition 2.1. Soit G un graphe muni d'un puits et u une on�gurationpositive sur G. Alors le nombre d'éboulements possibles à partir de u est �ni.C'est-à-dire, au bout d'un temps t �ni, le système atteint une on�gurationoù haque sommet a un nombre de grains de sables stritement inférieur audegré de e sommet.Pour montrer ette proposition, on peut supposer par l'absurde qu'il existeune suite in�nie d'éboulements possibles à partir de la on�guration, et voirque St, le nombre total de grains à l'instant t sur l'ensemble des sommets quis'éboulent une in�nité de fois, est stritement déroissant pour une in�nitéde t et ne peut-être roissant stritement que pour un nombre �ni de t.Dé�nition 2.2. Soit u une on�guration sur un graphe G = (S,E). Soit s =
(s1, . . . , st) un élément de St, où t ∈ N. s est une suite valide d'éboulementsde u si à partir de u, on peut ébouler le sommet s1, puis le sommet s2 etainsi de suite jusqu'au sommet st. C'est-à-dire que pour u, le sommet s1 estinstable, puis qu'après éboulement de s1, le sommet s2 est instable, et ainside suite jusqu'à st.



TAS DE SABLE 3Proposition 2.3. Il existe un état stable et un seul atteint depuis une on�-guration positive u sur un graphe G par une suite valide d'éboulements. Deplus, toutes les suites valides d'éboulements pour atteindre ette on�gurationse déduisent l'une de l'autre par permutation.La preuve de ette proposition repose sur le fait que si i et j sont deuxsommets instables pour une on�guration u, alors on arrive à la même on�-guration si l'on éboule i puis j, ou bien si l'on éboule j, puis i.Dé�nition 2.4. Soit u une on�guration positive. Alors nous noterons û laon�guration stable obtenue après éboulements à partir de la on�guration u.3. Configurations réurrentesDans ette partie, nous verrons que ertaines on�gurations stables sedistinguent naturellement des autres, suivant ertains ritères liés aux haînesde Markov : les on�gurations réurrentes. Il s'agit des on�gurations quiapparaissent une in�nité de fois dans un proessus que nous allons dérire.Dé�nition 3.1. Soient u et v deux on�gurations positives sur un graphe.On notera u −→ v si l'on peut passer de u à v par éboulement d'un sommet.Nous noterons −̂→ la loture transitive de −→. C'est-à-dire : u−̂→v s'ilexiste u1 = u, u2, . . . , ut = v tels que pour tout i dans {1, . . . , t − 1}, ui −→
ui+1.Soit u+v la on�guration obtenue en ajoutant terme à terme les oordon-nées de u et de v. on note u ⊕ v = û + v.Proposition 3.2. Si u, u′, v, v′ sont des on�gurations positives, si u−̂→vet si u′−̂→v′, alors u + v−̂→u′ + v′. On a don la relation u ⊕ v = ̂̂u + v̂.Il y a plusieurs façons équivalentes de dé�nir les on�gurations réurrentes.Nous présentons la dé�nition �markovienne�, qui intervient naturellementdans le adre de la simulation de phénomènes physiques, puis nous verronsd'autres aratérisations possibles, dites par éboulements.3.1. Caratérisation markovienne. Nous dé�nissons un proessus sur leson�gurations stables de la manière suivante. Soit u une on�guration stable.On tire un sommet du graphe distint du puits de façon aléatoire, puis onajoute un grain de sable sur e sommet et on éboule la on�guration jusqu'àobtenir une on�guration stable.En itérant e proessus, on obtient une suite de on�gurations stables.Théorème 3.3. En itérant le proessus dé�ni i-dessus, l'ensemble des on�-gurations atteignables une in�nité de fois ne dépend pas de la on�gurationde départ u. Un élément de et ensemble est appelé on�guration réurrente.Une on�guration stable qui n'est pas réurrente est appelée transitoire.Preuve. Soit u la on�guration de départ, et soit v une on�guration stablequi apparaît une in�nité de fois dans la haîne des u(i) obtenue ave ertainstirages. Soit w une on�guration stable quelonque, il faut démontrer que



4 TAS DE SABLEpour ertains tirages, et en partant de la on�guration w, on peut atteindrela on�guration v une in�nité de fois. Pour ela, il su�t de voir que v estatteinte au moins une fois, et don de trouver une on�guration β telle que
w ⊕ β = v.Soit α = (αi, . . . , αn) telle que v ⊕ α = v. Une telle on�guration positiveexiste. Il su�t pour s'en onvainre de onsidérer e qui se passe entre deuxourenes de v dans la haîne partant de u. Il existe i tel que αi > 0. Soit
d = maxn

j=1 dj. Dans la on�guration (d + 1)α, le sommet xi a au moins
d+1 grains. Si on éboule une fois le sommet xi, on obtient une on�guration
Φi où le sommet xi et les sommets voisins de xi ont au moins un grain.Si ensuite on éboule une fois les sommets voisins de xi dans (d + 1)Φ1, onobtient Φ2 où les sommets situés à une distane inférieure à 2 de xi ont aumoins un grain. En itérant le proédé, on obtient une on�guration Φl oùtous les sommets ontiennent au moins un grain, et telle que v + dΦl−̂→v.Alors β = v + dΦl −w est une on�guration positive telle que w + β−̂→v. �3.2. Caratérisations par éboulements. Soit δ = (δ1 . . . , δn) la on�gu-ration telle que δi = di − 1 pour tout i.Proposition 3.4. Une on�guration stable u est réurrente si et seulements'il existe une on�guration positive v non nulle telle que δ + v−̂→u.Proposition 3.5. Soient u une on�guration réurrente et v une on�gura-tion positive. Alors u ⊕ v est réurrente.Soit ε = δ + (δ − δ ⊕ δ). On remarque que εi > 0 pour tout sommet dedegré supérieur stritement à 1.Proposition 3.6. Une on�guration stable u est réurrente si et seulementsi u + ε−̂→u.Pour le montrer, on peut voir tout d'abord que δ + ε−̂→δ, et utiliser laproposition 3.4.4. Le groupe des onfigurations réurrentesLe orollaire 3.5 permet de voir que ⊕ dé�nit une loi interne pour l'en-semble SP(G,x0) des on�gurations réurrentes sur le graphe G muni dupuits x0. Cet ensemble est en fait un groupe abélien pour ⊕ isomorphe à
Zn/E , où E est le sous-groupe de Zn engendré par les ∆i. On peut en e�etdémontrer le théorème suivant.Théorème 4.1. Soit u une on�guration de Zn. Alors il existe une uniqueon�guration réurrente v telle que u − v ∈ E.Preuve. Soit R la relation d'équivalene sur Zn dé�nie par E . Alors εR0.Soit u dans Zn. On peut onstruire u′ positive telle que (δ + u′)Ru, enutilisant ε. Cela prouve l'existene.Pour l'uniité, soient u et v deux on�gurations réurrentes telles que uRv.Si u− v =

∑n
i=1 αi∆i, alors u−

∑
αi<0 αi∆i = v +

∑
αi>0 αi∆i. Toujours en



TAS DE SABLE 5utilisant ε, on peut onstruire des on�gurations positives u′, v′ et w tellesque u′−̂→u, v′−̂→v, w−̂→u′ et w−̂→v′, relations qui permettent de montrerque u = v.Soit β la on�guration qui ontient E(i,puits) grains sur le sommet xi.Alors β permet de donner une aratérisation pratique des on�gurationsréurrentes.Proposition 4.2. Soit u une on�guration positive. Alors u est réurrentesi et seulement si u ⊕ β = u. De plus, lors du passage de u + β à u, haquesommet s'éboule une et une seule fois.Cela vient du fait que βR0.Exemple.

Fig. 2. Le graphe de la maisonLa �gure 2 représente le graphe de la maison. Si le puits est le sommet ennoir, on ompte 120 on�gurations stables sur e graphe et 31 on�gurationsréurrentes. Si le puits est le sommet rayé, on ompte 48 on�gurationsstables et 31 on�gurations réurrentes.Proposition 4.3. L'élément neutre pour SP(G,x0) est e = δ⊕ (δ− (δ⊕ δ)).Soit u une on�guration réurrente. Alors l'opposée de u dans SP(G,x0) est
e ⊕ (δ − (δ ⊕ u)).Pour dérire le groupe SP(G,x0), on peut utiliser la matrie M dé�nie par
M = (mi,j)(i,j)∈{1,...,n}2 où mi,j = ∆i,j. Alors, la forme normale de Smith



6 TAS DE SABLE
S de M donne les diviseurs élémentaires de SP(G,x0), son déterminant estégal au ardinal de SP(G,x0) et si UMV = S, les veteurs olonnes de U−1permettent d'exhiber une famille de générateurs de SP(G,x0).On peut se demander e que devient SP(G,x0) si on hange de puits. Enfait, sa struture reste inhangée.Théorème 4.4. Soit G un graphe de sommets x0, . . . , xn. Alors pour tout
i, SP(G,x0) ≃ SP(G,xi).Preuve. On dé�nit des on�gurations Γi omme les ∆i, mais sur Zn+1au lieu de Zn. C'est-à-dire, si (ei)i∈{0,...,n} désigne la base anonique de
Zn+1 pour i ∈ {0, . . . , n}, alors pour es entiers i, on pose Γi = diei −∑n

j=0 E(i, j)ej . Le groupe SP(G,x0) est isomorphe à Zn+1/Γ(G,x0), où
Γ(G,x0) =< e0,Γ1, . . . ,Γn >. Comme ∑n

i=1 Γi = −Γ0, on peut érire que
Γ(G,x0) =< e0,Γ0,Γ1, . . . ,Γn >. Si l'on pose Γ′

i = Γi + E(i, n)e0, fn = −e0et fi = ei − en pour tout i dans {0, . . . , n − 1}, alors on peut voir que pourtout i di�érent de n, Γ′
i = difi −

∑n
j=0 E(i, j)fj et Γ′

n = −
∑n

j=0 E(n, j)fj .Comme Γ(G,x0) =< fn,Γ′
0, . . . ,Γ

′
n >, on en déduit le résultat. �5. Suggestions

Fig. 3. Graphe omplet à 6 sommetsIllustrer sur ordinateur le proessus d'éboulements.Les preuves données dans e textes ne sont qu'ébauhées. On peut her-her à en détailler ertaines. On peut aussi herher à démontrer ertainesa�rmations données sans preuve.On peut illustrer les di�érents objets dé�nis dans le texte sur des exemplesde graphe, omme elui des grilles, de la maison, des graphes omplets (voirla �gure 3), des roues (�gure 4), ou enore d'autres exemples. Qu'est-e que
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Fig. 4. Roue à 6 sommetsl'élément neutre, sur un exemple donné ? Quelle est la liste des on�gurationsréurrentes ? Quelle est la struture du groupe ? On peut aussi en donner desgénérateurs.


